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Sammendrag

I denne masteroppgaven har jeg analysert 59 elevers Igsningsstrategier i arbeid med
andregradsligninger. Jeg har analysert elevenes bruk av en hoderegningsstrategi (sum
og produktmetoden) og en standardalgoritme (abc-formelen). Elevene i studien gikk
forste aret pa videregdende skole og hadde valgt teoretisk matematikk. Hovedmalet med
studien var & avdekke om innfgringen av en hoderegningstrategi i tillegg til
standardalgoritmen kunne hjelpe elevene til & bli gode pa 3 tilpasse valg av
Igsningsstrategi til den oppgaven de skulle Igse.

Etter & forst ha utledet og fatt oppleering i hoderegningstrategien og senere
standardalgoritmen, fikk elevene opplaering i nar de to metodene var mest egnet.
Elevene gjennomfgrte deretter en test der de bade fikk oppgaver som stimulerte dem til
& bruke hoderegningstrategien, og oppgaver som stimulerte dem til & bruke
standardalgoritmen. Testen besto av tre deler. P& den forste delen fikk elevene selv
velge strategi, pa del to ble elevene palagt & benytte hoderegningstrategien - og pa del
tre ble elevene palagt 8 benytte standardalgoritmen.

Resultatet av studien var at flertallet av elevene byttet mellom strategier og tilpasset
strategiene til oppgavene de stod ovenfor. Flertallet av elevene valgte
hoderegningstrategien oftere enn standardalgoritmen. Elevene viste ogsa at de hadde
utviklet en adaptiv strategi, nemlig at de fgrst prgvde hoderegningstrategien og byttet til
standardalgoritmen fgrst nar de sa at hoderegningstrategien ikke fungerte.

Resultatene av studien viser at elever som har hgy kompetanse pa andre deler av
matematikkpensum er mye mer adaptive i strategivalg enn elever med lavere
matematikkompetanse. Likevel viser resultatene at ogsa elevene med lav kompetanse,
som hadde lzert seg a tilpasse valg av strategi til oppgaven, gjgr det bra pa testen.
Resultatene viser at elevene presterer bedre pa oppgaver der de velger & bruke
hoderegningstrategi enn pad oppgaver der de velger a8 brukestandardalgoritmen. Dette til
tross for at elevene behersker begge metodene like bra pa oppgavene der de ikke kunne
velge strategi.

Analysen og drgftingen av resultatene viser at innfgringen av en hoderegningstrategi
fgrer til at elevgruppen utvikler adaptive ferdigheter, og at disse ferdighetene hjelper
elevene til 8 fa en dypere forstaelse av andregradsligninger.



Abstract

In this master's thesis, I analyzed the adaptiveness of 59 Norwegian students in the use
of a mental computation strategy (the sum and product method) and a standard
algorithm (the quadratic formula) in solving quadratic equations. The students in this
study were in their first year of high school (age 16) in theoretical mathematics class.
The main objective of the study was to reveal whether learning a mental computation
strategy could help the students to become better at adapting the choice of solution
strategy to the task they were solving.

After first learning the mental computation strategy and later the standard algorithm, the
students received specific training in when to use the different methods.

The students completed a test where they were given tasks that allowed them to use the
mental computation strategy and tasks that allowed them to use the standard algorithm.
The test consisted of three parts. In the first part, the students were allowed to choose
their own strategy in the second part the students were required to use the mental
computation strategy and in the third part the students had to use the standard
algorithm.

The result of the study reveal that the majority of the students switched between
strategies and adapted the strategies to the task. The majority of the students chose the
mental computation strategy more often than the standard algorithm. The students also
showed that they had developed an adaptive strategy, namely that they first tried the
mental computation strategy and switched to the standard algorithm only when they
realized that the mental computation strategy did not work. The results show that
students who had high competence in other parts of the mathematics curriculum, were
much more adaptive in their choice of strategy than students with lower mathematics
competence. Nevertheless, the results show that those students with low competence
who had learned to adapt the choice of strategy to the task, performed well on the test.
The results show that students perform better on tasks where they chose the mental
computation strategy than on tasks where they chose the standard algorithm, even
though the students mastered both methods equally well in the no choice condition.

The analysis and discussion of the results show that the introduction of a mental
computation strategy has led to the student group developing adaptive skills, and that
these skills can help students gain a deeper understanding of quadratic equations.
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1 Innledning

Temaet i denne masteroppgaven er betydningen av elevers utvikling av adaptivitet i
arbeidet med matematiske utfordringer, mer spesifikt arbeidet med andregradsligninger.

Adaptivitet er viktig for at elevene skal lsere seg a tenke selv i problemlgsning, noe som
er tydelig nedfelt i LK20 bade i overordnet del og konkrete laereplanmal i matematikk 1T
(UDIR, 2019). Her fra overordnet del:

Faget skal gi elevene mulighet til 8 utvikle problemlgsingsstrategier som
forbereder dem til videre arbeid i andre fag som krever matematikk.

Det er bred konsensus i forskning pa matematikkopplaering om at elever bgr veere i stand
til 8 lgse matematikkoppgaver ikke bare raskt og ngyaktig, men ogsa adaptivt (Heinze et
al., 2009, s. 535). Adaptivitet i denne sammenhengen betyr at eleven velger bevisst en
strategi som lgser oppgaven effektivt, kreativt og fleksibelt (Heinze et al., 2009).
Adaptivitet er sann sett motstykket til & lzere en standardalgoritme til & Igse alle
regnestykker av en gitt type. Det at elevene er adaptive innebzerer med andre ord at
elevene forstar hvordan oppgaven pa best mulig mate kan lgses, og dermed ogsa en
forstaelse for hva man gjgr og hvorfor.

Verschaffel, Torbeyns, De Smedt, Luwel, & Van Dooren (Verschaffel et al. 2007) har
studert adaptivitet hos lavt presterende elever. Artikkelen konkluder med at lavt
presterende elever i saerlig liten grad er adaptive. Dette til tross for at denne
elevgruppen vil ha stor nytte av nettopp dette, fordi det & kjenne til ulike
lgsningsstrategier bidrar til a styrke elevenes forstaelse. Verschaffel et al. argumenterer
for at alle barn, pa alle nivaer, bgr fa opplaering i varierte lgsningsstrategier slik at de
selv kan finne ut hvilke strategier som er mest effektive i en gitt kontekst. Forskerne
papeker at det gjenstar mye forskning for & finne ut hvordan man kan utvikle adaptivitet
og fleksibilitet seerlig hos barn med liten grad av matematisk kompetanse.

Siden leereplanen vektlegger at elevene skal ha kjennskap til ulike Igsningsstrategier, er
opplaering av ulike strategier selvsagt ogsa vektlagt i alle lsereverk for matematikk 1T. I
mgte med temaet andregradsligninger gar alle leereverk gjennom kvadratsetningene,
produktregelen, fullstendig kvadrat og abc-Igsningsformel. Laereverkene legger slik sett
opp til at elevene skal kunne velge mellom ulike strategier.

Til tross for at forskning og leereplan betoner betydningen av at elevene far utforske ulike
strategier i arbeidet med matematiske problemer, og til tross for at alle lzereverkene i
matematikk 1T presenterer elevene for et sett med ulike tilneermingsmetoder i arbeidet
med andregradsligninger - sa er min erfaring at elevene likevel ikke benytter disse
framgangsmatene. Arsaken er sannsynligvis at kvadratsetningene og konjugatsetningen
bare fungerer for et begrenset utvalg av oppgaver, og fullstendig kvadraters metode er
vanskelig & forstd og utfgre for mange elever. Elevene sitter dermed igjen med abc-
formelen som foretrukne Igsningsstrategi i mgte med alle typer andregradsligninger selv
pa oppgaver der en annen strategi er mye mer effektiv. En studie utfgrt av Torbeyns og
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Verschaffel (2016) viser at elever, nar de har leert seg en standardalgoritme, ofte holder
seg til denne strategien og i liten grad skifter mellom Igsningsstrategier. Mine erfaringer
stgttes dermed i forskning.

En annen arsak til at elever gjerne velger en standardalgoritme, kan vaere at vi som
laerere i liten grad underviser elevene vare i adaptivitet i seg selv. Vi presenterer elevene
for ulike strategier, uten & gjgre dem bevisste pa hvilke metoder som egner seg nar og
hvorfor. Vi lar det dermed vaere opp til elevene a velge strategi uten at vi innfgrer en
metasamtale om styrker og svakheter ved ulike strategier.

Det at elevene benytter seg av en standardalgoritme som de gjerne ikke forstar
utledningen av, er et stort problem dersom man gnsker & oppna laereplanens intensjoner
om dybdelaering. Dersom elevene i tillegg lzerer seg at en Igsningsmetode er bedre eller
mer anvendelig enn alle andre, fratar man dem i praksis forstaelsen av betydningen av a
vaere adaptive i arbeidet med matematikk. Elevene utvikler dermed ikke den
dybdeforstdelsen de trenger i mgtet med matematiske problemer.

Sum og produkt-metoden er en enkel framgangsmate for a |lgse andregradsligninger -
det Torbeyns og Verschaffel (2016) trolig ville omtalt som en smart
hoderegningsstrategi. Siden det & utvikle adaptive ferdigheter vektlegges bade i
forskning og i laereplanen for matematikk, gnsker jeg a finne ut om opplaering i sum og
produkt-metoden, sammen med opplaering i mer tradisjonelle Igsningsmetoder som blant
annet abc-formelen, kan bidra til & gjgre elevene adaptive i arbeid med
andregradsuttrykk og andregradsligninger. Jeg gnsker dessuten & undersgke om en
malrettet opplaering i adaptivitet i seg selv kan bidra til 3 realisere intensjonene i LK2020
om at elevene skal benytte ulike Igsningsstrategier i arbeidet med faget. I tillegg er jeg
interessert i a studere det faglige utbyttet av adaptivitet hos elever med ulik matematisk
kompetanse, og da seerlig de svakeste elevene (jamfgr studiet til Verschaffel et. al.).

For & finne ut av dette, vil jeg besvare falgende forskningsspgrsmal:

e Viser elevene adaptivitet i valg av lgsningsstrategier etter at de har f8tt opplaering
i sum og produkt-metoden og spesifikk oppleering i adaptivitet?

e Vil utvikling av adaptive strategier bidra til gode prestasjoner hos elever med ulik
matematisk kompetanse?

Dersom jeg finner av disse spgrsmalene, vil jeg kunne komme med anbefalinger om
hvordan vi matematikklzerere kan legge opp undervisningen i andregradslikninger for a
stimulere elevene til @ utvikle ulike strategier og pa den maten oppfylle leereplanens
intensjoner.

Svarene pa forskningsspgrsmalene vil jeg finne ved & analysere oppgavebesvarelser fra
59 elever i matematikk-1T. Jeg vil drgfte funnene med utgangspunkt i leeringsteori, i
forskning som belyser betydningen av a la elever utlede beviser selv, og i forskning som
sier noe om betydningen av adaptivitet i matematikkfaget.
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2 Teoretisk rammeverk

2.1 Forskning pa matematikkundervisning

Denne masteroppgaven handler om matematikkdidaktikk. Jeg tar utgangspunkt i et
konstruktivistisk syn pa leering. Ifglge Piaget kan ikke kunnskap overfgres mellom
mennesker. Kunnskap ma konstrueres i enkeltindividet, i hvert fall hvis kunnskapen skal
veere varig (Piaget, 1964). Med andre ord bgr man, med et konstruktivistisk syn pa
undervisning, tilrettelegge for at laering skjer i elevene gjennom arbeid med matematiske
problemstillinger, alene eller sammen med andre. «You cannot teach higher mathematics
to a five-year-old. He does not yet have structures which enables him to understand»
(Piaget, 1964, s 180). Det er altsa ikke laererens oppgave a forklare elevene alt, men
heller legge til rette for at elevene selv utforsker temaene og slik oppdager og selv
utvikler logiske strukturer som danner fundamentet i elevenes forstaelse. Piaget
argumenterer videre med at «the structure which you want to teach to the subjects can
be supported by simpler more elementary, logical-mathematical structures» (Piaget,
1964, s 183).

For & ta Piaget pa alvor, er viktig at strategiene elevene benytter, kan utledes og
forklares med enklere strukturer og logikk som elevene allerede forstar. Dette for a
skape sammenheng i kunnskapen slik at de ngdvendige strukturene dannes i elevene.
Gila Hanna skiller i artikkelen Proofs that Prove and Proofs that Explain (Hanna, 1989)
mellom bevis brukt av matematikere for & bevise matematikk, og bevis som er laget for
& oke elevenes forstdelse. Et sentralt poeng for Hanna er at dette ikke er, eller bgr, vaere
det samme. Hanna kritiserer matematikkundervisningen i den forstand at laerere og
laereverk i stor grad vektlegger konseptuelle bevis som det har tatt matematikere arevis
& komme frem til. Utfordringen er at det er vanskelig, for ikke & si umulig, @ bruke disse
bevisene som et ledd i & skape sammenheng og logiske overganger for elevene. Til det
er bevisene for avanserte. Bevisfgringen ender dermed med & bli bevis for bevisets skyld,
og ikke bevis som fgrer til gkt forstaelse hos elevene. Hanna argumenterer for at
matematikklserere i stgrre grad bgr tilrettelegge for at elevene far utlede sammenhenger
selv, og at elevene selv bgr komme frem til bevisene slik at bevisene er med pa & bygge
opp under elevenes forstaelse.

Balacheff (1988) er som Gila Hanna opptatt av betydningen av & forsta matematiske
utledninger. I artikkelen Aspects of proof in pupils practice of school mathematics skriver
han om viktigheten av @ la elevene utlede og bevise sammenhenger for & konstruere
matematisk kunnskap. Balacheff skiller mellom det han kaller pragmatisk bevisfgring og
konseptuell bevisfgring. Pragmatisk bevisfgring tar utgangspunkt i handlinger, eksempler
og konkretiseringer for & finne sammenhenger. Konseptuell bevisfgring gar ut pa a fijerne
seg fra konkretiseringen og eksemplene, og heller bygge bevis pa generelle
sammenhenger. Konseptuell bevisfgring er en viktig gren av matematikken, og elever
som skal lzere seg avansert matematikk ma etter hvert lzere seg en slik mer teoretisk
tilnzerming. Likevel papeker Balacheff at en mer pragmatisk bevisfgring er langt mer
egnet for a hjelpe elevene til 8 se sammenhenger og logiske koblinger i
matematikkfaget. Med andre ord kan det vaere, skal vi tro Hanna og Balacheff, en fordel
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for elever i norske klasserom om laerere og laereverk i stgrre grad enn i dag tar elevene
med pa matematiske utledninger og at vi, i stgrre grad enn i dag, tar utgangspunkt i
elevenes forstaelse for de operasjonene og handlingene de utfgrer i arbeid med
matematikk. Dette poenget kommer jeg tilbake til senere i oppgaven.

Mange elever synes det er vanskelig & laere matematikk, og mange elever far problemer
med a forsta matematikken etter hvert som matematikken blir mer komplisert. Lithner
(2007) har i artikkelen A reseach framework for creative and imitative reasoning laget et
rammeverk som beskriver hvordan elever laerer og forstar matematikk. Elever kan laere
seg matematikk ved & kopiere resonnementer fra andre og skrive dem ned uten 3 ha
forstatt dem, hevder Lithner. Et eksempel er at elevene kopierer det lzereren gjgr pa
tavla, uten & forsta det de gjgr. Dette omtales av Lithner som «Memorised reasoning»
(MR). Elever kan ogsa lzere seg algoritmer, med andre ord strukturerte Igsningsmetoder,
for & lgse matematiske oppgaver. Elevene forsgker da a finne frem til riktig algoritme og
anvende den pa en oppgave. Lithner omtaler en slik framgangsmate som «Algorithmic
reasoning» (AR). AR er en mate 3 forstd matematikk pa som, i motsetning til MR, kan gi
gode resultater pa prgver og eksamener. Problemet for mange elever kommer nar de
skal anvende forstaelsen som ligger bak algoritmene for & bygge ny kunnskap. Da blir
det vanskelig for elevene & henge med, og mange elever synes matematikken blir
meningslgs og uforstaelig. En mulig Igsning pa dette problemet er, ifglge Lithner, at
elevene i stedet for a laere faste Igsningsmetoder stimuleres til «Creative mathematically
founded reasoning» (CMR) (Lithner, 2007). CMR innebaerer at elevene lzeres opp til 3
forsta sammenhengene i det de gjgr, at de forstar grunnlaget for algoritmene - og at de
dermed blir i stand til 8 anvende den forstaelsen de har etablert til & se nye
sammenhenger. Det er trolig ingen overraskelse at det & stimulere til CRM er &
foretrekke dersom man har et konstruktivistisk syn pa laering, en tilnaerming til
undervisning som understgttes bade i nyere forskning og i skolens forskrifter.

Barn bruker varierte Igsningsstrategier allerede tidlig i sine leeringsprosesser, og
fortsetter a bruke bade enkle og mer avanserte strategier om hverandre etter hvert som
de utvikler seg (Siegler, 2003). Til tross for at barn etter hvert mestrer raskere og mer
presise strategier, vil de fortsette & bruke enkle strategier innimellom. Ifglge Piaget er
dette viktig for & utvikle strukturene i elevenes forstaelse. Selv hos eldre elever, og til og
med hos voksne, vil man finne igjen veksling mellom mer avanserte og enklere
strategier. Siegler (2003) bruker som eksempel barn som teller p& fingrene for 8 addere
eller subtrahere tall. Dersom oppgaven blir vanskelig nok kan ogs& voksne falle tilbake til
metoden med 3 telle pa fingrene (Shrager & Siegler, 1998). Siegler hevder at barn laerer
bedre nar de selv far velge strategi, og at de mer primitive strategiene gradvis vil
forsvinne. Adaptivitet i matematikk handler da, i fglge Siegler, om at elever i mgte med
matematiske oppgaver er i stand til 8 velge den strategien som gir stgrst sannsynlighet
for suksess ut fra saerlige kjennetegn ved oppgaven. Kjennetegn ved oppgaven kan for
eksempel vaere hvor kompleks oppgaven er, eller det kan vaere snakk om ytre
rammefaktorer som for eksempel hvor lang tid elevene har pa a Igse en oppgave.

Torbeyns & Verschaffel gjennomfgrte i 2016 en studie av grunnskoleelevers bruk av
hoderegningsstrategier og bruk av standard Igsningsalgoritmer i arbeidet med
subtraksjonsoppgaver (Torbeyns & Verschaffel, 2016). Studiene viser at de aller fleste
elevene foretrekker standardiserte algoritmer, til tross for at de behersker smarte
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hoderegningsstrategier. Disse funnene gjaldt ogsa pa oppgaver der hoderegning klart
ville vaere den mest effektive tilnaermingsmaten for elevene. Torbeyns og Verschaffel
papeker ogsa at for tidlig innlaering av standardalgoritmer kan fgre til feil bruk og
misforstaelser av algoritmene, sakalte buggy-prosedyrer. Sa hva kan veere arsaken til
dette? Det kan man selvsagt ikke vite. Kanskje er det slik at elevene velger den metoden
som de opplever som enklest, der de ikke trenger a tenke. Eller kanskje velger de den
metoden de selv vurderer som minst sarbar for logiske brister, altsa den metoden de tror
er den sikreste. Eller kanskje mangler elevene en forstaelse av hva som er de ulike
strategienes styrker og svakheter, og dermed en manglende forstaelse for hva
strategiene de laerer kan brukes til. Funnene til Torbeyns og Verschaffel peker uansett pa
en betenkelig praksis. I dag har vi drgssevis av hjelpemidler rundt oss. Elevene har
kalkulatorer tilgjengelig i lomma til enhver tid. Dersom vi som laerere underviser i
metoder som elevene ikke forstar, oppskrifter de kan fglge for a fa et riktig svar, sa gjor
vi dem ikke selvstendige og tenkende i mgte med de oppgavene vi ghsker at de skal
lgse.

Et annet interessant funn, er at hoderegningstrategien som stod sentralt i Torbeyns &
Verschaffel sine studier, er en metode som man finner i bruk hos de fleste voksne
(Siegler & Lemaire, 1997). Det at elevene ikke benyttet disse hoderegningsstrategiene
pa testen til Torbeyns & Verschaffel, betyr altsa ikke at elevene kommer til & bruke
standardalgoritmen resten av livet. Funnene viser heller at det tar tid & utvikle strategier,
og at elevene selv ma ta del i utviklingen av disse. Det er altsa viktig at vi som laerere
tenker lenger frem enn til neste eksamen eller prgve og lar elevene utvikle strategier
som de har bruk for senere i livet eller som er viktige for elevenes forstaelse av
matematikk.

Heinze et al. (2009, s 536) skiller mellom adaptiv ekspertise og rutineekspertise.
Rutineekspertise vil si at elevene gjgr matematikkoppgaver etter en oppskrift og uten
seerlig forstaelse. Dette minner om det Lithner i sine studier omtaler som Algoritmic
reasoning (AR). Den adaptive ekspertisen viser elevene ved & anvende meningsfulle
strategier fleksibelt og kreativt. Dette minner om Lithners tanker om Creative
matematically foundend reasoning (CMR). Heinze et al. (2009) skiller videre mellom
varierte Igsningsstrategier og adaptive Igsningsstrategier. Varierte Igsningsstrategier
betyr at elevene behersker flere Igsningsstrategier, men at de ikke ngdvendigvis tar
bevisste valg rundt hvilke strategier de benytter seg av. Adaptive Igsningsstrategier vil si
at elevene tilpasser valg av strategier til den oppgaven de skal Igse. Dette er et viktig
skille, da jeg i mine studier kommer til & fokusere saerlig pa elevenes bevisste valg av
strategier i arbeidet med andregradsligninger.

2.2 Leereplanverket for matematikk 1T

N& har vi sett hva sentrale forskere har funnet ut om matematikkopplaering.
Leereplanverket for matematikk i Norge er selvsagt fundert i forskning om lzering
generelt og lzering i matematikk spesielt. Jeg skal nd i grove trekk vise hvordan mange
av tankene til forskerne er & kjenne igjen i lzereplanen for 1T.

Leereplanen (UDIR, 2019) innledes med:

Matematikk T er et sentralt fag for § tilegne seg verktoy for 8 kunne
forst§ matematiske sammenhenger. Faget skal gi elevene mulighet til 8
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utvikle problemlgsingsstrategier som forbereder dem til videre arbeid i
andre fag som krever matematikk. Matematikk T skal forberede elevene
p8 en utdanning og et arbeidsliv som stiller krav om matematisk
forst8else, gjennom teoretisk bruk av matematikk.

I innledningen ser vi at leereplanen forfekter et konstruktivistisk syn pa laering, gjennom
at utvikling av elevenes forstaelse er det sentrale. Gjennom & framheve forstaelse,
framgangsmater og strategier mer enn selve Igsningene, stgtter laereplanen seg dermed
pa blant annet pa Piagets tanker om at kunnskap og forstdelse konstrueres i
enkeltindividet, samt Balacheff og Hannas vektlegging av behovet for at elevene forstar
matematiske utledninger gjennom & aktivt ta del i dem.

Et konstruktivistisk syn pa leering ser vi ogsa i kjerneelementet «utforsking og
problemlgsning». Her star det nemlig at

Utforsking i matematikk 1T handler om at elevene leter etter monstre,
finner sammenhenger og diskuterer seg fram til en felles forstSelse.
Elevene skal legge mer vekt p8 strategiene og framgangsmdtene enn p§
lgsningene (Min utheving.). Problemlgsing i matematikk T handler om at
elevene utvikler en metode for &8 lgse et problem de ikke kjenner fra
for. Algoritmisk tenkning er viktig i prosessen med 8 utvikle strategier
og framgangsméter (...)»

Leereplanen hevder dermed, som Heinze et al. (2009) , at det er viktig a leere elevene
ulike strategier, og at elevene bgr utvikle et bevisst forhold til hvilke strategier de bruker
og hvorfor. Gjennom & utvikle adaptive ferdigheter blir elevene i stand til & mgte
matematiske utfordringer pa en selvstendig og kritisk mate, noe som er en forutsetning
for at de skal kunne Igse problemer de ikke kjenner fra far.

Under kjerneelementet «resonnering og argumentasjon» poengteres det at resonnering i
matematikk 1T handler om at elevene skal «fglge, vurdere og forstd matematiske
tankerekker». Videre star det at «elevene skal utforme egne resonnementer bade for a
forsta og for a lgse problemer.» Laereplanen vektlegger, p& samme mate som Hanna og
Balacheff, at man bgr undervise i matematikk pa en mate som gjgr elevene delaktige i
utledningen til de algoritmene de benytter seg av. Matematikkundervisningen bgr
konsentrere seg mer rundt bevis som beviser enn bevis som forklarer, for & bruke
Hannas termer.

Det er flere konkrete kompetansemal i laereplanen i matematikk 1T som understgtter,
eller understgttes, av forskningen vist til tidligere. Blant annet star det i laereplanen at et
mal er at eleven skal kunne «Forsta og lgse problemer ved hjelp av algoritmisk tenkning,
ulike problemlgsningsstrategier, digitale verktgy og programmer (min utheving)», eleven
skal kunne «lese og forstd matematiske bevis og utforske og utvikle bevis i relevante
matetiske emner (mine uthevinger)», «utforske strategier for & Igse ligninger,
ligningssystemer og ulikheter og argumentere for tenkematene sine (mine uthevinger)».
Det at elevene utvikler forstaelse gjennom & vaere aktivt deltakende og kunne beskrive
tenkematene sine, blir vurdert som helt sentralt i elevens kompetanse. Det samme gjgr
elevens evne til & bruke ulike problemlgsningsstrategier i arbeidet med oppgaver, og a
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kunne bruke disse bevisst. Under underveisvurdering star det blant annet at «Elevene
viser kompetanse i faget nar de finner, forstar og generaliserer matematiske
sammenhenger.», og «Elevene viser og utvikler ogsa kompetanse ved & utforske
fagbegreper, bruke matematiske metoder og resonnere matematisk.»

Kort oppsummert ser vi at lsereplanen forfekter et konstruktivistisk syn pa laering
gjennom en vektlegging av at elevene selv skal veere aktivt deltakende i utledning av
problemigsningsstrategier, og at elevene skal kunne bruke ulike strategier i ulike
sammenhenger bevisst samtidig som de skal kunne forklare hvorfor.

2.3 Min studie i mgte med tidligere forskning

Studiene av elevers adaptivitet som det er referert til over, er rettet mot elever i
grunnskolen. Det er grunnskoleleveres strategier i aritmetikk som er undersgkt. Men
verdien av det & utvikle elevers evne til & utnytte ulike strategier i mgte med
matematiske utfordringer, er like stor pa videregaende skole som i grunnskolen. Om ikke
stgrre. Dette grunnleggende synet pa laering og kompetanse i matematikkfaget
underbygges som vi nettopp har sett av det nye laereplanverket i matematikk for 1T.

Det kunne veere naturlig @ studere om eksisterende undervisningspraksis i videregaende
skole er i trad med det forskning sier om problemligsningsstrategier og elevers adaptive
ferdigheter. Etter min erfaring, bade fra egen skole - men ogsa slik jeg kjenner praksis
andre steder - har vi en vei a ga. I stedet for & sette sgkelys pa om vi underviser i
henhold til intensjonene i lzereplanen for matematikk, gnsker jeg heller 3 fokusere helt
konkret pa hvordan vi kan undervise pa en mate som gjgr at vi realiserer intensjonene
om a utvikle elevenes adaptive kompetanse. Naermere bestemt tar jeg utgangspunkt i
undervisning av sum og produkt-metoden i mgte med Igsning av andregradsligninger.
Jeg gnsker & studere hvorvidt prinsippene til Heinze et al. (2009), Hanna (1989),
Balacheff (1988) og Siegler (2003) er relevante ogsa for eldre elever, altsa elever pa
videregdende skole. Dette er sannsynligvis den fgrste studien pa temaet adaptivitet og
andregradsligninger i videregaende skole.
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3 Lgsningsstrategier i arbeid med
andregradsuttrykk

3.1 Vanlige metoder for Igsning av andregradsligninger i

laereverk

I de tre mest brukte laereverkene i Norge, Monster 1T (Kalvg et al., 2020), Matematikk
1T (Borge et al., 2020) og Sinus 1T (Oldervoll, 2020), far elevene innfgring i flere
strategier for & lgse andregradslikninger. En vanlig rekkefglge er at lzerebgkene starter
med & faktorisere andregradsuttrykk og bruker kvadratsetningene til faktorisering.
Elevene leerer sa a bruke produktregelen til @ finne Igsninger pa ligninger. Leerebgkene
presenterer etter dette fullstendige kvadrat, slik at elevene blir i stand til 8 faktorisere
flere uttrykk enn det er mulig med kvadratsetningene. Mot slutten av oppleeringen i
andregradsligninger, introduserer alle de tre mest brukte lzereverkene abc-
Igsningsformel.

Andregradsuttrykk kan i mange tilfeller ogsa enkelt faktoriseres gjennom bruk av
metoden sum og produkt (SP). Sum og produkt-metoden kan betegnes som en
hoderegningsstrategi, siden den kan utfgres uten penn og papir. Sum og produkt-
metoden er rask og enkel & benytte. Metoden tar utgangspunkt i algebra som eleven
kjenner fra grunnskolen, og metoden er dermed lett & utlede for elevene. I lzereboken
Monster 1T (Kalvg et al., 2020, s 87) blir elevene presentert for sum og produkt-
metoden som en mulig tilnaerming i arbeidet med andregradsligninger, i tillegg til
metodene nevnt over.

I min studie har jeg valgt & konsentrere meg om to Igsningsstrategier, nemlig abc-
Igsningsformel og sum og produkt-metoden. Dette fordi disse to metodene er veldig
forskjellige i hvordan de kan utledes og hvordan de stimulerer til elevenes forstaelse.

3.2 Abc-lgsningsformel

Abc-lgsningsformel eller abc-metoden, er altsd en dominerende metode i norsk skole.
Abc-formelen tar utgangspunkt i en generell andregradsligning ax? + bx + ¢ = 0 og finner
—b+yb2-4ac

2a
Igsninger avhengig av verdiene til a, b og c. Den store fordelen med abc-Igsningsformel,

er at man gjennom bruk av denne metoden kan Igse alle typer andregradsligninger. Figur
3.1 viser et eksempel pa hvordan en elev bruker abc-formelen til & Igse en
andregradsligning.

lgsningene pa ligningen ved x = . Formelen gir en, to eller ingen reelle
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Figur 3.1 Elev Igser en andregradsligning med abc-lgsningsformel

Sammen med faktoriseringsformelen kan abc-formelen ogsa benyttes til 8 faktorisere og
til @ finne nullpunkter til andregradsfunksjoner.

Beviset for abc-formelen er det vanskelig for elevene i 1T & utlede ut fra de erfaringene
og den kunnskapen de har fra fgr. Det vanlige er derfor at laerer viser hvordan formelen
kan utledes gjennom blant annet fullstendige kvadraters metode. Dette gjgres pa tavla
og elevene tar dermed i liten grad del i utledningen av formelen. Beviset for abc-
formelen blir da et bevis som beviser og ikke et bevis som forklarer (Hanna, 1989).
Beviset blir for mange elever det Balacheff (1988) betegner som et konseptuelt bevis.
Bevisfgringen er dermed lite egnet til & utvikle elevenes «creative mathematically
founded reasoning (CMR)» (Lithner, 2017). Elevene laerer seg sa a benytte
Igsningsformelen, og metoden blir det Heinze et al. (2009) vil omtale som
rutineekspertise for elevene, eller det Lithner vil omtale som «memorised reasoning
(MR)» eller i beste fall «algoritmic reasoning (AR)» (Lithner, 2017). Elevene benytter
med andre ord formelen uten a reflektere over hvorfor den fungerer, og formelen er lite
egnet for a utvikle elevens matematiske forstaelse.

3.3 Sum og produkt-metoden

Sum og produktmetoden (SP) er ikke noen ny metode. Den omtales gjerne som
heltallsmetoden siden den alltid fungerer dersom en andregradsligning har heltallige
Igsninger. Metoden er vist i flere laereverk, men gjerne etter at elevene har laert abc-
Igsningsformel.

Sum og produkt-metoden gar ut pa a fgrst faktorisere ut tallet foran x2-leddet i et
andregradsuttrykk:

3x24+12x+9=0

3(x2+4x+3)=0
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Videre gar metoden ut pa @ se pa hvordan konstantleddet som star igjen kan
faktoriseres. I dette eksempelet i produktet 3 - 1. Samtidig sjekker man om summen av
de to tallene i produktet blir tallet foran x-leddet, her blir dette (3 + 1).

3(x2+B+1)-x+3-1)=0
Neste trinn er a se at dette igjen kan skrives som:
3x+3)(x+1)=0

Videre bruker man produktregelen for & se at det er to muligheter for at denne ligningen
kan bli null:

x+3=0ellerx+1=0
Dette gir Igsningene:

x = —3ellerx =-1

I utgangspunktet er oppgaven over en algebraoppgave som elevene utfgrer med penn og
papir, men sum og produkt-metoden fungerer ogsa godt som hoderegningsstrategi. Etter
& ha fatt trening i sum og produkt-metoden ser elevene hvordan de skal komme frem til
produktet og summen uten 3 skrive opp mellomregninger, som vist i figur 3.2.

Figur 3.2 Et eksempel pa lgsning med SP uten mellomregninger

3.4 Fordeler ved bruk av sum og produkt-metoden

Utledningen av SP er enkel og forutsetter bare grunnleggende ferdigheter i algebra. Ved
3 la elevene utlede sammenhengene i metoden selv, konstrueres kunnskapen hos den
enkelte elev, i trad med Piagets teorier om laering. Det er kort vei tilbake til utledningen
dersom elevene blir usikre pa metoden. Utledningen av sum og produkt-metoden kan
dermed bli et bevis som forklarer (Hanna, 1989)noe som kan bidra til at elevene
opplever forstaelse og mestring.

Abc-metoden er, som jeg har vist, en standard lgsningsalgoritme, mens SP-metoden kan
betegnes som en smart hoderegningsstrategi (Torbeyns & Verschaffel, 2016). Abc-
metoden stimulerer til & utvikle elevenes rutineekspertise (Heinze et al., 2009), eller det
Lithner omtaler som AR (Lithner, 2017). Sum og produktmetoden er derimot en metode
som i stgrre grad bidrar til & hjelpe elevene til & se sammenhenger, stimulerer elevenes
CMR (Lithner, 2017) og elevenes adaptive ekspertise (Heinze et al., 2009).
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LK20 (UDIR, 2017) fokuserer i stor grad pa dybdelaering og utvikling av elevenes faglige
forstaelse. I denne sammenheng betyr dybdelaering blant annet at elevene utforsker
strategier for & lgse andregradsligninger. Mine kollegaer og jeg var enige om at abc-
Igsningsformel i liten grad gir rom for den type utforskning og selvstendighet i
tilnzermingen som reell dybdelaering legger opp til. Vi gnsket derfor a ta utgangspunkt i
lgsningsstrategier som var enklere a utlede og forsta for elevene. For 3 gjgre dette matte
vi starte undervisningen med en enklere tilnaerming til andregradsligninger enn abc-
formelen. Vi valgte derfor & starte undervisningen av andregradsligninger gjennom en
grundig oppleering i sum og produkt-metoden.
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4 Metode

4.1 Utvalg

Deltagerne i studien var 59 elever fra tre klasser i 1T matematikk pa studieforberedende
utdanningsprogram. Jeg var selv leerer i en av klassene. Studien tar dermed
utgangspunkt i et bekvemmelighetsutvalg, noe som gjgr at jeg ma vaere ekstra forsiktig
med & generalisere funnene til & gjelde alle elever som velger matematikk 1T (Cohen et
al., 2018, s218).

Elevene som deltok i studien, gikk ut fra grunnskolen varen 2021. De har dermed fulgt
lzereplanen i matematikk fra 2013 (UDIR, 2013). Etter denne leereplanen skulle elevene
kunne kvadratsetningene fra fgr, og de skulle kunne bruke kvadratsetningene til
faktorisering. Elevene skulle beherske Igsning av kvadratiske ligninger, f.eks. x? = 9. Det
er rimelig a anta at elevene ikke kjente hverken abc-formelen eller sum og produkt-
metoden fra far.

Alle elevene ble pa forhand spurt om de gnsket a delta i studien. Samtlige deltagere
undertegnet samtykkeskjema. Elever som ikke deltok i studien, jobbet med de samme
oppgavene som resten av klassen uten at oppgavene ble samlet inn. Besvarelser fra
elever som ikke undertegnet samtykkeskjema er utlatt fra studien.

4.2 Kategorisering i prestasjonsgrupper

For a kunne sammenligne elevenes adaptivitet med elevenes generelle ferdighetsniva i
matematikk, fulgte jeg prosedyren til Torbeyns og Verschaffel (2016) med & dele elevene
inn i kategorier. For & lage kategoriene tok jeg utgangspunkt i resultater fra en
kartleggingsprgve som elevene gjennomfgrte i august der elevene fikk oppgaver fra hele
pensum i matematikk. Elever i gverste kvartil pa kartleggingsprgven ble kategorisert som
«hgyt presterende». Elever i nedre kvartil ble kategorisert som «under middels». Elever
mellom gvre og nedre kvartil kategoriserte jeg som «middels presterende». Hgyeste
antall oppnaelige poeng pa kartleggingsprgven var 43. Kategoriseringen er oppsummert i
tabell 4.1.

Prestasjonsgruppe Poeng pa kartlegging Antall
Hgyt presterende Over 32 poeng 18
Middels presterende Mellom 22 og 32 poeng 24
Under middels presterende Under 22 poeng 14

Tabell 4.1 Inndeling i prestasjonsgrupper basert pa score pa kartleggingsprove

Fire elever manglet data fra kartleggingsprgven. Disse utelot jeg nar jeg sammenlignet
prestasjonsgruppene.
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4.3 Undervisning fgr datainnsamling

Elevene i studien er hentet fra tre ulike klasser og har tre ulike laerere. Jeg er en av
disse. Vi laerere samarbeidet i team og hadde et fast, ukentlig samarbeidsmgte. I temaet
andregradsligninger ble vi enige om hvilke strategier for a lgse andregradsligninger vi
skulle gi elevene opplaering i, og vi fulgte den samme fremdriftsplanen. Undervisningen i
andregradsligninger foregikk i uke 41 til og med uke 45 i alle tre klassene.

Vi startet undervisningen med at elevene bygde opp andregradsuttrykk ved &
multiplisere to parenteser. Elevene jobbet i grupper pa tre pa vertikale tavler som
beskrevet i artikkelen Building Thinking Classrooms (Liljedahl, 2018). Liljedals metode
gar kort fortalt ut pa & stimulere elevene til & tenke selv og utforske matematiske
problemstillinger, uten for mye innblanding fra leereren. Mélet var at elevene selv skulle
komme frem til at multiplikasjonen av to parenteser ble: (x + a)(x + b) = x>+ (a+b) - x +
a-b, noe som er utgangspunktet for & forsta sum og produkt-metoden.

I etterkant brukte elevene resultatet til & faktorisere andregradsuttrykk gjennom & ga
motsatt vei. Elevene faktoriserte det siste tallet og fant ut hvordan de kunne legge
sammen a og b for 3 fa tallet i midten. P8 denne maten kom elevene frem til sum og
produkt-metoden pad egenhand. Vi la opp undervisningen pa denne maten for a oppfylle
malet i laereplanen om utforskning og dybdelaering.

Elevene jobbet videre med SP. De kom frem til en metode for & Igse andregradsligninger
ved & farst faktorisere uttrykket, og sa finne Igsningene pa ligningen ved & sette inn tall i
parentesene som oppfylte ligningen.

x+a)(x+b)=0
X
x =—aellerx =-b

Et eksempel p& hvordan en elev Igste ligninger med SP, er vist i figur 4.1. I denne
besvarelsen kommer det frem hvordan eleven har tenkt for & Igse oppgaven. Her kan
man se at eleven har faktorisert det siste tallet til 31 og delt opp tallet foran x til 3+ 1
(markert med gult).
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)
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Figur 4.1 Eksempel pad bruk av sum og produkt-metoden
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I de fleste besvarelsene som er analysert i denne oppgaven, har elevene Igst oppgavene i
hodet og skrevet opp faktoriseringen og Igsningene direkte uten & ta med utregning
(figur 3.2).

Etter & ha jobbet i to uker med sum og produkt-metoden, ble elevene introdusert for
abc-lgsningsformel (abc). Elevene lzerte seg & benytte formelen for a finne Igsninger pa
andregradsligninger, og de fikk innfgring i hvordan de kunne bruke Igsningene til
faktorisering. I denne delen av undervisningen ble det i liten grad lagt opp til at elevene
skulle forstd utledningen av abc-formelen. Fokuset var pa hvordan elevene skulle bruke
Igsningsalgoritmen.

I det videre arbeidet med andregradsligninger fikk elevene jobbe med oppgaver der de
kunne velge strategi selv. Elevene ble oppfordret til forst 8 prove SP, og kun benytte abc
dersom de ikke klarte a finne heltallige Igsninger med SP. I denne tiden jobbet elevene
mye pa vertikale tavler (Liljedahl, 2018), og fokuset i oppsummeringer var a fa frem
ulike strategier og a fa elevene til a reflektere rundt hvilke strategier som var mest
effektive til de ulike oppgavene. Elevene fikk altsa spesifikk undervisning i det @ vaere
adaptive, noe vi leerere hadde blitt enige om.

Undervisningen i forkant av datainnsamlingen la altsa opp til at elevene skulle benytte SP
som fgrste Igsningsstrategi. Elevene fikk ogsa oppleering i bruk av abc-formelen. I tillegg
fikk elevene trening i a selv vurdere hvilke metoder som egnet seg best for a Igse ulike
oppgavetyper.

4.4 Datainnsamling

I uke 2, atte uker etter at undervisningen i andregradsligninger var avsluttet,
gjennomfgrte elevene en test basert pa «choice/no choice-metoden» (Shrager & Siegler,
1998). «Choice/no choice-metoden» er en metode som ogsa Torbeyns & Verschaffel
(2016) benyttet i sin studie.

I «choice/no choice-metoden» far elevene fgrst oppgaver der de fritt kan velge metode
(choice). Etterpa far elevene oppgaver der de er palagt & folge en bestemt strategi (no
choice). Poenget er & se om elevene er adaptive i tilnaermingen sin til matematiske
oppgaver. Metoden avdekker hvilke strategier elevene velger i de tilfellene der de kan
velge (choice-delen). Et annet mal er & fa informasjon om elevene velger den strategien
som er den mest effektive for den enkelte. Dette gjgr man gjennom a teste om elevene
behersker oppgaver ogsa nar de blir palagt en bestemt Igsningsstrategi (no choice).

For elevene i min studie kan for eksempel en elev som kun benytter abc pa choice-delen
av oppgavene, likevel vise adaptivitet dersom eleven pa no choice-oppgavene regner
oppgaver med abc mer effektivt og ngyaktig enn gjennom bruk av SP. Da har eleven
valgt den strategien som ga stgrst sannsynlighet for @ komme frem til det riktige
resultatet i den aktuelle situasjonen.

I utvalget av oppgaver til choice-delen var det viktig & presentere elevene for oppgaver
som kunne lgses med bade abc og SP. P& noen av oppgavene er det ikke opplagt at en
av metodene har en klar fordel, for eksempel x? + 4x + 3 = 0. I denne ligningen er tallene
enkle & faktorisere med SP, men tallene er ogsa enkle @ handtere i abc. I andre oppgaver
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som x2 — 12x + 36 = 0 blir det store tall 8 handtere med abc-metoden, men enkle tall &
faktorisere med SP-metoden. P4 samme mate er oppgaver som 2x2 + 5x + 2 = 0, enkle &
lgse med abc-metoden, men vanskelig med SP-metoden siden man ma faktorisere med
braker. Elevene fikk ogsa en oppgave som ikke hadde noen Igsning. Denne oppgaven var
det ikke mulig @ Igse med SP-metoden alene. SP-metoden vil kun vise at det ikke finnes
heltallige Igsninger. Elevene matte da ta med en tilleggsforklaring, eller Igse oppgaven
ved & vise at diskriminanten (tallet under kvadratroten i abc-formelen) blir negativ.

Malet med choice-oppgavene var altsa & avdekke om elevene valgte den strategien som
var mest effektiv for dem selv. P& no choice-delen fikk elevene oppgaver de matte Igse
med SP-metoden, og etter dette oppgaver de matte Igse gjennom bruk av abc-metoden.
Oppgavene gitt i no choice-delen liknet pa oppgavene pa choice-delen. Som i studien til
Torbeyns og Verschaffel (2016), var malet @ avdekke hvor effektive elevene var til a
utnytte de to metodene pa ulike oppgaver, altsd a8 avdekke elevenes adaptive ferdigheter
og dybdeforstaelse.

4.5 MMR som metode

Jeg har valgt «mixed methods research (MMR)» (Cohen, Manion, & Morrison, 2018, s38-
50) som metode for & analysere innsamlede data. Ved & kombinere informasjon fra
kvalitative og kvantitative data kan man med MMR fa mer informasjon og forstaelse for
forskningstemaet enn man hadde fatt ved & analysere data utelukkende kvantitativt eller
kvalitativt. MMR er egnet for denne studien, siden jeg kan kombinere kvalitativ
informasjon jeg far ved & analysere hvordan elevene Igser oppgavene med kvantitativ
informasjon fra kartleggingsprgven og elevenes score pa de ulike oppgavetypene. Jeg
har benyttet kvalitative metoder, som tematisk analyse (TA) (Braun & Clarke, 2012), for
a lete etter kjennetegn pa adaptivitet. I studien har jeg ogsa brukt kvantitative metoder
og statistikk for & fa et overblikk over og kunne si noe om elevers adaptivitet.

I MMR (Cohen et al., 2018, s 38) er det viktig & velge hvordan man prioriterer mellom
kvalitative og kvantitative metoder for analyse av data. I pafglgende avsnitt vil jeg
beskrive hvordan jeg har benyttet kvalitative og kvantitative metoder i denne studien.

4.6 Kvalitative data

For & svare pa hvordan opplaering i adaptivitet og bruk av SP pavirker elevenes
adaptivitet i Igsning av andregradsligninger, har jeg lett i datamaterialet etter eksempel
pa lgsninger av oppgaver der elever viser adaptivitet. Elevenes adaptivitet er det
vanskelig @ avdekke med statistiske metoder alene. For a analysere kvalitative data har
jeg derfor valgt @ benytte Tematisk Analyse (TA) (Braun & Clarke, 2012). I TA er malet a
fa innsikt gjennom & systematisk identifisere og organisere data og pa den maten finne
monster. I en slik analyse vil man, ifslge teorien, finne mange mulige mgnstre. Malet
med min analyse er selvsagt a finne mgnstre som er med pa & svare pa
forskningsspgrsmalene jeg har stilt, altsa om elevene er adaptive.

I TA er det anbefalt & g& gjennom seks faser for & analysere data. Jeg har i studien min
valg a fglge disse seks fasene. I den fgrste fasen ble jeg kjent med datagrunnlaget ved &
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lese gjennom elevbesvarelsene mange ganger. Jeg leste aktivt og kritisk, og prgvde &
forsta hva elevenes svar egentlig betydde. Jeg avdekket funn som var relevante for
forskningsspgrsmalet. Den andre fasen gikk ut pa a kode data. Ved a legge koder pa en
observasjon, sa tolker man data og plasserer data inn i et teoretisk rammeverk. Kodene
trenger ikke @ veere selvforklarende, og de trenger ikke & gi mening for andre. I fase tre
vurderte jeg funn jeg hadde oppdaget og kodet, opp imot hele datasettet. Fasen var
ment som en kvalitetssjekk. Videre lette jeg i fase fire etter mgnstre og funn, og
sammenlignet funnene med resten av datamaterialet. I fase fem prgvde jeg @ avdekke
hva som er unikt og spesifikt med funnene mine, og passet pa at hvert funn ikke
omfattet for mye. I siste fase var det viktig at det var sammenheng mellom funnene, og
at funnene hadde relevans for forskningsspgrsmalet.

Etter 8 ha gjennomfart TA kom jeg frem til fglgende kvalitative kriterier for & vurdere
elevenes adaptivitet:

o Eleven benyttet begge metodene, bade sum og produkt-metoden og abc-
lgnsningsformel (eller eventuelt andre metoder), pa choice-oppgavene.

e Eleven benyttet den metoden pa choice-oppgaver som eleven viste var mest
effektiv pa no choice.

e Eleven valgte den samme metoden som gruppen som helhet viste at var den mest
effektive metoden pa den enkelte oppgaven.

Disse kriteriene er inspirert av studien til Torbeyns & Verschaffel (2016), bortsett fra at
jeg i min studie ikke hadde ressurser til @ observere og ta tiden pa elevene pa de enkelte
oppgavene slik Torbeyns & Verschaffel gjorde.

4.7 Kvantitative data

Cohen et al. (2018, s 725 - 737) trekker frem flere forhold i arbeidet med kvantitative
data som jeg har tatt hensyn til i studien. Variablene i studien er poeng fra
kartleggingtesten, en adaptivitetsscore som graderer elevenes evne til a vaere adaptive,
samt score pa choice og no choice-oppgaver. Jeg har brukt QQ-plot (Seabold & Perktold,
2010) for & vurdere om dataene mine er normalfordelt. Figur 4.2 viser at det er en
rimelig antagelse at data fra kartleggingsprgven, adaptivitetscore og score pa choice-
oppgavene er normalfordelt. Jeg har derfor benyttet korrelasjonsplott, z-tester og t-
tester i min analyse, siden disse testene er avhengig av at data er tilnaermet
normalfordelt.
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QQ-plot av data fra karteggingsprave versus Standard Normal

QQ-plot av adaptivitetsscore versus Standard Normal
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Figur 4.2 QQ-plot av ulike data versus standard normalfordeling

For @ avdekke om det var grunnlag for @ benytte de statiske metodene nevnt over,
prgvde jeg fgrst metoden med tilfeldig genererte normalfordelte data med samme
gjennomsnitt og standardavvik som dataene jeg skulle analysere.

For signifikante funn har jeg benyttet et signifikansniva pa p=.05. Siden jeg utfgrer

mange tester p& samme datamateriale, vil jeg risikere & fa signifikante forskjeller selv
med et signifikansniva pa p=.05 selv ved forskjeller som egentlig ikke er signifikante
(Cohen et al., 2018, s 742). Ved flere analyser av samme datamateriale har jeg derfor

fordelt signifikansnivaet pa antall tester, f.eks. nar jeg har sett p& sammenhenger
mellom prestasjonsgruppene. P& denne maten har jeg forsgkt & unnga a fa falske

positive funn.

For a kunne konkludere med at flertallet av en gruppe har et positivt eller negativt
resultat har jeg satt nullhypotesen til 0.50.

Til & analysere data har jeg benyttet bibliotekene statsmodels (Seabold & Perktold, 2010)
0g scipy (SciPy, n.d.) i python og standard statistikkfunksjoner i Excel.

Jeg beregnet Pearson Correleation Coefficient (Cohen et al., 2018, s 746) for alle

spredningsplott.
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4.7.1 Poengsetting pa elevbesvarelser

I poengsettingen av oppgaver sa jeg bort fra notasjonsfeil (for eksempel feil bruk av
likhetstegn), opplagte slurvefeil og noen fortegnsfeil. Jeg valgte & ikke gi poeng dersom
fortegnsfeil ble gjentatt pa flere liknende oppgaver, siden feilene da kan bety at elevene
brukte metodene feil.

Jeg har registrert hvilken metode elevene har valgt pa alle valgfrie oppgaver. Elever som
gar rett fra andregradsuttrykket til faktorisert form, har jeg markert som SP (figur 4.3).
P& 60 av totalt 478 oppgaver har jeg ikke kunnet avgjgre hvilken metode eleven har
valgt eller eleven har benyttet en annen metode enn SP og abc.
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Figur 4.3 Eksempel pa oppgave som er tolket som SP, selv om det ikke kommer frem
hvordan eleven har tenkt.

4.7.2 Adaptivitetsscore

Elevene har fatt poeng for a benytte den Igsningsstrategien som er vurdert som den
mest effektive for den enkelte elev utfra hvordan elevene presterte pa tilsvarende
oppgaver pa no choice. I tilfeller der det er vanskelig 8 bedgmme hvilken metode som
var mest effektiv for den enkelte elev, har jeg vurdert hvordan elevene som gruppe lgser
oppgavene mest effektivt. Oppgaver der elevene fikk best uttelling ved & bruke SP, kodet
jeg som en SP-oppgave. Oppgaver der abc var mest effektiv, ble kodet som en abc-
oppgave. Elever som besvarer en SP-oppgave korrekt med SP fikk da ett
adaptivitetspoeng. Elever som besvarte en SP-oppgave korrekt med abc, fikk null poeng
og en elev som besvarte en SP-oppgave galt med abc, fikk -1 poeng. P& denne maten
fikk jeg tallfestet elevenes adaptive ferdigheter, noe jeg kunne benytte for &
sammenligne med elevenes score pa de ulike oppgavetypene og elevenes score pa
kartleggingstesten. Den samlede poengsummen for adaptivitet har jeg kalt
adaptivitetscore.

Jeg har tatt med oppgave 1a til og med 1le + 1h, i vurderingen av adaptivitetscore siden
resten av choice-oppgavene ikke blir testet pa no choice-oppgavene. Jeg har valgt a gi
noen elever poeng selv om de ikke har oppfylt kriteriene for adaptivitet. Elevene kan
f.eks. ha gjort slurvefeil og fatt en Igsning med SP pa 1e.

Siden forskningsspgrsmalet mitt handler om & vurdere om elevene viser adaptivitet,
gnsket jeg a vaere sikker i vurderingen av adaptivitet pa hver enkelt elev. Jeg valgte
derfor @ sette grensen til over to adaptivitetspoeng for & vurdere en elev som adaptiv.
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4.8 Validitet og etiske problemstillinger

Siden dataene i mine studier er hentet fra elevbesvarelser, har jeg brukt radene som star
i kapitlet «Validity and reliability in tests» (Cohen et al., 2018, s. 245 - 283) som et
rammeverk for 3 sikre troverdigheten i min forskning. Teorien lister opp en rekke kilder
til manglende troverdighet. Jeg vil i det fglgende beskrive hvordan jeg har tatt hensyn til
disse radene, spesielt i dataanalysene.

For det forste kan det ha pavirket elevenes evner til & veere adaptive at de har gvd pa
lignende oppgaver tidligere. Oppgavene elevene fikk var stort sett oppgaver med
heltallige lgsninger. Det er begrenset hvor mange ulike oppgaver man kan lage av denne
typen. Elevene hadde derfor Igst mange tilsvarende oppgaver fgr. Den adaptiviteten
elevene viser kan veere tillzert ved at de kjenner igjen oppgaven og velger den metoden
de har laert at fungerer.

For det andre kan man stille spgrsmal til om de utvalgte oppgavene i denne studien er
gode nok til & avgjsre om elevene faktisk var adaptive. Dette er en stor utfordring ved
utvelgelse av data. Det er vanskelig a forutse hvilke oppgaver som er enklest a Igse med
abc eller SP. Et eksempel pa dette sa jeg pa oppgave 1b. Oppgaven, x? — 13x + 42 = 0 tok
jeg med fordi den skulle vaere vanskelig a8 benytte med abc-metoden, men enkel &
faktorisere med SP. Det viste seg, nar jeg sa gjennom elevbesvarelsene, at flere elever
ikke s3 at 42 kunne faktoriseres som 7 - 6. De endte da med & benytte abc-metoden.

Et tredje poeng er at jeg kjenner noen av elevene godt. Det er lett a tillegge elever som
presterer bra i andre tema en bedre forstaelse enn de egentlig har - og omvendt for
elever som presterer darlig. Dette omtales gjerne som «Halo effect» (Cohen et al., 2018,
s. 321), noe som kan pavirke mine tolkninger av data.

Et fjerde kilde til manglende troverdighet er at elevene kan ha valgt andre metoder for &
Igse andregradsligninger enn den de selv foretrekker fordi de trodde at det var forventet
fra laereren. Funnene mine kan veaere preget av dette.

Alle disse punktene har jeg forsgkt a ta hensyn til i utvelgelse av oppgaver og i analysen
av elevenes besvarelser gjennom & anonymisere besvarelser, gi varierte og mange
oppgaver, ved & vaere apen om at elevene hadde Igst lignende oppgaver tidligere og at
elevene hadde gvd pa adaptivitet.

Fglgende elementer fra teorien (Cohen et al., 2018, s. 268 - 284) kan styrke
forskningens troverdighet: Jeg har tykke data, siden jeg har komplette elevbesvarelser
med utregning og forklaringer. Jeg informerte elevene om at resultatene fra testen ble
gitt til leererne deres. Jeg kan dermed anta at elevene gjorde s& godt de kunne. Jeg og
de andre leererne fikk lite mulighet til & pavirke elevenes besvarelser underveis, siden
dette var en skriftlig test uten hjelpemidler.

For @ gjennomfgre analysen av data pa en etisk god mate, har jeg brukt anbefalinger fra
Cohen et al., (2018, s 111-141). Disse er relevante for min undersgkelse. Jeg har brukt
anerkjente analyseteknikker (Braun & Clarke, 2012), og jeg har vaert apen om hvilke
data jeg har inkludert i analysen og hvilke data som er ekskludert. I analysen av data
tilstreber jeg & ikke overdrive betydningen av data eller trekke konklusjoner det ikke er
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grunnlag for, og jeg forsgker a lete etter alternative forklaringer til funnene mine. I en
studie som denne, der jeg som forsker bade er en del av studien (siden jeg er leerer i
faget) og er den som analyserer, vil det ikke vaere mulig a8 vaere objektiv. Jeg har derfor
etterstrebet a8 vaere apen om de verdiene og erfaringer jeg tar med meg inn i
forskningen.

Siden laererne som deltok i studien er mine kolleger, gnsket jeg ikke a vurdere forskjeller
mellom klassene. Jeg har valgt a ikke sammenligne elevene pa tvers av
undervisningsgruppene.
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5 Resultater

I denne delen oppsummerer jeg relevante resultater. I kapittel 5.1 oppsummerer jeg
funn som er relevante for forskningsspgrsmalet; Viser elevene adaptivitet i valg av
losningsstrategier etter at de har f4tt oppleering i sum og produkt-metoden og spesifikk
opplaering i adaptivitet? I kap. 5.2 har jeg samlet funn som er relevante for spgrsmal to;
Vil utvikling av adaptive strategier bidra til mestring hos elever med ulik matematisk
kompetanse?

5.1 Hgy adaptivitet

Som nevnt i 4.7.2, ga jeg elevene en adaptivitetscore basert pa hvordan de tilpasset valg
av lgsningsstrategi pa choice-oppgaver. I adaptivitetscoren har jeg ogsa vurdert hvilken
metode som viste seg @ vaere mest effektiv for den enkelte elev.

Resultatet av analysen er at flertallet av elevene (41 av 59) fikk en adaptivitetscore pa
mer enn to. Elevgruppen som helhet viste dermed hgy grad av adaptivitet, z=2.99,
p=.001.

Som sagt er det slik at skal metoden sum og produkt skal ha noen betydning for
elevenes adaptivitet, ma elevene benytte metoden pa oppgaver der metoden er den
mest effektive (Heinze et al., 2009). P& choice-oppgavene viser funnene at flesteparten
av de adaptive elevene valgte sum og produkt-metoden hyppigst. For de elevene som
ikke var adaptive, var det ikke like stor andel som valgte SP hyppigst (9 av 15).
Resultatene er vist i tabell 5.1.

SP abc
Adaptive elever 37 4
Ikke adaptive elever 9 6

Tabell 5.1 Adaptive og ikke-adaptive elevers valg av Igsningsstrategier

I choice-delen av oppgavesettet skiftet 44 av 59 elever strategi underveis, fra & velge SP
pa oppgave 1a til & velge abc pa 1d eller 1e. Flertallet av elevene skiftet altsd strategi fra
SP-metoden til abc-metoden nar SP-metoden ikke fungerer like godt, z=3.77, p<.001. Et
eksempel pa en elev som skifter strategi, er vist i figur 5.1.
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Figur 5.1 En elev skifter strategi fra SP (strgket ut) til abc pa oppgave 1e

Med forbehold om at elevene valgte den metoden de trodde var forventet av dem (Cohen
et al., 2018), mener jeg det er grunnlag for a8 hevde at flertallet elevene viser adaptivitet.
Resultatene viser ogsa at elevene har utviklet en bestemt adaptiv strategi, nemlig & forst
prgve SP og deretter bytte til abc dersom de ikke klarer @ Igse oppgaven med SP.
Funnene viser dermed at systematisk opplaering av sum og produkt-metoden, kombinert
med oppleering i bruk av ulike Igsningsstrategier, fgrer til adaptivitet i elevgruppen.

5.2 Adaptivtet fgrer til bedre resultater for alle elevgrupper

5.2.1 Hgyt presterende elever er mest adaptive

46% av elevene som ble definert som under middels pa kartleggingspraven, fikk en
adaptivitetscore pa mer enn to i testen. Til sammenligning hadde 94% av de hgyest
presterende elevene en adaptivitetscore pa over 2. Gjennomsnittlig adaptivitetscore for
elevene som var kartlagt til under middels, var 0,69. For de hgyt presterende var
adaptivitetscoren i gjennomsnitt 4,6. Resultatene viser at de hgyest presterende elevene
er langt mer adaptive enn elever med lavere grad av kompetanse (tabell 5.2).

Andel adaptive  Gjennomsnittlig adaptivitetscore
Under middels 46% 0,69
Hgyt presterende 94% 4,6
Tabell 5.2 Andel adaptive og adaptivitetscore etter prestasjonsgruppe

Det er en sterk positiv korrelasjon mellom adaptivitet og score pa choice-oppgaver,
r(57)=0.910, p<.001. Figur 5.2 viser denne sammenhengen i et spredingsplott. Vi ser
tydelig i plottet at dess mer adaptive elevene er, dess bedre gjor elevene det pa testen.
Vi gnsker dermed at flest mulig av elevene vare skal befinne seg gverst til hgyre i denne
modellen. Plottet viser altsa en tydelig sammenheng mellom adaptive ferdigheter og
resultater, et funn som underbygges av Siegler (2003) og (Heinze et al., 2009)sine
studier.
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Figur 5.2 Sammenhengen mellom adaptivitet og score pa no choice-oppgaver

5.2.2 Sum og produkt-metoden gavner alle elever

Elevene som helhet gjgr det omtrent like bra ved bruk av SP og bruk av abc pa no
choice-oppgavene. Gjennomsnittscore her er 54% i delen med SP og 47% i delen med
abc.

48 elever velger SP hyppigst som Igsningsstrategi i choice-oppgavene. Disse elevene har
en gjennomsnittsscore pa 65% riktige svar. 10 elever velger abc oftest. Disse elevene
har en gjennomsnittsscore pa 27% riktige svar. Elevene som velger SP pa choice-
oppgaver, gjgr det altsd bedre enn de elevene som velger abc. Resultatene viser
dessuten at elevene presterer bedre ved & velge SP pa de fleste oppgavene, selv om de
viser at de behersker begge strategiene pad no choice-oppgaver. En elev benyttet begge
strategiene like hyppig og er utelatt fra analysen. Resultatene er oppsummert i tabell
5.3.

Antall Choice No choice SP No choice abc
SP hyppigst 48 65% 61% 49%
abc hyppigst 10 27% 38% 40%
Alle 49 58% 54% 47%

Tabell 5.3 Gjennomsnittscore delt etter hvilken strategi elevene velger hyppigst

5.2.3 Elever under middels

5.2.3.1 Adaptive ferdigheter positivt for elevgruppen

I datamaterialet er 13 elever definert som under middels presterende, det vi si 21,5
poeng eller lavere kartlagt i starten av skoledret. Disse elevene far en
gjennomsnittsscore pa 34% riktige svar pa choice-oppgavene. Til sammenligning fikk
hele utvalget 60% riktige svar i gjennomsnitt. Seks av de under middels presterende
elevene er vurdert som adaptive. Den adaptive delen av denne elevgruppen oppnar en
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gjennomsnittscore pd 58% riktige svar pa choice-oppgavene. De resterende syv elevene
i denne elevgruppa er vurdert som ikke adaptive, med en adaptivitetscore pa under 2.
Disse elevene far en gjennomsnittscore pa 6% riktige svar pa choice-oppgavene. Med
andre ord ser det ut til at det & ha utviklet en adaptiv kompetanse gavnet ogsa den
svakeste elevgruppa. Resultatene er oppsummert i tabell 5.4.

Under middels Middels Hgyt presterende Alle
Antall Score Antall Score | Antall Score Antall Score
Adaptive 6 58% 20 64% 17 89% 37 74%
Ikke adaptive | 8 6% 4 15% 1 20% 16 16%

Tabell 5.4 Gjennomsnittsscore for de ulike elevgruppene fordelt etter adaptivitet

Figur 5.3 viser et spredningsplott for elevene kategorisert som under middels pa
kartleggingsprgven ved inngangen til skolearet. Hos denne elevgruppen er det en enda
sterkere korrelasjon mellom adaptivitetscore og score pa choice-oppgavene enn det er
for hele elevgruppen (vist i figur 5.2), r(11)=0.952, p<.001.
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Figur 5.3 Sammenheng mellom adaptivitet og score for under middels-elever

Resultatene over viser altsa at elever kartlagt til under middels ved inngangen til
skoledret og som er adaptive, prester godt og langt bedre enn elever kategorisert i
samme prestasjonsgruppe. De presterer til og med langt bedre enn ikke-adaptive hgyt
presterende elever (vist i tabell 5.3).
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5.2.3.2 Sum og produkt-metoden spesielt godt egnet

Av 14 elever kategoriserte som under middels, velger 9 SP-metoden som oftest. Disse
elevene oppnar 41% riktige svar pa choice-oppgavene. Under middels-elever som valgte
abc-metoden oftest, fikk 5% riktige svar. Elevenes score pa choice-oppgaver etter
prestasjonsgruppe og valg av strategi er vist i tabell 5.5. (En elev er ikke tatt med i
tabellen siden han brukte de to Igsningsstrategiene like ofte.)

Under middels Middels Hgyt presterende Alle
Antall Score | Antall Score Antall Score Antall  Score
SP hyppigst 9 41% 18 63% 14 91% 43 67%
abc hyppigst | 4 5% 3 27% 2 70% 9 27%

Tabell 5.5 Gjennomsnittscore pa choice-oppgaver etter prestasjonsgruppe og valg av
strategi

For a kunne si noe om bruk av sum og produkt-metoden gker elevenes sannsynlighet for
3 lykkes, sd jeg ogsa pa enkeltoppgaver. Dette for a fa et mer utfyllende bilde av hvilken
kompetanse elevene er i besittelse av. For under middels-elevene var 27 av totalt 47
oppgaver lgst med SP riktige. Tilsvarende var 5 av 20 oppgaver lgst med abc riktige.
Oppsummeringen av antall riktige svar fordelt pa prestasjonsgruppe, er vist i tabell 5.5.

SP abc

Riktige Totalt Andel Riktige Totalt Andel

Alle 194 252 77 % 83 119 71 %
Under middels 27 47 57 % 5 20 25 %
Hgyt presterende |92 106 87 % 47 53 89 %

Tabell 5.6 Oversikt over antall riktige oppgaver fordelt etter metode og
prestasjonsgruppe

En z-test av resultatene i tabell 5.6 viser at elevene kategorisert som under middels
gjorde det statistisk signifikant bedre (36%) pa choice-oppgaver nar de benyttet SP enn
de elevene som benyttet abc, z=1.34, p=.014. For middels og hgyt presterende elever
fant jeg ingen tilsvarende forskjell mellom SP og abc. Dette resultatet er viktig fordi det
viser at elever med under middels kompetanse har mye hgyere sannsynlighet for a klare
a lgse en oppgave dersom de benytter sum og produkt-metoden i arbeid med
andregradsligninger.
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5.2.3.3 Forekomst av buggy-prosedyrer og betydning av a sette prgve pa svaret
Det kan vaere mange arsaker til at elever gjgr feil pa oppgaver. Som tidligere nevnt er
det viktig at elevene forstar de strategiene de benytter seg av, slik at de unngar a gjgre
feil som skyldes buggy-prosedyrer (Torbeyns & Verschaffel, 2016). I datamaterialet fant
jeg at det var mange feil som trolig skyldes buggy-prosedyrer blant elevene kategorisert
til under middels i kartleggingstesten. Blant resten av elevene var det fa slike feil.

Figur 5.4 viser besvarelsen til en elev kategorisert til under middels, som gjgr en feil som
kan skyldes en buggy-prosedyre. Eleven faktoriserer produktet riktig, men glemmer a
kontrollere at summen blir riktig. Det er sannsynlig at eleven ikke har forstatt metoden,
altsd en buggy-prosedyre (Torbeyns & Verschaffel, 2016).
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Figur 5.4 Eksempel pa buggy-prosedyre hos en elev som bruker SP

Figur 5.5 viser en annen elev i samme elevgruppe som blander tall og bokstaver i svaret.
Dette kan indikere at eleven ikke behersker hvordan han skal bruke abc-formelen, og
elevene ender med & dele med 2a i svaret sitt. Ogsa det er trolig en buggy-prosedyre
siden eleven ikke har forstatt hvordan abc-metoden skal utfgres.

Figur 5.5 Eksempel pd buggy-prosedyre hos en elev som bruker abc

Det ser ikke ut til at disse to elevene er i stand til & vurdere om svarene de far er
rimelige lgsninger pa oppgavene. Det er grunn til 8 tro at arsaken til dette ligger i at de
ikke har utviklet tilstrekkelig forstaelse for de framgangsmatene de bruker. Eksemplene
viser ogsa at buggy-prosedyrer forekommer ved bruk av begge Igsningsstrategier.
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Elevene kunne rettet opp feil som kommer fra buggy-prosedyrer (Torbeyns &
Verschaffel, 2016) ved a sjekke om Igsningen de kom frem til stemmer, og pa den maten
undersgkt om de benyttet metoden riktig. Ingen av elevene i studien setter slik prgve pa
svaret. Det var ikke fokus pa det & sjekke om svaret man fikk var riktig i undervisningen
i forkant av testen. Det er derfor ikke sa rart at elevene ikke gjor dette. Hvorfor jeg
likevel har dette funnet med, henger sammen med betydningen av a sette prgve pa
svaret som et ledd i a utvikle matematisk forstaelse - noe jeg vil komme tilbake til i
drgftingsdelen av oppgaven.
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6 Drgfting

6.1 Lignende studier

I forskningsarbeid er det alltid interessant & se pa hvordan nye funn stiller seg i forhold
til tidligere studier, og reflektere rundt hva som kan vaere arsak til eventuelle likheter og
forskjeller. Som tidligere nevnt i den teoretiske introduksjonen, studerte forskerne i
studien til Torbeyns & Verschaffel, (2016) hvordan elever lgser subtraksjonsoppgaver. I
studien ble resultatet som sagt at elevene pa choice-oppgavene valgte
standardalgoritmen fremfor den mer smarte hoderegningstrategien. Elevene viste seg
altsa a vaere lite adaptive. I min studie viser elevene derimot stor grad av adaptivitet. I
det folgende vil jeg se pa mulige forklaringer p@ hvorfor jeg far et annet resultat enn
Torbeyns & Verschaffel.

I studien til Torbeyns & Verschaffel, (2016) var elevene yngre enn de elevene jeg har
studert. I tillegg har elevene i studien min valgt teoretisk matematikk. Torbeyns &
Verschaffel fremhever at det er stor sammenheng mellom generell mestring i
matematikk og elevenes adaptive evner. Det er gjerne de flinkeste elevene som velger
1T. Det er derfor rimelig at en hgyrere andel av elevene i min studie er adaptive enn de
elevene Torbeyns og Verschaffel studerte.

Mange av elevene som deltok i min studie, forsgker sum og produkt-metoden f@rst og
bytter til abc-metoden nar de ser at de ikke klarer 3 Igse oppgaven med SP. Elevene i
min studie fikk selv anledning til & erfare, gjennom undervisningen, i hvilke situasjoner
det Ignner seg a benytte de forskjellige strategiene, noe man kan se tydelige resultater
av i selve funnene. Et stort flertall byttet strategi underveis i testen. Det at mine elever
viser seg & vaere mer adaptive enn elevene som deltok i Torbeyns & Verschaffels studie,
kan veere et direkte resultat av at elevene nettopp hadde fatt opplaering i adaptivitet i
seg selv — i motsetning til det som var tilfelle hos Torbeyns og Verschaffel.

I undervisningen var laererteamet enige om at vi gnsket a la elevene komme frem til sum
og produkt-metoden selv gjennom det Balacheff (1988)ville omtalt som et pragmatisk
bevis og et bevis som forklarer (Hanna, 1989) Vi gnsket at elevene gjennom eksempler
og konkretiseringer skulle oppdage sammenhenger selv. P& den maten gnsket vi a
utvikle elevenes forstaelse for andregradsligninger. Det er uklart om elevene i Torbeyns
& Verschaffels studie fikk ta del i en tilsvarende utledning av de strategiene de benyttet,
og dermed vanskelig & si noe om elevenes forstaelse av strategiene de brukte. Det at vi
systematisk jobbet med en utforskningsbasert innlaering av strategier, og at vi startet
med den minst kompliserte tilnaermingen, kan vaere med pa a forklare noen av
forskjellene i resultatene.

I min studie gjgr elevene fzerre feil nar de bruker SP-metoden enn de gjgr med abc-
metoden. Dette stgttes i resultatene ved at elevene som velger sum og produktmetoden
hyppigst, far en gjennomsnittlig score pa 65% mens elevene velger som velger abc-

40



metoden hyppigst scorer 27% (se tabell 5.2). Min opplevelse er ogsa at elevene lgser
oppgavene raskere med SP-metoden uten at jeg har data som kan bekrefte dette. I
Torbeyns & Verschaffels studie fgrte hoderegningstrategien til flere feil. Dette kan
skyldes at SP er en enklere metode & benytte og at standardalgoritmen (abc) er mer
krevende enn i Torbeyns & Verschaffels studier. I fglge Siegler & Lemaire (1997) kan
dette forklares med at elevene velger den metoden de mener er mest effektiv og gir
stgrst sannsynlighet for riktig svar.

I studien til Verschaffel et al, (2007) var konklusjonen at svakt presterende elever i liten
eller ingen grad viser tegn til adaptivitet. Dette bekrefter funnene mine. Det er langt flere
blant de hgyt presterende elevene som er adaptive, enn blant elevene som har de
svakeste resultatene pa kartleggingstesten, noe tabell 5.2 viser. Likevel viser min studie
at ogsa elever som presterer under middels, kan vise hgy grad av adaptivitet. Studien
viser at flere i denne elevgruppen, gjennom systematisk opplaering i 8 bruke ulike
metoder, oppnar stor effekt pa prestasjonene sine. Dette er et viktig resultat. Det viser
at det & jobbe malrettet med varierte Igsningsstrategier, og la elevene fa utforske
metodene selv, kan ha stor effekt ogsa pa de elevene som i utgangspunktet har lavest
matematisk kompetanse. Det & la elevene utforske metoder selv, er vi som laerere
dessuten palagte etter laereplanen i 1T, sa en slik praksis stgttes ogsa i forskriftene som
ligger til grunn for var praksis som matematikklzerere.

Ut fra det jeg har observert, er sum og produkt-metoden en metode som elevene med
lav grad av kompetanse kan forsta og beherske. Dette mener jeg er et argument for a
undervise ogsa de svakeste elevene i sum og produkt-metoden som en av flere metoder,
slik at ogsa disse elevene far flere strategier @ velge mellom. Dette vil vaere i trad med
anbefalingene til Verschaffel et al. (2007), som skriver at man bgr ha som malsetning a
utvikle adaptiv kompetanse ogsa hos de svakeste elevene - da dette vil ruste ogsa denne
elevgruppen pa best mulig mate for de problemstillingene de vil mgte i framtiden.

6.2 Adaptive ferdigheter og leereplanen

I lzereplanen av 2020 har dybdelaering kommet inn som begrep (UDIR, 2017). I
dybdelaering ligger det at eleven skal utvikle en grunnleggende forstaelse som har
overfgringsverdi til problemstillinger eleven vil mgte i framtiden. Elevene skal altsa lzere
seg a tenke selv og & sgke a forstd nye problemstillinger gjennom & bygge pa, og
videreutvikle, egen kompetanse. Dette bade alene, men gjerne ogsa sammen med
andre.

Det & vaere adaptiv, altsa a tilpasse framgangsmatene sine til den problemstillingen man
star overfor, henger ngye sammen med dybdelsering. Er man i stand til 8 vaere adaptiv,
er man i stand til 3 reflektere rundt hva man skal oppna og hvordan man skal komme
dit. Man har utviklet en evne til & abstrahere og til & se pa utfordringen pa avstand.
Dette krever en grunnleggende forstaelse bade for matematikk og for problemlgsning
generelt. Derfor er nettopp det & jobbe med varierte Igsningsstrategier ogsa framhevet
pa ulike mater i laereplanen for matematikk.

I arbeidet med andregradsligninger vektla vi nettopp fokus pa fremgangsmater mer enn
lgsning gjennom & undervise i, og stimulere elevene til 3 faktisk bruke, ulike metoder i
arbeidet. Gjennom 3 teste elevene i ulike strategier, fikk jeg avdekket at elevene faktisk
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behersket ulike tilneermingsmetoder. Funnene mine viser dessuten at elevene i den delen
av oppgaven som var valgfri, utforsket ulike Igsningsstrategier. Dette kommer tydelig
frem ved at 44 av 59 elever skifter strategi underveis i testen.

Lithner (2017) skiller som tidligere nevnt mellom «Memorised reasoning (MR)»,
«Algoritmic reasoning (AR)» og «Creative matematically founded reasoning (CMR)». I
dette ligger et helt grunnleggende syn pa laering og forstaelse. Det er vanskelig for
elevene & bygge ny kunnskap og forstaelse dersom forutsetningen deres er innlaerte
strukturer og framgangsmater som de ikke forstar. Lithner anbefaler derfor at vi
underviser pa en slik mate at elevene selv far veere med pa a tenke ut hvordan de skal
lgse matematiske problemstillinger kreativt (CRM). Laereplanen i matematikk forfekter
0gsa et slikt syn pa laering gjennom & hevde at elevene skal oppdage sammenhenger og
strukturer og ikke bli presenterte for ferdige Igsninger. Elevene skal med andre ord veere
skapende og aktivt deltakende i arbeidet med matematikk. Dette er ogsa i trad med
hvordan Piaget (1964) mener at kunnskap utvikles i elevene.

Skal elevene utvikle sin egen faglige forstdelse, er det avgjgrende at vi som laerere
nettopp tar utgangspunkt i dette nar vi underviser. Dette gjorde vi gjennom a starte med
& undervise i sum og produkt-metoden, en metode som det er enkelt for de fleste elever
a forsta. Vi valgte 8 starte undervisningen med en enkel metode til tross for at denne
ikke kan anvendes i alle tilfeller der andregradsligninger skal Igses. Dette for & sette
elevene i stand til & tenke selv, og ikke bare utfgre innlaerte algoritmer - det Lithner i sin
artikkel omtaler som «Algoritmic reasoning.»

I kjerneelementet resonnering og argumentasjon star det at elevene skal «forsta at
matematiske resultat og reglar ikkje er tilfeldige, men har klare grunngivingar.» Dette
malet kan oppnas bade med utledning av sum og produkt- metoden og gjennom
undervisning av abc-metoden. Men som jeg har nevnt tidligere vil en utleding av abc-
formelen lett bli et konseptuelt bevis (Balacheff, 1988) og et bevis som beviser (Hanna,
1989). Dette fordi det er vanskelig for de fleste elevere & forsta hvorfor abc-formelen
fungerer. Dersom man derimot lar elevene utlede sum og produkt-metoden selv, vil
utledning bli et pragmatisk bevis som elevene kan forstd og bruke til & utvikle sin
forstaelse.

Jeg mener at studien min viser at undervisning i sum og produkt-metoden i arbeid med
andregradsligninger er godt egnet fordi metoden er lett & forsta og utlede for elevene.
Utledningen er det Hanna vil omtale som et bevis som forklarer. Sum og produkt-
metoden egner seg godt til & gjgre eleven mer adaptive, gjennom at eleven forstar at
metoden kan brukes i noen tilfeller - men ikke alle. Elevene far da muligheten til &
utvikle en forstdelse for at matematiske oppgaver kan lgses pa ulike mater, og at
tilneermingen man velger er avhengige av en rekke faktorer som for eksempel oppgavens
kompleksitet, tiden man har til radighet eller andre faktorer. Sum og produkt-metoden
bgr altsa velges nar denne metoden er den mest hensiktsmessige.

Sum og produkt-metoden er ogsa godt egnet fordi det er en hoderegningsmetode som
de fleste elever kan forsta. Metoden er egnet for & unnga at elevene utvikler buggy-
prosedyrer, og den er godt egnet til & trene elevene til i @ sette prgve pa svaret. Eleven
vist i figur 5.4 som gjgr feil som kan tyde pa at han ikke har forstatt sum og
produktmetoden. I dette eksemplet skal det bare en liten justering til for at eleven
forstar hva han har gjort feil. En kontrollsjekk av at Igsningene han har fatt, ville kanskje
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vaere nok til at den logiske strukturen faller pa plass for eleven (Piaget, 1964). Gjennom
a kontrollsjekke egne svar, og utvikle evne til 8 vurdere egne svar, vil elevene ogsa
utvikle sin egen forstdelse. Det er ogsa et krav i laereplanen at elevene skal «vurdere om
lgysingane er gyldige» (UDIR, 2019), noe som forutsetter at elevene forstar
sammenhengen mellom svaret og den framgangsmaten de benytter.

6.3 Konsekvenser for videregaende skole

Vi har nd sett hvordan undervisningen av andregradsuttrykk samsvarer med bade
forskning om laering i matematikk og intensjonene i lzereplanen. Men har funnene ogsa
betydning for hvordan vi underviser matematikk mer generelt pa videregdende skole?
Jeg mener det.

6.3.1 Starte med metoder elevene forstar

Siegler (2003) hevder at en viktig faktor for a fa elevene til 8 utvikle adaptivitet er @ la
elevene selv fa finne ut hvilken strategi som er mest effektiv og pa den maten la elevene
fa eierskap til strategivalget. Hanna (1990) fremhever ogsa viktigheten av at elever har
kjennskap til hvordan matematiske sammenhenger er utledet. Det er derfor viktig at
matematikklzerere velger metoder som elevene kan forsta utledingen av.

I mitt eksempel har sum og produkt-metoden en stor fordel fordi det er lett for elevene &
forsta utledningen av metoden. Metoden gir dermed elevene mer innsikt i matematikken
som ligger bak andregradsuttrykk enn det for eksempel abc-formelen gjgr. Funnene mine
viser ogsa at vi gjennom a starte undervisningen med en Igsningsstrategi som elevene
selv kan utlede, sa blir resultatene for elevgruppen som helhet gode. Ikke minst
presterer elever som i utgangspunktet scorer lavt, godt med denne metoden. Det kan
dermed virke som om seerlig elever med under middels kompetanse har utbytte av en
tilnzerming som dette, uten at det gar pa bekostning av resultatene til de hgyt
presenterende elevene. Konsekvensen av et slikt funn ma veere at vi i all
matematikkundervisning pa videregaende skole bgr introdusere nye temaer pd mater
som gir mening for flest mulig av elevene, der elevene selv far delta i & finne
sammenhenger og utledninger. Gjennom & ta utgangspunkt i en sa enkel og pragmatisk
tilnaerming som mulig, som bygger pa elevens logiske forstaelse, er sjansen stgrst for &
fa elevene med seg ogsa nar faget blir mer teoretisk og abstrakt senere i utdannelsen.

Jeg mener at vi matematikklserere i stgrre grad ma gjgre en vurdering av hvilke
strategier det er ngdvendig for elevene & lzere. Ikke bare velge metoder ut fra hvilke
metoder det er forventet at elevene skal beherske pa eksamen, men heller la hver enkelt
elev selv utvikle strategier som stimulerer til 8 etablere strukturer som gjgr eleven bedre
i stand til & forsta den matematikken elevene skal lzere senere. Her er
standardalgoritmen for subtraksjon fra Torbeyns & Verschaffel (2016) sin studie ett godt
eksempel. Min erfaring er at veldig fa voksne benytter denne strategien, som gar ut pa a
sette tallene under hverandre og lane fra tierplassen eller hundrerplassen. Voksne har
ofte glemt denne metoden og benytter heller hoderegning eller kalkulator. For a forsta
dette vil jeg bruke begrepene til Piaget (1964). Det at en strategi er glemt, mener jeg
skyldes at denne strategien ikke var ngdvendig for @ bygge strukturen i den matematiske
forstaelsen. Primitive strategier, som & telle pa fingrene, er noe vi aldri glemmer, nettopp
fordi dette er strategier som var en ngdvendige strukturer for var tallforstdelse. Man kan
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derfor stille spgrsmalet om det var ngdvendig a laere denne standardalgoritmen for
subtraksjon, eller mange andre standardalgoritmer, som er glemt hos voksne.

6.3.2 Undervisning i adaptivitet

For @ kunne veere fleksible og adaptive ma elevene beherske flere strategier. Sum og
produkt-metoden er godt egnet fordi metoden ikke fungerer som eneste metode. Dersom
elevene oppdager begrensningene med en metode, blir det naturlig for dem 3 variere
mellom metoder nar der er ngdvendig. Pa den maten stimuleres elevene til & bli adaptive
i sine valg av strategi. Dette viser min studie at elevene faktisk gjgr i oppgave 1le, der
flertallet av elevene bytter strategi siden sum og produktmetoden ikke fungerer pa denne
oppgaven.

I avsnittet over skrev jeg om betydningen av & tilnaerme seg matematiske
problemstillinger gjennom at elevene selv far utforske og utlede sammenhenger. Videre
viser min studie at adaptive elever presterer bedre enn andre. Med andre ord tjener
elevene pa & ha ett sett med strategier som de kan velge mellom nar de arbeider med
ulike matematiske problemer. I overfgrt betydning betyr dette at vi bgr jobbe godt med &
vise elevene at det faktisk finnes ulike mater @ Igse de fleste matematiske oppgaver pa.
Men dette er ikke tilstrekkelig. Vi bgr ogsa undervise elevene helt spesifikt i adaptivitet.
Det betyr at vi bade stimulerer elevene til & utvikle ulike strategier, men at vi ogsa lar
elevene diskutere og reflektere rundt hvilke fordeler og ulemper de ulike strategiene har i
mgte med ulike oppgaver. Vi bgr med andre ord gjgre elevene bevisste om ulike
strategiers fordeler og ulemper.

6.4 Metodiske svakheter

Etter & ha analysert resultatene i min undersgkelse, ser jeg noen svakheter ved metoden
jeg har valgt & benytte

Elevene kan ha utviklet rutineekspertise (Heinze et al., 2009) ogsa i bruk av sum og
produktmetoden uten a ha forstatt hvorfor metoden fungerer. Det viste seg under
analysen at dette var vanskelig & avdekke. Elevene kan ogsa ha utviklet rutineekspertise
i & skifte strategi nar elevene kjenner igjen bestemte oppgaver (f.eks. benytte abc nar
det star et tall foran x2).

Jeg hadde begrenset innsikt i hvordan undervisningen foregikk i to av klasserommene.
Pastanden min om at elevene har fatt undervisning i adaptivitet er begrunnet ut ifra at
det var enighet om dette pa samarbeidsmgter mellom laererne. Jeg kan dermed ikke med
sikkerhet si at elevene har fatt oppleering i adaptiv kompetanse.

En annen utfordring med metoden er at jeg ikke far testet funnene mine opp mot en
kontrollgruppe. Det hadde vaert interessant @ sammenligne resultatene mine med en
kontrollgruppe som gjennomfgrte undervisningen slik det er lagt opp til i laerebgkene.
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7 Avslutning

Vi har na sett at forskning pa@ matematikkundervisning samlet sett forteller oss at det er
avgjorende at vi som matematikklaerere underviser pa en slik mate at eleven far
konstruert sin egen forstaelse. I praksis betyr dette at vi ma utlede bevis som forklarer
og som elevene kan forsta. Med andre ord ma vi bruke eksempler og metoder som
elevene kan utlede sammenhengene i selv. I tillegg er det avgjgrende at vi viser elevene
at matematiske oppgaver kan Igses gjennom ulike tilnazerminger. Vi ma laere dem ulike
metoder, og vi ma laere dem & reflektere rundt hvilke metoder som egner seg til bruk i
ulike sammenhenger. Gjennom en slik undervisning kan elevene utvikle en mer kritisk
tilnaerming til matematikkfaget, der de leerer seg & tenke selv og der de lzerer seg a
vurdere hvilken tilnserming til oppgaver som er mest hensiktsmessig. En slik adaptiv
kompetanse vil elevene ha bruk for i stadig nye sammenhenger, bade i arbeid med
matematikk - men ogsa i arbeid med mer komplekse oppgaver der kompetanse fra ulike
fagomrader kreves.

Vi har ogsa sett at det er liten tradisjon for @ undervise i adaptivitet i matematikkfaget.
Elevene lzerer flere strategier, men ender som Torbeyns & Verschaffel (2016) papeker,
med a bare benytte standardalgoritmer. Dette til tross for at lsereplanen i matematikk pa
mange omrader nettopp vektlegger betydningen av det & undervise elevene i det 3
anvende ulike Igsningsstrategier. Laereplanen er jo lagt opp slik fordi det & vaere kritisk
og det & velge tilnaerming av metoder selv, er avgjgrende for a utvikle elevenes
grunnleggende matematiske forstaelse. Vi har ogsa sett at det er fa studier som belyser
temaet adaptivitet for elever pa videregaende skole.

I denne studien vektla vi nettopp det @ undervise i ulike Igsningsstrategier systematisk.
Og vi startet opplaeringen i Igsning av andregradsligninger gjennom 3 gi elevene
opplaering i sum og produkt-metoden. Studien viser at vi som laerere, gjennom &
vektlegge en metode som elevene selv kan utlede og forstd, har lykkes i @ gjore elevene
mer adaptive. Forhapentligvis har metoden etablert strukturer i den enkelte elev som
eleven kan bygge videre pa nar eleven skal bruke forstaelsen i nye sammenhenger.
Studien har ogsa vist at opplaering i adaptivitet i seg selv, der elevene lzerer seg
begrensingene i de metodene de laerer seg (i dette tilfellet sum og produkt-metoden),
nytter. Elevene blir adaptive etter endt periode. Studien viser ogsa at det er fa elever
som setter progve pa svaret. Gjennom a laere seg 3 sette prgve pa svaret, vil trolig enda
flere elever kunne utvikle evne til & abstrahere. Gjennom & sette prgve pa svaret vil
elevene gve seg i @ vurdere om svaret de har kommet fram til, er rimelig. Slik vil ogsa
elevens evne til kritisk tenkning gves. Skulle jeg gjennomfgrt studien pa ny, ville jeg
vektlagt dette elementet i undervisningen tydeligere. Det ville vaere spennende 3 se om
resultatene til elevene da ble enda bedre.

I denne studien gikk det atte uker fra elevene avsluttet undervisningen i
andregradsligninger til elevene gjennomfgrte choice/no-choice testen. Piaget mener den
beste testen pa om man virkelig har lzert noe, er @ teste kunnskapen lenge etter at
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lzeringen foregikk (Piaget, 1964). Da far man testet om laeringen ble en del av strukturen
i forstaelsen til den som har laert. I LK20 sa vi at dette blir omtalt som dybdelsering. Jeg
er sa heldig at jeg kan fa fglge elevgruppen som deltok i denne studien videre i to ar. Det
blir interessant & se om sum og produktmetoden bestar testen til Piaget og at elevene
viser at de benytter og forstar metoden ogsa i et lenger tidsperspektiv.
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Vedlegg 1 Elevtest

Tid: 45 minutter fordelt pa 25minutter pa oppgave 1, 10minutter pa oppgave 2 og 10
minutter pd oppgave 3

Ta med utregning pa oppgavene

Oppgave 1

P& disse oppgaven skal du selv velge Igsningsstrategi
Lgs likningene

a) x2+4x+3=0
b) x2—13x+42=0
C) x2—-5x—6=0
d) 2x2+5x+2=0
e) x2+2x+3=0

Faktoriser

f) x2-7x+10
g) 3x2—-6x—9

Lag en andregradslikning som:
har Igsninger x = -1 v x =2

h) ikke har noen reelle Igsninger

Lgs likningen
i) (x+2)2x+5)=0
Oppgave 2

Las likningene ved a bruke sum og produkt-metoden

Sum og produkt-

a) x>+6x+8=0 metoden
b) x2—x—-12=0
c) 3x2+12x+12=0 3y 4y
d) 2x2+3x-2=0 X '+ Fx+ 20
(¥+3)-(x+4)=p
Oppgave 3 . ~
Las likningene ved a bruke abc-formelen Abc-formel
a) x2+7x+10=0 ax?+bx+c=0
b) 3x2+15x+12=0
C) 2x2—-3x—-2=0 —b + Vb2 — 4ac
d) x2-3x+4=0 x =

2a
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Vedlegg 2 Samtykkeskjema

Vil du delta i forskningsprosjektet:
«Fleksibilitet i losning av andregradsuttrykk i matematikk»?

Dette er et spersmal til deg om & delta i et forskningsprosjekt hvor formalet er 4 underseke
valg av lgsningsstrategier. I dette skrivet gir vi deg informasjon om malene for prosjektet og
hva deltakelse vil innebere for deg.

Formél

Formalet med prosjektet er 4 underseke hvilke losningsstrategier elever benytter i oppgaver
med og andregradslikninger og faktorisering av andregradsuttrykk.

Data fra prosjektet vil bli bruk i en masteroppgave

Laereren din vil fa tilgang til oppgavebesvarelsen din slik at du kan fa tilbakemelding pé
besvarelsen.

Hvem er ansvarlig for forskningsprosjektet?
Norges teknisk — naturvitenskapelig universitet NTNU, fakultet for samfunns og
utdanningsvitenskap / Institutt for lererutdanning er ansvarlig for prosjektet.

Hvorfor fiar du spersméil om a delta?
Alle elever i matematikk 1T pa Rosenvilde inviteres til & delta i prosjektet

Hva innebzrer det for deg a delta?

Hvis du velger a delta i prosjektet, innebarer det at du regner gjennom oppgaver du féar
utlevert. Dette vil ta deg ca. 45 minutter. Du blir i oppgavene spurt om & faktorisere
andregradsuttrykk og lase andregradslikninger med forskjellige metoder. Dine svar pa
oppgavene blir registrert elektronisk. Noen elever kan senere bli intervjuet om besvarelsen
sin. Intervjuet vil vare ca. 10 minutter og det vil bli tatt lydopptak.

I forbindelse med prosjektet vil jeg innhente resultater fra kartleggingstesten vi gjennomforte 1
starten av skoledret.

Det er frivillig 4 delta

Det er frivillig & delta i prosjektet. Hvis du velger & delta, kan du nér som helst trekke
samtykket tilbake uten & oppgi noen grunn. Alle dine personopplysninger vil da bli slettet. Det
vil ikke ha noen negative konsekvenser for deg hvis du ikke vil delta eller senere velger &



trekke deg. Det vil ikke pavirke ditt forhold til skolen/lerer. Elever som ikke ensker & delta i
prosjektet vil jobbe med de samme oppgavene uten at resultatene blir samlet inn til prosjektet.

Ditt personvern — hvordan vi oppbevarer og bruker dine opplysninger
Vi vil bare bruke opplysningene om deg til formalene vi har fortalt om i dette skrivet. Vi
behandler opplysningene konfidensielt og i samsvar med personvernregelverket.

e Student og veileder vil ha tilgang ved behandlingsansvarlig institusjon

e Navnet og kontaktopplysningene dine vil jeg erstatte med en kode som lagres pd egen
navneliste adskilt fra gvrige data. Oppgavebesvarelser og notater vil lagres inneldst og
lydopptak og datafiler blir lagret kryptert pa forskningsserver.

e [ publikasjon av masteroppgaven vil det publiseres bilder av elevers
oppgavebesvarelser. Navn vil bli fjernet.

Hva skjer med opplysningene dine nir vi avslutter forskningsprosjektet?
Opplysningene anonymiseres og lydopptak slettes nar prosjektet avsluttes/oppgaven er
godkjent, noe som etter planen er 01.01.2023.

Dine rettigheter
Sa lenge du kan identifiseres i datamaterialet, har du rett til:
- innsyn 1 hvilke personopplysninger som er registrert om deg, og & {4 utlevert en kopi
av opplysningene,
- & fé rettet personopplysninger om deg,
- 4 fa slettet personopplysninger om deg, og
- & sende klage til Datatilsynet om behandlingen av dine personopplysninger.

Hva gir oss rett til 4 behandle personopplysninger om deg?
Vi behandler opplysninger om deg basert pa ditt samtykke.

Pa oppdrag fra Norges teknisk — naturvitenskapelig universitet NTNU, har NSD — Norsk
senter for forskningsdata AS vurdert at behandlingen av personopplysninger i dette prosjektet
er i samsvar med personvernregelverket.

Hvor kan jeg finne ut mer?
Hvis du har spersmal til studien, eller ensker & benytte deg av dine rettigheter, ta kontakt med:
e Norges teknisk — naturvitenskapelig universitet NTNU, fakultet for samfunns og
utdanningsvitenskap / Institutt for lererutdanning ved Trygve Solstad
trygve.solstad@ntnu.no

e Vart personvernombud: Thomas Helgesen thomas.helgesen@ntnu.no



Hvis du har spersmal knyttet til NSD sin vurdering av prosjektet, kan du ta kontakt med:
e NSD — Norsk senter for forskningsdata AS pé epost (personverntjenester(@nsd.no)
eller pé telefon: 55 58 21 17.

Med vennlig hilsen

Trygve Solstad
Forsteamanuensis Masterstudent - Laererspesialist i matematikk
Institutt for leererutdanning

Samtykkeerklering

Jeg har mottatt og forstatt informasjon om prosjektet «Fleksibilitet i losning av
andregradsuttrykk i matematikk» og har fétt anledning til 4 stille spersmél. Jeg samtykker til:

[ abesvare oppgaver
LI adelta i intervju om oppgavebesvarelsen

O] at bilder av min oppgavebesvarelse publiseres (navn blir da fjernet)

Jeg samtykker til at mine opplysninger behandles frem til prosjektet er avsluttet

(Signert av prosjektdeltaker, dato)
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