Havard Skjetne Lilleheie

Nerveteoremet i det endelege,
kompakte og konvekse
tilfellet i R"

Bacheloroppgave i Matematiske fag
Rettleiar: Marius Thaule

Juni 2022

)
>
oS
b0
o
o
o
1
=
)
<
9
©
o0

NTNU

Noregs teknisk-naturvitskaplege universitet

Fakultet for informasjonsteknologi og elektroteknikk
Institutt for matematiske fag

@ NTNU

Kunnskap for ei betre verd






Havard Skjetne Lilleheie

Nerveteoremet i det endelege,
kompakte og konvekse
tilfellet i R"

Bacheloroppgdve i Matematiske fag
Rettleiar: Marius Thaule
Juni 2022

Noregs teknisk-naturvitskaplege universitet

Fakultet for informasjonsteknologi og elektroteknikk
Institutt for matematiske fag

@ NTNU

Kunnskap for ei betre verd






Nerveteoremet i det endelege, kompakte
tilfellet 1 R™

Havard Skjetne Lilleheie

31. mai 2022

Innhald

1 Innleiing

2 Fgrehandskunnskapar

2.1 Spesiell notasjon . . . .. ..o
2.2  Fgrehandskunnskapar . . . ... ... ... .. .......
2.3 Kjenteteorem . . . . .. ... oL L

3 Grunnleggande definisjonar og resultat
4 Bevis for nerveteoremet
5 Konklusjon

Referansar

og konvekse

35

36



1 Innleiing

Topologisk dataanalyse er eit fagfelt der ein brukar abstrakte topologiske verktgy til a rekna
seg fram til «forma» til data. Gunnar Carlsson argumenterer i [4] for at topologisk dataanalyse
er bra pa a finna den generelle strukturen til data meir uavhengig av val av metrikk og totalt
uavhengig av val av koordinatsystem ein har ei datamengd i.

Eit av dei mest sentrale resultata i topologisk dataanalyse er «nerveteoremety, som koplar
den intuitive maten ein ser pa forma til data pa, med ein matematisk struktur ein kan jobba
med. Det er ein grunnmur som store delar av topologisk dataanalyse er bygd pa. Det er dette
resultatet som er fokuset av denne teksten.

Nerveteoremet er som oftest kreditert til anten Borsuk i [3] i 1948, eller Weil i [14] i 1952, sa
det er eit resultat som er over 70 ar gammalt.

Men trass i at nerveteoremet er sa sentralt i topologisk dataanalyse, sa er det sveert fa konkrete
bevis for kvifor det fungerer i dei tilfella det blir brukt. Somme skriv teoremet upresist som
til dgmes [5, Theorem 2.1], eller referer ikkje til eit skikkeleg bevis som til dgmes [10, Lemma
4.11]. Medan andre viser nerveteoremet ved & bruka sveert avanserte teknikkar som til dgmes [6,
Corollary 4G.3] eller [8, Theorem 15.21], utan & visa det for det kompakte og konvekse tilfellet
som er det som blir brukt mest i topologisk dataanalyse.

I denne teksten ynskjer eg & bevisa nerveteoremet i det endelege, konvekse og kompakte tilfellet
i R™, som er det mest vanlege tilfellet det blir brukt til i topologisk dataanalyse.

2 Fdgrehandskunnskapar

2.1 Spesiell notasjon

Eg lar #S5 tyda talet pa element i S.

Eg lar f ~ g tyda at to avbildingar f og g er homotope.

Eg lar X =~ Y tyda at to topologiske rom X og Y er homeomorfe.

La z € R? og 7 € R. Da lar eg B,(x) vera den opne ballen med omsyn pa den euklidske
metrikken i R?, og B, (x) vera den lukka ballen med omsyn pé den euklidske metrikken i R?.

2.2 Fgrehandskunnskapar

Eg kjem til & anta at lesaren har grunnleggande kunnskap innan topologi, lineser algebra og
analyse, og kan litt om permutasjonar.

2.3 Kjente teorem

Beviset av nerveteoremet er langt og bygger pa mange kjente resultat. Her kjem ei samling av
kjente teorem som blir brukt i bade beviset og forklaringa av nerveteoremet i denne teksten.

Teorem 2.1 (Universaleigenskapen til underromstopologien). La X og Y vera topologiske rom,
og la A C X vera ei delmengd av X med underromstopologien, og la f :'Y — A vera ei vilkarleg
avbilding fra Y til A, og la i : A < X vera inklusjonsavbildinga.

Da er f kontinuerleg visst og berre visst i o f er kontinuerleg.

For eit bevis av Teorem 2.1, sja [12, s. 98].



Teorem 2.2 (Heine-Borel). La R? ha standardtopologien. La X vera eit underrom av RY med
underromstopologien.

Da er X kompakt visst og berre visst X er lukka og avgrensa.
For eit bevis av Teorem 2.2, sja [11, s. 100].

Teorem 2.3. La X og Y vera to topologiske rom, med X kompakt, og Y Hausdorff. La f : X =Y
vera ei kontinuerleg og bijektiv avbilding.

Da er f ein homeomorfi.
Eit bevis av Teorem 2.3 kan ein finna i [12, s. 135-136].

Teorem 2.4. La X og Y vera topologiske rom med A, B C X underrom med underromstopolo-
gien. La A, B vera lukka mengder i X med AUB = X.

Da er f: X — Y er kontinuerleg visst og berre visst bade f|a og f|g er kontinuerlege.
Eit bevis av Teorem 2.4 kan ein finna i [9, s. 108-109].
Teorem 2.5. La X vera ei delmengd av R* med standardtopologien. La x € RY.
Da er
d(z,X) = inf ||z —y]|
yeX
kontinuerleg.

Eit bevis av Teorem 2.5 kan ein finna i [7, s. 90-91].

Teorem 2.6. La K wvera eit kompakt topologisk rom, og la f : K — R wvera ein vilkarleg
kontinuerleg funskjon der R har standard topologi.

Da er

inf f(z) = min f(z)

reK reK

sup f(x) = max f(x).

zeK reK

0g

For eit bevis av Teorem 2.6, sja [12, s. 132].

Teorem 2.7. La A wvera ei tuppel av endeleg mange element, og la f : A — A wvera ein
permutasjon (bijektiv funksjon).

Da kan f skrivast som ei samansetting av endeleqg mange permutasjonar som berre byter om to
element.

For eit bevis av Teorem 2.7, sja [2, s. 130].

Teorem 2.8. La V := (vy,vs,...,v,), vera ein tuppel av n lineert uavhengige vektorar i RY,
med d > n. La (wy,ws, ..., w,) vera ein tuppel av n vilkdrlege (ikkje naudsyntvis distinkte)
punkt i R*.

Dd kan ein konstruera ei lineeravbilding L : R* — R* som tek v; — w; fori=1,2...,n.

Beuvis. Ettersom V er ei linesert uavhengig mengd, sa kan den utvidast til ein basis B 2 V.
Ein har fra grunnleggande lineser algebra at ei lineacravbilding er eintydig bestemt av der den
sender basiselementa.

La L : R — RF vera den linezre avbildinga som sender v; — w; for v; € V, og resten av
b € B\ Vtil 0. Den oppfyller krava. O



Teorem 2.9. La R™ og R™ ha standard topologi, med n, m < oo.

Da er alle lineere avbildingar fra R™ til R™ kontinuerlege.

Bevis. La L : R™ — R™ vera ei lineser avbilding.

Da sa seier [7, Theroem 6.3.1] at alle linesere avbildingar fra eit endelegdimensjonalt rom, som
til dgmes R™, er avgrensa. Difor er L ei avgrensa avbilding.

Da seier [7, Theorem 6.4.1] at alle avgrensa linezere avbildingar er kontinuerlege, sa det gir at
L ma vera kontinuerleg. ]
Teorem 2.10. La {Ki}?zl vera ei endeleg mengd av kompakte topologiske rom.

Da er

ogsa kompakt.

Bevis. La U :={U;},_, vera eit uendeleg overdekke av K.

Da er U eit overdekke av K for alle j = 1,2,...,n. Men sidan K er kompakt, s kan ein velga
eit deloverdekke {Ui}z‘e . som berre bestar av endeleg mange element. Da far ein at
J

berre bestar av endeleg mange element, og {Ui}ie i dekkar alle K;. Det er difor eit endeleg
deloverdekke av U som dekkar K. [

3 Grunnleggande definisjonar og resultat

I denne delen sa bygger ein opp grunnlaget til & kunna forsta kva nerveteoremet seier i tillegg
til nokre resultat som bygger forstéelse, men som blir brukt i beviset som kjem i neste kapittel.

Definisjon 3.1. La V vera ei ikkje-tom og endeleg mengd, og K ei mengd som oppfyller dei
fglgande krava:

1. VveV:{v} e K.
2. Voe K:0CV.
3. Voe K,VTrCo:7€e K.

Da kallar ein K for eit endeleg asbtrakt simplisielt kompleks over V, og V blir kalla for hjorne-
mengda til K.

Om ein lar 0 € K, med #o0 = n, da kallar me o for eit abstrakt (n — 1)-simpleks.

Dgme 3.2. Nokre dgme pa endelege abstrakte simplisielle kompleks over P = {py, ps, p3}:

o Ay ={{p1,p2},{p1}, {p2}}-
o Ay = {{p1},{p2}; {ps} {p1,p3}, {P2s P35} )
o Az ={{p1}, {2}, {ps}}-

Og her er nokre ikkje-dgme pa endelege abstrakte simplisielle kompleks over P = {p;, pa, p3}:



o Al ={{p1,p2},{p1}} = A1 \ {{p2}}, fordi {po} C {p1,po}, men {p,} ¢ A].

o Ay ={{p1}, {p2}: {ps}. {p1: 3}, {p2. p3} {1, P2, P3}} = Ay U{{p1, P2, p3}}, fordi ein har
{p17p3} C {p17p27p3}7 men {p17p3} g A/Q

o Ay ={{p1} {2} {p2; p3}t} = A3\ {{ps}}, fordi {ps} ¢ A3.

Merknad 3.3. Inspirasjonen bak denne definisjonen kan verka tilfeldig og heilt umotivert,
men som ein kjem til a sja seinare, er dette ein sveert praktisk definisjon for & karakterisere
strukturen til visse topologiske rom. Abstrakte simplisielle kompleks blir mykje brukt i bade
definisjonen og beviset av nerveteoremet.

Definisjon 3.4. La P := {p;,ps, ps, ..., p,} vera ei endeleg mengd av punkt i R™.

Da er P geometrisk uavhengig om for alle mengder {ai}?: e R med
n
a; = 0
i=1
og
n
a;p; =0,
i=1
sa er

Teorem 3.5. La P := {p;,py,p3, ..., Py} vera ei endeleg mengd av punkt 1 R™.

Da er P geometrisk uavhengig visst og berre visst vektorane {(pa—p1), (Ps—p1), (P4a—D1), -+, (Pn—
p1)} er lineert uavhengige ¢ R™.

Bevis. (=)

La a; € R, og anta Z?:Q a;(p; — p1) = 0. Om ein da definerer a; := — 2:;2 a;, sa ser ein at
n n n
YSUED S SUEY
i=1 i=2 i=2
og at

n

Zaipi = Zai(pi —p1) =0.
=1

i=2

Sidan {p;}i~; er geometrisk uavhengig, sa er a; = 0 Vi. Som er definisjonen av linezert uavhen-
gig.

(=)

La a; € R og anta 2?:1 a; =0 og 2:;1 a;p; = 0. D4 ser ein at

n
a; = — E a;
=2

Det gir ein at

n

0= Zaz’pi = Z a;p; — Zaz’pl = Zaz’(pi — D).
i=1 i=2 i=2

1=2
Men sidan {(p; — p;1)}io er linesert uavhengig, sa er a; = 0 for ¢ € [2,n]. Men sidan a; =
— Z?:Q a; = 0, far ein at a; = 0 Vi, som er definisjonen av geometrisk uavhengigheit. [

>



Merknad 3.6. Ein direkte konsekvens av dette resultatet og grunnleggande lineser algebra er
at el geometrisk uavhengig mengd i R™ maksimalt kan innehalda m + 1 forskjellige punkt.
Dette er fordi det kan ikkje vera meir enn m linesert uavhengige vektorar i eit m-dimensjonalt
vektorrom.

Definisjon 3.7. La P = {py, py, p3, ..., P} vera ei endeleg mengd av punkt i R™, med x € R™.

Da er x ein konveks kombinasjon av P om det eksisterer ein mengd av koeffisientar A =
{ay,a9,...,a,} 1 R, med a; > 0 Vi og Z?:l a; = 1, sdnn at

n
T = E aip;-
i=1

Om P er ein tuppel (ei ordna mengd), sa blir koeffisientane ogsa ein tuppel, og A blir da kalla
dei barysentriske koordinatane til x.

Teorem 3.8. Dei barysentriske koordinatane til ein konveks kombinasjon av geometrisk uav-
hengige punkt er eintydige.

Bevis. La x vera ein konveks kombinasjon av geometrisk uavhengige punkt (p;,ps,...,p,) 1
R™. Anta at = har to barysentriske koordinatar (aq, as,as, ..., a,) og (by, by, b3, ..., b,).
Det gir at

n m n

O=2—2= Zaipi_zbipi = Z(ai_bi)pi

i=1 i—1 i=1

og ein far
i=1 i=1 i—1

Men sidan (py, pa, p3, .-+, Dp) €r geometrisk uavhengig, sa er
og dei barysentriske koordinatane er difor like. O

Definisjon 3.9. La P = {p;, ps, p3, ..., P, } vera geometrisk uavhengige punkt i R™.
Da er det geometrisk simplekset utspent av P, alle konvekse kombinasjonar av P.
Vidare, sé kallar ein dette geometriske simplekset for eit geometrisk (n — 1)-simpleks.

Merknad 3.10. Ut ifra den fgrre definisjonen ser ein at eit O-simpleks berre er eit enkelt punkt,
eit 1-simpleks er alle konvekse kombinasjonar av to punkt, som viser seg & vera ei linjestykket
mellom dei to punkta. Eit 2-simpleks dannar ein trekant. Eit 3-simpleks er eit tetraeder. Denne
simpleksdefinisjonenen gir ei fin matematisk forklaring av trekantstrukturar i R™.

Dgme 3.11. I Figur 1 ser ein tre geometriske simpleks. Eit 1-simpleks utspent av {aq, as}, eit
2-simpleks utspent av {by, by, b3}, og eit 3-simpleks utspent av {cy, ¢y, c3,¢4}.

Merknad 3.12. Noko som er sveert interessant med denne definisjonen er at om ein har ei
geometrisk uavhengig mengd P, og ser pa P; := P\ {p;}, sa vil dette ogsa vera ei geometrisk
uavhengig mengd. I tillegg sa vil det geometriske simplekset utspent av 15Z vera ei delmengd
av det geometriske simplekset utspent av P. Med andre ord, alle delmengder av P dannar ogsa
geometriske simpleks, inneheldt i det originale geometriske simplekset! Men ikkje nok med det!
Néar ein ser pa det geometriske simplekset utspent av f’z for ein eller annan 7, sa ser ein at det



Figur 1: Tre geometriske simpleks.

er som eine «fjeset» av det geometriske simplekset utspent av P. Om ein vidare ser pa unionen
av alle geometriske simpleks utspent av ﬁz for alle 4, sa gir dette randa til det geometriske
simplekset utspent av P. Dette kan ein sja i Figur 1, der den geometriske simpleksen utspent
av {by, by}, er eine «fjeset» til det geometriske simplekset utspent av {by, by, b3}, og unionen av
alle desse fjesa vil vera heile randa til det geometriske simplekset utspent av {b;, by, bs}.

Definisjon 3.13. La V vera ei endeleg mengd, og f : V — R™ ei injektiv avbilding der biletet
f(V) er ei geometrisk uavhengig mengd av punkt.

Da kallar me f for ei affin imbedding.

Definisjon 3.14. La K vera eit endeleg abstrakt simplisielt kompleks K over ei ikkje-tom
hjornemengd V, og la f: V — R™ vera ei affin imbedding.

Da er den geometriske realiseringa med omsyn pa f av K, unionen av alle dei geometriske
simpleksa utspent av punkta i f(o), for alle o € K. Dette er ofte skrive |K]| .

Merknad 3.15. Det er ofte at ein brukar same notasjon nar ein tenker pa eit geometrisk
simpleks med (geometrisk uavhengig) hjornemengd {f(v,), f(vsy),..., f(v,)} for eit abstrakt
(n — 1) simpleks V' := {vy, vy, ..., v, }. Ein skriv dette som |V, der ein tenker at ein tek den

geometriske realiseringa over det minste abstrakte simplisielle komplekset som inneheld V. Altsa
Vip:=Kr:7 SV}

Lemma 3.16. La K vera eit abstrakt simplisielt kompleks over V, og la f : V — R™ wvera ei
affin imbedding. Fiksér ein vilkarleg x € R™.

La
T:R" = R"
y—=y—2x
0g la
Ti=T|K), ¢ Kl — |K

/?_Of

Da er 7 veldefinert og ein homeomorfi, og T o f er ei affin imbedding.

Bewis. For a visa at 7o f er ei affin imbedding, sa ser ein pa 7o f(V) = (f(v1) — x, f(vy) —
x, ..., f(v,) —z). Ein far da at

(f(vg) =z — (f(v1) —2), fvg) =2 — (f(v1) —2), o, fvp) —2 = (fv1) — 2))
= (f(v2) - f(vl)7f<03> - f(vl)a A f(vn) - f(vl>)



Fra Teorem 3.5, far ein at (f(vy) — f(vy), f(v3) — f(v1), ..., f(v,) — f(vy)) er linesert uavhengig
fordi f(V) er geometrisk uavhengig. Det tyder igjen at (f(vy) — 2z — (f(vq) — ), f(vg) —x —
(f(v))—x), ..., f(v,)—x—(f(vy)—x)) er linegert uavhengig, som tyder at 7o f(V') er geometrisk
uavhengig.

For & visa at 7(|K|;) C |K|s.y, sa ser ein pa y € 7(|K|;). D& er y ein konveks kombinasjon
av f(o) for ein eller annan o € K. Det vil seie at for k lik talet pa element i f(o), sa er

y = Zle a;f(v;). D& er

T(y) = Z a; f(v;) | —
121 )
= Z%‘f(%’) — (Z ai> T (hugs at Zle a; =1)
121 kz:1
= Z a;f(v;) | =) a;x

som er ein konveks kombinasjon av element i 7 o f(c), og difor ei delmengd av |K|z, .
For & visa at 7(|K|;) 2 |K #op- For ein eller annan o € K far ein da

at y er ein konveks kombinasjon av element i 7o f(o). Altsa: y = Zle a;(f(v;) — x). Ein lik

o sa lar ein y € |K

sum-manipulasjon som ovanfor, berre motsett veg, gir ein at y = 7 (Zf: Laif (vi)), altsa 7(z),
der z er ein konveks kombinasjon av punkta f(o). Altsd y er eit element i 7(|K|;).

Merk at 7 = 704, der 7 : R* — R" er ein homeomorfi og i : |K|; < R" er inklusjonen inn i R™.
Teorem 2.1 gir da at T er kontinueleg.

Ved symmetri s kan ein gjera eit likt argument pa 7~ : y > y + x, og ein far difor at 7 er ein
homeomorfi. O

Teorem 3.17. Geometrisk realisering er eintydig opp til homeomorfi. Med andre ord: For to
ulike geometriske realiseringar av eit endeleg abstrakt simplisielt kompleks K, med omsyn pa f
0g g (to ulike affine imbeddingar), si er |K|; og | K|, homeomorfe.

Bevis. La K vera eit abstrakt simplisielt kompleks, ogla V' = {vy,v,, ..., v, } vera hjernemengda
til K. La f : V. — R™ og g : V — R! vera to affine imbeddingar. Definér vidare x; =
(f(viz1) — f(v1)) og y; = (9(v;_1) — g(vq)). La 74« R™ — R™ vera ei forskyving som tek
x> x— f(vy), ogla 7, : R" = R’ vera ein forskyving som tek z - @ — g(v;). Til slutt, Definér

fi=Tpofogg:="140g

La L; : R™ — R! vera ei lineser funksjon som sender z;  y;. Det er mogleg sidan {‘T%}i‘; er
ei linesert uavhengig mengd ifplge Teorem 3.5, sa ein kan bruka Teorem 2.8 pa dei, og x; —
folger ettersom z; =0+ 0 = y;.

~

Ein far da at Lq(f(v;)) = g(v;), fordi:

For i =1, sa er



~

Ly(f(v1)) = L1 (f(v1) = f(v1)) = L(0) = 0 = g(v1) — g(v1) = g(v1).
For i # 1, sa er

~

Ly(f(v;)) = L1 (f(v;) — f(v1)) = Li(z;21) = Y1 = 9(v;) — g(v1) = g(v;).

Om ein da lar Ly : Rt — R™ vera den linezere funskjonen som sender y; > x;, s er definisjonane
symmetriske og Ly(g(v;)) = f(v;) fra det same argumentet som ovanfor.

La L := L1||K|fa og L := L2||K\§,'

For eit vilkérleg element x € | K| 7 sa kan ein kan utrykka x som ein konveks kombinasjon av
ei geometrisk uavhengig mengd som korresponderer til hjgrnemengda

Flo) = {f(v1), F(va), .., f(vp)}
for ein eller annan o € K.
Dier xz = Zle aif(vi) med Zle a; =1o0ga; >0 Vi.

Her er valet av kva hjgrnemengd ein ser z som ein konveks kombinasjon over ikkje viktig,
ettersom L er veldefinert.

I
~

Il
Nt
M i 10
= =
. @9
~
g
S@
S~

I
~

ettersom Zle a;g(v;) € |K|;, far ein at

k k
L (Z aiﬁ(”z’)) = Zz(ai.@(%’))
k
= Zazi(é(vz))
k
- Zaif(vz)

Ein kan gjera det same for Lo i(y) ved eit symmetrisk argument. Dette tyder at Ler bijektiv
med invers L.

Om ein lar 7; := 7¢| k|, [K|; = |K[; 0g 7y := 7|k, ¢ | K[, = |K]|g, far ein frd Lemma 3.16
at desse er homeomorfiar.

Da far ein det fglgande kommutative diagrammet:

9



R —L Sy g L N R R

I 7 7T

K|y =15 |K|; — |K]; 4-2- |K],

der alle dei vertikale avbildingane er dei naturlege inklusjonane.

Merk her at avbildinga L pa nedste rad er kontinuerleg ifglge Teorem 2.1. I tillegg sa har ein
at Ty og 7, er homeomorfiar.

Sidan L er bade kontinuerleg og bijektiv, med invers L som fra eit symmetrisk argument ogsa
er kontinuerleg, da har ein at L er ein homeomorfi.

Ein far at avbildinga (7,) ' o Lo 7¢: |K|; — | K|, er ei samansetting av tre homeomorfiar, og
er difor ein homeomorfi sjglv. [

Merknad 3.18. Ettersom alle forskjellige geometriske realiseringar er homeomorfe grunna det
forre resultatet, sd er det vanleg a snakka om den geometriske realiseringa av eit abstrakt
simplisielt kompleks K. Difor plar ein a slgyfa subskrifta i notasjonen og berre bruka |K| for
den geometriske realiseringa av K.

Definisjon 3.19. La P vera ei endeleg mengd av punkt i R™, og la r € [0, c0).

Da er Cech-komplekset til P med radius r definert som

Cech, (P) = {0 CP:n B.(p) 4 (z)} |

peo

Dgme 3.20. I Figur 2 sa kan ein sja tre ulike dgme pa korleis Cech-komplekset ser ut med
varierande radius. Merk her at det skal vera ballar med same radius i kvart dgme, men det var
vanskeleg a teikna.

Lech

) O ‘ {158, 53,598
llecA/

icwa

gffii, Lpd, EpsS, Lpe a3, tpersl,

’/ /01 ffj 2/)52 5/’1//’7?/ Eps.pPa3, Z[’i,/’l//)gzz
jléuu g/ [Cecli]

Figur 2: Tre dgme pa Cech-kompleks.

Teorem 3.21. La P vera ei endeleg mengd av punkt i R™ med r € [0, 00).

Da er Cech-komplekset til P med radius v eit abstrakt simplisielt kompleks over P.

10



Bewis. For a visa dette, sa ma ein visa at alle dei tre aksioma i Definisjon 3.1 held:

1. For ein p € P sa ser ein at for 0 = {p}, sd er N B,(p) = B.(p) #+ 0 og da er {p} €
peET
Cech,.(P).

2. Per definisjon av Cech-komplekset, sa er alle o € Cech,.(P) ei delmengd av P.
3. For o € Cech,(P), s& ser ein at N B,(p) # 0. Men det tyder at for alle 7 C o, s& er
peo

N B,(p) ogsa ikkje-tom, for om den var tom, sa ville

pPET
N B, :( N B, )m(mBr ):( B, )m@:@
0B = N Bip)) 0| 0 Bip) et Br(p)
som ikkje er sant. Difor ma 7 € Cech,.(P). O

Det fglgande teoremet er eit fint resultat som gir ein ekvivalent definisjon av Cech-komplekset:
Teorem 3.22. La P vera ei endeleg mengd av punkt i R™ og la r € [0, 00).

Di er o € Cech,.(P) wisst og berre visst det eksisterer ein x € R™ sdinn at o C B,.(z).

Bevis. (=

)
Sidan A := 0 B,(p) # 0, s finst det ein = € A der for for alle p € o sa er d(p,z) < r, sidan
pET

x € B,.(p).
Men sidan d(p, z) = d(x,p) per definisjon av metrikk, far ein at Vp € o sd er p € B,(x).
(=)

Ved eit likt argument sa ser ein at om alle p € o gir at d(z,p) < r sa tyder det at d(p,z) <r
for alle p € 0. Men det tyder at x € N B,.(p), som igjen tyder at N B,.(p) # 0. ]
peo pEC

Arbeidet fram til no gir ein nok grunnlag til & endeleg kunna forsta og definera nerva, som er
ein sentral del av nerveteoremet:

Definisjon 3.23. La X vera eit ikkje-tomt topologisk rom. Vidare la F' vera ei mengd av
underrom av X.

Definér nerva til F, skrive N (F'), som

N(F):z{agF: N FZ#@}

F,co

Teorem 3.24. La X vera eit topologisk ikkje-tomt topologisk rom, og la F vera ei mengd av
underrom av X.

Da er nerva til F eit abstrakt simplisielt kompleks over F.

Bevis. Som i beviset for at Cech-komplekset er eit abstrakt simplisielt kompleks (Teorem 3.21),
sa ma ein visa at alle krava i Definisjon 3.1 er oppfylte:

1. For v € Fhar ein at for 0 = {v} sder N p=v+£ 0, sa {v} € N(F).
pEoc

2. Alle element i N (F') er per definisjon ei delmengd av F.
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3. For o € N(F) ser ein at N v # (). Det tyder at for alle 7 C o, sd er N v ogsa ikkje-tom,
veEoT

VET
for om N v =0, sa ville

VET
mv:< N v)ﬂ(ﬂv)z( N v)mz):a)
vET vE(o\T) veT veE(o\T)
som ikkje er sant. Difor ma 7 € N (F). O

Dgme 3.25. 1 Figur 3 kan ein sjé tre dgme pa mengder av delmengder i R? og den geometriske
realiseringa av nerva deira.

. V.
o W VA
w) @/\0

Y

Figur 3: Tre dgme pa geometrisk realisering.

Merknad 3.26. Direkte fra Definisjon 3.23 sa ser ein at Cech-komplekset til P med radius r
(som gitt i Definisjon 3.19), er «ekvivalent» til nerva til UP{BT (p)}. Meir om kva «ekvivalent»
pe

tyder i denne samanhengen kjem seinare i teksten.
Da kan ein endeleg utrykka nerveteoremet:

Teorem 3.27 (Nerveteoremet). La R? ha standardtopologien, og la U = {Ui}?zl vera el endeleg
mengd av kompakte og konvekse delmengder av R* med underromstopologien.

Da er U u homotopiekvivalent med |N(U)|.

uelU
Merk at dette er berre eit av mange ulike nervetorem som eksisterer, som nemd i seksjon 1, men
dei har mange ting til felles. Alle seier at ein kan kondensera all «strukturen» til eit topologisk
rom opp til homotopiekvivalens inn i eit abstrakt simplisiellt kompleks om ein finn eit riktig
overdekke av det. Dette er det som gjer nerveteorema sa sterke.
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Nerveteoremet i det kompakte og konvekse tilfellet som eg skriv om, er det som blir vanlegast
brukt i topologisk dataanalyse, ettersom det er det ein far mest bruk for.

Den mest vanlege anvendinga av nerveteoremet i topologisk dataanalyse er & sjd pa Cech-
komplekset. Sidan Cech-komplekset er «ekvivalent» til nerva til UP{BT (p)}, og sidan B,.(p) er
€

kompakt og konveks, sa fungerer nerveteoremet for det. Det viser at Cech-komplekset ivaretek
nesten heile den topologiske strukturen til UPBT (p).
pe

Dette er veldig praktisk, ettersom Cech-komplekset er ein sveert naturleg ting ein vil sja pa om
ein er ute etter «struktureny til ei datamengd.

I neste seksjon sa kjem eit bevis av dette nerveteoremet.

4 Bevis for nerveteoremet

Dette beviset er sveert inspirert av [1, Section 3].
Definisjon 4.1. La K vera eit endeleg abstrakt simplisielt kompleks over V.
Da er den barysentriske oppdelinga av K, skriven Sd(K), alle tuplar pa forma:

{(o1,09,03,...,0,) |01 S 02 C03C - Co,,0; € K}.

Lemma 4.2. La K vera eit endeleg abstrakt simplisielt kompleks over V.

Da er SA(K) eit endeleg abstrakt simplisielt kompleks over K.

Bevis. Ein ma visa at dei tre krava i Definisjon 3.1:
1. For k € K, sa er (k) trivielt ei streng folge av element i K, sa (k) € SA(K).
2. For 0 € SA(K) sé er o per definisjon ei delmengd av K.

3. For 0 € K, med 7 C 0, sa er 7 ei delfslge av element fra K. Men ei delfglge er framleis ei
folge, sa 7 € Sd(K). O

Merknad 4.3. Grunnen til at ein kallar den barysentriske oppdelinga til K for Sd(K), er at den
barysentriske oppdelinga av eit abstrakt simplisielt kompleks ofte kalla for ein «subdivision»
pa engelsk.

Lemma 4.4. La K vera eit endeleg abstrakt simplisielt kompleks over Vog la f : V — R? vera
et affin imbedding.

Dd er |K| lukka og kompakt.

Bevis. Ein ser pa eit vilkarleg geometrisk n-simpleks i R™ med hjgrne i (0, eq, €s, ..., €,), der
(eq,€9,...,€,) er standardbasisen til R”™. Dette er ei geometrisk uavhengig mengd ifglge Teo-
rem 3.5 sidan (ey, €s, ..., €,,) er linegert uavhengig per definisjon. Ein kallar denne n-simpleksen

for A™.

La U; vera hyperplanet definert av & ga gjennom dei n punkta (0,€q,...,€;_1,€;411,...,€,), 0Z
sa ser ein pa halvplanet danna av den delen av R™ \ U; som ikkje inneheld e; (For i = 1, sa
ser ein pa planet der ein fjernar punktet 0.). Dette kallar ein for U;. Dette er ei open mengd i

R™, sidan det er ein homeomorfi fra R™ til R™, som sender (}Z til det standard gvre hyperplanet
H" :=(0,00) x R"1,
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La z € R™ Da kan ein skriva x som ein unik lineserkombinasjon av standardbasisen, altsa

x = Z? | @€

Ein har at for j # 0, sa er U ;» hyperhalvplanet danna av den sida av U; som ikkje inneheld e;.
Men sidan U; er hyperhalvplanet danna av alle punkt der den j-te koordinaten er 0, og sidan

e; har opplagt positiv j-te koordinat, sd da er Uj =R x (—00,0) x R* 4,

For j =0, sa er ﬁo, hyperhalvplanet danna av sida av Uj som ikkje inneheld 0. Men sidan U,

er hyperhalvplanet danna av alle z € R", der z = ZZL: | @i€i, med Z:L: L@ =1, og sidan z = 0,
sa er a; = 0 for alle 7. Difor ma ﬁo vera hyperhalvplanet som bestar av alle z = ZZL: | aqe; der

Z?:l a; > 1.

Merk at x € A™ visst og berre visst Z?:l a; <1loga; >0 forallei=1,2,...,n, sidan ein kan
alltid definere ag =1 — "

=1
For x ¢ A™ da er det to ulike tilfeller som kan skje:

a; > 0, utan a endre koordinat.

1. Ein kan ha at a; < 0 for ein eller annan j # 0.
Men dé er z € ﬁj, sidan ﬁj =R x (—00,0) x R .
2. Eller ein kan ha at alle a; > 0, men Zi:l a; > 1.

Daerx € UO, fordi ﬁo er hyperhalvplanet som bestér av allez = >
1.

n
ae;dery " a; >

n
=1

Difor far ein at for x ¢ A" sa er x € U.

For z € A™ sderz =) _a;e;, med a; >0, og Z?:l a; < 1.

i=1
Da er det opplagt at x ¢ Uj for j # 0, sidan den j-te koordinaten ikkje er strengt negativ og
ﬁj =R x (—00,0) x R" . 1 tillegg, s& er det opplagt at = ¢ (Afo, sidan ﬁo er hyperhalvplanet

o n n
som bestar av alle x = > a;e; der - a; > 1.

Ein far dd at 2 € A" gir at « ¢ U.

Samlar ein saman dei to resultata, far ein at R™ \ U= A" Og sidan U er ein union av opne
mengder, sa er U open. Det gir ein at A™ er lukka.

Vidare, sidan alle hjgrna til A™ er inne i den lukka ballen B;(0), som er konveks, sa seier
Lemma 4.7 at A™ € B;(0). Det gir at A™ er bade avgrensa og lukka. Teorem 2.2 gir ein difor
at A" er kompakt.

Gitt eit vilkarleg geometrisk n-simpleks i R? kalla for A", sja pa avbildinga A™ — A" som blir
danna i Teorem 3.17 om ein tenker pa A og A som geomeriske realiseringar av det minimale
abstrakte simpliselle komplekset som inneheld {v;, vy, ..., v, }, som i Merknad 3.15. Sidan denne
avbildninga er ein homeomorfi og A™ er kompakt, sa er An ogsa kompakt.

Teorem 2.2 gir ein da at A" er bade lukka og kompakt i R%.

Og sidan ei vilkarleg geometrisk realisering er ein union av endeleg mange geometriske simpleks,
sa er det ein endeleg union av lukka og kompakte mengder, og difor ei lukka og kompakt mengd
sjolv ifplge Teorem 2.10. [

Lemma 4.5. La K vera eit endeleg abstrakt simplisielt kompleks over V, la f : K — R vera
et affin imbedding, og la g : V — R™ vera ei affin imbedding.
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Dd er [SA(K)|; homeomorf med | K|, ved ein homeomorfi ein kallar for o som vert definert i
slutten av beviset nedanfor.

Bevis. Dette beviset brukar mykje den same strategien som i Teorem 3.17.

Fyrst, lag ei ordning av elementa i V' = (vq, vg, ..., v,,) og ei ordning K = (0,09, ...,0,,) med
o1 = {v1}. Vidare, la 7p(x) := z — f({v,}), og la 7,(x) := £ — g(v;). Desse er homeomorfiar
ifglge Lemma 3.16.

Definér f := 70 fog §:=T,0g.
D4 kan ein definera ein linewravbilding L : R¢ — R™ definert for o € K ved & senda f(o)
# >, o 9(v5). Dette er mogleg ifra Teorem 2.8 sidan f(K) \ (0) = (f(02) — f(01), f(o3) —

f(lo1), ..., f(o,) — f(o1)), er linesert uavhengig ifrd Teorem 3.5 sidan f er ei affin imbedding.
Og 0 blir sendt til 0 uansett om L er ei linegeravbilding, og g(v;) = g(v;) — g(v;) = 0.

Ein veit da fra Teorem 2.9 at L er kontinuerleg.

Vidare, far ein at L(|Sd(K)|;) C [K|;. Sidan for z € [SA(K)];, s er z ein konveks kombinasjon
av punkt f(o) for ein eller annan o € SA(K), ifré definisjonen av geometrisk realisering (Defi-
nisjon 3.14). La 0 = (04,09, ... ,04,). Dd er x = Zfigl a;f(o;). Og (ai)?g er dei barysentriske
koordinatane til . Ein far da

=1 'UJEO'Z g

Summen av koeffisientane til g(v;)-ane er difor

#o
ZZ“# _Z#Ua#l Zai:L
zl’UEo‘ 0 =1 g; =1

ognar o € SA(K)sder U 0; =0y, € K. Da er i eit geometrisk simpleks utspent av punkta
9(04,), men sidan o, EUNCEU) for alle i, ma o4, € N(U), som gir at x € |04,|; C |K]|;.
Definér L := L‘|Sd(K)|f HSA(K)| ;= [K 5.

Fra den universale eigenskapen til underromstopologien (Teorem 2.1), far ein at L er kontinu-
erleg.

Vidare, definér avbildinga L punktvis:

For ein y € |K]|;, sd er y ein konveks kombinasjon av punkt g(e) for ein € € K, med barysentriske

koordinatar (bl,bg,bg,, ,b#e). Vel ei ordning av € = (vl,UQ, ,U#€> sann at by > by > -+ >
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bye > bey1 =0, 0g la

o= (jL:]jl {Uj}>k#_€1 = (UZ-)Z.#;1 € Sd(K).

Definér

I

.
—

S
o~

|

S
<
+
—
~—
kﬁ)
—~

Q
©
S~—

e
=1 (Saten )

1=

[y

Ein har at L er veldefinert med omsyn pa ulike barysentriske koordinatar ettersom dei barysent-
riske koordinatane er eintydige ifra Teorem 3.8. I tillegg er L veldefinert med omsyn pa ulike val
av ordning, for om ein fikserer ei vilkarleg ordning av e, far ein berre forskjellige ordningar av
dei barysentriske koordinatane. Ein kan redusera alle permutasjonar av denne ordninga av dei
barysentriske koordinatane til ei samansetting av fleire permutasjonar av berre to barysentriske
koordinatar ifglge Teorem 2.7. Anta at ein har to ordningar med n < m:
> > by > > b
og

by 22 by 22y 22

der i,, = j,, og ,, = J, har bytta posisjon, men resten er urgrt.

D4 far ein at
by, 2b;, =0b; 2b; =b

n n

som tyder at
b, =b;  =-=b, =b =b =-=b

in 7;'nJrl im jn+l Im*
Det gir at b;, = b, for alle k. Det gir ein at r (bir — bi'r+1) =r (bjr — bjrﬂ) for alle r, sa det
paverkar ikkje verdien av L, om ein brukar den eine eller den andre ordninga.

Sidan alle moglege permutasjonar er ei samansetting av parvise permutasjonar som ikkje pa-
verkar verdien, ma L vera veldefinert, uavhengig av val av permutasjon av e.

Vidare er L(|K|3) € [SA(K)| , fordi for y € |K|; fér ein
#e

ff(!/) = ZZ (bi — bis1) f(Ui)

=1
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og da er summen av koeffisientane

#e #e
D ilby—biy) = (ib; —ibiy)
=1 z#zel e
= Z ib; — Z ibiy1
z;;l 2;61
= ib— > (i—1)b,
:Zel Z#:Eeg e
=1 1=2 1=2

#e
= by + Z b;
e =2
— Z b;
=1

= 1.

Sidan b; > b;, 1, sa er i (b; — b; 1) > 0. Det vil seie, L(y) er ein konveks kombinasjon av den
geometrisk uavhengige mengda f(o), for o € SA(K). Altsa L(y) € [SA(K)|.

Ein kan difor skriva L : |K |5 — [SA(K)| .

Gitt ein y € |K|;, sa er y ein konveks kombinasjon av punkt g(e) for € € K. Vel ei ordning av
hjgrna: € = (v1, v, ..., V), 0g la y ha barysentrisk koordinatar (by, by, ...,by.) sann at

#e
Yy = Z big(v;).
i=1
Vel ei ordning av hjorna i € der by > by > -+ > by, for y. La

(al, ag,asg, ... ,a#e) = (bl — b2, 2(b2 — bg), ceey (#E — 1)(1)671 — be), #Gbe>
= (i(b; — bi+1)>i€1 1ber1 =0

og la

= (o) = 0 € Sd(K).

#e
k=1

(jg v }>

17



D4 er

I
FIM
: o
N
s@
/\\M
@Q
N

Il
s@
~
N
kﬁ)
—~
QS
N
SN——

i=1 j=1

der den fgrre likninga fglger fra at b.,; = 0. Eit ikkje-trivielt summasjonskifte gir vidare at

Fe #e H#e
Z i —bit1) Zg ZZ (j)Z(bi—biH)
i=1 j=1 i=j
#e ’
= big(v;)
j=1
g y.

Ettersom y var eit vilkarleg element i |K|;, s& er Lol = Id,,

Gitt « € |Sd(K)]|; ein konveks kombinasjon av punkt f(5) for & € SA(K), med barysentriske

koordinatar (i, ay, ... ,&#&). Lan = #0; ogla o = (Ui>?—1 = (v]-)?.I ) for v; € 05. Ein kan
- =

utvida o til o ved & velga ei ordning av hjgrna v; € 05 sann at 0; = 045, Det er mogleg fordi
ein 0 € SA(K) er ei strengt aukande folge av simpleks i K, sa ingen har likt tal pa element. I
tillegg er 0; C 0,,, fra definisjonen av barysentrisk oppdeling. Merk at o € Sd(K), ettersom
det er ei streng folge av o, € K.

Vel vidare barysentriske koordinatar til o sann at

a; om 1= #0; for ein eller annan j
a —
0

ellers.
Merk at
n #o
Z a; = dz =1
i=1 i=1

Difor kan ein skriva x som ein konveks kombinasjon av element i f (o) med barysentriske
koordinatar (ai)?: ,- Hugs at ettersom L er veldefinert s vil valet av barysentriske koordinatar
for x ikkje endra verdien ein far.



D4 er

Il

Nt
3
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~»
~—
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S
N

N~

I
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=
S |
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s
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N
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Eit ikkje-trivielt summasjonskifte gir da

L33 20 -

i=1 v;€0;

gl
—

\gE
*| e
=t

k)@
N

I
~t

n a.
9(v)) - ) :
(jl ’ {ige:ai}#"i

a; . .. o« . . o
Lab; = Z{i:vj@i} o Merk at {i : v, € o} ={j.j+1,...,n} per definisjon av 0. I tillegg s&
ser ein at #o0,; = 1, s ein kan skriva b; = Z?:j aT
Men det er da tydeleg at b, > b;; ettersom b; er den same summen som b, ;, men med eit
ekstra positivt ledd. Ein kan difor bruka denne ordninga i definisjonen av Z, og ein kan difor

bruka den same definisjonen av o, sa ein far

iom):Z(Za(w) > ;;_)

1V,€0;

Sénn at Lo L = Id\Sd(K)\f

Dei to forre utsegna gir at Ler bijektiv, med invers L.
Merk at L : ISA(K)|; — [SA(K)|f er ei kontinuerleg og bijektiv avbilding der [Sd(K); er
kompakt ifra Lemma 4.4, og |K|; er Hausdorff ettersom det er ei delmengd av R™ for ein eller

annan n. Ein far da fra Teorem 2.3 at L er ein homeomorfi.
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La o : [SA(K)|; — | K|, vera gitt ved
o= Tglof/on.
Sidan « er ein komposisjon av tre homeomorfiar, sa er o ein homeomorfi. [

Dgme 4.6. I Figur 4 ser ein tre dome pa barysentriske oppdelingar. Under Sd(K) ser ein at
den barysentriske oppdelinga ikkje naudsyntvis treng a ha den same «formay som originalen.

Merk at medan eg har teikna alle desse geometriske realiseringane i to dimensjonar, sa eksisterer
| K3, [SA(Ky)| og |[SA(K3)| i roynda i hggare dimensjonar ettersom alle desse har strengt fleire
enn tre hjgrne, som er det meste ei geometrisk uavhengig mengde kan ha i R2.

e

Figur 4: Tre dgme pa barysentriske oppdelingar.

Lemma 4.7. La V vera ei konveks mengd, og la P := {py,ps, ...,y } vera (ikkje naudsyntvis
geometrisk uavhengige) punkt i V.

Da er alle konvekse kombinasjonar av P inneheldt i V.

Bevis. Beviset er gjort ved induksjon pa talet pa punkt i mengda av punkt ein tek ein koveks
kombinasjon over, her kalla n.

Ein vis fyrst grunntilfella:

Lan=1,daerx=ayp;, meda; =1,saxz=p; € K.

For n = 2, da er x = a;p; + aypy, med a; + a5 = 1. Men da er ay = 1 — ay, sa ein kan skriva
x = a1p; + (1 — a;)py. Men dette er jo definisjonen av eit punkt pa eit linjestykke mellom p;
0g py. Fra definisjonen av ei konveks mengd, ma z € K.
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Anta at induksjonshypotesen gjeld for n = k — 1. Ein vil no visa at det gjeld for n = k.
Lax = Zf: L @;p;- Ein kan dé skriva

A k
zpz Zi: a;p;
T =apy + Z a;p; = a1py + ( Z = apy + (1 —ay) =F—

i=2 i=2 Z o @i i) (Zfzg a;) '

1=

Ein ser at N
Dy WiPi 2’“:
<Zz 2 z 2 )

dannar ein konveks kombinasjon av k — 1 punkt sidan

0g

Difor er .

21:2 a;p;
&

(Zi:2 a;)

eit element i Vifglge induksjonshypotesen. Og ein har at

y =

T =apy+ Z%Pz’ =ap; + (L —ay)y
=2

er ein konveks kombinasjon av 2 punkt i V, og ein far fra induksjonshypotesen at x € V. O

Definisjon 4.8. La U = {Ui}?: , vera ei endeleg mengd av konvekse delmengder av R™. Vidare,
for kvar ¢ € N (U), vel eit punkt v, € N u. Vidare, la x € [SA(N(U))|; vera ein konveks

uce
kombinasjon av dei geometrisk uavhengige punkta f(o) for ein eller annan o € SA(N(U)), der
o= (01, g, - ,o#a) med dei barysentriske koordinatane (al, Aoy vy A )

Definér da

L+ [SAN ()], — U

uEU

T g AV,
i=1

Lemma 4.9. Avbildinga U fra Definisjon 4.8 er veldefinert, kontinuerleg og biletet er i UUu.
ue

Bewvis. Avbildinga I' er kontinuerleg og veldefinert pa ulike representasjonar av verdiar, for om
ein lar 7 : [SA(N(U))|f — [SA(N(U))|3.5 vera definert som i Lemma 3.16 (z = x — f(0)
for ein 0 € N(U)), sé er dette ein homeomorfi, og om ein deretter definerer L til & vera ei
linezeravbilding som tek 7 o f(o) - v, for alle ¢ € N(U), og vidare lar L := Llisaov@y)s. -
sa ser ein at for z € [SA(N(U))|s ein konveks kombinasjon av dei geometrisk uavhengige
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punkta f(o) for ein eller annan o € SA(N (U)), der 0 = (07,0, ..., 04, ) med dei barysentriske
koordinatane (ah ag, ... ,a#a), sa er

Lot(e)=Lo7 (Z aif<ai>)
i=1

~ #o
=LY ae) - f(3)>

Og sidan 7 er kontinuerleg og veldefinert, og Ler kontinuerleg og veldefinert ifslge Teorem 2.9
og Teorem 2.1, s& ma I' = L o 7 ogsa vera kontinuerleg og veldefinert.

For x € [SA(N(U))| ein konveks kombinasjon av dei geometrisk uavhengige punkta f (o) for
ein eller annan o € SA(N(U)), der 0 = (01,09, ...,04,) med dei barysentriske koordinatane
(al,ag, ,a#a), far ein at

er ein konveks kombinasjon av punkta v, for ¢ = 1,2,...,#0. Men sidan 01 C 09 C - C 04,,

sd finst det ein € € U med € € 0,09, ...,04,. Difor er v, ,v,_, ... Vg, € € Men ettersom alle

elementa i U er konvekse mengder, sa er I'(z) ein konveks kombinasjon av element i ei konveks

mengd €, og ifglge Lemma 4.7, er x € ¢ C U wu. Og biletet til I" er difor i U wu. ]
uelU uelU

Dgme 4.10. I Figur 5 kan ein sja korleis I'-avbildinga verkar pa den barysentriske oppdelinga

av ei samling av konvekse mengder. Legg merke til dei farga omrada. Dei blir viktige i framtida.

Definisjon 4.11. La U = {Ui}?zl vera ei mengd av delmengder av R%, og la € > 0.
Definér Uf := U B.(x), og definér U€ := {Uf}" .
z€ =

Lemma 4.12. La U = {Ui}?zl vera ei endeleg mengd av kompakte delmengder av R%, og la A
vera mengda av alle moglege delmengder av U, og la A€ vera mengda av alle moglege delmengder
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Figur 5: Avbildinga I'.

av U¢. La
f:A— A
{v,,U,,,...U;, } & {Ufl,UfQ, ...,Ufk}.

Da eksisterer det ein € > 0 sann at
flvwy s N(U) = N(U)
er ein bijeksjon.
Bevis. Ein ser at f dannar ein bijeksjon fra A til A¢. Og sidan i : N(U) < A, inklusjonsavbil-
dinga, er injektiv, sa er f o4 injektiv.
Ettersom U€ berre kan fa fleire snitt enn U sidan det inneheld stgrre mengder, ma f(N(U)) C
N(U).
For & visa f(N(U)) D N(U®), ser ein pa det kontrapositive tilfellet:

fNU)) 2 N(U)
¢
Vo € N(US) = o€ f(N(U))

0
Vo e Ao ¢ fINU)) = o€ A% o¢ NU)

For ein 0 = {U U.

119 Yigr cte

gjeld for o5 € A°.

Ein vil visa at e > 0 sann at 05 ¢ f(N(U)) = o5 ¢ N(U°) for alle moglege J der
05 ¢ f(N(U)). Men ettersom f dannar ein bijeksjon fra A til A€, sé kan ein sja pa tilfellet der
Jde>0sannat o; & N(U) = f(o;) ¢ N(U°).

La

,U;, } € A sé kan ein skriva o som o for J = {iy, iy, ... 4} }. Det same

ry:= sup d(z,0).
wenguj

Sidan _UJ u;j er ein endeleg union av kompakte mengder, sa er .UJ u; kompakt ifglge Teorem 2.10.
Je j€
Da far ein fra Teorem 2.6 at r; = max,¢ u; d(z,0) og difor endeleg. Ein far ogsa at U u; C
JjeJ

_ jeg 7
B, (0).
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Definér vidare D := 34”(0). Sidan dette er ei lukka og avgrensa mengd i R%, s& er ho kompakt
ifglge Teorem 2.2.

La gy : Dy — R der z = max, ;d(z, U;).

La Z, := {zx € Dy :d(x,U) = gj(x)}. Den er lukka fordi for z,, € Z, der {x”}new — x,
har ein at {d(z,, Uk)}neN — d(z,U,) fordi d(x,U}) er kontinueleg fra Teorem 2.5. Anta at
folga konvergerte utanfor 7, altsa g;(z) > d(x,Uy). Da er g;(x) — d(x,U,) = € > 0. Men da
er |d(z,U) —d(x,,U)| > e sidan d(z,,U,) > g;(x) > d(z,U;). Men dette strider imot at
{d(z,, Uk‘)}neN — d(xz,Uy), sd Z;, ma vera lukka.

Dé ser ein at g; er kontinuerleg, fordi om ein ser pa g,|z,, er jo dette d(x,U}), som er kon-
tinuerleg fra Teorem 2.5, om ein gjentek dette for alle Z,, for k € J, gir Teorem 2.4 at g; er
kontinuerleg.

Om ein lar o; ¢ N (U), far ein at g;(z) > 0 for alle z i Dy, sidan N u = 0.

UGUJ

Og sidan D er kompakt, far ein fra Teorem 2.6 at g;(x) oppnar eit minimum, som ifglge
argumentet ovanfor ma vera ulik 0. Dette kallar ein for

€7 := min maxd(z,U,).

ST 2eD, jed (@, Uj)
Men dette minimumet er eit globalt minimum over heile R?, fordi nir x € R\ D, er g () >
3ry, sidan det er den minste moglege avstand fra = til ein av u; € U;. Men om = € B, (0),
B,.,(0)

er g;(z) < 2r; sidan det er det lengste vekke mengda kan vera og framleis vera inne i B, (0
Difor ma eit globalt minimum ma vera eit minimum inne i D .

Vidare ser ein at o} ¢ N(U€), for om ein lar x vera eitt av punkta som gir det globale
minimumet €, sa er r ¢ 'ﬂju? , fordi det finst ingen y € w; for j den verdien i J som gav
€

maksimumet til max,c ;d(z, U;), som har d(y, x) > €. Difor finst det ingen open ball om y med
radius r; som inneheld . Difor kan ikkje z vera i snittet av alle u;-ane. Det same argumentet
gjeld for alle andre punkt i D ; som ikkje er globale minimum.

Det er altsa ingen punkt i jQJu;J, og difor er 05 ¢ N(U®).

Vidare, la

€ 1= min €.
{J:o 8N (U)}

Da er € # 0 fordi alle €; # 0, og det er berre endeleg mange o; € A.
Ein far at for alle 0; ¢ N(U), sa er 05 = f(o;) ¢ N(U€), som var det ein ville visa. O
Merknad 4.13. Avbildinga f ovanfor, blir ofte kalla ein simplisiell isomorfi, og er det eg

meinte dd eg skreiv at nerva til {{B, (pi)}}:_l er ekvivalent med Cech-komplekset av {pi}?: L
med radius € i Merknad 3.26. -

Definisjon 4.14. La U = {Ui}?: | vera ei endeleg mengd av kompakte delmengder av RY, og
la € vera som i Lemma 4.12.

Definér da
¢z’ U u— [07 OO)

uelU
d(z,R™\ Uf)
d(z,U;) + d(z, R™\ Uy)

T =
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og vidare

uelU
¢; ()
~ >y Orlz)

Lemma 4.15. Avbildingane ¢; og v; fra Definisjon 4.14 er kontinuerlege og veldefinerte.

Bevis. Sidan avstandsfunksjonen d er kontinuerleg ifglge Teorem 2.5, og nemnaren er alltid
ulik null sidan U; C Uf, og sidan ein sum av to kontinuerlege funskjonar er kontinuerleg sa
er ¢, ein kvotient av to kontinuerlege funskjonar med heile R som definisjonsmengd, og difor

kontinerleg pa '61 U, ifglge Teorem 2.1.
1=

Ved & bruka mykje det same argumentet, ser ein at 1; er ein kvotient med ei kontinuerleg
avbilding i teljaren og ein sum av kontinerlege avbildingar i nemnaren. Nemnaren er alltid ulik

null, sidan pa G Uf er minst ein ¢; ulik null fordi ¢;(x) = 0 berre nar d(xz,R™ \ Uf) = 0 som
skjer nar x ¢ U °. Men nar x € U U, sa er det minst ein U] som x er eit element av. Difor er

1; kontinerleg.
I tillegg, for ¢;(x) # 0, sa er

¢;() < ¢;()
> Or(@) T i)

sa verdimengda til 1; er veldefinert. O]

Yi(x) = =1,

Definisjon 4.16. La U = {Ui}?zl vera ei endeleg mengd av kompakte delmengder av R?, og
la 1); vera som i Definisjon 4.14, og la f : U — R? vera ei affin imbedding.

Definér for x € U wu:
ueU

T U u— [N

uelU

T = Z%(l‘)f(Uz)

Lemma 4.17. Avbildinga ¥ frda Definisjon 4.16 er kontinuerleg, og har bilete i [N (U)|;.

Bevis. Sidan alle 1;-ane er kontinuerlege, sa er v,(x)f(U;) ogsa kontinuerleg, ettersom f(U;)
er ein konstant vektor. Da er W ein sum av kontinuerlege funksjonar og er difor kontinuerleg
sjolv.

Forévisaat@(U u)C]N( )N lax e UUu.Déer\Il() S Vi) f(U;). Merk at
Uu€e =

uelU
Z sz 1¢k( z)

B Y ¢(@)
X du()
=1.

25



Sidan ¢;(x) > 0 for alle i og for alle z sa er 1;(x) > 0 for alle i og for alle z. Difor er ¥(x) ein
konveks kombinasjon av punkta f(U).

Ettersom x ¢ US visst og berre visst ¢;(x) = 0 visst og berre visst ¥;(z) = 0, far ein at
Y;(z) # 0 visst og berre visst x € Uf. La da AS := {Uf € U¢: z € Uf}. D4 ser ein at AS €
N(U€). Men med h(z)-bijeksjonen ein far fra Lemma 4.12, veit ein at AS korresponderer til
ein A, :=h 1(AS) € N(U).

For alle x € UUu sa er W(x) ein konveks kombinasjon av punkta f(A,), altsd x € |A,]; C

ue

|IN(U)|¢, sidan A, € N(U). Difor er biletet til ¥ i [N (U)|. O
Definisjon 4.18. La K vera eit endeleg abstrakt simplisielt kompleks over V, og la v vera eit
vilkarleg element i V.

Da er den lukka barysentriske stjerna til K i v, skrive bst(v), gitt ved

bst(v) = {o € SA(K) | cU{v} € SA(K)} .

Dgme 4.19. Den lukka barysentriske stjerna er ngyaktig dei farga delane ein sag i Figur 5
ovanfor. Merk her at I' ser ut til a alltid ta ei lukka barysentrisk stjerne fullstendig inn i eine
delmengda. Det blir viktig i beviset av nerveteoremet.

Lemma 4.20. Den lukka barysentriske stjerna som definert © Definisjon /.18, er eit abstrakt
simplisielt kompleks med hjornemengd W = {w € K : {w} U {v} € Sd(K)}.
Bevis. Her ma ein visa dei tre krava i Definisjon 3.1 held:

1. For w € W, sd er {w} € bst(v) ifolge definisjonen av W.

2. For o € bst(v), sd er ¢ C W, fordi for ein vilkarleg 7 € o, sd er cU {v} = {7} UcU{v} €
Sd(K). Men sidan Sd(K) er eit abstrakt simplisielt kompleks ifglge Lemma 4.2, sa er
oU{v} D {rtu{v} € SA(K). Daer 7 € W.

3. Foro € bst(v),la7 C 0. Sidan 0 U{v} € SA(K), og sidan SA(K) er eit abstrakt simplisielt
kompleks ifplge Lemma 4.2, s& er o U{v} D 7U{v} € Sd(K). Difor er 7 € bst(v). O

Lemma 4.21. La U = {Ui}?zl vera ei endeleg mengd av konvekse mengder ¢ R™, og la T" vera
definert som i Definisjon 4.8.

Dd er I'(|bst(U;)|s) C U;.
Bevis. Fra Lemma 4.20 veit ein at hjgrnemengda til bst(U;), er
W={weNU):{w}u{U;} e SANU))} ={we N({U) : U; € w}.

La v, vera som i Definisjon 4.8.

Men da er jo v,, eit elementi N u C U, for alle w. Og sidan I" tek eit element x i |bst(U;)| s, som

ucw
er ein konveks kombinasjon av punkta {f(w)} til ein konveks kombinasjon av {v,,}

wew’ weW <
U;, far ein at I'(x) er ein konveks kombinasjon av punkta {vw}wew, som alle ligg i ei konveks

mengd U;, og ein far difor fra Lemma 4.7 at = € U;. ]

Lemma 4.22. Lo U = (Ui)?_l vera ei endeleg mengd av delmengder av R, og la o :

ISAN(U))|; — |N(U)|, vera definert som i Lemma 4.5. Vidare, la x € |[N(U)|, vera ein

|g |9
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konveks kombinasjon av punkta g(T) for ein eller annan T € N (U) med barysentriske koordi-
natar (by, by, ..., b;, ... ,by,). La b; >b;, Vj € {1,2,3, ..., #7}.

Da er

a~1(x) € [bst(U;)].

Bevis. Legg fyrst merke til at

D3a far ein at

H#T
= TJTI oLoT, (Z bjg(Uj)) )
j=1

Sidan 7, ivaretek barysentriske koordinatar ifglge beviset for Lemma 3.16, har ein at

#T #T
TitoLor, <Z bjg(Uj)> =77loL (Z b;T, og(Uj)> .
j=1 =1

J:
Men ifplge antakinga er b, > b;Vj € {1,2,3,...,#7}. Difor kan ein kan velga ei ordning av
U= <Uji):‘;1 sann at b; >b;, >b; > > bj,., og der b; =b;. Ein har da

H#T

o= (%)?Z - (z(jl {Uji}>

k=1

La ay =k (bj, —bj, ., ), da far ein at

H#T
o Hz) = Tfl (Z QpTyo f(%))
=1
F#T
= Zakf(ai)'
=1

Men sidan c U{U;} = o € SA(N(U)), s& er o € bst(U;). Og ein har at Zk#—T1 ap, = 1, og
a, > 0, Vk ifglge beviset til Lemma 4.5. Difor er a(z) ein konveks kombinasjon av punkta i
f(o),0 € bst(U;), og ein har at

o (z) € |bst Uy 4. O

Lemma 4.23. La U = {Ui}:,;l vera et endeleg mengd av kompakte delmengder av R™ og la

U vera som i Definisjon 4.16. Vidare, la f : N(U) — R? vera ei affin imbedding, og la o vera
som 1 Lemma 4.5.

Dd er a0 W(U;) C |bst(U;)|.
Bevis. La x € U;. Da ser ein at

d(z,R™ \ UY) _d(z,R™\Uf)
d(z,U;) + d(z, R\ US) — d(z,R™\ U)

¢i(x) = = 1.
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For j # i, sidan d(x,U;) > 0, far ein

d(z, R™\ UY) L Uz R™AU)
d(z,U;) + d(z,Rm\ US) ~ d(z,R™ \ US)

¢j(~’lf) = =1

sa ¢;(z) > ¢;(x) for alle j.

Dette gir at @)

- ¢i(x) ¢;(x
) = ST @ T, @)

La 7= {U; : ¢s(x) # 0} € N(U).

Sidan ¥(z) er ein konveks kombinasjon av punkta f(7) med barysentriske koordinatar A :=
(wj(ac)){ U er) (ifolge beviset for Lemma 4.17), og sidan v;(x) # 0, sa er U; € T, og ¢;(x) € A.
JU,ET

= lbj(x)-

Fra det som vart vist ovanfor, sd er ¢,(x) > ¢,(x) for alle ¢;(z) € A.

Vidare, fra Lemma 4.22, sa er
aoV(x) € |bst(U;)l;.

Sidan verdien var uavhengig av val av z € U,, far ein

a o W(U,) C [bst(T;)]- O

Lemma 4.24. La U = <Ui)?:1 vera et endeleg mengd av kompakte og konvekse delmengder

av R®. La T wvera som i Definisjon 4.8, la ¥ vera som i Definisjon 4.16, og la o vera som i
Lemma 4.5.

Da er

FoatoW~Id .

uelU
Bevis. For x € U; folger det fra Lemma 4.23 at
o toW(z) e [bst(T;)s.

Ifglge Lemma 4.21 far ein difor at

Foa toW(z)eU,.
Sja pa avbildinga

H: UuxI— U u
uelU uelU

(x,t) ~at+Toa toW(x)(1—1t)

Denne er kontinuerleg fordi I er kontinuerleg ifglge Lemma 4.9, ¥ er kontinuerleg ifglge Lem-
ma 4.17, og a er ein homeomorfi.

Avbildinga H er ogsa veldefinert, for om ein fikserer ein z € U;, sé er xt+Toa LW (z)(1—t) € U;
for alle t € I sidan det ligg pa ei linje mellom to punkt i U;, og U; er konveks.

Difor er H ein homotopi fra Id , , til Toa ™1 o . O]

uelU
Definisjon 4.25. La K vera eit endeleg abstrakt simplisielt kompleks over hjgrnemengda V.
Da er n-skjelettet til K, skrive Sk, (K), gitt ved

Sk, (K):={oc€ K:#0 <n}.
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Lemma 4.26. La K vera eit endeleg abstrakt simplisielt kompleks over hjornemengda V.

Da er n-skjelettet til K eit abstrakt simplisielt kompleks.

Bevis. Alle 7 € Sk, (K) er delmengder av ein o € K, sa dei oppfyller krav 2 og 3 i Definisjon 3.1.
Krav 1 er oppfylt ved at Sk, (K) C Sk, (K). O]

Lemma 4.27. La V := {vy, vy, ...,v,,} C R? vera ei mengd av punkt.

Da er det geomeriske simplekset utspent av V konvekst.

Bewvis. La A vera det geometriske simplekset. La x og y vera to vilkarlege punkt i A. Da er

1=1
og
n
Y= bivz
=1
med a;, b; > 0V, og difor er
n n
Zai = b, =1
i—1 i—1

For ein vilkarleg t € I, sja pa

3
3

xt+(1—t)y=t aivi—k(l—t)Zbivi

I Il
3 S
=
+ +
~+ ~
NN
- i
D 8
S' =
RS
S~—
= i
~__ =
R
~__

Il
-
Il 3
MR

>

&

4

~.

+
N
.
Il 3 s
—

~

—~

S

S

>

S

S~—

S@
v

Il
()
@§
+
~
—~
|
S
v
~—
=

.
[y

S

N
Il
—_

Merk fyrst at b; + t(a; — b;) > 0 fordi

Vidare, sa er

Z(bi +t(a; —b;) = ) _(L—1t)b; +ta;
i=1 i=1
i—1 i—1
=1—t+t=1.
Altsa ligg alle linjer mellom to vilkarlege punkt i A i A, og A er difor konveks. ]
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Definisjon 4.28. La K vera eit endeleg abstrakt simplisielt kompleks over hjgrnemengda V,
ogla o= (al)f: e K.

Da er randa til o, skrive som 0o, gitt ved

#o
0o = ‘U1U \ ;.
1=

Lemma 4.29. La K vera eit endeleg abstrakt simplisielt kompleks over hjornemengda V, og la
f:V = R vera ei affin imbedding. Vidare, la o € K, og la |o|; vera det geometriske simplekset
utspent av punkta f(o) (som i Merknad 3.15), og la |00|; := U8 7]+

TEDT

Da er
0o x TU|o|; x {0,1} = S#

0g
o] x I 2 D#o+1,

Bevis. Ein kan anta at |o|; C R#, sidan det er unikt opp til homeomorfi ifglge Teorem 3.17.
Dé er |o]; x I C R#°L. Ved & bruka same f, fir ein ogsd at |0o|; x TU|o|; x {0,1} C R#o+L,

Vel eit vilkarleg punkt (%,7) i det indre av \0|f X 1. Sidan |a|f x I er ei delmengd av R#7H1 53
eksisterer det ein e sinn at G := B, ((%,%)) C (|o|f x I

La
l(z,t) = |o|; x I\ (7,%) = |9a|; x TU|o|; x {0,1}

vera ei avbilding som tek punktet der den uendelege strala fra (56, 7?) til (x,t) og utover, snittar
randa til |o]; x I, som er [do|; x TU|o|; x {0,1}.

Ein har at [ er veldefinert fordi ho treffer berre eitt element i |9c| s x I U|o|x{0, 1} sidan (Z, 1?) er
i det indre, er det ingen linjer fra (Z, 5) til (z,t) som «tangerer» (7, f) — 0o |px TU|o|yx{0,1},
sidan det ville ha medfgrt at ei linje mellom punktet etter det fyrste «tangentpunktet» og eit
punkt i omegnet rundt (55, Z) ville ha gatt utanfor mengda. Om strala ikkje «tangerer» mengda,

men likevel treffer randa til |o|; x I i fleire punkt, s& er det umogleg ettersom |o|; x I er konveks
ifslge Lemma 4.27, sé det fyrste punktet ein treffer er eit element i det indre av o x I. I tillegg

sa veit ein at kvar verdi (x,t) € [o]p x I\ (%,7) mé gi ein verdi pa randa sidan lo|gx I er
kompakt ifslge Lemma 4.4.

Ein far da fra argumenta ovanfor at det er ein 1 — 1 korrespondanse mellom eit punkt pa G og
eit punkt pa randa, som gir at avbildinga

QG—> ‘80’|fXIU|O"f>< {0,1}
(z,t) = l(x,t)

er ein bijeksjon med invers

“1:|9o|; x IUJo|; x {0,1} = G

(x,t) =€

1

Men merk at g=* er kontinuerleg og ein bijeksjon.

Sidan |do|; x IU|o|; x {0,1} er kompakt i R#7*! sidan det er ein endeleg union av direkte-
produkt av kompakte mengder ifslge Lemma 4.4 og difor kompakt sjglv ifelge Teorem 2.10. Og
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sidan G er Hausdorff ettersom det er eit underrom av R#°+1 og g~! er ein bijeksjon, er g~ ! ein
homeomorfi ifglge Teorem 2.3.

Men det tyder at g er kontinuerleg. Ein kan utvida g til ei kontinuerleg avbilding definert pa
heile |o|; x I\ (Z,1), ved & ta

g: ’U‘fXI\(.f‘,a — 0o x TU|o|f x {0,1}

(wat> - (f,Z) )
x, I|e =
( t)|_> ( ||($7t>_<f7t>||

men da er g = [, og [ er difor kontinuerleg. Ifglge Teorem 2.1, s er avbildinga iol : |o|f x I —
lo| ¢ x I kontinueleg for i : [0o|; x TU|o|; x {0,1} < |o|; x I inklusjonsavbildinga.

Merk at sidan G ~ S#7_ fir ein det fyrste resultatet fra argumentet ovanfor.

La

hilolpx I\ (&%) — D*o+1\ {0}
x

() = @) e — G

og la
hilo|px I — D#ot1

hz,t) (2,1) £ (&7)
(2,8) = {o (1) = (7

Sidan h er kontinuerleg fra Teorem 2.4 og fra argumenta ovanfor, og det er ein bijeksjon, er det
ein homeomorfi ifglge Teorem 2.3, sidan |o|; % I er kompakt og D#7! er Hausdorff sidan det
er ei delmengd av R#o+1, O

Lemma 4.30. La K, og Ky vera to abstrakte simplisielle kompleks over hgvsevis Vi og V.
Da er K := K| N K, eit abstrakt simplisiellt kompleks over V :=V, NV,.

Bevis. Ein ma visa at dei tre krava i Definisjon 3.1 held:
1. Lav; € V. Dd er {v;} € Ky, K5, som tyder at {v;} € K.
2. Lace K. Daero CV; og o CV,, som tyder at 0 C V.

3. Lace K, oglaT Co Daert e K, og7 € K,, sidan o0 € Ky, Ky. Men det tyder at
T€EK. [

Definisjon 4.31. La U vera eit overdekke av eit topologisk rom X, der alle ikkje-tomme
endelege snitt av element av U er samantrekkbare.

Da kallar ein U for eit samantrekkbart overdekke.

Lemma 4.32. La K vera eit endeleg abstrakt simplisielt kompleks over V= (vy,...,v,,), og la
f: K — R vera ei affin imbedding f.

Dd er B := {|bst(vi)|f}7_1_1 eit samantrekkbart overdekke av |SA(K)|.
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Bevis. Legg fyrst merke til at B er eit overdekke av [Sd(K')|¢, sidan for ein vilkarlkeg o € Sd(K),
vel ein v; € 0y, da er o € bst(v;). Men det betyr at |o|; C |bstv;|s. Som betyr at B dekkar

[SA(K)| -

Merk at om {v;,v;} ¢ K, s& er bst(v;) Nbst(v;) = 0. Om 7 € bst(v;) Nbst(v,) # 0, s& ville 7,
ha innehaldt bade v; og v; for at 7U{v;} € SA(K) og det same gjeld for v;. Men det tyder at
{UZ, U]} € bst(v;), bst(v;) sidan dei er abstrakte simplisielle kompleks ifglge Lemma 4.20. Det
tyder at {v;,v,} € K. Eln kan utvida argumentet til eit vilkarleg {v,, vy, ...}

k

Sja pa o € ‘ﬂl bst(v;,). D& ma {v;
1=

at

13 Vg o ,vjk} vera ei delmengd av oy, for alle o. Det tyder

O'CO'U{{Uh, Vjyy oon s Jk}}e ﬂ bst(v;.).

k
For x € | ﬂ bst(v;, )| (som er mogleg sidan det er eit abstrakt simplisielt kompleks ifplge Lem-

ma 4.30), sé er x € |o| for ein o € ﬂl bst(v;,). Men da er ogsd x € |oU {{vh, Vjs e s Jk}}‘f

Men sidan |o U {{vh, Vjys eee ]k}}|f er konveks ifglge Lemma 4.27, sa er det ei linje fra x til

f{v;,, v, vj, }), som dannar ein homotopi Id, = ¢ F{vg, 0 5L der ¢ {0 Y
J1? .72’ " Jk J1’ 32’ o Jk

er konstantavblldmga som sender alt til f( {v ,U; k}) Og sidan ein kan gjera dette med

1> Vs oe
alle o € .ﬂl bst(v;,), sa gir Teorem 2.4 ein at ein kan danna ein homotopi
1=

k >~ C
|0, bst(v;,)l¢ F vy 0505, )
i

k k k
Merk at |Z_lebst(vjl_)]f C iQ1|bSt(Uji>|f’ fordi forkx € ’291 bst(v;,)| 4, sa er x € |o|; for ein eller
annan o € N bst(v;,). Men da er ogsd |o|; C ﬂ |bst(vji)|f ettersom |o|; C |bst(v;, )| for alle
=1

i, sidan o € bst(v;,) for alle 7. Difor er x € ﬂ |bst( N

Ein far ogsa at .ﬂl|bst( Il C \ ﬂ bst(v;, )| fordi for z € ﬂ ]bst( g sder x € |7y for
il

ein eller annan 7; € |bst(v; )|f for alle i. Da har ein at ein kan utrykka z sine barysentriske
koordinatar pa k ulike matar Men ifplge Teorem 3.8, sa ma alle dei ikkje-null koordinata
vera like ettersom dei barysentriske koordinata skal vera eintydige. La 7 vera det abstrakte
simplekset som berre inneheld dei ikkje-null koordinata til . Da er z € |7|f, og 7 C 7; for alle
i=1,2,...,k Mensidan 7; € bst(v; ) er abstrakte 81mphslelle kompleks ifglge Lemma 4.20, sa er

ogsd T € bst(v; ) forallei = 1,2, ..., k. Det tyder at 7 € _ﬂl bst(v;,),sax € [T|f C |.ﬂ1 bst(v;.)] .
1= 1=

Om ein set saman dei to resultata ovanfor, far ein at

k k
grigl bst(vji) = igl|bst(vji)|f.

f
Dette forer til
Idiél\bst(vjiﬂf - Id\ﬁ‘ll bst(vy, )| ¢ = Cf({vh’vjw'”’vjk}).
k
Som tyder at ﬂl|bst(vji)| ¢ er samantrekkbart. O
1=
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Lemma 4.33. La X wvera eit samantrekkbart rom, og la f : S™ — X wvera ei kontinuerleg
avbilding fra n-sfera til X.

Da kan f utvidast til ei avbilding f sann at det folgande diagrammet kommuterar

sr—1 x
Li FT
Dn+1

der i : S™ < D" er inklusjonsavbildinga.

Dette beviset er fra [11, s. 319-320].

Bevis. Sidan X er samantrekkbart, sa er f = Idyof =~ co f = ¢, sa ein har ein homotopi fra
Id x til ¢ (konstantavbildinga)

H:5"xI—X
der H(xz,0) =cog H(z,1) =z for alle z € X.
Men det er ei avbilding B : 8™ x I — D" der (z,t) s x- %, som dannar ein homeomorfi fra
S™ til «donuten» mellom S™ og %S’", som ein kallar for T™. Denne har invers B! : T" — S,

2] — 1).

som tek x — (i

(2l

Merk at B! (%S”) = ¢, s& ein kan utvida H o B~! : T™ — X til ei avbilding

HoB™1:D"! & X
_ 1
HoB z) |zl €[3,1]
T = 1

¢ lell € [0,2)
som er kontinuerleg ifglge Teorem 2.4.
Difor er H o B! ei kontinuerleg avbilding frd D"*! — X, med dei ynskja eigenskapane. O
Lemma 4.34. La U = (Ui)?zl

av R%, la T wera som i Definisjon 4.8, la U wvera som i Definisjon 4.16, og la @ vera som i
Lemma 4.5.

vera ei endeleg mengd av kompakte og konvekse delmengder

Da er
-1 ~Y
« oWol o~ Id\Sd(N(U))\f .

Bevis. La h = a1 oWoTl. Ifglge Lemma 4.9 og Lemma 4.17, s veit ein at h er kontinuerleg.
Vidare la
Ca- = N bst UZ .
Dette beviset er gjort ved induksjon over m-skjelettet til SA(N(U)) for a finna ein
Hyp, =[Sk (SAN(U))) g x T = [Sky, (SAN (U))) ¢

der
H,, ([Sky, (bst(U;))[) € [bst(U;)|

og er ein hOHlOtOpi fra Idm = Id|Sd(N(U))\f ||Skm(Sd(]\/(U)))|f til hm = h|\Skm(Sd(N(U)))\f‘
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For & visa grunntilfellet m = 0, ynskjer ein & finna ein Hy : [Sko(SA(N(U)))|f x I —
Sko(SA(N'(U)))|¢ med induksjonseigenskapen. Merk at Sky(SA(N(U))) = {{v} :ve N(U)},
sa |Sko(SA(N(U)))| s er ei mengd med diskrete punkt.

Vel ein p € Sky(SA(N(U))). Sidan p er trivielt eit abstrakt simplisielt kompleks ettersom det
berre er eitt punkt, kan ein sjd pd den geometriske realiseringa av p. Ein har at [p|; € C,
per definisjon av C),, men sidan h(|p|s) € |bst(U;)| for alle p € bst U, ifslge Lemma 4.21 og
Lemma 4.23, sd er h(|p|) € C, ogsa.

Men sidan {|bst(U;)] f}?'l—1 er eit samantrekkbart overdekke av [SA(N (U))| ifslge Lemma 4.32,
sa er alle C, samantrekkbare uavhengig av val av o € SA(N(U)).

Difor er bade |p|f og h(|p[s) i eit samantrekkbart rom C,,, og ein kan konstruera ein sti i C),,
kalla s, med s,(0) = |p|f og 5,(1) = h(|p|f) mellom dei. Om ein gjer dette for alle punkta, far
ein den fyrste homotopien

Hy : (|plg,t) = sp(t).
For & sjekka om H{ oppfyller induksjonshypotesen
Hy : [Sko(bst(U;))| s 2 = =y € |bst(U;)|;

sa ser ein at for p € Sky(bst(U;)), da er p € bst(U;), sd ma bst(U;) vera eit av ledda som snittar
i definisjonen til C,, og s,(I) C C, C |bst(U;)| s, som var det ein ville visa.
Anta at induksjonshypotesen gjeld for H,,_;. Ein vil visa at det gjeld for H,,.

Vel ein vilkarleg o € Sk,,(SA(N(U))) med #0 = m (o er eit m-simpleks). Og definér for
(z,t) € |00|; x TU|o|; x {0,1}:

R dehdf({ll) t=20
7(17171<x7t) = Hm71|\80\f><I(m7t) te (05 1)
hm||a|f<x> t=1.

Ein ser at ﬁg,b_l er kontinuerleg ifglge Teorem 2.4.
Ein ser ogsé at H? ,(z,t) € C, fordi:
For t = 0, sé fglger det trivielt, sidan |o|; C C,, per definisjon av C,,, sidan den dekker |o]|.

For ¢t = 1 sa folger det fra Lemma 4.21 og Lemma 4.23 fordi for z € |o|;N[bst(U;)|f, sd er
h(z) € |bst(U;)|. Det tyder at for x € C, 2 |0y, sd er hy, |0, (z) € Cs.

For t € (0,1), med = € [Jo|y, sd er x € |7|; for ein eller annan 7 € do. Men C, C C,, sidan
for alle |bst(U;)|; som dekkar |o|y, sa dekkar dei ogsa |7|;. Det er difor anten like mange, eller
fleire ledd i snittet til C.. Fra induksjonshypotesen sa er H,, ;(z,t) C C, C C,.

Ifplge Lemma 4.29 sé er |do|; x TUJo|; x {0,1} =2 S™ og |o|; x I = D™ sa ein far eit
kommutativt diagram og induserte avbildingar fra Lemma 4.33:

gm i > 00|, x TUlo|; x {0,1}
r iz,
|
’71"3: Ca T/ 1
: ¢ A I 3"
v I
Dm+1 Y 2 |U|f < I
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der avbildinga & : D™+ — C er den ein far frd Lemma 4.33, og 3,y er homeomorfiane ein far
fra Lemma 4.29.

Ein definerer H,,|, <1 =& o7 som den raude avbildinga i diagrammet ovanfor.

Induksjonshypotesen gjeld for H,,|is( s, fordi om ein lar €[Sk, (bst(U;))[;N|o|s, s& er
Hmhg‘fX 1(x) € C,. Men sidan C, er snittet av alle geometriske realiseringar av dei lukka,
barysentriske stjernene som inneheld |o|f, sa tyder det at om z er i det indre av |o|; og = €
Sk, (bst(U;))] s, s& ma |Sk,, (bst(U;))| s vera eit av ledda i snittet som dannar C,, og ein far at

i) x1(x) € Oy € |Skyy, (bst(U;)) ] -

Om z er ikkje i det indre av |o| ¢, men heller z € [Sk,, (bst(U;))|N|0c|y, sd er dette ei delmengd
av |Sk,, ;(bst(U;))|y, sidan do er ein samling av m — 1-simpleks. Men fra diagrammet, og
induksjonshypotesen far ein difor at

Hm|\a\f><1<x) = Hm,1($> € |Skm—1(bSt(Uz))|f C |Skm(bSt(Uz))|f

Difor gjeld induksjonshypotesen.

Sidan valet av 0 med #0 = m var vilkarleg, sa kan ein lima alle saman med Teorem 2.4, og
ein far

Hyy « [Sky, (SAN(U))) |y x I = [Sky,, (SAN(U))) -
Sidan U er endeleg, sa er N (U) og SA(N (U)) ogséa endelege og har difor eit abstrakt k-simpleks

med k > r for alle andre r-simpleks (dette vil vera avgrensa av #U), s om ein gjentek induk-
sjonen mange nok gongar til Sk, (Sd(N(U))) = Sk, (SA(N(U))), far ein at

H - Hk
er den ynskja homotopien fra Id|Sd(N(U))|f tilh=atoWor. O
Endeleg sa har ein alle dei naudsynte resultata ein treng for a visa nerveteoremet.

Bevis av Teorem 3.27. Vel ei affin imbedding g : U — R™ og ei affin imbedding f : N(U) —
R™2. Definér ¥ som i Definisjon 4.16, I" som i Definisjon 4.8, og a som i Lemma 4.5.

D4 far ein ifplge Lemma 4.24 og Lemma 4.34 at a~! o ¥ er ein homotopi-invers til I', som gir
ein homotopiekvivalens mellom UUu og [SA(N(U))| .
ue

Men sidan « : [SA(NV(U))|; = [N (U)|, ifrd Lemma 4.5, far ein ein homotopiekvivalens mellom
U N(U),-

U uog [N (D),
Ifglge Teorem 3.17, s& er |N(U)|, homeomorf til alle geometriske realiseringar av N (U), og
resultatet folger. [

5 Konklusjon

Grunnen til at ein visar nerveteoremet Teorem 3.27 for endelege, konvekse og kompakte mengder
er i hovudsak for & visa at Cech-komplekset ivaretek all strukturen opp til homotopiekvivalens.
Cech-komplekset er den naturlege strukturen ein ser pa om ein har ei stor datamengd og ynskjer
a veta «formay pa datamengda. Ved a bruka nerveteoremet far ein bevist at Cech-komplekset
er ein sveert god approksimasjon av strukturen danna av datamengda.
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Diverre, sa viser det seg at a rekna ut Cech-komplekset tek ekstremt lang tid, til og med for
kraftige datamaskinar. I praksis brukar ein heller andre approksimasjonar av Cech-komplekset,
som til dgmes Vietoris-Rips komplekset eller Delaunay-komplekset som Carlsson argumenterer
for i [4, s. 263-264].

Det er ogsa mange fleire variantar av nerveteoremet som ikkje vert omtala i denne teksten som
til dgmes eit nerveteorem for uendelege og opne samantrekkbare overdekke av eit parakompakt
rom [6, Corollary 4G.3]. Det mest vanlege beviset av eit nerveteorem ein kjem borti er i eit ope
tilfelle som i [8, Theorem 15.21], [13, Theorem 4.3] eller [4, Theorem 2.3].

Men sidan Cech-komplekset vert gjort med lukka ballar, sa dekker ikkje nerveteoremet i det
opne tilfellet dette. Studiet av nerveteoremet og i kva tilfelle det gjeld eller ikkje gjeld, er eit
aktivt fagfelt ifglge Oudot i [10, s. 82|, som pa same side pastér det er eit nerveteorem for
uendeleg lukka overdekke med andre foresetnadar, utan a referera til eit bevis av pastanden.

Dette viser at i trass for at mange anvender nerveteoremet, sa er bade dei naudsynte fgreset-
nadane og eit bevis for nerveteoremet utanom det ope og parakompakt tilfellet vanskeleg a
finna.

Eg hapar difor at denne teksten gav eit relativt kort og enkelt bevis av nerveteoremet, sann
som det vanlegvis blir brukt i topologisk dataanalyse.
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