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Part 1
Introduksjon

1 Det vi vil oppna

Objekt i algebraiske strukturar kan vere vanskelege a studere. Det kan derfor
vere lettare a studere nokre spesielle objekt som gjev utspring til dei andre,
dersom strukturen vi jobbar med tillet det.

Dette kan vere mekanismar som simple objekt eller ikkjedekomposerbare
objekt.

Storleiken pa denne klassa med spesielle objekt er interesant, fordi ei enderleg
mengde av slike objekt vil gjere det mogleg a studere alle objekt i strukturen
ved kun a studere desse spesielle objekta. Dette gjev grunnlaget for strukturar
av enderleg dekomponering eller enderleg faktorisering.

Vi skal her sja nacrare pa ikkjedekomposerbare objekt av ein skule med
strukturar, nemelig vektorrom med underrom.

‘/17 W<ZV¢

Her har vi W som vektorrom over ein kropp k, og V; c W | V¥ indeksar i



For systemet der vi har ¢ = 1 eller 7 = 2 er det trivielt a finne dei ikkjedekom-
poserbare objekta. Derfor vil vi sja pa ¢ =3 og i =4.

‘/1( )W( )‘/Eg
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Vi« > V3
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Vi vil no introdusere nokre definisjonar og resultat som vi gar ut fra i
resten av denne oppgava. Dei er knytta til Ringteori.

2 Dekomponering

Definisjon 2.1. Ein representasjon R over eit quiver T' = (T'g,T'1), kan
skrivast som ei mengde vektorrom Vg (som kjem fra Iy ), saman med ei
mengde lineertransformasjonar Fg (som kjem fra I'y).

R = (VR,FR)

Fra Ringteori veit vi ogsa at ein slik representasjon er ein modul over
kI'-algebraen.



Definisjon 2.2. For to representasjonar A= (V,F) og B=(V',F") er A® B
definert som:
AeB=(VeV' FaoF')
der Ve V'={V,eV,'} for alle indeksar i i Ty og
der F & F' = {F; @ F;'} for alle indeksar j i I'y.

For to linjertransformasjonar F: A—- B og F': A’ - B’ sa er

, (F 0
ror (5 £

Der FoF':AoA' - Be B’

Definisjon 2.3. FEin representasjon R av eit quiver I' = (I'g,I'1) er dekom-
poserbar dersom 3 ikkjetrivielle representasjonar Ry og Ry over det same
quiveret I' slik at R =R, & Rs.

Definisjon 2.4. R fra Definisjon 2.3. er ikkjedekomponerbar dersom R
tkkje kan dekomponerast.

No vil vi knytte dekomponering opp mot endomorfiringen til ein repre-
sentasjon, da nyttar vi at ein representasjon av eit quiver er ein modul over
vegalgebraen til quiveret, dette vart bevist i kurset MA3203, Ringteori.

Definisjon 2.5. Gitt to representasjonar R = (Vr, Fr) og R' = (Vgri, Fr)
av det same quiveret I' = (I'g,I'1) over ein kropp k, Da er ein homomorfi
n: R — R’ ei samling av lineere kart n; : Vr(i) - Vr(i) Vi € Ty slik at
Va:i— j el det folgande diagrammet kommuterer:

V(i) il > Vi (1)
fa O £
Va(j) > V()

Altsa flomi=mnjo fo, Vael



Definisjon 2.6. For ein modul M er ein homomorfi f: M — M ein endo-
morfi.

M

I

M

Fakta 1. Mengda End(M) = { Endomorfiane til ein modul M } saman med
naturleg addisjon av homomorfiar og funksjonskomposisjon er ein ring med
multiplikativ identitet.

Definisjon 2.7. f: M — M er ein idempotent i End(M) om fo f=f

Proposisjon 2.1.

Gitt f € End(M) ein idempotent, M ein modul

M =Kern(f)® Im(f)

Beuwis.

Im(f) ={f(z) |z e M}

0g

Kern(f) ={xeM] f(x) =0}

sidan f er ein idempotent, sa kan vi skrive
Msm=(m=(fof)(m))+(fof)(m)
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da har vi at

(m—=(f e f)(m)) € Kern(f)

sidan
f(m=(fof)(m))=f(m)-(fofof)(m)
= f(m)-f(m)=0
Sa:

[f(m=(fef)(m))=f(m)=f(m)=0] = [(m=(fe[f)(m))eKern(f)]

Og:
(f o f)(m) e Im(f)
sidan
f M—s M
mi——n

sa: f(m)=n, med ne M

derfor er

(f o f)(m) = f(n) e Im(f)

Med dette kan vi konkludere at:

M =kern(f)+Im(f)

Til slutt anta: Kern(f)nIm(f)>n=f(m)



Da er det openbart at: f(n)=(fo f)(m)=m=0
Og sidan f er ein homomorfi, sa er f(0) =0, som tyder at:

n= f(m) = £(0) =0

Dermed ma n =0 og summen er direkte. Altsa: M = Kern(f) ® Im(f)
0

Proposisjon 2.2 (Fra "Rings and Categories of Modules” (1), For ein ikkje-
null modul M, sa held folgande.

M er ikkjedekomposerbar

0 og 1 er dei einaste idempotents av End(M)

Bewis. (ff) Vi nyttar Proposisjon 2.1. med f =0 og f =1.
Da far vi at
M = Kern(0) ®@ Im(0) A M = Kern(1) @ Im(1)
Deretter ser vi at Im(0) = {0} og Kern(1) = {0}
Dermed far vi at
M = Kern(0) @ (0), eller M = (0) ® Im(1)

Dette gjev oss at M er ikkjedekomposerbar ved nokre fleire steg fra ”Rings
and Categories of Modules” ()

(1) blir ogsa forklart naerare i "Rings and Categories of Modules” (1)
[



Lemma 2.2.1. For ein modul M og ein kropp k gjeld folgande:

End(M) =k

M er ikkjedekomposerbar

Bevis. Anta at e € k er ein ikkjenull idempotent.

Altsa: 1
e-e=e=>e-e-—=¢€-
e

=>e=1

Q|
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!
U1 c > W1 < > U3
i
U
@
U,
U1, c > WQ < > U3’

Gjev at
WicW A WycW

0g
Uic‘/i A Ui’C‘/i

Dette tyder at dimensjonane til desse vektorromma er interesante a sja
pa.
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3 Dimensjonsvektoren og eksakte sekvensar

Teorem 3.1 (Fglge av Zorn’s Lemma). Alle vektorrom har ein basis

Bewvis. Fglger fra Zorn’s Lemma eller ein av dei ekvivalente formane av
Zorn’s Lemma []

Lemma 3.1.1. Eit vektorrom W over ein kropp k med ein tellbar basis A
kan skrivast pa forma:

W =~ kdzm(W)
Bewvis. A ={)\, 2, \3,-++} er ein basis for W, noko som tyder at vi kan skrive:

Wsw= kl)\l + kg)\g + k’g)\g + .-

med k; € k
Dette induserer ein naturleg morfi:

w . W 3 Jedim(W)

w = (kjl)\l +k’2)\2+k’3)\3+"') — (k’l,k’g,kg,"')

1 er openbart veldefinert, og sidan A er ein basis av W vil lineszerkombi-
nasjonen av element i basisen vere unike. Dermed er v surjektiv og injektiv.

Dermed er W = kdim(W)

11



Proposisjon 3.1. For #) mengda av alle vektorrom med tellbar basis over
kroppen k 3 ein morfi o definert som:

0: Wy —— L

W —— dim(W)

Bewis. For ein W € #;, har vi ein basis Ay .
Ein definisjon av dim(W) er dim(W) = |Aw|.

Denne |Ayw | er openbart i Z nar Ay er tellbar. O

Lemma 3.1.1. For ei ordna undermengd ¥ ¢ Wi sa kan vi definere ein
morfi o':

QI . %c N ZWIJ

V1, V3, -} == {e(V1), 0(V2), -}

Bewvis. Fglgjer openbart fra resultata over. m

12



Definisjon 3.1. [dim(V;) dim(Vz) dim(V3) -]
Er kalla dimensjonsvektoren til ei mengd ¥V = {V1, V3, V3,---} med vektorrom
over den same kroppen k

No veit vi allereie at ein representasjon bestar av ei mengd vektorrom
saman med nokre linesertransformasjonar mellom desse vektorromma. Dermed
vert det mogleg a definere dimensjonsvektoren for ein slik representasjon.

Definisjon 3.2. Gitt ein representasjon R = (Vg, Fr) over eit quiver I' =
(To,T'1), sa er dimensjonsvektoren til R dimensjonsvektoren til Vg.

Dette var det vi trengte om dimensjonsvektorar, no skal vi sja vidare pa
eksakte sekvensar over modular.

Definisjon 3.3. Fin sekvens av modular

A, f1 s Ay fo s Ay f3 - fe - fz?l) A, fi N .

Er kalla eksakt om

Im(f;) = Kern(fiy1) V indeksar i

eller

A; 2 Cokern(fi—a) = Aisa/Im(fi—2) V¥ indeksar i > 2

om Cokernane eksisterer. (I modulkategorien eksisterer Cokernane)

13



Part II
3-underromsproblemet

Vi vil her sja pa representasjonen:

lh

Vi > W« Vi

I3
o]

Va

1o

dim(V1)
dim(Vz)
dim(V)
dim(W')

4 Bygging av sekvensen

Vi har ein openbar nullrepresentasjon (der alle nodane er 0), Den neste som
er interesant a sja pa er den der noden i midten (Vi kallar denne Toppen fra
no av) har dimensjon 1.

0 (a)

> k<
() 0
(b)
0

Teorem 4.1. Denne representasjonen er ikkjedekomposerbar.
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Bewis. Sidan dimensjonen pa Toppen er 1, og einaste moglege dimensjonar
pa underrom er 1 og 0 far vi fglgande:

kzke(0) vkz(0)ek

Dermed vert (0) ein T'opp i ein av dekomposisjonsrepresentasjonane. Dette
gjev at ein av dekomposisjonsrepresentasjonane er nullrepresentasjonen sidan
dei andre nodane er underrom av T'oppen, og dimmensjonen til T'oppen er 0
dermed er nodane sine dimensjonar ogsa 0. O]

No vil vi byggje ein eksakt sekvens fra dette leddet.
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Her tyder ”c” underrepresentasjon. Og dermed er n definert som homo-
morfi.
Vi vil no gje desse representasjonane nokre namn.
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Definisjon 4.1. (i)

0 > k< 0
0
Denne vil vi kalle R4
(1)
k > k¢ 0
0
Denne vil vi kalle Ry 3
0 > k< 0
k
Denne vil vi kalle R 2
(iv)
0 > k< k

o —

Denne vil vi kalle Ry 3

Definisjon 4.2. Vi noterer: Rg1 @ Rg2®Ry3=Rye
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Definisjon 4.3.
Mg * Res — Rgrie

Dette er den itterative versjonen av 1 fra tidlegare. [ tillegg:

wq,l
Ng = | ¥q2
Q/Jq,S

Der:
Vy,i* Rga — Rysrsi

Definisjon 4.4. Cokern(n,) = (wy, Rgs1.4) der w, er kokjernemorfien. Vi
noterar kokjernemorfien til f som: Homcogern([f)

Wy - 7?fq+1,€9 B— Rq+174

wq:[‘:pqﬂ Pq,2 S0q73]

Der:
qu,i : Rq+1,i ? Rq+1,4

Definisjon 4.5. ¢, ; = Homcokern(Pq-1,)
Fakta 2.

©g-1,i Vyq,i
Ryi — Rga — Rgsi

! ! l

Pg-1,i Vyq,i
Rq,i ? 7?'q,4 ? Rqﬂ,i

Om sekvensane pa radane er eksakte, sa er Kern(1vg,;) = Im(pg-1.)
Dermed er Kern(1q.:) = (¢g-1.4, Rqi)

Med dette her er den eksakte sekvensen var definert i samsvar med
Definisjon 3.3..

20



5 Endomorfiringane av sekvensen
Teorem 5.1. R,; er ikkjedekomposerbar Vqe N,ie{1,2,3,4} Aq=0,i=4

Bevis. Vi vil vise at End(R,;) 2 k og dermed nytte Lemma 2.2.1 for a
konkludere teoremet.
For a vise at End(R,;) 2 k vil vi nytte induksjon over ¢ og 1.
Basissteg:
(1):
End(Ro4) 2k

Anta vi har ein € € End(Ro.4)

Fra Definisjon 2.5. er £ = (&,++, &)

Indeksen ¢ samsvarer med nodane i diagrammet under.

1 > 4 < 3

DO ———

Og for @ = 1,2, 3 gjeld fglgande diagram for &;:

0+ - 5 0
VR0,4(Z) ” VR0,4(Z)
t2 fa O fa tq
&4 N
VR0,4(4) 7 VR0,4(4)
~ Q, ‘9 v
0F s > 0

Vi ser fra dette at for & der i = 1,2,3 kan vere vilken som helst skalarmul-
tiplikasjon.
For &, Gjeld:

21



0g

VR0,4 (4) L> VR0,4 (4)
@ @

@b

Sa det einaste som sett grenser for kva & er, er &.
Dermed vert:

T: End(ROA) — k

E=(k,k,k,a) —— a

Ein isomorfi.
T er openbart injektiv og surjektiv.
Samt:

Y (& +&) =Y((k k,k,a) + (k,k kb)) =a+b
YT(&)+T(&)=a+b

T(u-&)="(u-(kkk,a))="(k,k,k,u-a)=u-a
u-Y(&)=u-a
Altsa konkluderar (1) med at End(Ro4) 2k
(2):
End(Rip,) 2k, Vp=1,2,3
Anta vi har ein £ € End(R4 )

Pa same mate som i (1) er £ = (&,--,&4) og indeksane er slik som over.
For i # p og 7 + 4 gjeld fglgande diagram:

22



t1

0+ 0
V, , (i) e Vi, ()
t2 fa O fa ty
&
VRl,p(4) ) VRl,p(4)
N2 Q 3 ~
0+ & 5 0
Vi far dermed to interesante avgrensingar for &:
For &, gjeld:
Ve, (4) = Vi, ,(4)
v @
: t3 )
a ———— > b
For ¢, gjeld:
a - o — ha
B &p
VRl,p (p) ) VRl,p (p)
l2 fa O fa tq
£
VRl,p(4) ) VRl,p(4) )
~ ts v

tQCL I‘ > (tgtga) = (t4t1a)

Sidan alle ¢; € k og a € k og k er ein kropp, sa kan vi finne ¢; ut fra
diagrammet:

23



1 1
(tat1a) = (t3taa) =1 = t_(t3t2@)a = 11 = t5t3
4

Der ¢5 er ein skalar fra k.
Sa igjen vil £ vere avhengig av & og vi far ein liknande isomorfi Y:

T End(R,,) — k

¢ =(ka,k,k,a) —— a
(for p=1)

Dette konkluderer (2) med at End(Ry,) 2k, Vp=1,2,3

Dette er basissteget vart.

24



Ria
AN

R22

R2,3

Ris



Induksjonsantagelse:

Vi antar at End(R,;) 2k Vr<qgeN, i=1,2,34
Induksjonssteg:

Vi vil vise at gitt induksjonsantagelsen var sa er End(R,;) =k V i =
1,2,3,4 Viser pai=1,2,3 og i =4 kvar for seg.

(1=1,2,3):

(g1, Ry,i) = Cokern(pg-2.)
(%—2,@', Rq—l,i) = Ke?“n(%—l,i)

a-2,i Yg-1,i

©
7—\)'q—l,i ? Rq—l,4 ? Rq,i

\Lt 1 Jj‘z vh

Pq-2,i Vg-1,i
Ry-1i — Rg14 — Ry

Sidan ¢4-2; er ein Kjernemorfi, sa vil denne vere a gange med ein skalar
(a€k)

I tilleg veit vi at tq,15 € k fra induksjonsantagelsen og at vi kan bestemme
dei slik at kvadratet til venstre i diagrammet kommuterer.

Med dette vil ¢; = ty sidan:

Pg-2,it1 = tag-2; = aty = taa = t1 =t
Fra no av kallar vi ¢,y for ¢

Pg-2,i Yg-1,i
Ry-1i — Rg14 — Ry,

e 1 h

Pq-2,i Ya-1,i
Rq_17i Rq_174 R(L/L

Vi vil sja om h eksisterer.
Vi prgver om h er skalarmultiplikasjon med ¢ og at dette er ein endomorfi
av Rq,i-

26



s 2
. By
VRq,i(p) > VRq,i(p)
ta fa O fa t2
h
qu,i (4) : > qu,i (4)
toa L y (ttya) = (tyta)

Sidan (t4-1,, Rq:) er ein kokjerne, sa blir f, definert som:

fa,i : VRq—lA (p)/VRq—l,i (p) — qu—1,4 (4)/VRq-1,i (4)
rt+ Vqul,i (p) > T2+ VRq—l,i(4)

Og 3 F.:

Fo: VRq—1,4 (p) — VqulA (4)

M 7

og F, kommuterer med skalarmultiplikasjon med ¢.
Dermed:

fa,i : VRq—1,4 (p)/Vqu,i(p) — VRq—1,4 (4)/VR¢171,2‘(4)

ot VR (p) — Fa(rl) + VRq—l,i(4)

q-1,i

27



Og med dette kommuterer ogsa f,; med skalarmultiplikasjon med ¢.
Altsa er t € End(R,;)
Om vi antar at h € End(R,;) og:

h = {h/17 h27 h/3) h4}

han - Vr,.(n) > Vr,.(n)
|| ||
hy, : VRq_M(n)/VquM(n) — VRq_M(n)/VquM(n)
v+ Ve, (n) ———= vy + Vg (1)

Og 3&,.:
gn: VRq—lA(n) — VRq—lA(n)
V] ——— U9y
Dermed:
hn : VRq71,4 (n)/VRq—u(n) —_— VRq71,4 (n)/VRq—u(n)
v+ VRq—l,i(n) —_— fn('Ul) + VRq—l,i(n)
Samt:

(- &n) =8 e End(Ry-14) 2 k
=>a=¢= (’fm) = (...7a,...)

Derfor er ogsa
(o by ) = () =a=h

28



ca t

Ergo er End(R,;) 2 k

(-1, Rya) = Cokern(ng1)
(nq—laRq—lA) = Kern(wq_l)

Tg-1 Waq-1
Rq71»4 Rq7® Rq74

!

MNg-1 Wq-1 ’
Rq_174 Rq7® Rq74

I

Vi antar at vi har h € End(R,4).
Sidan 75 er ein morfi mellom representasjonar sa kan vi skrive:

‘h

e

> (bla,bga,bga)

g 0 0
=0 g 0
00 g5
Der
gi: e
r— 7y
b1b2b3
1zq—1,4 -1 ) 72@}@
§q-1 5 )
Ng-
Rq—1,4 a1 > R‘L@ -

29
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Vi veit fra tidlegare at det eksisterer g; slik at diagrammet er komponentvis
kommutativt. Altsa:

g1(bra) = bica, g2(bea) = baca, g3(bsa) = bsca = g1, g2, g3 = ¢
Dermed blir:

c 00 1 00
To=10 ¢ Ol=c-{0 1 0|=c-1pnar, 1)
0 0 ¢ 0 01

Altsa er Ty € End(R,e) den same skalarmultiplikasjonen som &, ; €
End(Rq_lA)

Vidare fglgjer det pa same mate som tidlegare (h indusert ved univer-
saleigenskapen til kokjernar)

Og h er da ein skalarmultiplikasjon med den same skalaren som 75.

Derved blir End(R,4) = k

Deretter viser vi til Lemma 2.2.1. og vi har at:

Ry er ikkjedekomposerbar for alleqe Nu {0} ogi=1,2,3,4
m

Fakta 3. Vi kan nytte liknande argumentasjon pa a utvikle sekvensen mot
venstre (nedover i diagramma). Da nyttar vi universalegenskapen til kjernane
der vi her nytta universalegenskapen til kokjernane.

Men desse vil ikkje gje oss partiellordna representasjonar.
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Part III
4-underromsproblemet

6 Det som er likt for tre og fire underrom

Her tek vi dei komposisjonane vi hadde for tre underrom og lgftar dei opp til
fire underrom. Gangen pa dette vil ellers vere uendra sidan dei prosessane
vi nyttar kjem av generelle resultat og er uavhengig tal pa vindmglleblad i
representasjonen(*).

Dette vil konkludere med ein eksakt sekvens av representasjonar som er
ikkjedekomposerbare.

Avhengig av meir karakteristikk av kroppen k, kan vi fa fleire ikkjedekom-
poserbare representasjonar utanfor sekvensen som vil vere knytta til rgtter av
polinom over kroppen.

(%):

M
2N

Vs






7 Det som er ulikt

Teorem 4.1. gjeld uavhengig av kva som er pa vindmglleblada.

For tre underrom vert desse ikkjedekomposerbare det vi definerte som:

R074a Rl,l) 7?’1,27 R1,3

Men for fire underrom er det nokre av duala av desse som ikkje er med i
sekvensen:

0
!

k—— k+—0
T
k
0
1

k—— k +— k
T
0
k
!

k—— k+—0
T
0

33
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Vidare vil kroppen kunne paverke

Til a forme ei mengd av ikkjedekomposerbare representasjonar som ogsa
ikkje blir nemnt ved den tidlegare sekvensen.

Derved konkluderar denne oppgava med at vi har funne alle ikkjedekom-

poserbare representasjonane for tre underrom, og ei av fleire mengder av
ikkjedekomposerbare representasjonar for fire underrom.
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8 Kjelder

-Anderson, Frank W. ; Fuller, Kent R.; ”"Rings and Categories of Modules”
Second Edition ; Springer-Verlag ; (Page 72, 5.10 Proposition)()
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