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1 Introduksjon

1.1 Motivasjon

I denne bacheloroppgéava vil me sja pa samanhengen mellom spesielle symmetrisk-
monoidale funktorar kalla topologiske kvantefeltteoriar og kommutative frobe-
niusalgebraar. Topologiske kvantefeltteoriar er funktorar fra kategorien av kobor-
dismar av ein gjeven dimensjon, til kategorien av vektorrom over ein gjeven
kropp. Dette er funktorar som omset topologiske eigenskapar pa mangfaldigheiter
som genus, rand og samanhenge til linezeravbildingar mellom vektorrom. Frobe-
niusalgebraar er vektorrom med ein spesiell symmetrisk multiplikativ struktur,
og oppstar naturleg blant vanlige algebraar me allereie kjenner til.

Malet for oppgéva er & visa ein ekvivalens av kategoriar, mellom kategorien
av todimensjonale topologiske kvantefeltteoriar og kategorien av kommutative
frobeniusalgebraar. Me vil strukturera sjglve provet for dette ved & studera dei
inngdande komponentane kvar for seg: frobeniusalgebraar, kobordismar og til
slutt topologiske kvantefeltteoriar. Dette er naturleg da desse temaa bur pa
ulike grender i matematikkbygda, og bgr derfor presenterast i sine naturlege
habitat. Ein slik framgangsmate vil vonleg og underbyggja entusiasmen rundt
hovudteoremet, der tilsynelatande separate og ulike konstruksjonar sameinast
som sysken.

Fruktene ein kan hgsta fra hovudteoremet vil vera av smaken «algebraiske
invariantar av mangfaldigheitery. Meir spesifikt vil einkvar frobeniusalgebra
gje konstante invariantar for lukka flater — eit tal, rett og slett. Desse in-
variantane vil hjelpa oss & skilja mangfaldigheiter fra kvarandre: dersom to
mangfaldigheiter far ulike tal som invariantar under ein frobeniusalgebra, kan
ikkje mangfaldigheitene vera diffeomorfe til kvarandre.

1.2 Formal

Formalet med denne bacheloroppgéava er & leera & presentera ein matematisk
tekst skfitleg. Til dette formélet har eg sett meg inn i typesettingsystemet
ETEX, den dominerande programvara i produksjon av matematiske tekstar.
Bacheloroppgéava er eit sjglvstendig prosjektarbeid med rettleiing. Eg har eigen-
hendig og med tilvising oppsgkt matematisk litteratur, og prgvd etter beste evne
a trekkja eigne slutningar basert pa ulike synspunkt. Hovudinspirasjonen for
oppgéva har vore den velskrivne og fengande boka til Kock [3]. Sprakvalet i
oppgava er gjort bevisst, og eit underliggjande formél med oppgava har vore &
formulera presis matematikk gjennom god, norsk sprakfgring. I kva grad dette
har vore vellukka er ein dom for dei sprakunnige lesarane av denne oppgéava.

Temaet for oppgava og framstillinga av ho er gjort i samrad med Marius
Thaule ved Institutt for matematiske fag.



1.3 Notasjon og ordbruk

Gjennom oppgava vil eg introdusera konsept som eg ikkje antar er kjende for
malgruppa. Under finn lesaren nokre meir vanlege matematiske teikn med fork-
laring. Her vil lesaren og finna nokre omsetjingar fra norsk til engelsk for spe-
sielle ord, og i seksjon 7 vil ho finna bakgrunnsstoff rundt dei sentrale kategori-
teoretiske temaa i oppgava.

1%

kategorisk isomorfisymbol
dei komplekse tala

dei rasjonale tala

dei reelle tala

dei naturlege tala = 0,1,2,...

® Z2 B © 0

tensorprodukt

X kartesisk produkt

Sm n-sfeeren

Xxn kartesisk produkt av X n gongar
X®n  tensorprodukt av X n gongar
- Avbilding — Map

- Definisjonsomrade — Domain

- Eining — Unit

- Hovudideal — Principal ideal

- Ikkjedegenerert — Non-degenerate
- Malomrade — Codomain

- Omgjevnad — Neighbourhood

- Rand — Boundary
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2 Frobeniusalgebraar

I denne delen av oppgava vil me introdusera frobeniusalgebraar og studera dei
ulike avbildingane som oppstar i ein slik algebra. Malet er a karakterisera
ein frobeniusalgebra gjennom samspelet mellom desse avbildingane, som me
vil kalla relasjonane i algebraen. Etter dette vil me sja at eit vektorrom utstyrt
med linezeravbildingar med tilsvarande relasjonar, faktisk er ein frobeniusalge-
bra. Avslutningsvis vil me sja at frobeniusalgebraar dannar ein kategori, og at
kategorien tillet ein symmetrisk-monoidal struktur.

Ein algebra er i bunn og grunn eit vektorrom, men med meir struktur —
der det er lagt til ein multiplikasjon som er kompatibel med den underliggjande
strukturen. La oss bli pAminna kva eit vektorrom er, og sja dei grunnleggjande
definisjonane.

Definisjon 2.1. Eit vektorrom over ein kropp k er ei abelsk gruppe A saman
med ein ringverknad k x A — A slik at A er ein modul over k.

Definisjon 2.2. Ein algebra over ein kropp k er eit vektorrom A over k saman
med to avbildingar, p: A® A — A (kalla multiplikasjon) og n : k — A (kalla
eining), slik at dei fylgjande diagramma kommuterer:

ARARA

Ao A A
x /
A
koA ™9 404 Ao A 319 4ok
~ b o
A A

Viss me brukar notasjonen z ® y — xy for verknaden fra p, seier det gvste
diagrammet at z(yz) = (zy)z, og viss me lar 14 vera bildet av 1 undern : k — A,
seier dei to nedste at x14 = x = 1ax. Med andre ord er multiplikasjonen
assosiativ og det finst eit ngytralt multiplikativt element 14 i algebraen. Me
skriv gjerne at A er ein k-algebra for & spesifisera den underliggjande kroppen.

Definisjon 2.3. Ein frobeniusalgebra er ein endelegdimensjonal k-algebra A
saman med ein lineser funksjonal € : A — k (kalla frobeniusforma pa A), slik at
Null(e)' ikkje rommar ikkjetrivielle ideal.

TMe brukar Null(e) = {a € A | ¢(a) = 0} i staden for ker(e) for 4 understreka at Null(e)
ikkje er eit ideal under p, men eit linezert underrom av A.



Me vil sja seinare i oppgéava at dette er éin méate & definera ein frobeniusal-
gebra pa. Denne definisjonen gjev faktisk opphav til ein annan, ekvivalent
definisjon. Denne vil me oppdaga gjennom & studera funksjonalen € nsermare.
For a gjera funksjonalen litt enklare & jobba med vil me heller sja pa hovudideal
i Null(e), og observera at nar Null(e) ikkje rommar ikkjetrivielle ideal er dette
ekvivalent med at Null(e) ikkje rommar ikkjetrivielle hovudideal.

Lemma 2.1. Null(e) har ingen ikkjetrivielle ideal viss og berre viss (Ay) =
0 = y=0.

Prov. Me viser begge vegar kontrapositivt. «=»: anta at det finst ein y € A
med e(Ay) = 0. Da er Ay eit ikkjetrivielt ideal i A og Ay C Null(e), som betyr
at Null(e) rommar ikkjetrivielle ideal. «<»: anta at I C A er eit ideal slik
at I C Null(e) og I # (0). Ta eit element 0 # y € I og sja pa hovudidealet
Ay C I. Sidan e(I) =0 og Ay C I, vil e(Ay) = 0 utan at y = 0. O

Me kan né sj& pa nokre enkle dgme péa frobeniusalgebraar.

Dgme 2.1. La k = C vera kroppen av komplekse tal. Sja pa C-algebraen
A = C[x]/z"™ generert av {1,z,...,2" "'} med vanleg multiplikasjon av polynom
og inklusjonen av C inn i A som einingsavbilding. Definer ein funksjonal € som
sender generatoren ™! til 1 og dei andre generatorane til 0:

i 1, i=n-—1,
e(a') = :
0, i#n—1.

Me péastar at e er ei frobeniusform pa A. For & lita pa dette m& me visa at
Null(e) ikkje rommar ikkjetrivielle hovudideal. Anta derfor at Aq C Null(e)
for eit element 0 # q(z) = ag + a1x + - -+ + a,_12" L. Anta vidare at a; # 0
foreini=1,...,n— 1. Sidan 2"~'~* € A og Aq er eit ideal ma 2"~ 17iq € Aq,
som gjeld spesielt for "'~ (a;2%) = a;2" 1. Sidan ¢ er linezer far me at

E((liiﬁn_l) = aig(xn_l) =a; = 0 = q= = Aq = (0)

Dermed har Null(e) ingen ikkjetrivielle ideal, og (A, ¢) er var fyrste frobeniusal-
gebra

2.1 Dualar og induserte paringar

Definisjon 2.4. La V og W vera vektorrom over ein kropp k. Ei bilineer par-
ing, eller berre paring er ei avbilding 8 : V@ W — k med fylgjande eigenskapar:

L B(z1 +x2,y) = B(z1,y) + B(w2,y) Vi, x2 €V, yeW,
2. B(z,y1 +y2) = Bz, 91) + B(w,y2) Ve eV, wyi,y2 €W,
3. Blax,y) = B(x,ay) = aB(z,y) VeV, yeW, ack.

Me skriv gjerne (z | y) for bildet av 3(x,y).



Definisjon 2.5. Ei paring 8 : V® W — k blir kalla ikkjedegenerert i variabelen
V dersom det finst ei lineser avbilding v : k = W ® V' (kalla koparinga), slik at
komposisjonen

Vevekl Y veweV)2(VeW) eV L2 kgv 2y

verkar som identiteten pa V. Tilsvarande har me at 3 er ikkjedegenerert i
variabelen W dersom det finst ei koparing v : k — W ® V slik at komposisjonen

WekeoW 229 WeV)eW=2we(VeWw) W% weokxw

verkar som identiteten pa W. Viss paringa § er ikkjedegenerert i begge vari-
ablane, kallar me (8 berre ikkjedegenerert, og i det tilfellet vil me sja at koparingane
er like.

Lemma 2.2. La 8 : V@ W — k vera ei ikkjedegenerert paring og la vy og
yw vera koparingane som gjer 3 ikkjedegenerert i respektivt V- og W. Da er

W =Twe
Prov. Definer komposisjonen A som

idw ®B®idy
e

k X5 (WeV)e (WeV) WeV.

Me kan faktorisera ut 7y pa denne méaten:

yw ®(idw ®idy ) idw ®@B®idy
R A R SN

kXS WeV WeV)e(WeV) WeV.

Sidan f er ikkjedegenerert i W har me at komposisjonen (idy ®8)o(yw ®idw ) =
idy, som gjer at
A= (idw ® B®idy) o (yw @ (idw ®idy)) o vy
= (idw ®@idv) o yv
=v-

Tilsvarande kan me faktorisera ut yy:

(idw ®idv ) @yv idw ®B®idy
= ot L aktna 4%

kX WeV WeV)e(WeV) WeV.

Sidan S er ikkjedegenerert i V' har me at komposisjonen (§ ® idy ) o (idy ®
vv) = idy, som gjer at

A= (idw ® B ®idy) o ((i[dw @ idy) @ yv) o yw
= (idw ®@idv) o yw
=Tw-

Altsa har me at vy = yy. O

THer har me brukt den monoidale strukturen til kategorien Vecty. Sja 7.2.



Grunnen til & bruka tid pa desse paringane er at nettopp ei slik paring
oppstar naturleg i ein k-frobeniusalgebra A: sja pa komposisjonen eopy : AQA —
k av multiplikasjonen og frobeniusforma. Dette er da ei avbilding mellom eit
vektorrom og ned i den underliggjande kroppen. Med litt arbeid kan me visa
at denne paringa faktisk er er ikkjedegenerert og assosiativ.

Lemma 2.3. La A vera ein k-frobeniusalgebra med frobeniusform e og definer
komposisjonen B :=ecou. Dd er 8 ei assosiativ, bilineer paring.

Prov. Me pastar at § har dei fylgjande eigenskapane:

(i) Blzy,z) = B(w,yz), =Y,z €A,

(i) B(z1 4+ x2,y) = B(w1,y) + B2, y), 21,22,y € 4,
(il) Bz, y1 +y2) = Bw,y1) + B(x,y2),  @,y1,52 € 4,
(iv) Blaz,y) = B(z,ay) = aB(z,y), x,y€A, ack,

som alle fylgjer fra eigenskapane til p og e:
(i) Blzy, 2) = e(u(zy, 2)) = e(u(x,yz)) = Bz, yz),

B(
(ii) B(x1 + x2,y) = e(pu(xr + x2,y)) = e(p(x1,y) + plr2,y) = e(u(z1,y)) +
(LL(LC% )) 5(£C1, )+B(‘T27y),

(iil) B(z,y1 +y2) = e(p(z,y1 +y2)) = e(p(z,y1) + p(x,y2)) = e(u(z,y1)) +
((z,y2)) = Bz, y1) + Bz, y2),

(iv) Blax,y) = e(plaz,y)) = e(u(z, ay)) = B(z, ay),
Blaz,y) = e(p(az,y)) = e(ap(r,y)) = as(p(z,y)) = aB(z,y).

I (i) har me brukt at u er assosiativ, og i (ii) og (iil) at u er lineser i respektive
fyrste og andre argument. I (iv) har me brukt at bade p og € er lineere. O

[}

Me ser at ei frobeniusform gjev opphav til ei paring. Pa tilsvarande maéte
vil ei paring £ : V ® W — k mellom vektorrom gje opphav til funksjonalar ved
4 lasa identiteten i eit av argumenta;

ev:V —okogew : W =k,

vi= (v | 1w) og w— (1y | w).

Det gjenstar na a visa at ei ikkjedegenerert paring gjev funksjonalar i same
stil som i definisjon 2.3, og motsett.

Lemma 2.4. La 5:V @ W — k vera ei paring mellom vektorrom. Da er dei
fylgjande ekvivalente:

(i) B er ikkjedegenerert,

(ii) V er endelegdimensjonalt og viss (v |w) =0 Yw € W, s¢d md v =0,



(i1i) W er endelegdimensjonalt og viss (v |w) =0 Yv €V, s¢ md w = 0.

Prov. «(i) = (#i)»: anta at 8 er ikkjedegenerert, og sei at v : k > W@V
er den tilhgyrande koparinga. La ) ., w; ® v; vera bildet av 1; € k under ~,
og la v € V vera eit vilkarleg element. Sidan § er ikkjedegenerert veit me at
komposisjonen (f ® idy) o (idy ® v) = idy, som betyr at dersom me sender v
igjennom denne komposisjonen far me v tilbake att:

n n n
idy ® ®id
’UMU@E wi®vi:5 v®wi®vi»u>g (v | w;) ®v; = .
i=1 i=1 im1

For ein vilkarleg v € V er altsa v € span{vy,...v,}, og V ma vera eit endelegdi-
mensjonalt vektorrom. Anta na at (v | w) = 0 for alle w € W. Dette gjeld d&
spesielt for {wy,...w,}, som betyr at > . (v | w;)) ®v; =0 = v =0.

«(it) = (#)»: anta at V er endelegdimensjonalt med basis {v1,...v,}. Da
er dei induserte funksjonalane (v; | —) linesert uavhengige i W* og utgjer ein
dualbasis, sa det finst vektorar {ws,...w,} i W slik at

1, i=j
(v; | w;) = o
0, ©#j.

Me definer ei koparing v ved & la y(1x) = Y i, w; ® v;. La 2?21 a;jv;j vera ein

vektor i V', og send igjennom komposisjonen V' lver, y, LWV LIRS 78

n n
E a;v; —> E ;v QWi Q@ v; —> E <Uj | wi)ajvi = E a;v;,
j=1 i,j i, i=1

sa [ er ikkjedegenerert i variabelen V. Pa tilsvarande méate kan ein visa «(i) <=
(#i1)», som fullfgrer provet. O

Korollar 2.1. La A vera ein k-frobeniusalgebra med ei linecer funksjonal €. Da
er komposisjonen € o i er ei ikkjedegenerert, assosiativ paring.

Prov. Me veit at A er ein endelegdimensjonal algebra. Anta na at e(u(x,y)) =0
for allex € A. Altsder e(Ay) = 0, som betyr at y = 0 fordi € er ei frobeniusform.
Lemma 2.4 seier da at komposisjonen € o i er ikkjedegenerert. O

Korollar 2.2. La A vera ein k-algebra med ei ikkjedegenerert, assosiativ paring
B:A®A — k. Da er funksjonalen (14 | =) = (— | 14) : A = k ei frobeniusform
pa A.

Prov. Anta at det finst eit hovudideal Ay slik at (Ay | 14) = (A ] y) =0, altsa
at (z|y) =0 for alle z € A.

Lemma 2.4 seier da at y = 0, som betyr at Ay = (0). Lemma 2.1 gjev oss
da at Null({. | 14)) ikkje rommar ikkjetrivielle ideal. Altsa er funksjonalen
(Ay | 14) el frobeniusform. Resultatet er analogt for det andre argumentet. [

Desse korollara opnar na for ein alternativ definisjon av ein frobeniusalgebra:



Definisjon 2.6. Ein frobeniusalgebra er ein k-algebra A saman med ei ikkjede-
generert, assosiativ paring 8 : A ® A — k, kalla frobeniusparinga.

Merk at i denne definisjonen treng me ikkje anta at A er endelegdimensjonalt,
da dette fylgjer fra at 8 er ikkjedegenerert.

2.2 Koalgebraar

Definisjon 2.7. Ein koalgebra over ein kropp k er eit vektorrom A saman med
to avbildingar, § : A - A ® A (kalla komultiplikasjon) og € : k — A (kalla
koeining), slik at dei fylgjande diagramma kommuterer:

ARA®A

66V' W@&
A®A AR A
A

koA &9 404 A A MA%S 4ok
\T& ST/
A A

Diagramma viser respektivt koassosiativitet og koeiningeigenskapen.

Sa langt har me vist at einkvar frobeniusalgebra kan karakteriserast anten
ut i fra frobeniusforma eller frobeniusparinga, og at desse definisjonane er ekvi-
valente. For ein gjeven frobeniusalgebra A har me altsi tilhgyrande avbildingar
1,1, €, B,y og id 4; respektivt multiplikasjonen, eininga, frobeniusforma, frobe-
niusparinga, koparinga og identitetsavbildinga. Ein kan kanskje spgrja seg sjglv
kva andre avbildingar ein kan fa av & komponera desse fem i ulike retningar.
Me kjem til & sja at det faktisk ligg gjemt ein koalgebrastruktur mellom desse
avbildingane. Dette krev ein drgss med piler, og fgr me gar i gang vil me innfgra
ein grafisk notasjon for avbildingane.

2.3 Grafisk algebra

Kommutative diagram er kategoriteoriens sprak, og dei kan formidla mykje pre-
sis informasjon pa ein eintydig mate. Ei pil gar fra eit definisjonsomrade til eit
malomrade, og det er samspelet mellom andre piler i det same diagrammet som
skildrar eigenskapane til strukturen ein ser pa. Det me né vil prgva pa, er &
overfgra informasjonen som ligg i pilene, definisjonsomrada og méalomrada til
grafiske figurar. For ei gjeven avbilding i algebraen var bestar bade definisjon-
somradet og malomréadet av kopiar av algebraen A og kroppen k, sydd saman
med tensorproduktet. Sja til dgmes pa multiplikasjonen

10



w:ARA— A

Me gar fra to kopiar av A til éin kopi av A. Fra né av vil me erstatta kvar A
med ein sirkel, og pilene lar me vera enkle flater som forbind definisjonsomrédet
med malomradet. Multiplikasjonen blir d& sjdande sann ut:

A

A

I avbildingar der kroppen k inngéar vil me representera kroppen ved &a la
delen av flata som peikar mot kroppen ha tom rand. Eininga i algebraen,

n:k— A

lar me altsd bli representert av denne flata:

: k < (04

Til saman far me desse seks figurane for kvar av dei naturlege avbildingane
i ein frobeniusalgebra, nemleg multiplikasjon, eining, koeining, paring, koparing
og identiteten:

prADA A e %>> idg: Ao A <=
B:ARA =k — @ e: A=k — D
v k2 A® A — @ n:k—A <— @)

Me har essensielt lyst til & uttrykkja fleire av relasjonane i algebraen ved hjelp
av desse figurane. Alle figurane gar fra venstre mot hggre, som for funksjonen
dei representerer svarer til & ga fra definisjonsomradet til malomradet. Vidare
lar me tensorproduktet ® svara til disjungt union [ ] av figurar, med konvensjo-
nen at funksjonane til venstre i tensorproduktet hamnar gvst i figuren. Kom-
posisjon skildrar me med liming mellom to figurar — dersom ein komposisjon
av funksjonar skal gje meining, mé eit definisjonsomrade samanfalla med eit
méalomrade. Grafisk limer me berre saman sirklane som representerer desse.
Komposisjonen gar fra venstre mot hggre slik som notasjonen er elles i oppgéava.
La oss sja nokre dgme.

11



Multiplikasjonen i ein frobeniusalgebra er assosiativ. Ifylgje diagramma véare
skal po (p®ids) = po (ida ® p), ein likskap som kan skildrast grafisk med dei

fylgjande figurane:

Ein annan viktig eigenskap ved frobeniusalgebraen er einingseigenskapen,
nemleg at po(n®idy) =1idg = p(idg @ p), som kan skildrast gjennom fylgjande

figur:
(.
(o 0= )

Relasjonane mellom frobeniusparinga [ og frobeniusforma e, nemleg at ¢ =
(1a]—=)={(=|14) og B = e o pu kan synast pa fylgjande mate:

C__ O Q
(D = = og —
Q@ cC_ 0O
Me har og assosiativiteten til paringa, samt samspelet med koparinga om
identiteten:

Denne siste relasjonen vil me herfra kalla slangerelasjonen. Merk at sidan
ein alltid kan komponera ei avbilding med identitetsavbildinga utan & endra pa
noko, vil det a leggja til, eller ta bort, identitetar framleis representera den same
avbildinga.

For a definera ein komultiplikasjon i algebraen, treng me altsa ei koassosiativ
avbilding 6 : A - A ® A. Maten me vil gjera dette pa er & la § = (p®idy) o

(ida®7) : A2 k@A 1% Ag A0 A 2294 4@ A. Merk at viss me byter om
pa rekkjefylgja i tensorprodukta far me framleis ei avbilding A —+ A® A, og me
har end4 ein kandidat for komultiplikasjonen, nemleg § = (id4 ® p) o (y®id4) :

A2k A —> 1o, 4 QAR A — dadn, g ® A. Malet vart er & visa at desse
konstruksjonane er like, altsa at

12



For & visa dette treng me to lemma.

Lemma 2.5. Desse relasjonane held:

Prov. Me viser hggresida — venstresida fylgjer analogt. Fyrst tek me bort
identitetane:

Deretter set me inn identitetar rett etter multiplikasjonen og rett etter koparinga,

B N

og brukar slangerelasjonen fgr me tek bort den siste identiteten. O

Lemma 2.6. Desse relasjonane held:

R

Prov. Ved & bruka uttrykket for multiplikasjonen i lemmaet over far me

Her har me brukt assosiativiteten til paringa 8. Ved & fjerna og leggja til
identitetar far me

13



Korollar 2.3. Konstruksjonane
(k®ida)o(ida®7y): A= AR A

09
(ida@p)o(y®ida): A—>A®A

er like.
Me er na klare til & gje fylgjande definisjon av komultiplikasjonen 9:

Definisjon 2.8. Me definerer komultiplikasjonen ¢ i ein frobeniusalgebra til &
vera komposisjonen

(p®ida) o (ida®@7y) =0 = (ida @ u) o (y®ida),

som grafisk ser slik ut:

&< &

Med denne definisjonen kan me uttrykkja den vanlege multiplikasjonen med
komultiplikasjonen, dualen til definisjon 2.8, altsa at det fylgjande held:

<355 F

Algebraisk tyder dette at
(ida ® B) o (6 ®ida) = p = (B®@ida) o (ida ® 9).

Me treng na ei koeining for komultiplikasjonen — eit ngytralt element. Det
er kanskje ikkje overraskande at det er frobeniusforma som speler denne rolla:

Lemma 2.7. Frobeniusforma € er koeining for komultiplikasjonen 6.

14



Prov (grafisk). Me vil visa at § o (¢ ® idy) = idg = d o (idy ® ). Me viser
hggresida av likninga, da venstresida fylgjer analogt.

O

Det kan kanskje vera greitt & sja korleis eit grafisk prov svarer til eit reint
algebraisk prov, og me vil derfor gje eit alternativt prov av lemma 2.7 som berre
brukar piler.

Prov (algebraisk). Me vil visa hggresida i likninga, altsé at det fylgjande dia-
grammet kommuterer:

A2 A0 A

N

Ak

Det fyrste me gjer er a leggja til nokre identitetar, samt & bruka at ¢ =
B o (ida ® n), og me far dette utvida diagrammet:

ida

A5 A0k Ao A 4 AgAp A

A®ke~//1;;/

Ved & byta litt om pa identitetane far me

A= Aok 49 494 %9 4o a04

A®ke~//<£;f

N4 gjenstar det berre & observera at komposisjonen (id4 ® 8) o (§ ® id4) = p,
som forenklar diagrammet, til

A2 Aok U9 494

\\\\xk

15



Dette diagrammet veit me at kommuterer, det er nemleg einingseigenskapen til
frobeniusalgebraen! O

Lemma 2.8. Komultiplikasjonen § tilfredsstiller fylgjande relasjon, kalla frobe-
niusvilkaret:

3 53

Prov. Me viser hggresida i likninga. Ved a bruka relasjonane i definisjon 2.8 far
me

i

I tredje steg har me brukt assosiativiteten til multiplikasjonen. Merk at me har
utelate nokre identitetar her. Venstresida fylgjer analogt. O

Det einaste som gjenstar & visa for komultiplikasjonen er koassosiativiteten.
Den oppstar fra assosiativiteten til multiplikasjonen.

Lemma 2.9. Komultiplikasjonen § er koassosiativ.

<8 3 T

é§>@

I dei fyrste stega har me brukt definisjonen av §, deretter assosiativiteten til
multiplikasjonen og definisjonen ein gong til. O

Prow.

Pa same mate som at  kan representerast som komposisjonen € o u, og at
e = B o (ida ® n), har me tilsvarande ekvivalensar for komultiplikasjonen og
koparinga.
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Lemma 2.10. Desse relasjonane held:

@-aB » & 0@

Me kan n& oppsummera arbeidet rundt komultiplikasjonen i fylgjande propo-
sisjon:

Proposisjon 2.1. La A wvera ein frobeniusalgebra med frobeniusform €. Da
finst det ein eintydig, koassosiativ komultiplikasjon pé A med koeining £ som
tilfredsstiller frobeniusvilkdret.

Prov. Eksistens fylgjer fra definisjon 2.8, og koeining, frobeniusvilkaret og koas-
sosiativitet fra respektivt lemma 2.7, 2.8 og 2.9. Me ma altsa visa at § er
eintydig. Anta derfor at w er ein anna komultiplikasjon med koeining ¢ som
tilfredsstiller lemma 2.8. Me veit fra lemma 2.2 at koparinga v er eintydig, og
altsd ma 7 ow = 7. Dette betyr at om me komponerer w med 7 i uttrykket for
frobeniusvilkaret far me definisjonen pa komultiplikasjonen §, og dei ma altsa
vera like:

B3 G g
=

N& kan me sja at eit vektorrom med spesielle avbildingar som tilfredsstiller
likningane over, faktisk er ein frobeniusalgebra.

O

Proposisjon 2.2. La A vera eit vektorrom med ei multiplikasjonsavbilding p
AR A — A, einingn : k — A, komultiplikasjon § : A — AR A og koeining
€ : A — k, og anta at frobeniusvilkaret for p og § held. Dd er (A,e) ein
frobeniusalgebra.

Prov. Me lar dei ulike avbildingane vera representerte grafisk som fgr. Me far
to induserte paringar, 5 = eop og v = don. Ved a komponera frobeniusvilkaret
med ¢ og 7 far me slangerelasjonen, som bertyr at desse paringane er ikkjede-
genererte, og det fylgjer frd lemma 2.4 at A er endeligdimensjonalt:

SR
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Assosiativitet og koassosiativitet oppnar ein pa tilsvarande méate, men denne
gongen ved & berre komponere frobeniusvilkaret med ¢ eller i for & fa respek-
tivt assosiativitet og koassosiativitet. Korollar 2.2 gjev oss at e faktisk er ei
frobeniusform pa A. O

2.4 Kategorien av frobeniusalgebraar

Definisjon 2.9. La A og A’ vera to k-frobeniusalgebraar. Ein frobeniusalgebra-
homomorfi er ein k-algebrahomomorfi som samstundes er ein k-koalgebrahomomorfi.
Dersom ¢ : (A, u,n,0,e) — (A, /', 0,8, &") er ein homomorfi mellom frobe-
niusalgebraar A og A’, ma altsd dei fylgjande diagramma kommutera:

A At A A2 s AxA
A
Ao A A A g A

— s A Ao A

17 Sk

Dette er altsa avbildingar som bevarer strukturen i algebraen. Komposisjon
av homomorfiar er assosiativt, og det er alltid ei identitetsavbilding idy : A — A
som verkar som ngytralt element ved komposisjon. P4 denne méaten utgjer frobe-
niusalgebraar og frobeniusalgebrahomomorfiar over ein kropp k ein kategori.
Denne kategorien vil me kalla FAy for frobeniusalgebraar over k.

Alltid nar ein har ein algebraisk struktur med ein multiplikativ operasjon,
er det interessant & spgrja kva tid denne operasjonen er kommutativ. For frobe-
niusalgebraar, som har to slike operasjonar, vil dette innebera ei vriding mel-
lom tensorproduktet av det underliggjande vektorrommet. Denne vridingsav-
bildinga kallar me gjerne o4 4, og alt ho gjer er & byta om pa faktorane i
tensorproduktet: o4 4(z ® y) = y @ x. Grafisk ser denne vridinga slik ut:

A A
A’ A
For (ko)kommutativitet i ein frobeniusalgebra kan me gje fylgjande karak-

teriseringar:

Definisjon 2.10. La A vera ein algebra med multuplikasjon p. Me seier at A
er kommutativ dersom (1004 4 = p, som grafisk betyr at
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Det speler altsa ikkje rolle for resultatet om me vrir pa faktorane fgr multi-

plikasjonen. For kokommutativitet seier me det tilsvarande:

Definisjon 2.11. La A vera ein koalgebra med komultiplikasjon §. Me seier at
A er kokommutativ dersom 6 o 04 4 = 0, som grafisk betyr at

Ein kan visa at multiplikasjonen i ein frobeniusalgebra er kommutativ viss og

berre viss komultiplikasjonen er kokommutativ. Samlinga av (ko-)kommutative
frobeniusalgebraar dannar ein full underkategori cFAx av FAj.

2.5 Symmetrisk-monoidal struktur

For to vektorrom V og W kan ein alltid laga eit nytt vektorrom V ® W ved
hjelp av tensorproduktet. For tre vektorrom U,V og W kjenner me til dei
kanoniske isomorfiane (U@ V)@W XU (VR W), ogk@V =2V 2V k.
Dette betyr at kategorien Vecty saman med tensorproduktet ® og kroppen k
er utgjer ein monoidal kategori, sja 7.2. Viss me i tillegg ser pa den naturlege
vridingsavbildinga for kvart par V, W;

oyw VW — WV

VW —— W Qv

far me ein symmetrisk-monoidal kategori.

Kva da om ein legg til meir struktur pa vektorrommet? Kan me fa FAy
til & vera er ein symmetrisk-monoidal kategori? Det fyrste ein i sa fall burde
undersgka, er om frobeniusalgebraar er lukka under tensorprodukt.

La A og A’ vera to k-frobeniusalgebraar. Me definerer multiplikasjonen i
tensorproduktet A ® A’ komponentvis,

(A AR (AR A) - A A
(zes)o @Yoy )—ryozy,

og tilsvarande for komultiplikasjonen:

A A - (A A)® (A A)
TRy — (11 QY1) ® (T2 @ y2).

Desse konstruksjonane skal me sja at gjer A® A’ til ein ny frobeniusalgebra.

19



Merk at for to forskjellige frobeniusalgebraar A og A’ s& har vridinga o4 4+ :
AR A" — A’ ® A den eigenskapen at dobbel vriding gar tilbake til utgangspunk-
tet, altsa at 04/, 4 004 4 = id.

For at AQ A’ igjen skal vera ein frobeniusalgebra, treng me at frobeniusvilkaret
held. Viss me lar p og d vera multiplikasjon og komultiplikasjon i tensorproduk-
tet mé altsa dei fylgjande tre avbildingane vera like:

(AR AR (AR A) 229 (AgA) @ (Ao A) @ (A0 A) L2 (Ao A)@ (Ao A')

—(A9A)R(ARA) L A0 A L (AR A) e (A A) =

(AR A)@(ARA) U2 (AgA)@(AeA)e (Ao A) L2 (Ap Ao (AR A').

Viss me set inn identitetar for & fa fram vridingane betyr dei to gvste
likningane grafisk at

Her skjer dei svarte avbildingane i A og dei raude i A’. Merk at dette
eigentleg berre er to «overlappande» vanlege frobeniusvilkar, og me vil at denne
overlappinga skal fylgja med under vilkéret.

For & sj& at dette stemmer brukar me frobeniusrelasjonane for bade A og A’
pa hggresida av likninga, og far

C 0] Q Q 0]

Me vil na bruka at vridinga er naturleg, altsa at dei fylgjande avbildingane
er like:

A@AZA Aga 28, A9 am A

i ’ O At id id O At
AN @A g A A AT N A A TN N A A,
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og dualen

AQ A @ A A% oA TAY Arg A

idA’®JA,A’
_—

A @A @Al e A

O 0 0

Her har me fjerna nokre identitetar og brukt at to vridingar blir identiteten.
Flyttar me na om pé vridingane ein siste gong far me venstresida i likninga, som
me ville visa. Me kan visa dei to nedste likningane pa tilsvarande mate, men
d& ved & bruka den andre sida av frobeniusvilkaret. Assosiativitet og koassosia-
tivitet fylgjer pa liknande vis, og proposisjon 2.2 gjev da at tensorproduktet
A ® A’ er ein frobeniusalgebra.

Me kan konkludera med fylgjande korollar:
Korollar 2.4. Kategorien (FAg, ®, k, o) er ein symmetrisk-monoidal kategori.

Prov. Me har nettopp sett at tensorprodukt av ein frobeniusalgebra er ein frobe-
niusalgebra. Vidare har me assosiativitet og ngytralitet opp til kanoniske iso-
morfiar, som gjer kategorien monoidal, og symmetrien er arva fra vridinga o pa
dei underliggjande vektorromma. O
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3 Kobordismar

Ordet kobordisme har sitt opphav i det franske ordet bord; kant eller rand, og
prefiksen ko vil kanskje indikera eit slags samspel mellom kantar eller render.
Ordrett kan ein kanskje forsta ein kobordisme som ei foreining av to render;
noko som bind to kantar eller render til eit objekt. Eit tviegga sverd er til
dgmes definert ut i frd kantane sine, og ein kan kanskje kalla sverdbladet ein
kobordisme fra den eine eggen til den andre. Denne vinklinga er kanskje ikkje
s& dum & ha nar me ser pa matematiske kobordismar. Her blir sverdbladet byta
ut med vilkarleg euklidsk rom, og sverdeggen med euklidsk halvrom: det kan
vera vanskeleg & seia kor sverdbladet sluttar og eggen byrjar, men forskjellen pa
dei er soleklar, nemleg kanten pa sverdet.

I denne delen av oppgéva vil me introdusera orienterte mangfaldigheiter med
rand og studera komposisjon av kobordismar for & til slutt definera ein kategori
av n-dimensjonale kobordismar, og sja at denne kategorien tillet ein symmetrisk-
monoidal struktur. Til slutt vil me sja pa det spesielle tilfellet for n = 2, og
finna ut at denne kategorien er generert av ei handfull enkle flater.

Definisjon 3.1. For euklidsk rom av dimensjona n kallar me mengda H" =
{z1,...2p | z; € R, x, > 0} for det euklidske halvrommet av dimensjon n.
Randa av H" definerer me til & vera mengda {z1,...2, | z; € R, =z, =0} =
R"~! x {0}, som er kanonisk homeomorf til R*~1.

Definisjon 3.2. La X C R"” vera ei delmengde av euklidsk rom. Me seier at X
er ei k-dimensjonal mangfaldigheit dersom det for eitkvart punkt x € X finst ein
open omgjevnad U rundt z og ein open omgjevnad V som er ei delmengde av H*
og ein diffeomorfi ¢ : V' — U. Me kallar ¢ ei parameterisering av omgjevnaden
UcCX.

Mangfaldigheiter er altsa berre delmengder av euklidsk rom som er lokalt
euklidske. Dei fleste vil til dgmes ga med péa at jorda er rund, men for menneske
pa landjorda er krumminga s vanskeleg & sj& at jorda verkar lokalt flat. Alltid
nar me snakkar om mangfaldgheiter i denne oppgava er topologien til mang-
faldigheitene gjeven som underomstopologien fra rommet mangfaldigheita er ei
delmengde av, og dette rommet har alltid standardtopologien.

Definisjon 3.3. La X C R™ vera ei k-dimensjonal mangfaldigheit. Randa
av X definerer me til & vera mengda av alle punkt x € X der det finst ei
parameterisering ¢ : V — U av ein omgjevnad U rundt x, der o~ !(x) €
OHF N V. Denne mengda skriv me som 9.X.

Definisjon 3.4. La X C R"™ vera ei k-mangfaldigheit og sei at ¢ : V. — U er
ei parameterisering av U rundt eit punkt z, og anta at 0 — z. Me definerer
tangentrommet til X ved x til & vera bildet dyo : R¥ — R™ av den deriverte av

TDette kan me alltid anta for mangfaldigheiter. Dersom @(z') = = og @’ # 0 kan me
komponera ¢ med ein koordinatbytande diffeomorfi der 0 — z’, og heller bruka denne kom-
posisjonen som parameterisering.
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parameteriseringa ved 0, altsd mengda av alle retningsderiverte i punktet x € X
under . Me skriv tangentrommet som 7, X.

Merk at tangentrommet ved eit punkt z € X er eit underrom av R™ og
kan derfor orienterast: me tilordnar eit forteikn til kvar ordna basis for vek-
torrommet pé ein slik mate at to basisar har same forteikn viss og berre viss
linezertransformasjonen som gar fra den eine basisen til den andre har posi-
tiv determinant. Ei mangfaldigheit der kvart av tangentromma har ei tilordna
orientering kallar me ei orientert mangfaldigheit.

Sidan basisbytte er ein invertibel operasjon, vil determinanten til ei slik
avbilding vera anten strengt positiv eller strengt negativ. Einkvar orienterbar
mangfaldigheit har derfor berre to moglege orienteringar'’, som gjer at me kan
kalla den eine positiv og den andre negativ. Som utgangspunkt definerer me
standardbasisen {eq,...,e,} for R™ som ein positiv basis, og ein annan basis B
far tildelt «forreikn» etter forteiknet til determinanten til lineseravbildinga som
gar fra standardbasisen til B.

Dgme 3.1. S? = {z,y,2z € R® | 22 + 3?> + 22 = 1} er ei 2-mangfaldigheit
med 9S? = (). Alle punkt pa sfzeren har ein omgjevnad diffeomorf til ein omg-
jevnad i R?2. Me kallar slike kompakte mangfaldigheiter utan rand for lukka
mangfaldigheiter.

Definisjon 3.5. La X vera ei orientert n-mangfaldigheit og ¥ ei lukka, ori-
entert undermangfaldigheit av kodimensjon 1. La x € ¥ vera eit punkt med
{v1,...,vn—1} som positiv basis for T,,%. Me kallar ein vektor w € T, X for
ein positiv normal viss mengda {vy,...,v,—1,w} er ein positiv basis for T, X.
Vidare seier me at

e Y er ei inn-rand dersom w peikar inn mot X. Me skriv ¥ = 9;,, X.

e Y er ei ut-rand dersom w peikar ut fra X. Me skriv ¥ = 0, X .

Dgme 3.2. Sja pa sylinderen C' = S! x [0,1] C R? med undermangfaldigheiter

Y
Yo = St x {0} og ¥1 = St x {1}. Da er x ein positiv basis for
0
(z,y,i)2i, © = 0,1. Ved & velja vanleg hggrehandsorientering for C' far me at
—y 0
mengda z |,w= |0 er ein positiv basis for T(, , .)C.
0 1

Sidan w peikar inn mot C fra alle punkt pa X er dette ei inn-rand, og sidan
w peikar ut fré C fra alle punkt pa X, er dette ei ut-rand.

ttFor eindimensjonale vektorrom definerer me orientering til & vera eit konsekvent val.
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Eit naturleg spgrsmal a stilla seg kan kanskje vera kva tid ei lukka, orientert
mangfaldigheit utgjer randa til ei anna mangfaldigheit, eller kva tid det finst
ei mangfaldigheit som «forbind» to render. Ein slik konstruksjon kan me gje
fylgjande definisjon:

Definisjon 3.6. La X og ¥; vera lukka orienterte (k — 1)-mangfaldigheiter.
Ein orientert kobordisme fra g til X1 er ei kompakt orientert k-mangfaldigheit
M med inklusjonar

Yo =% M L 3y,

slik at Im(ep) = OinM og Im(t1) = 0ueM. Me skriv gjerne X 2 > for
kobordismen fra g til 3;. Sidan det er orienterte kobordismar som er av szrleg
interesse vidare i oppgava, vil me utelata dette ordet der konteksten tillet det.

Med denne konstruksjonen kan me sja at dersom X 2 31 er ein kobor-
disme, sa treng ikkje dette vera den einaste mangfaldigheita med ¥y og ¥; som
render: sylinderen C' = S* x [0,1] er ein kobordisme S! = S, og det same er
C" = S x0,2], sjslv om dette er ulike mangfaldigheiter. Samspelet mellom dei
kan me karakterisera med fylgjande definisjon:

Definisjon 3.7. La M og M’ vera to kobordismar mellom lukka orienterte
mangfaldigheiter Y9 og X1 av same dimensjon. Me seier at M og M’ er ek-
vivalente kobordismar dersom det finst ein orienteringsbevarande diffeomorfi
@ : M — M’ mellom dei, slik at det fylgjande diagrammet kommuterer:

M

TN

2o ¢ | 2

NS

MI

Sidan me krev at X og X1 er like rendene til M og M’, ser me at diffeo-
morfien ¢ ikkje endrar forma til desse, medan mangfaldigheita mellom dei kan
endrast. Her er eit dgme pé tre ekvivalente kobordismar S! = S':

DD @
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3.1 Komposisjon av kobordismar

Gjeven to lukka orienterte (k — 1)-mangfaldigheiter X og X1 kan me tenka pé
ein kobordisme mellom dei som ein kontinuerleg overgang fra den eine til den
andre. Dette motiverer til & prgva & formulera ein kategori, der objekta er lukka
orienterte (k— 1)-mangfaldigheiter og morfiane er kobordismar mellom dei. Skal
me fa til dette, m& me argumentera for at det finst ein identitetsmorfi og me
ma definera ein komposisjon som er assosiativ.

Dersom f: X — Y ogg:Y — Z er to funksjonar kan me definera kom-
posisjonen gf : X — Z fordi malomradet til f er lik definisjonsomradet til g.
Pa tilsvarande mate vil me definera komposisjon mellom to kobordismar der
kobordismane har ei felles rand.

Definisjon 3.8. La X % Y1 og ¥4 % Y9 vera to kobordismar av same

dimensjon med felles rand X1, og la ¢; og ¢} vera inklusjonane av 3 i respektivt

M og M'. Me definerer komposisjonen MM’ av M og M’ til & vera mengda
MHM/L )~i(z) VzeX.

Denne komposisjonen far me altsd av & «lima» mangfaldigheitene M og M’
langs ei felles rand. I ein generell kategori blir ein slik konstruksjon kalla ein
pushout, og blir skrive som M Iy, M’. Sjglve pushouten er eit objektet som

gjer at dette diagrammet kommuterer:

Mg, M’

N
S,

Pushouten har ein universell eigenskap: dersom det na finst eit anna kommuta-

tivt diagram,

s& finst det ei unik glatt avbilding M Iy, M’ — X som utvider diagrammet pé
fylgjande vis:
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Spgrsmalet er nd om konstruksjonen M ITy, M’ igjen er ei glatt orientert
mangfaldigheit, slik at komposisjonen M M’ faktisk er ein kobordisme fra X til
.

Definisjon 3.9. Ein morsefunksjon pa ein kobordisme ¥ ELQ 31 er ein glatt
funksjon f: M — [0, 1] slik at

L f71(0) = % og f71(1) = =,
2. alle kritiske punkt p ligg i det indre i M, altsda i M \ OM.

Me vil bruka, utan prov, at einkvar kobordisme har ein morsefunksjon og at

dette og gjeld for kobordismar > X Y1 med éi rand; altsd der Yo = () eller
Y1 = (. Detaljar er & finna i [5, Section 2, Theorem 2.5.|.

Definisjon 3.10. La X X 31 vera ein kobordisme mellom ikkjetomme, lukka
orienterte mangfaldigheiter. Me seier at kobordismen er ein produktkobordisme
dersom han er ekvivalent til kobordismen g x [0, 1].

Med andre ord er ein kobordisme ein produktkobordisme dersom han er ekvi-
valent med sylinderen over den eine randa. Dette tvinger rendene i kobordismen
til & vera like. Me kan og ha produktkobordismar med berre éi rand, til dgmes
¥ % [0,1) for ei lukka orientert mangfaldigheit ¥. Dette er d& ein kobordisme
Y =0

Lemma 3.1. La X% £8 31 wvera ein kobordisme. Viss det finst ein morse-

funksjon pa M utan kritiske punkt, s er 3o ELQ Y1 ein produktkobordisme.

Provet tar nytte av metodar som elles ikkje er av relevanse vidare i oppgava,
og vil bli utelege her. Sja [5, Section 3, Theorem 3.4].

Lemma 3.2. La M vera ei kompakt, glatt mangfaldigheit med ikkjetom orientert

rand ¥. Dé finst det ein omgjevnad U av ¥ slik at U =2 X x [0,1).

Me kallar denne omgjevnaden kragen til M.
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Prov. La pn: M — [0, 1] vera ein morsefunksjon pa M. Me veit at dei kritiske
punkta til p ligg i det indre av M. Derfor ma det vera ein omgjevnad U
naert ¥ der p ikkje har kritiske punkt. Sei at bildet pu(U) = [0,e) C [0,1].
Undermangfaldigheita p=1[0, €] er da ein kobordisme

% = u1(0) 2228 -1 e

der morsefunksjonen p ikkje har kritiske punkt. Lemma 3.1 seier da at kobor-
dismen p~1[0, €] er ekvivalent med ein produktkobordisme X x [0, 1). O

Teorem 3.3. La X ELQ 1 09 3 i; 3.5 vera orienterte kobordismar med felles

rand X1. Komposisjonen M1s, M’ er di ein orientert kobordisme ¥ % Yo,
der orienteringa er kompatibel med inklusjonane.

Prov. Lemma 3.2 gjev to kragar U = ¥; x (0,1] og U’ = ¥y x [1,2) ner
rendene. Sei at desse diffeomorfiane er gjevne eksplisitt av

©:21 x(0,1] — Uog ¢ :3 x[1,2) — U,

slik at ¢(z,1) = z for alle x € ¥; og ¢'(z,1) =z for alle z € ;.
La ¢ og / vera inklusjonane av respektivt M og M’ inn i komposisjonen
M Iy, M’. Definer ¢ : X1 x (0,2) — M Iy, M’ pa fylgjande mate:

L(p(x,t dersom 0 <t <1,
pla,) = 1470 1)
V(@ (x,t)) dersom 1 < t < 2.

Observer né at M Iy, M’ er dekkja av dei tre glatte funksjonane ¢, og :
M Hgl M/ - L(M \ 21) U LI(M/ \ 21) U ’(/)(21 X (O, 2))

Dermed har komposisjonen MM’ ein glatt struktur. Orienteringa til M og M’
er vidarefgrt igjennom inklusjonane inn i komposisjonen: ein positiv normal w
for ein basis for tangentrommet 7,3, peikar inn mot M, og vil d& peika inn
mot MM’ under ¢, slik at ¥ er el inn-rand. P& tilsvarande méate peikar ein
positiv normal w’ for ein basis for tangentrommet T, Xy ut fré M’', og vil d&
peika ut fré MM’ under /', slik at Yo er ei ut-rand. O

Me har tatt det fyrste steget mot ein veldefinert kategori av kobordismar,
nemleg at komposisjon av kobordismar er ein ny kobordisme med samsvarande
orientering. Det neste steget vil vera a visa at komposisjonen er assosiativ. Med
andre ord, gjeven tre kobordismar,

20%21, 21%22 og Eggﬁzg,

s& mé komposisjonane tilfredsstilla

(MM"M" = M(M'M").

27



Dette fylgjer fra konstruksjonen. Merk fyrst at dette stemmer overeins med
pushouten;
(Mg, M") 1y, M" = M Iy, (M’ Iy, M").

Vidare veit fra teorem 3.3 at me kan finna kragar og tilhgyrande diffeomorfiar
rundt rendene ¥; og Yo, og den oppnadde glatte strukturen er uavhengig av
kva del me limer saman fyrst. Dei resulterande kobordismane vil altsé vera like.

3.2 Kategorien av n-dimensjonale kobordismar

Na som ein veldefindert assosiativ komposisjon er pa plass gjenstar det &
finna ein identitetsmorfi for kategorien var. Gjeven ei lukka orientert (n — 1)-

mangfaldigheit 3 burde identiteten vera ein kobordisme X 4 X mellom ¥ og ei
anna (n — 1)-mangfaldigheit X slik at id = X, altsd at kobordismen er ¥ sjglv.
Problemet med dette er at ein slik konstruksjon er ei orientert n-mangfaldigheit,
og da slettes ikkje lik ¥. Ei mogleg lgysing kan kanskje vera & definera identitet-
skobordismen til & vera ein sylinder ¥ = % med hggde 0. Ei anna lgysing
kan vera a sja tilbake pa komposisjonen av kobordismane: Gjeven ein kobor-

disme X 31 veit me at det finst ein omgjevnad U ner randa Y slik at
U = ¥y x [0,1). Denne sylinderen kan me strekka og krympa som me vil opp
til diffeomorfi. Spesielt kan me komponera sylinderen med ein annan sylinder
utan & endra strukturen:

Me dekomponerer kobordismen M i My ) = U og M. ;) = M\U. La C vera
ein sylinder over ¥y. Me veit fra teorem 3.3 at me kan lima saman sylindrane
C og X x [0,1) fordi dei har ei felles rand, og at komposisjonen CU = U. Me
far da at

CM == CM[076]M[571] - OUM[EJ} = UM[571] == M[07E]M[5,1] == M

Her har me brukt at komposisjon er assosiativ.

Dette viser at komposisjon med sylindrar verkar som identiten opp til orier-
ingsbevarande diffeomorfi. Me fiksar altsa problemet med identiteten ved & la
morfiane i kategorien vera diffeomorfiklasser av orienterte kobordismar. Dette
kjem til & innskrenka kategorien ein del, og mykje informasjon svinn hen. Seinare
skal me sja at ein slik definisjon gjev oss fullstendig kontroll over ein spesiell kat-
egori, nemleg 2Cob, som vil vera fundamentalt for hovudresultatet vart.

Definisjon 3.11. Kategorien nCob har lukka orienterte (n — 1)-
mangfaldigheiter som objekt og diffeomorfiklasser av orienterte kobordismar
som som morfiar.
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3.3 Monoidal struktur

Sidan mangfaldigheiter kan vera samanhengande eller disjungte er det naturleg

& diskutera dette for kobordismar dg. Sei at ¥y == 3 og PA M X er to
kobordismar, og la [M] og [M'] vera diffeomorfiklassene deira. Det oppstéar
d& ein naturleg kobordisme fra den disjungte unionen av inn-rendene til den
disjungte unionen av ut-rendene til M og M’:

o [T5 2L s [T =

Diffeomorfiklassa til M [ M’ lar me beint fram vera den disjungte unionen av

diffeomorfiklassene;
T = T

Vidare kan me merka oss at den tomme mengda av dimensjon n er ei n-

mangfaldigheit, slik at ein har kobordismar (,,_; L 0n_1. A ta ein disjungt
union mellom den tomme mengda og ei mangfaldigheit burde ikkje endra mang-
faldigheita i det heile, altsa burde )[[M = M = M ][ 0. Sidan disjungt union
av mangfaldigheiter er ein assosiativ operasjon resulterer dette i at kategorien
nCob saman med ][ og 0 er ein monoidal kategori.

3.4 Symmetrisk struktur

Gjeven to lukka orienterte (n — 1)-mangfaldigheiter ¥y og 3, er det ein natur-
leg orienteringsbevarande diffeomorfi 3o [[X; & X1 [[¥¢ som byter om pé
faktorane i unionen. Me kan konstruera ein kobordisme mellom desse mang-
faldigheitene ved & trekka sylindrar 9 =% o og ¥; =% ¥, slik at rendene
hamnar pa rett plass. Me kallar denne vridinga 7%, 5, , og me teiknar ho grafisk

slik:
Sk
¥ Yo

For & oppné ein symmetrisk struktur for den monoidale kategorien var, treng
me at vridinga speler pa lag med disjungt union av kobordismar.

Lemma 3.4. La ¥ X DI M, Y| vera to kobordismar. Dd vil vriding av
disjungt union vera likt disjungt union av vriding. Med andre ord vil fylgjande
diagram kommutera:

o 113 2 5, 13

Tzo,zéﬂ HTEI,Z’I

2o %0 g, Z1 1%
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Prov. Me ma visa at kobordismane Tx, sx (M [[M') og M'[[M(Tx, s;) er
ekvivalente. Me observerer fyrst at vridinga Ty, sy er invertibel med invers
Ty s,. Fra definisjon 3.7 ma me finna ein orienteringsbevarande diffeomorfi

MM =M [1 M’ slik at dette diagrammet kommuterer:

MM

/
\

MM

Her er det naturlege valet vridinga T/ as, 0g kobordismane er dermed ekviva-
lente. O

Lemma 3.4 gjev at vridingsavbildinga i nCob er naturleg. Vidare veit me at
Ts svoTs s = idy 5. Det som gjenstar for at nCob skal vera ein symmetrisk
monoidal kategori, er at for kvar trippel av objekt X,Y og Z, s& méa desse
avbildingane vera like:

Txyi1z = (dy HTXvZ) o(Txy Hidz),

Tx11v.z = (Tx,zidy) o (idx [[Tv.z [ -

Den fyrste likninga seier altsa at det ikkje skal spela ei rolle om me fyrst vrir
X rundt Y og vidare X rundt Z, eller om me vrir paret Y [[ Z rundt X med
ein gong. Kobordismen me ender opp med er uansett den same, og me kan
konkludera med at (nCob, [[,0,7T) er ein symmetrisk-monoidal kategori.

3.5 2Cob

Kategorien av lukka orienterte l-mangfaldigheiter og orienterte kobordismar
mellom dei skil seg ut frd resten av familien péa fleire vis. For det fyrste
er dei einaste lukka 1-mangfaldigheitene diffeomorfe til sirklar, slik at eit ob-
jekt i 2Cob ikkje er anna enn ein disjungt union av slike. Morfiane er 2-
mangfaldigheiter mellom ulike utval sirklar, altsa flater. Eit dgme pa ein morfi
i 2Cob kan vera ei flate fra 3 sirklar til 4 sirklar med genus 2:
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For dimensjonar n > 3 kan nCob vera veldig komplisert, men sidan 2Cob
bestar av sikrlar og flater mellom dei kan me bruka resultat om klassifikasjon
av flater til & fa fullstendig kontroll.

Definisjon 3.12. Ei genererande mengde S til ein monoidal kategori (C, ][], 0)
er eit utval morfiar fra € slik at alle andre morfiar i € kan oppdrivast gjennom
komposisjon av morfiar fra S, samt bruk av funktoren [].

Definisjon 3.13. Eit skjelett av ein kategori € er ein full underkategori
bestaande av éin representant for kvar av isomorfiklassene i kategorien.

Sidan objekta i 2Cob berre er disjungte unionar av sirklar kan me konstruera
eit skjelett av 2Cob som mengda {0,1,2,...}, der0=0;,1 =S 2 =81 J]S!
og s& bortover. For & forenkla notasjonen vil me kalla skjelettet av 2Cob for
2Cob, altsd den opphavlege kategorien der alle isomorfiklasser bestar av berre
éitt objekt, nemleg [[, S*, n=0,1,...

Malet vart vidare er & finna ei endeleg genererande mengde for 2Cob. For a
klara dette treng me eit viktig resultat fra flateteorien som klassifiserer kobor-
dismane i kategorien.

Teorem 3.5. To samanhengande, kompakte orienterte flater med rand er dif-
feomorfe viss og berre viss dei har same genus, like mange inn-render og like
mange ut-render.

Dette er ei reformulering av det same resultatet for flater utan rand som ein
kan finna i [2, Theorem 9.3.5]. Provet vil bli utelete her. For to morfiar M og
M’ i 2Cob vil altsd M vera diffeomorf til M’ viss og berre viss dei begge har
m inn-render, n ut-render og genus g.

Definisjon 3.14. La m 2L 1 vera ein kobordisme med genus g. Normalforma
til M er ein dekomposisjon av kobordismen som berre brukar flatene brok,
kobrok, kopp, kokopp og identitet. Grafisk ser desse slik ut:

& , @ O Qo C__0O
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. ) M . ,
Teorem 3.6. For ein samanhengande kobordisme m = m sd eksisterer nor-
malforma til M.

Prov. Anta fyrst at m > 0. Ta m — 1 kopiar av broka. Komponer den fyrste
broka med den andre slik at det nedste brokbeinet til den fyrste broka er det ned-
ste brokbeinet til komposisjonen. Legg sé ein identitet til det gvste brokbeinet
til den andre broka, slik at inn-rendene er pa linje. Komponer resten av brgkene
pa tilsvarande vis og me har ein kobordisme m = 1. Viss m = 0, la heller
heile delen vera ein kokopp ©. For ut-delen, ta n — 1 kopiar av kobroka dersom
n > 0 og komponer desse slik at det nedste brokbeinet til ei brok festar seg til
inn-randa av den neste broka. Dette resulterer i ein kobordisme 1 = n. Er
n = 0, la heile delen vera ein kopp O.
For delane i midten tar me beint fram eit «handtak»; komposisjonen

gr

for kvart hol i flata og me far ein kobordisme 1 = 1 med genus g.
Komponerer me desse tre konstruksjonane far me altsa ein kobordisme m =-
n med genus g, som vil vera normalforma til M. O

Sja til dgmes péa ei flate med tre inn-render, genus to og tre ut-render:

Normalforma vil da bli sjaande slik ut:

Sidan normalforma til samanhengande kobordismar alltid eksisterer og sidan
ein kobordisme er diffeomorf til normalforma si, kan me velja normalformene
som representantar for dei ulike diffeomorfiklassene. Dermed vil dei samanhen-
gande kobordismane i 2Cob vera genererte av flatene i definisjon 3.14. Me vil
gjerne inkludera dei disjungte kobordismane i ei genererande mengde 0g, men
méa da utvida mengda med vridinga fra avsnitt 3.4 om symmetrisk struktur.

Lemma 3.7. Alle 2-kobordismar kan faktoriserast som eit produkt av ein per-
mutasjonskobordisme, ein disjungt union av samanhengande kobordismar, samt
enda ein permutasjonskobordisme.
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Gjeven ein kobordisme bestaande av fleire «overlappande» samanhengande
delar vil me altsd permutera rendene pé ein slik méate at kobordismen blir ein
disjungt union av dei samanhengande delane. Kvar av desse delane veit me kan
konstruerast fra mengda i definisjon 3.14, og saman med vridinga vil me altsa
kunna konstruera einkvar kobordisme i 2Cob.

Prov. La m 2% n vera ei kobordisme som ikkje er samanhengande og anta
utan tap av generalitet at M bestar av to samanhengande komponentar, M
og M;. Anta vidare at My har p inn-render og at M; har ¢ inn-render. La
II : m — m vera kobordismen som permuterer inn-rendene til M slik at
dei p rendene til My og dei ¢ inn-rendene til M7 star kvar for seg, altsa at
OinnIIM = (OinnMp) [1(0innM1). Gjer det tilsvarande for ut-rendene til M:
sei at II' : n — n er kobordismen som permuterer rendene til M slik at ut-
rendene til M er skilde fra ut-rendene til M;. Komposisjonen ITIMII' : m = n
er di ein kobordisme der J(IMII') = OMy [ OM;, altsd ein disjungt union
av dei samanghengande komponentane. Permutasjonskobordismane IT og II' er
invetible, der inversane er kobordismar som permuterer rendene tilbake til ut-
gangspunktet. Me kan na observera at M = II-1(ITMTI')II'"!, som er pa forma
me ville visa. O

Korollar 3.1. Den symmetrisk-monoidale kategorien 2Cob er generert under
komposisjon og disjungt union av dei fylgjande seks kobordismane:

@O’@f(D’@’OQ%'

Prov. For ein gjeven kobordisme brukar me fyrst vridinga for a fa ein disjungt
union av samanhengande kobordismar. Me kan deretter finna normalforma til
alle desse ved bruk av flatene over, og til slutt bruka vridinga igjen til & komma
tilbake til den opphavlege kobordismen. O

3.6 Relasjonar i 2Cob

Likskapen mellom generatorane i 2Cob og dei grafiske framstillingane av mor-
fiane i ein frobeniusalgebra er vonleg innlysande. Faktisk kan relasjonane me
fann i frobeniusalgebraane overfgrast inn i 2Cob med same gildskap, men da
ikkje basert pa ein algebraisk natur, men rett og slett det faktum at figurane i
relasjonane er diffeomorfe mangfaldigheiter. La oss sja pa dei viktigaste:

Lemma 3.8. Desse einingsrelasjonane held i 2Cob:

- - T

S N e
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Lemma 3.9. Desse relasjonane for (ko)assosiativitet og (ko)kommutativitet
held i 2Cob:

Zxi> 2> N
R & &

S S SR

Lemma 3.10. Frobeniusvilkaret held i 2Cob:

52 1 £

Prov. 1 alle tilfella over har kobordismane lik genus, like mange inn-render og
like mange ut-render. Fra teorem 3.5 er dei da diffeomorfe. U

34



4 Topologiske kvantefeltteoriar

Feltteori er hyppig studert i fysikken og har ei lang historie gjennom fleire hundre
ar. Dei fleste vil kjenna til klassiske feltteoriar som gravitasjonsfelt og kanskje
magnetiske og elektriske felt. Desse er vektorfelt og kan forklara mykje av den
visuelle fysikken rundt oss. For ein generell feltteori tar me alltid utgangspunkt
i ein dimensjon, ofte n: feltteorien bestar av n — 1 dimensjonar i rommet, og
éin dimensjon for tida. Ved & kombinera romparameterane med tida far me
el n-dimensjonal romtid mellom to rom ved kvart tidsintervall [tg,t1]. Sjglve
feltetteorien er ein slags funksjon pa rommet og romtida, som assosierer vek-
torrom me kan kalla tilstandsrom til dei (n — 1)-dimensjonale romma ved tid
t. Romtida mellom to rom blir da assosiert med ei lineseravbilding mellom dei
induserte tilstandsromma.

Dersom rommet er ein enkel sirkel som ikkje forandrar seg i intervallet [to, ¢1]
kan romtida fra ¢y til ¢; illustrerast som ein sylinder som bind tilstandsromma
ved t =ty og t = t; saman:

romtid

(L U

rom ved tg rom ved t;

Ein topologisk feltteori er ein feltteori der romtida er uavhengig av kontin-
uerlege parametarar som differensiell data eller metrikkar. Romtida er fram-
leis avhengig av topologiske eigenskapar, og me krev til dgmes at orientering
blir bevart gjennom romtida. Ein topologisk feltteori med ein spesiell multi-
plikativ struktur kallar me ein topologisk kvantefeltteori (TKFT) og dette vil
vera hovudfokuset for oppgava. Her vil romma i feltteorien vera lukka orien-
terte (n — 1)-mangfaldigheiter, og ei romtid mellom to slike vil vera ei orientert
n-mangfaldigheit med dei lukka mangfaldigheitene som rand. Oppferselen til
feltteorien kan da skildrast igjennom fylgjande aksiomatiske definisjon, basert
pa Atiyah[1]:

Definisjon 4.1. Ein topologisk kvantefeltteori av dimensjon n over ein kropp k
bestar av fylgjande data:
1. Eit k-vektorrom Z(X) for kvar lukka, orienterte (n — 1)-mangfaldigheit ¥,

2. Ein vektor Z(M) € Z(OM) for kvar orientert n-dimensjonal mang-
faldigheit M,

slik at dei fylgjande aksioma held:
(i) Z er funktoriell for orienteringsbevarande diffeomorfiar for 3 og M,

(il) Z er dualisert,
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(iil) Z er multiplikativ.

At Z er funktoriell betyr at dersom f : ¥ — Y’ er ein orienteringsbevarande
diffeomorfi, sa er Z(f) : Z(X) — Z(X') ein isomofri mellom vektorrom, og
dersom me har avbildingar f : ¥ — X' ogg: ¥ = X" sder Z(gf) = Z(9)Z(f).

(ii) seier oss at dersom X* er lik ¥ med motsett orientering, ma Z(X*) =
Z(X)* := Hom(Z(%),k). Med andre ord, dersom Z sender X til vektorrommet
V', vil mangfaldigheita ¥*, som er lik 3 berre med motsett orientering, bli sendt
til dualrommet V*.

(iii) seier oss at Z(X][Y) = Z(¥) ® Z(¥'); disjungt union av mang-
faldigheiter blir sendt til tensorproduktet av vektorromma assosiert med kvar
av mangfaldigheitene. Vidare seier multiplikativiteten at dersom ein har ein
kobordisme M og kan dekomponera M = ¥, [[ X%, ein disjungt union av
mangfaldigheiter med motsett orientering, sa vil vektoren

Z(M) € Z(dM) = Z(So [[ £1) = Z(20) @ Z(5}) = Z(%0) ® Z(%1)*
= Hom(Z(%y), Z(%1)).

Dette betyr at einkvar kobordisme ¥ % Y1 blir assosiert med ei lineserav-
bilding mellom vektorromma Z(Xg) og Z(X1). For ein sylinderkonstruksjon
M=% x[0,1] vilda Z(M) € End(%,Y).

Definisjonen pa ein TKFT kan pa vegne av dette komprimerast til & vera
ein slags strukturbevarande funksjon fra samlinga av lukka orienterte mang-
faldigheiter og kobordismane mellom dei til samlinga av vektorrom over ein
kropp k. Aksiom (i) seier at ein slik funksjon ma ha funktorelle eigenskapar, og
ved & la desse samlingane av vektorrom og kobordismar vera kategoriane deira,
indikerer dette at Z ma vera ein fuktor. Denne funktoren ma da bevara den
symmetrisk-monoidale strukturen fra kobordismane til vektorromma, og me kan
gje ein presis definisjon:

Definisjon 4.2. Ein todimensjonal topologisk kvantefeltteori er ein
symmetrisk-monoidal funktor fra (2Cob, [], 0, T) til (Vecty, ®, k, 7).
Samlinga av desse funktorane utgjer ein kategori,

2TKFT = SymMonCat(2Cob, Vecty),

der objekta er symmetrisk-monoidale funktorar og morfiane er monoidale
naturlege transformasjonar mellom dei.
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5 Hovudteoremet

I denne delen av oppgéva vil me visa at kategoriane 2TKFT og cFAy er ekvi-
valente. Maten me vil gjera dette pa er a setja opp spesifikke funktorar begge
vegar, og visa at komposisjonane av desse er identitetar. Dette inneber & spesi-
fisera kva funktorane gjer med bade objekt og morfiar.

Den eine vegen vil me definera funktoren .# : 2TKFT — cFAj pa fylgjande
méate: For ein topologisk kvantefeltteori Z : 2Cob — Vecty lar me % (Z) =
Z(1). Med andre ord lar me Z bli sendt til vektorrommet assosiert med sirkelen
St =1 under Z.

Lemma 5.1. % (Z) er ein kommutativ frobeniusalgebra.

Prov. Fra eigenskapane til den symmetrisk-monoidale funktoren Z far me umid-
delbart desse resultata:

(i) Sidan Z er ein funktor er Z(idacob) = id 4, altsi er Z(C0) =ids : A —
A.

(ii) Sidan Z er ein monoidal funktor vil Z(2) = Z(S'][S') = Z(S') ®
Z(SY) = A® A, og generelt, Z(n) = A®" for n i skjelettet av 2Cob.

(iii) Sidan Z er ein symmetrisk-monoidal funktor vil vridingskobordismen bli

sendt til vridinga av tensorproduktet, altsd er Z (%) =0:AQRA —
A®A.

Dette dekkjer nokre av generatorane i 2Cob, og me spesifiserer dei fylgjande
avbildingane for dei resterande generatorane:

O — [7:k — A]

& — p:A®A— A
(<% s [PiA— Am A

®) — e: A—K|

Me ser at bildet av 1 under Z er eit vektorrom A med seks avbildingar.
Gjennom funktoren Z blir relasjonane mellom kobordismane overfgrte til re-
lasjonar mellom avbildingane, og ved hjelp av den grafiske algebraen sag me at
eit vektorrom med slike avbildingar og slike relasjonar faktisk er ein kommutativ
frobeniusalgebra. O

Me har na tatt hand om kva % gjer med objekta i 2TKFT, og me vil na
sja pa morfiane.
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Anta at u : Z — Z' er ein monoidal naturleg transformasjon mellom to
topologiske kvantefeltteoriar Z og Z’, og la Z(1) = A og Z'(1) = A’ vera
dei induserte frobeniusalgebraane. Me hugsar at u er ei samling morfiar ux :
Z(X) — Z'(X) for kvart objekt X € 2Cob. Sidan objekta i 2Cob er pa forma
1L, S L 'n € N og funktorane Z og Z' er monoidale, kan me karakterisera desse
morfiane som

Up 2 Z(n) = A®" — A'®" = Z'(n), neN.

Sidan u er ein monoidal naturleg transformasjon, faktoriserer u,, : A®" — A'®"
til u$™ : (A — A')®7", slik at me berre treng & spesifisera den eine avbildinga
u; : A — A’. P& grunnlag av dette definerer me funktoren .% til & senda ein
monoidal naturleg transformasjon w : Z — Z’ til denne eine lineseravbildinga
up: Z(1) — Z'(1).

Lemma 5.2. Lau: Z — Z' vera ein monoidal naturleg transformasjon mellom
topologiske kvantefeltteoriar Z og Z'. Da er F(u) ein frobeniusalgebrahomo-
morfi.

Prov. Me ma visa at u; er ein algebrahomomorfi og ein koalgebrahomomorfi.
For & gjera dette, vil me bruka naturaliteten til u, samt kva funktorane Z og Z’
gjer me generatorane i 2Cob.

Sja pa kobordismen M = &) Dette er ei avbilding 2 Mgy 2Cob, og
dersom me brukar funktorane Z og Z’ far me to avbildingar i Vecty:

Z(M) zZ' (M)

Z(2) Z(1) og Z'(2) Z'(1).

Morfiane w1 og w1 ® uy far da dette diagrammet til & kommutera:

AR A —— 7(2) U2 7/(2) —— A @ A/

J{u lZ(M) lz’ (M) l;/
)

A Z(1) 25 7/(1) ——— A

Viss me ser pa kobordismen A = @, som er ei avbilding 1 2, 2 2Cob
vil transformasjonen u fa dette diagrammet til & kommutera:

ARA —— 7(2) U2 7/(2) ——= A 0 A/
J Z(M)T Z’(M)T (ﬂ
A Z(1) 25 7'(1) =—= A’

Tilsvarande diagram har me for kobordismane H = © og £ = O, nemleg
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2(0) “=% 71(0) —— k

k
ln J{Z(H) J{Z’(H) Jn’
A

Z(1) 2 7/(1) == A’

og

S
=

Z(1) 2 7'(1)
E) Z’(E)T e’

Z(0) =% 7/(0)

N

S

Me har altsd ei avbilding u; : A — A’ med desse eigenskapane, uttrykte
igjennom fire kommutative diagram:

Ao A —L s A A—2 5 A0 A
u1®u1J( J{ul UlJ{ J{u1®u1
AwA A A g A

Ul A/

A A
XP
k

N

som er ngyaktig definisjonen pa at u; : A — A’ er ein frobeniusalgebrahomo-
morfi. O

Den andre vegen vil me definera ein funktor ¢4 : cFAy — 2TKFT. Me ma
altsd senda ein kommutativ frobeniusalgebra (A4, p,1,d,¢) til ein symmetrisk-
monoidal funktor Z : 2Cob — Vecty. Dette gjer me ved & definera ¢ til &

senda A til funktoren Z som sender 1 — A, — 1 og sa bortover. Den
grafiske algebraen garranterer at ein slik konstruksjon er veldefinert: to ekviva-
lente kobordismar i 2Cob svarer til ekvivalente lineseravbildingar i Vecty. Me
kan né sji at F og ¢ er inversar av kvarandre pa objektniva: dersom ¥(A) = Z,
sder FY(A) =% (Z)=Z(1) = A, og tilsvarande den andre vegen.

Dersom ¢ : A — A’ er ein frobeniusalgebrahomomorfi, m& ¢ senda ¢ til
ein monoidal naturleg transformasjon u : 4(A) — ¥ (A’). Sidan ¥(A)(1) = A
og 4(A")(1) = A’ kan me definera 4(p) = u, der u, : 9(A)(n) — 4(A’)(n)
berre er tensorproduktet (4(A)(1) — Z(A")(1))®" = (p : A — A)®". For
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at dette skal vera ein monoidal naturleg transformasjon, ma desse diagramma
kommutera:

(A)n][m) —1" s ¢(A')(n]]m)

G(A)(n) ® F(A)(m) =" G(A')(n) @ F(A')(m)

(k) —— 4(4)(k)

(4)
I,

som blir til

®("+m)
®(n+m) 1Q(n+m)
A S E—

(uP™)@(uy’™)

A®(n+m) A'®(n+m)
k — k
k 2 k
Altsa ma u?(n+m) = (uP™") @ (uP™) og wyx = idy, som fylgjer fra definisjonen

av u. Dersom me nd brukar .# pa u, far me frobeniusalgebrahomomorfien
up = p: A= A, og me ser at F og ¥ er inversar pa morfinivd og. Dette
konkluderer hovudresultatet i oppgéava.

Teorem 5.3. Kategoriane 2T KFT og cFAy er ekvivalente.
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6 Bruksomrade for hovudteoremet

Me har funne ein kanonisk ekvivalens av kategoriar;

Z :2TKFT —— cFA,: ¥

og vil na sja pa bruksomrade av dette. Resultatet seier at dersom me har
ein gjeven kommutativ frobeniusalgebra A, si kan me konstruera ein topol-
ogisk kvantefeltteori Z : 2Cob — Vecty fra A. La na M vera ei lukka

2-mangfaldigheit, altsi ein orientert kobordisme (; M (#; i 2Cob. Sidan Z
er monoidal, veit me at Z(01) = Z(1acob) = lvect, = k. Den tomme mang-
faldigheita blir alts& sendt til den underliggjande kroppen i frobeniusalgebraane,
som me hugsar verkar som ngytralt element for tensorproduktet. Vidare veit
me at Z(M) € Hom(Z(01), Z(01)) = Hom(k,k). Mangfaldigheita M blir altsa
sendt til ei lineszeravbilding k — k, alts& ein konstant. Dersom M’ er ei anna
mangfaldigheit som er diffeomorf til M, m& M’ bli sendt til same lineseravbild-
ing som M. Dette er fordi Z er ein funktor. P& denne maten produserer Z
imwvariantar for lukka 2-mangfaldigheiter, fordi dersom to mangfaldigheiter far
tildelt ulik konstant under Z i Hom(k,k), s kan dei ikkje vera diffeomorfe i
2Cob. La oss sja nokre dgme.

6.1 Dogme 1.

La Clx] vera polynomringen over C og la A = C[z]/(2?) med basis B = {1,z}.
Definer funksjonalen € til & senda 1 — O¢ og x — 1¢. Det blei vist tidlegare i
oppgéava at denne funksjonalen faktisk er ei frobeniusform. For & finna eksplisitte
avbildingar k — k ma me fyrst finna eksplisitte uttrykk for avbildingane i, n og
6. Definisjonane pa dei to siste tvinger oss i tillegg til & gd innom paringane (8
og .

Multiplikasjonen i algebraen er gjeven slik:
plel)=1, plez)=z pzel)=z og przez)=0.
Paringa f =copu: A® A — C blir da gjeven som
Ble1)=3z®zx)=0, Bel)=11z)=I1¢.

B svarer dermed til matrisa {(1) (1)} . Me veit at § i komposisjon med koparinga

~ er identiteten, og sidan [(1) 0] er sin eigen invers og koparinga v er unik, er

altsd koparinga gjeven med vy(1¢) = 1@z +z® 1.
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Me kan na bruka definisjonen pé eininga 7 til & sja at
n(lc) = (e ®@id) oy(1c)
=(eid)(l®z+z®1)
=e()@r+e(x)®1
=0c®zrx+1c®1
=1.

Til slutt brukar me definisjonen pa d = (id ® p) o (y ® id), som gjev oss at
d()=1®z+z®1 og )=z .

Sja na pa M = S2. I 2Cob kan me laga sfeeren ved & lima saman kobordis-
mane © og O. Merk at sidan kobordismen gar fra venstre mot hggre, mé me
fyrst ta © og deretter O, og me skriv derfor komposisjonen © som (D)o ().

Dersom me na sender sfzeren gjennom den monoidale funktoren Z, far me
at

Z(©)=2(0)02(Q) =cone Hom(k,k).

Invarianten til sfeeren er dermed gjeven som bildet av 1¢ under komposisjo-
nen € on:

Inv(S?) = con(lc) = (1) = Oc.
Me kan gjera det tilsvarande for torusen T?, som kan konstruerast ved & lima

saman kobordismane @ og @ . Sender me torusen gjennom Z far me at

Z(@):Z(@)OZ( @):ﬁoyel‘[om(k,k).

Me far fylgjande invariant for torusen:

Inv(T?) = B o~(1c)
=0(l®z+zr®1)
=B(1l®z)+pz®1)
=1c+1c
— 2.

Me kan na sja pa ei flate med genus g > 2. Her vil «handtaket» @
oppsté fleire gongar, faktisk ¢ — 2 gongar etter kvarandre dersom me ser bort
fra identitetar. Diverre er avbildinga ud(x) = 0, og alle flater med genus > 2 vil
dermed fa invariant null. Dette viser at «fine» algebraar ikkje alltid gjev «fine»
invariantar.
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6.2 Dome 2.

La A = R[z]/(2? + 1) med basis B = {1, z}. Definer funksjonalen ¢ ved & senda
1~ 1r og  +— Og. La oss fyrst sjekka at dette er ei frobeniusform.

Anta at Ay C Null(e) for eit ikkjenull-element y = ax +b € A. Ay er
eit ideal, som betyr at zy = ax® + br = —a + bz € Ay. Da er e(—a + bz) =
—ae(l) +be(z) = —a=0 = a =0. S4 y er pd forma b € R. Men dersom
e(Ab) = 0 ma b =0, sd uansett md y = 0 = Ay = (0), og € er dermed ei
frobeniusform. Merk at dersom funksjonalen var definert ved 1 +— Og og « — 1g,
hadde konklusjonen vore den same.

Ved same framgangsmate som i det forre dgmet kan me karakterisera av-
bildingane i algebraen slik:

plel)=1, plez)=z pel)=z prez)=-1,

ﬂ(1®1):1R7 ﬂ(1®‘r):6($®1):0m{, B(x®x):—1R,

Dermed svarer (8 til matrisa [1 0 ], med invers {1

0 -1 0 _1}, som gjev oss

koparinga
Y(lp) =1®01-z®u,

= n(lg) =1,

= () =1®l-zQz, fr)=1zx+2xx1.

For sfeeren og torusen far me desse invariantane:

Inv(S?) = e on(lr) Inv(T?) = o y(1g)
=¢(1) =f(1l®l-z®ux)
= 1p. —B(1®1)-Blz®x)
=1g — (—1p)
= 2.

La oss na sja pa ei flate med genus 2. Denne kobordismen kan konstruerast
pa fylgjande vis med generatorane i 2Cob:

Invarianten til denne flata blir da
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Bouy(lr) = Bop(l® 1 — 2 @ x)
= B6(2r - 1)
=2%A(1®1—xz®x)
=2r - (Ir — (—1r))
— 9% -2
= 4p.

Kva sa med ei flate med genus g > 2?7 Ei slik flate ser slik ut:

der handtaket @ opptrer g — 2 gongar. Avbildinga som svarer til ei slik flate
er altsa (36) o (ud)9=2 0 (uy). Me veit at py(1g) = 2g - 1 og 36(1) = 2g. Me ma
altsa finna ut kva handtaket gjer med 1:

w)=plel-2zx)
=p(1@1) —plz @)
=2 -1
= (p0)"(1) =2 -

Med dette kan me gje fylgjande resultat av teorem 5.3:

Korollar 6.1. La A = R[z]/(2? +1) med frobeniusform 1 — 1g,x — Og. La M
vera ei samanhengande, lukka orientert 2-mangfaldigheit med genus g = 0,1, ...
Feltteorien som svarer til A gjev da at

Ino(M) = (2r) - (287%) - (26) = 2§

Dette resultatet viser at om ein legg til ei frobeniusform til den allereie flotte
og uskuldige polynomringen R[x]/(2%+ 1), oppstéar det invariantar som skil alle
samanhengande, lukka flater fra kvarandre.

Ein kan kanskje sporja seg kvifor denne frobeniusalgebraen gav sa mykje
betre invariantar enn den fyrste me sag pa. Er det det underliggjande vektor-
rommet som er avgjerande, eller kan det vera valet av frobeniusform ¢ : A — k?
Som eit eksperiment kan me sja pa den same algebraen, men gje ei anna frobe-
niusform, og sja kva dette har a seia for dei induserte invariantane.
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6.3 Dogme 3.

La oss igjen sja pa algebraen A = R[x]/(z% 4+ 1), men denne gongen definera
funksjonalen € som 1 +— Or og x + 1g. Vil ei anna frobeniusform gje andre
invariantar?

Multiplikasjonen i algebraen er som over, men paringa blir litt annleis pa
grunn av funksjonalen:

plel)=1, pulez)=z, pzel)=z plzez)=-1,

Me ser at (3 svarer til matrisa [(1) (ﬂ , slik at koparinga blir
Y(lr)=1®z+2z®1
- n(l]R) =1

= (1) =10z+2z®1, d(r)=zzr-1x®1.

Inv(S?) = £ o n(1g) Inv(T?) = B o y(1g)
=¢e(1) =0(l®@z+r®1)
= Og. =81®z)+Bz®1)
=1g +1r
= 2R.

Her ser me allereie at invarianten for sfeeren er annleis. For genus 2-flata blir
invarianten
Bopuy(1r) = Bop(l@z +2® 1)
= 55(2]1{ . l‘)
=% -flz®zr-111)
=2g - (Or + Or)
= Og.
For ei generell flate med genus g > 2 er altsa dekomposisjonen (38)o(ud)9~20

(17y). Me veit at py(1g) = p(l@z+x®1) = 2R - 2, og méi sjekka kva handtaket
gjer med x:

po(z) = pz ©z —191)

— ple @) — p(le1)
= —2r-1.
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Dersom genusen er stgrre enn 3, oppstar handtaket minst to gongar, og i dette
tilfellet me méa sjekka kva handtaket gjer med 1:

po(l) = p(le@z+zel)
=p(lez)+puzel)
:2R-x.

For n handtak far me altsa at

—2F-1, n=1 (mod4),

" 2% - 1, n=3 (mod 4),
oy (@)= 01 =S moc)
2.2z, n=2 (mod4),

28z, n=0 (mod4).

Det kjem altsd an pé genusen om det er eit multippel av 1 eller x som
blir sendt vidare til komposisjonen 4. For flatene med partalsgenus finn me at
Bo(z) = Bl @z —1® 1) = Og + Og, s& desse flatene blir ikkje «oppdaga» av
feltteorien.

For flatene med oddetalsgenus derimot, far me at 56(1) = f(l@z+zx®1) =
2R.

Ei generell flate M med dekomposisjon (36) o (ud)9~2 o (uy) far altsa invari-
anten

0, g=0 (mod 2),
Inv(M)=4¢2%, g=1 (mod4),
—27, g=3 (mod4).
Merkelig nok vil feltteorien assosiert med denne frobeniusalgebraen berre klara &
skilja «halvparten» av dei samanhengande, lukka flatene fra kvarandre, nemleg
dei med oddetalsgenus.

Dette dgmet viser at det ikkje ngdvendigvis er algebraen A som er viktig for
dei algebraiske invariantane, men frobeniusforma .
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7 Appendiks

7.1

Kategoriar og funktorar

Definisjon 7.1. Ein kategori C bestar av

ei samling ob C av objekt, der me skriv X € € kvar gong X € ob C,

for kvart par X,Y € C el mengde C(X,Y) av morfiar fra X til Y, der me
skriv f: X = Y for f € C(X,Y),

for kvar trippel X,Y, Z € C ei assosiativ komposisjonslov
C(X,Y)xCY,Z) = C(X,2),
der me skriv gf eller go f for komposisjonen av f: X - Y ogg:Y — Z,

for kvar X € € ein identitetsmorfi idx € C(X, X), som speler rolla som
ngytralt element ved komposisjon fra begge sider.

At komposisjonslova er asossiativ betyr at kvar gong me har tre morfiar

wesxlysz , sa vil komposisjonane tilfredsstilla

g(fe) = (9f)e,

og for to morfiar f : X — Y og g : ¥ — X vil ngytraliteten til idx bety at
fidx = fogidxg=g.

Definisjon 7.2. La C vera ein kategori. Me kallar 8 for ein underkategori av C
viss 8 bestar av

ei samling ob 8§ av objekt fra C,

ei samling Hom(8) av morfiar fra C,

slik at

for kvart objekt X € 8 sa er idx € Hom(8),

for kvar morfi f : X — Y € Hom(8) sa er bade definisjonsomradet X og
malomradet Y 1 8,

for kvart par med morfiar f : X — Y,g: Y — Z € Hom(8) sa er
komposisjonen gf : X — Z i Hom(8).

Dgme 7.1. Fleire matematiske objekt dannar kategoriar. Her er nokre vanlege
dgme:

Kategorien Set har mengder som objekt og funksjonar som morfiar.
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e Kategorien Top har topologiske rom som objekt og kontinuerlege
funksjonar som morfiar.

e Kategorien Vecty har vektorrom over kroppen k som objekt og lineerav-
bildingar som morfiar.

e Kategorien har Grp har grupper som objekt og gruppehomomorfiar som
morfiar.

e Underkategorien Ab av Grp har abelske grupper som objekt og gruppe-
homomorfiar som morfiar. Merk at for X,Y € Ab, sa er X,Y € Grp og
at Grp(X,Y) = Ab(X,Y). Kategoriane har altsd ulike objekt, men der-
som eit par (X,Y) er i begge kategoriane, er morfimengda mellom dei lik i
begge kategoriane. Slike underkategoriar kallar me fulle underkategoriar.

Definisjon 7.3. Ein funktor mellom to kategoriar C og D bestér av ei avbilding
F mellom ob € og ob D, som

e for kvart objekt X € C knyt eit objekt FX € D til X,

e for kvar morfi f € C(X,Y) knyt ein morfi Ff € D(FX,FY) til f som
bevarer assosiativitetslova og identitetsmorfiane.

At ein funktor I’ bevarer assosiativitetslova betyr at kvar gong ein har mor-
fiar f: X > Y ogg:Y — Z1iC med tilsvarane morfiar Ff : FX — FY og
Fg:FY - FZiD, sa ma

F(fg) = F(/)F(9),

og for kvart objekt X € €, s& ma F senda identitetsmorfien til X € C til
identitetsmorfien til F X € D, altsad ma

Fidx = idpx.
Dgme 7.2. Einkvar kategori € kjem med ein identitetsfunktor ide : € — €,
som verkar som identiteten pa bade objektane og morfiane.

Dgme 7.3. Singulser homologi H,, av grad n er ein funktor fra Top til Ab der
eit topoligisk rom X blir knyt til ei abelsk gruppe H,(X) og ein kontinuerleg
funksjon f: X — Y blir knyt til ein gruppehomomorfi ¢ : H,(X) — H,(Y).
Fordi funktorar bevarer isomorfiar kan ein analysera den induserte homomorfien
p for & avgjera om f er ein isomofri i Top; ein homeomorfi, eller ikkje.

Definisjon 7.4. La € og D vera kategoriar, og la F' og GG vera to funktorar

6%@.

Ein naturleg transformasjon u : F' = G er ei samling av morfiar som
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e for kvart objekt X € C knyt ein morfi ux : F(X) — G(X) 1D til X
(kalla komponenten til u ved X) som kommuterer med morfiar fra X.

At komponentane til v kommuterer med morfiar vil seia at kvar gong me
har ein morfi f: X — Y, s& vil dette diagrammet kommutera:

Dersom morfiane ux og uy er isomorfiar i kategorien D, kallar me u ein naturleg
isomorfi.

Definisjon 7.5. La C og D vera to kategoriar. Ein ekvivalens av kategoriar
bestar av to funktorar FF : € — D og G : D — C, slik at komposisjonen
av funktorane er isomorfe til identiteten pa kvar av kategoriane. Med andre
ord, C og D er ekvivalente dersom finst det naturlege isomorfiar F'G =5 idy og
GF =5 ide.

Dgme 7.4. La ¢ : R — S vera ein ringhomomorfi mellom kommutative ringar
R og S. Me gjer desse observasjonane:

e Restriksjonen ¢* : R* — S* mellom gruppene av einingar i R og S er
ein funktor * : cRing — Grp.

e Mellom gruppene GL,(R) og GL,(S) av invertible n x n-matriser med
element fra ringane blir det indusert ein homomorfi GL, () ved & bruka
© pa kvart av elementa i matrisene. Pa denne maten far me ein funktor
GL, : cRing — Grp.

e Determinanten for gruppa GL,(R) er ein homomofri detg : GL,(R) —
R* som kommuterer med funktorane over, og er dermed ein naturleg
transformasjon mellom funktorane GL, og *. Altsa er ¢* o detg =
dets o GL, (), visualisert i dei fylgjande diagramma:

GL,,
cRing :§ Grp.
GL.(R) % ar,.(9)

det RJ, J{dCtS

49



7.2 Monoidale kategoriar

Definisjon 7.6. La € og D vera kategoriar. Det kartesiske produktet av C og
D er ein kategori C x D, der

e objekta er ordna par (X,Y) der X € Cog Y € D,

e morfiane mellom objektane (X,Y) og (X', Y”) er det kartesiske produktet
C(X, X") x D(Y,Y").

Merk: Me skriv den tomme produktkategorien som 1. Dette er kategorien
med berre eitt objekt, og den einaste morfien er identitetsmorfien. (Alternativt:
1 er tuppelen (X, idx).) Det er og verdt & merka seg at produkt av kategoriar
er assosiativt, og at den tomme produktkategorien verkar som ngytralt element
for det kartesiske produktet. Altsa har me ekvivalensar

CxD)yxE=Cx(DxE)

og
1xC=C=Cx1.

Definisjon 7.7. Ein strengt-monoidal kategori er ein kategori C saman med to
funktorar,
Hw:Cx€C—~Cogn:1—0C,

kalla multiplikasjon og eining, slik at dei fylgjande diagramma kommuterer:

CxExe

/UV ide X p

Cx@C Cx@C
N /
C

ide Xn

1xe 2 0@ Cxe & @y
S o
e e

Dette vil seia at p tilfredsstiller assosiativitetslova og at bildet av 1 under
1 verkar som ngytralt element for u. Me skriv gjerne ein slik kategori som ein
tuppel (€,®,1¢), der X ® Y svarer til bildet av u(X,Y") og 1e svarer til bildet
av 7(1). Merk at ® berre symboliserer «multiplikasjonen» i kategorien, og at
funktoren p ikkje alltid har tensorproduktet som kodomene.
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Fleire kategoriar kjem med ein multiplikasjons- og einingsfunktor, men til-
fredsstiller ikkje krava for & vera ein strengt-monoidal kategori. Til dgmes er
Vecty saman med ® og k ein monoidal kategori i generell forstand — tensorpro-
dukt som multiplikasjon og kroppen som identitet. Problemet oppstér fordi for
tre vektorrom U,V og W sa er ikkje (U ® V) @ W teknisk sett lik U ® (V@ W).
Altsa vil ikkje diagramma i definisjon 7.7 kommutera. Dette betyr at funktorane

puxidg I
(?x(?x@:;(?xe?i(?

ide X i
og
ponxide poide Xn
1xC—=<¢ Cx1
ide ide

ikkje alltid er ekvivalente i ein generell monoidal kategori. I vart tilfelle med
tensorprodukt av vektorrom er det heldigvis kanoniske isomorfiar (UQV)@W 2
U®(VeW). Altsd er det ein inverterbar naturleg transformasjon

a:po(puxide) = po (ide X u)

mellom funktorane. P& denne maten kan me seia at multiplikasjonen i Vecty
er assosiativ opp til naturleg transformasjon. Finst det tilsvarande transfor-
masjonar for eininga, sei

A po(ide xn) = ide

p:po(ide x p) = ide ,
kan me definera ein (svakt-) monoidal kategori.

Definisjon 7.8. Ein monoidal kategori er ein kategori € saman med to funk-
torar
p:€xC—~Cogn:1—C,

samt inverterbare naturlege transformasjonar a, A, p slik at € oppfgrer seg som
ein strengt-monoidal kategori under dei naturlege transformasjonane.

Funktorar som bevarer ein slik monoidal struktur definerer me slik:

Definisjon 7.9. La (C,®e¢, le) og (D,®p, 1n) vera to monoidale kategoriar.
Ein monoidal funktor fra € til D er ein funktor F' : € — D saman med naturlege
transformasjonar pxy : F(X)®p F(Y) - F(X ®cY) for alle objekt X, Y € C,
samt ein morfi ¢; : 1p — F(1le) slik at dei fylgjande diagramma kommuterer
for alle triplar X,Y og Z 1 C:

o1



(FX ®p FY)®p FZ -2 FX ®p (FY ®p FZ)

(WX,Y)®'D(id'D)l l(id'D)@D(é@Y,Z)
FX®eY)®p FZ FX ®p F(Y Q¢ Z)
@X@ey,zl J/LPX,YLX)@Z

F(X®cY)®e 2) o F(X ®e (Y Qe 2))

FX ®p 15230 X @0 Fle 1p @p FY' 220 b0 @ DFY

plpl J/@X,le )\,Dl lﬂﬂle,y
F,. :

FX +—  F(X ®¢ le) FY « ¢ F(le®eY)

Det fyrste diagrammet seier at funktoren bevarer assosiativitetslova for mul-
tiplikasjonen, og dei to nedste seier at funktoren respekterer einingane i kvar av
kategoriane.

Ein kan 0g krevja meir struktur fra desse funktorane. Ein sterkt-monoidal
funktor er til dgmes ein monoidal funktor .7 : (C,®) — (D,]]) der ein krev at
morfiane Z(X ®Y) - ZF(X)[[ Z(Y) og Z(1c) — 1o er isomorfiar. Om ein
heller krev at desse morfiane faktisk er identitetar, har me ein strengt-monoidal
funktor.

For & fa den monoidale strukturen til (svakt-) monoidale kategoriar som
(Vecty,®) til & ga opp, mé ein altsd drassa rundt pa ein drgss naturlege trans-
formasjonar. Om ein da vil ga vidare med til dgmes monoidale funktorar,
vil den opphopande ekstra informasjonen kanskje gjera slike monoidale kate-
goriar vanskelege & jobba med. Heldigvis finst det eit resultat som seier at alle
monoidale kategoriar pd ein mdte er strengt monoidale.

Teorem 7.1. Finkvar monoidal kategori M er kategorisk ekvivalent, via ein
sterk monoidal funktor 4 : M — S og ein sterk monoidal funktor F : S — M,
til ein strengt monoidal kategori S.

Dette teoremet seier at ein kan behandla kategorien (Vecty,®) som ein
strengt-monoidal kategori, fordi kategorien er ekvivalent med ein strengt-
monoidal kategori, sei 8. Sa nar (U@ V)@ W # U ® (V ® W) kan ein berre
bruka funktorar, sei .# og ¢, pa fylgjande méte:

UeV)eW U (VeW)
|# o]
FURV)@W) — F(U (VW))
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der 4 o F = Idvyect,. Detaljar rundt teorem 7.1 finn du i [4, Chapter XI, section
3, Theorem 1.]

7.3 Symmetrisk-monoidale kategoriar

Monoidale kategoriar kan komma med ein spesiell vridingsfunktor som byter
om pa «faktorane» i produktet. Analogt til dette i gruppeverda vil vera abelske

grupper.

Definisjon 7.10. Ein (strengt) symmetrisk-monoidal kategori er ein monoidal
kategori (€, ®, 1¢) saman med ei vridingsavbilding for kvart par X,Y € C,

Txy : XYV =Y ®X,
slik at desse diagramma kommuterer:

(i) For to morfiar f: X — X' og g: Y — Y’ sa respekterer T desse:

X0V 2, yeX

f®gl lg@)f

XY — Y X

TX’,Y’

(ii) For kvar trippel X,Y og Z s& skal dobbelvriding vera likt komposisjonen
av to enkeltvridingar:

XY ®Z X%y ez X XY ®Z XY 79 X®Y
(TX,Y)®ile %Tx,z idx®TY,X) TTX,Z@idY
Y®Z®Z X0ZoY

(iii) For kvart par X,Y € € s& er dobbelvriding lik identiteten:

X0V 2% yex

. \ J/TY’X
ldx®y

XY

Me skriv gjerne ein symmetrisk-monoidal kategori som ein kvartett
(€, ®,1¢,T) for & spesifisera notasjonen for vridinga.

Det neste naturlege vil vera a sja pa funktorar som bevarer strukturen mel-
lom slike kategoriar.

33



Definisjon 7.11. La (€, ®¢,1e,T) og (D,®p,1p,T’) vera to symmetrisk-
monoidale kategoriar. Ein symmetrisk-monoidal funktor fra C til D er ein
monoidal funktor F': € — D slik at for kvart par X,Y € € sa er

F(TX,Y) = TJ/PX,FY-

7.4 Funktorkategoriar

For to kategoriar € og D vil funktorane mellom dei utgjera ein kategori der
morfiane er naturlege transformasjonar mellom funktorane. Dersom F, G og H
er funktorar mellom € og D og ux : F(X) = G(X) og vx : G(X) — H(X) er
to naturlege transformasjonar mellom dei for eit objekt X € €, sa vil samlinga

wWx ‘= Uxux : F(X) — H(X)

vera ein naturleg transformasjon fra F' til H. Med denne konstruksjonen er
komposisjonen assosiativ, og identitetsmorfien idp(xy : F'(X) — F(X) er berre
identiteten pa objektet F'(X).

Definisjon 7.12. La (C, ®¢, 1, C) og (D, ®p, 1, D) vera to monoidale kategoriar,
og la F' og GG vera to monoidale funktorar

G%D.

Ein monoidal naturleg transformasjon fra F til G er ein naturleg transformasjon
u: F' — G slik at for kvart par X,Y € Csa er (ux) ®p (uy) = Uxgey, 0g me
krev at u;, =id;,,. Dette treng me for at transformasjonen skal samspela med
dei monoidale funktorane. Med andre ord ma desse diagramma kommutera:

F(X®eY) X2, (X ®¢Y) F(le) —&5 G(le)
I H [
F(X)®p FY)"X228'G(X) @p G(Y) lp —=— 1p

Definisjon 7.13. For to monoidale kategoriar (C,®e,1,C) og (D,®p,1,D)
definerer me MonCat(C, D) til & vera kategorien der objekta er monoidale
funktorar mellom € og D, og morfiane er monoidale naturlege transformasjonar
mellom dei. Dersom i tillegg € og D er symmetrisk-monoidale kategoriar, de-
finerer me SymMonCat(C, D) til & vera kategorien der objekta er symmetrisk-
monoidale funktorar fra € til D og morfiane er monoidale naturlege transfor-
masjonar mellom dei.
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