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FAKTORISERING I HARDY-ROM

SARAH MAY INSTANES

1. INNLEDNING

I denne oppgaven skal vi se naermere pa noen viktige analytiske funksjoner,
nemlig de funksjonene som ligger i Hardy-rommet. For en gitt 0 < p < oo bestar
Hardy-rommet, som vi betegner som HP, av analytiske funksjoner pa enhetsdisken
med begrenset Hardy-norm. Denne normen er gitt ved

) 1 2 O\1p %
e = i (5 [ 1s0e )

dersom 0 < p < oo, og ved

I fllzree = lim  max |f(re')]
r—1— 0< 2

0<0<
hvis p = co. Merk at for 0 < p < 1 erikke || f|| g» en faktisk norm, men en kvasinorm.
Det betyr at i stedet for den vanlige trekantulikheten har vi at

1_
1f +gllze <207 (I Fllze + gl -

I denne oppgaven gnsker vi & faktorisere ut nullpunktene til en funksjon i Hardy-
rommet ved hjelp av et Blaschke-produkt. Et Blaschke-produkt er en funksjon pa

formen
oo

B(z) =2"
n—
der m er et ikke negativt-heltall, {ay},>0 er en folge slik at 0 < |a,| < 1 for alle
n og >0 (1 = lan]) < oo. Vi skal senere se at |B(z)| < 1 pa enhetsdisken, og
at |B(e?)| = 1 nesten overalt. Dette vil veere viktig for & vise et av de viktigste
resultatene i oppgaven, nemlig folgende teorem:

ap — 2

lan]
b an 1—a,2’

Teorem A. (Riesz-faktoriseringen)
La f € HP for enp > 0 og anta f # 0. Da kan f faktoriseres pi formen f = BF
der B er et Blaschke-produkt og F' € HP ikke har nullpunkt i disken |z| < 1, og

I fllzre = [|F|| &0

Det & kunne faktorisere en funksjon f pa denne maten er ofte veldig nyttig. Det
skyldes blant annet at det ofte er lettere & vise resultater for funksjoner i H? enn
for funksjoner i et vilkarlig Hardy-rom HP. For en gitt funksjon f = BF kan vi
derfor se pa F'%, ettersom F'? vil veere i H2.

Avslutningsvis skal vi bruke Teorem A til & vise den isoperimetriske ulikheten.
Det kan virke litt overraskende at faktorisering med hjelp av Blaschke-produkt kan
veere en mate 4 vise denne ulikheten pa, ettersom dette er et resultat som pa mange
mater er sveert geometrisk. Et geometrisk problem som dette resultatet besvarer er:
Gitt en lengde L, som vi skal bruke til & omkranse et omrade (2, hvordan bgr vi
velge Q) for at €2 skal ha stgrst mulig areal? Lar vi L = 1 ser vi at et kvadrat vil ha
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2 SARAH MAY INSTANES

areal Tlev mens en disk vil ha det stgrre arealet % Dette illustrerer noe av det den
isoperimetriske ulikheten forteller oss, nemlig at vi ber velge Q til & vaere en disk.

Mer presist:

Teorem B. (Den isoperimetriske ulikheten)

La Q) veere et enkeltsammenhengende begrenset omride med areal A(Q2), som er
begrenset av en kurve 0Q) med lengde L(0SY) og Lebesgue-mdl 0. Da har vi den
folgende ulikheten:

L(09Q)?
AQ) <
(@) < — -
Vi har likhet i ulikheten hvis og bare hvis ) er en disk.

Kapittel 2 tar for seg en del resultater som legger grunnlaget for bevisene i res-
ten av oppgaven. I kapittel 3 vises Poisson-Jensens formel, og folgelig ogsa Jensens
formel. Dette er viktige resultater pa veien mot Riesz-faktoriseringen i Hardy-rom
(Teorem A). I kapittel 4 defineres Blaschke-produktet, og vi viser noen sentra-
le egenskaper. Deretter vil vi i kapittel 5 introdusere Hardy-rom, og vise noen
grunnleggende egenskaper. Videre definerer vi Nevanlinna-klassen og viser at alle
funksjoner som er i et Hardy-rom tilhgrer Nevanlinna-klassen. I kapittel 6 utfors-
ker vi funksjoner i Hardy-rom og Nevanlinna-klassen videre, og viser flere viktige
teorem som til slutt gjor oss i stand til & avslutte kapittelet med beviset for Riesz-
faktoriseringen for funksjoner i Hardy-rom. I oppgavens siste kapittel bruker vi som
nevnt dette teoremet til & gi et bevis for den isoperimetriske ulikheten.

Resultatene i kapittel 3 baserer seg pa bevis fra Ahlfors bok Complex Anlaysis [1].
Kapittel 4, 5 og 6 baserer seg pa Durens bok Theory of HP spaces [3], og strukturen
i kapittel 6 fglger Durens struktur. Kapittel 7 baserer seg pa Vukotiés bevis fra
artikkelen The isoperimetric inequality and a theorem of Hardy and Littlewood [5].

2. GRUNNLEGGENDE RESULTATER

I dette kapittelet presenterer vi en rekke kjente resultater som brukes i oppgaven.
De fleste av disse resultatene gis uten bevis.

2.1. Ulikheter. Gitt et malrom X, p,q € [1, oo slik at % + % =1, og funksjonene
ferLr(X), ge LX) gir Holders ulikhet at

Ifgllr < 1 fllzrllgllze-

Beviset for Holders ulikhet finnes i [4, Teorem 3.8]. Dersom w = w1, ws, ... w, 0g
z = z1,29,...2n er to folger med komplekse tall, forteller Cauchy—Schwarz-ulikheten

at
n 2 n n
Sowm <P laP
i=1 i=1 i=1

Vi har likhet hvis og bare hvis w = az for en a € C. Cauchy-Schwarz-ulikheten
kan vises ved & la p = ¢ = 2 i Holders ulikhet. Den siste sentrale ulikheten vi vil
trenge er Jensens ulikhet. Denne sier at for en konveks funksjon ¢ : Ry — R, og en
ikke-negativ Lebesgue-malbar funksjon f vil

b b
as(aib/a f(x)dx) < =5 [ @)

Beviset for Jensens ulikhet kan man finne i [4, Teorem 3.3].
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2.2. Kompleks analyse. Videre ser vi pa noen viktige resultater fra kompleks
analyse. Lar vi @ betegne det utvidede komplekse planet C U {oco} er en Mdbius-
transformasjon en funksjon f : C — C pa formen f(z) = (az + b)/(cz + d), der
a,b,c,d € C, og ad — bc # 0.

Teorem 2.1. La T : C — C vere en Mdébius-transformasjon og la A vere en sirkel
eller en linje i C. Da er bildet, T(A), ogsd en sirkel eller en linje.

Beviset for dette finnes i [1, Kapittel 3, Teorem 14]. Et eksempel pa en Mobius-

transformasjon er
a—=z

Fz)=1—

Dette er en Mobius-transformasjon som sender et punkt a i enhetsdisken til 0, og 0
til a. Videre ser vi at enhetsdisken sendes til seg selv, og randen sendes til randen.
Dette ser vi ettersom |(z — a)/(1 — @z)| < 1 nar |z| < 1, med likhet hvis og bare
hvis |z| = 1. Utregningene for dette kan sees i Lemma 4.2. Vi kan alltid finne en
Mobius-transformasjon som sender en disk eller et halvplan til enhetsdisken. Dette
gjelder mer generelt, ogsa for andre domener kan vi finne analytiske avbildninger
slik at domenet sendes til enhetsdisken.

Teorem 2.2. (Riemanns avbildningsteorem) La ) vere et dpent enkeltsam-
menhengende omrade som er en ekte delmengde av C. Da eksisterer det en biholo-
morfi [ : Q= D, der D= {z¢€ C:|z| <1} betegner enhetsdisken.

Beviset for dette er gitt i [1, Kapittel 6, Teorem 1]. Vi kommer ogsa til & fa bruk
for litt teori om normale familier. Lar vi F vaere en familie av analytiske funksjoner
pa en apen delmengde U C C sier vi at F er en normal familie hvis enhver fglge
{fn}n>0 C F inneholder en delfplge {f,,}x>0 som konvergerer uniformt mot en
analytisk funksjon f pa alle kompakte delmengder. Merk at f ikke trenger & vaere
i F. Montels teorem gir en annen betingelse for nar en familie er normal som ofte
kan veere enklere a arbeide med enn definisjonen.

Teorem 2.3. (Montels teorem) La F vere en familie bestiende av analytiske
funksjoner pd en apen delmengde U C C. F er normal hvis det for enhver kompakt
delmengde K C U eksisterer en positiv konstant My slik at for alle f € F 09z € K
er |f(2)] < Mk.

Beviset for dette er gitt i [1, Kapittel 6, Teorem 15].

2.3. Harmonisk analyse. Gitt en apen delmengde 2 C C sier vi at en funksjon

f:+Q — R, som er to ganger kontinuerlig deriverbar er harmonisk dersom den
2 2

tilfredsstiller laplacelikningen: Af = % g—yé = 0. Et eksempel pa en harmonisk

funksjon er som fglger:

Lemma 2.4. La D C C vere et omrade, og la f : D — C vere en analytisk
funksjon. Da erlog|f| harmonisk, utenom i nullpunktene til f.

Bevis. Ettersom f er analytisk vil ogsa log(f) veere analytisk der f ikke har null-
punkt, og folgelig vil R(log(f)) = log|f| veere harmonisk for f(z) # 0. O

Dersom 2 C C er et omrade og f : @ — R er en kontinuerlig funksjon, sier vi at
f tilfredsstiller middelverdiegenskapen hvis
1 27

f(z0) = ), f(zo+re'®)dd
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for alle zop € C og r € Rslik at D, (20) = {z € C: |z — 2| <r} C Q.

Teorem 2.5. En funksjon f:Q — R, der Q er en dpen delmengde av C tilfreds-
stiller middelverdiegenskapen hvis den er harmonisk.

Bevis. La g(z) = f(z) +if(z) — if(0) for alle z i en disk D,(z), der f er en
harmonisk konjugert til f. Da er ¢ analytisk. Ved Cauchys integralformel vet vi

derfor at
1 z
9(z0) = 7/ 92) g,
|[z—zo|=T

T o

Z— 20
1 [? g(zo 4 re)iret 1 [ 0
= — ———df = — ) d6.
2mi /0 20 + ret? — 2 27 /0 9(z0 +re")
Dermed ma ogsa
1 27 X
Rig(ea) =3 (5 [ ot reas)
2T 0
sa dermed er
1 27 )
f(20) = f(z0 +re?)do

2 Jo

for alle z € D,.(29). Det mé da vaere sant for alle z € Q2 siden det for alle z i en apen

mengde eksisterer en lukket disk om z med radius r slik at D,(z) C Q. O

Merk at det ogsa er sant at hvis en funksjon tilfredsstiller middelverdiegenskapen
sa er den harmonisk.

Teorem 2.6. (Poissons formel) La Q) vere en dpen delmengde av C, og la D
veere inneholdt i Q. La f: Q — R vere harmonisk. Da er

=L [Mp (6%9 i Z) F(e?) do.

21 o e — 2

Bevis. La w € D og betrakt Mobius-transformasjonen

w—z

¢(2)

1 —wz’

som oppfyller ¢(0) = w, ¢(D) = D og ¢(T) = T, der T betegner randen til enhets-
disken. Videre ser vi ved en utregning at ¢(¢(z)) = z, som betyr at ¢~1(2) = ¢(z).
Ettersom ¢ er en Mobius-transformasjon er ¢ analytisk pd E = {z € C : |z| <
1/Jw|}. Viser at D C E og at E er apen. La na g(z) = f(¢(z)). Da vet vi at g er
harmonisk pa en apen mengde som inneholder D, ettersom ¢ er en komposisjon av
en harmonisk og en analytisk funksjon her. Vi ser at g(0) = f(¢(0)) = f(w), s& ved
middelverdiegenskapen for harmoniske funksjoner fglger det at

f(w) = g(0) = = / Toedo =1 [ fo(e)) o,

2T 2w 0
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ettersom D;(0) vil veere inneholdt i det omradet g er harmonisk pa. Vi utferer na
et variabelbytte for & lgse dette integralet ved & la e = ¢(e??). Da er

1 27

flwy=go | o) dd
1 o —1\// it it
=5 ), 1@ EDIf ()l
1 2m 1— 2 ;
=5 /. |1_6|:Z|1}2f(e")d9
2m it )
= 0 %(Zii) f(e) do. 0

Vi gar na videre til & se pa underharmoniske funksjoner. La {2 veere en apen
delmengde av C, og la f : & — R veere kontinuerlig. Da sier vi at f er underhar-
monisk hvis det fglgende holder: For enhver kompakt delmengde K C ) og enhver
kontinuerlig funksjon h : K — Q som er slik at restriksjonen av h til den indre
delen av K er harmonisk har vi at hvis f < h pa randen 0K, sa er f < h pa hele K.
Hvis f er to ganger kontinuerlig deriverbar er f underharmonisk dersom Af > 0.
Vi sier at f tilfredsstiller undermiddelverdiegenskapen dersom

27

f(z0) < o /. f(z0 +re?)do
for alle zp € C og r € R slik at D,(zg) C Q. Pa samme méate som middelverdiegen-
skapen klassifiserer de harmoniske funksjonene, klassifiserer undermiddelverdiegen-

skapen de underharmoniske funksjonene:

Teorem 2.7. En funksjon f er underharmonisk hvis og bare hvis f tilfredsstiller
undermiddelverdiegenskapen.

Beviset for dette er gitt i [1, Teorem 8, kapittel 6]

Teorem 2.8. La f vere underharmonisk pa enhetsdisken. Da er

1 2 0
— ) do
5 | s

ikke-synkende for 0 <r < 1.

Beviset for dette er gitt i [3, Teorem 1.6]. For en funksjon f : I — C, sier vi at
f har en radiell grense L i punktet e hvis
lim f(re') = L.
r—1—
Teorem 2.9. La f vere en analytisk funksjon som er begrenset pa enhetsdisken.
Da eksisterer den radielle grenseverdien lim,_,;- f(re'®) nesten overalt.

Beviset for dette er gitt i [3, Teorem 1.3]. Rommet av analytiske funksjoner som
er begrenset pa enhetsdisken vil vi senere omtale som H°.

Det siste resultatet vi har bruk for er Parsevals identitet, som sier at gitt en
funksjon f € L?[—7, 7] er

1122y = / @ de =23 fe
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der ¢, er fourierkoeffisientene til f, gitt ved
1 " —inx
Cn = — f(z)e dz.
2 J_,

Bevis for dette er gitt i [2, Teorem 1.40]

3. POISSON—JENSENS FORMEL

I dette kapittelet skal vi vise Poisson—Jensens formel som sier det fglgende:

Teorem 3.1. (Poisson—Jensens formel) La 0 < 9 <1, 09la D ={z€ C:
|z| < o} C Q, der Q er en dpen delmengde av C. La f : Q — C vere en analytisk
funksjon der ai,as...,a, er nullpunktene til f pd |z| < o repetert antall ganger

tilsvarende multiplisiteten. Da er
1 [ 0e'? + 2 i
/ R <> log | f(0e 0)| dé.
0

2 _ g
—az| 1
)| 2w o — z

log (2)] = Zlog‘g N
= o

Z—a]‘

For a bygge opp litt forstaelse skal vi fgrst vise et spesialtilfelle av ulikheten der
f kun har nullpunkt pa randen |z| = p. For & vise dette trenger vi forst to lemmaer.
Det forste lemmaet forteller oss at f har endelig mange nullpunkt pa D.

Lemma 3.2. La D = {z € C: |z|] < p} C C vere en disk inneholdt i en dpen
mengde Q, og la f: Q — C vere en analytisk funksjon, ikke konstant lik 0. Da har
f endelig mange nullpunkt i disken |z| < o.

Bevis. {z € C: |z| < g} er en lukket og begrenset sammenhengende mengde, og
derfor inneholdt i en apen mengde 2. Anta med mal om en motsigelse at vi har
uendelig mange nullpunkt i disken |z| < p, og la {ai}ren veere en folge med alle
disse nullpunktene. Denne fglgen er begrenset, sa ved Bolzano—Weierstrass’ teorem
eksisterer det en konvergent underfplge {by }ren. Ettersom {by}ren er konvergent
har fglgen et opphopningspunkt. Da fglger det ved identitetsprinsippet at to funk-
sjoner som er like pa {by}ren er like overalt, ettersom {by}rey er en delmengde av
en apen mengde Q. Dermed vil f(z) = 0 pa hele D, som er en selvmotsigelse. Det

fglger at f har endelig mange nullpunkt i disken D. O
Vi trenger ogsd et lemma som viser hvordan nullpunktene péa randen |z| = o
pavirker integralet
1 27 f( Qeie) 40
2 Jo oet? — gett|

Vi skal derfor ved hjelp av det fglgende lemmaet vise at

1 2 ) )
— / log |0e™ — €| = log o.
271' 0

Lemma 3.3.

2m
/ log|1 —€[df =0
0
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Beuvis. Forst ser vi at

2m 2m
/ log|1—ei9|d0:/ log v/2(1 — cos 6) df
0 0

2
:/ log 2
0
2 27
:/ log\2|d9+/ log
0 0

=27 log(2) + 2/ log(sin ) dz
0

.0
sm2’d9

.0
st‘ do

Videre er

[NE)

/ log(sin x) / log(sinz der/ log(sin ) dz
0 0 z

J
J

/ log(sin x cos x) dx
0

NIE]

log(sin x) dgc—i—/2 log(sin(z + g))dx
0

[ME)
[ME)

log(sinz) dz —|—/ log(cos z) dx:
0

[N

[NE)

/logfsm x)) dx
0

1
:—zlog2+ /1og(sinu)du
2 2/,
T 1 [ .
:—710g2—|—7/ log(sinz) dz
2 2 /s

Vi ser altsa at
2/ log(sinz) do = —27log 2,
0

og folgelig er

27
/ log|1 — €| df = 2mlog(2) + 2/ log(sinz) dz = 0. O
0 0

Vi er na klare til & vise et spesialtilfelle av Poisson—Jensens formel.

Teorem 3.4. La Q C C vere en dpen mengde slik at D = {z € C : |z| < o}
er inneholdt i U, og la f : Q — C vere en analytisk funksjon som ikke har noen
nullpunkt i disken |z| < o. Da er

27
log |F(0)] = 5 / log | (0¢'®)] 6.

Bevis. Ved Lemma 2.4 fglger det at log|f| er harmonisk utenom nullpunktene til

f. Anta forst at f ikke har nullpunkt i disken |z| < p. Da fglger det av Teorem 2.5
at

27
08 (0] = 5- [ 1og (o) 0,
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Anta na at f har ngyaktig ett nullpunkt pa randen |z| = ¢ av grad m, og la dette
vaere gitt ved zg = pe'?. Definer g(z) = (zf(zzo))m. Da er g analytisk og har ingen

nullpunkt. Dette ser vi ved & taylorutvikle f om zp, som vi kan gjgre siden f er
analytisk. Vi ser at
"(y 2—22 ", Z—Z3
F(2) = F(z0) + /(o) — 20) + TR EZ 201 TN = 20)
F (z0)(z = z0)™ | [ (20)(2 = 20)™ !
= +
m! (m+1)!

Dermed fglger det at

ooy = L TG0 =) o)z z0)"

+ + ...
og vi ser at g er analytisk og fri for nullpunkt. Dermed er

Z— 2 m! (m+1)!
1 2 0
loglg(0)| = 5= [ Togla(ec”) 00

+ ...

+ ...

Videre har vi:

, i0
g(0e”) = (gei(f(gegei)%)m

= g(oe")(0e™ — 0e™™)™ = f(0e™)
= log |g(ee”)| +log |(ge™ — 0e'®)™| =log|f(0e™)|
= log|g(0)| + log|(ee'®)™| = log | £(0)
= log|g(0)| + mlog(o) = log|f(0)|
Samtidig er

1 2m ] m 27 ) ) 1 27 ;
or | lolatec a0+ 3% [ togloc® — ge s = o [ log (o) a0,
T Jo 2T 0 27 0

s& for & vise at )
1 i )
o [ loglf(ee)] o =tog 7(0)
™ Jo

holder det & vise at

1 27 ) m 27 ; ;
log lg(0)| + mlog(o) = 5 [ loglg(ee)l o+ 2= [ loglee® - get®| s
™ 0 27T 0
Det er ekvivalent med & vise
1 27 ) )
log(e) = 5 [ loglec”” — e .
27T 0
Videre har vi at

I i0 i I I YRR
Py log |oe"” — oe'*|df = — log(o0)df + — log |e'? — €| do

1 27 ) )
= log(g) + o /0 log |e“9 . eonIde,

og dermed holder det & vise at
1 27

— log ¢ — %] df = 0.
2w 0
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Vi ser at

2m ] 2r ) 2m ) ) 2m )
[ —eman = [ et —cojar = [ petenar= [ -etar
0 0 0 0

Det holder derfor & vise at

2m
/ log |1 —€|df = 0.
0

Dette folger fra Lemma 3.3. Dermed er resultatet vist i tilfellet der f har ngyaktig ett
nullpunkt pa ¢ = |z|. Ved Lemma 3.2 fglger det at f har endelig mange nullpunkt og
en kan derfor bruke induksjon til & vise at formelen holder generelt pa |z] = p. O

Vi er na klare til & vise Poisson—Jensens formel. Merk at vi har antatt at f har
endelig mange nullpunkt fordi det fglger fra Lemma 3.2 at f = 0 dersom f har
uendelig mange nullpunkt.

Bevis for Teorem 3.1. La
H £
o(z —aj )
Viser at F er en analytisk funksjon pa Q og at f ikke har nullpunkt i disken |w| < g,
ettersom vi har faktorisert disse bort. Dette kan vises med taylorrekker pa samme
mate som i beviset for Teorem 3.4. Funksjonen log F'(w) er derfor analytisk pa et
omrade som inneholder disken |w| < g, og folgelig er log|F(w)| harmonisk pa det

samme omradet. Lar vi w = pz vet vi at log |F(9z)| er harmonisk pa et omrade som
inneholder disken |z| < 1. Vi kan derfor anvende Teorem 2.6 pa u(z) = log|F(pz)|:

log |F(w)] = u(z) = o /OQﬂére (Qe@ il Z) w(e) do

2 et —z

12" [ 0e" +w ,
= — R ——— ) log|F(ge’)| do
i [ R (S o Flee”)

Videre ser vi at

log |F(w)] = log | (w |+Zlog] )\

Ettersom F(w) = f(w) pa |w| = o folger na Poisson—Jensens formel:

27 e
log | f(w Zlog )’+217r/ §R<§ezt+) log | f(oe)|dt. O

Setter vi inn z = 0 i likningen over far vi umiddelbart Jensens formel.

Korollar 3.5. (Jensens formel) La 0 < 90<1, 09la D={z€C:|z| <p} CQ,
der Q er en apen delmengde av C. La f : Q — C vere en analytisk funksjon der
ai,as...,an er nullpunktene til f pa D, repetert antall ganger tilsvarende multipli-
sitet, og anta at z = 0 tkke er et nullpunkt. Da er

1 27 )
log | £(0) Zlog<| |> o /0 log| f(0e')| df.
.7

Merk at Teorem 3.4 na fglger direkte som et korollar av Korollar 3.5.
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Kommentar. Det er ogsa mulig & vise Jensens formel ved hjelp av Teorem 3.4 og &
faktorisere ut nullpunktene. Deretter kan man definere Mobius-transformasjon

¢(2) =

og bruke Jensens formel med ¢ = 1 pa f o ¢, som kun har nullpunktene ¢(a,) nar
ai,as . ..ax er nullpunktene til f. Da ser vi at

1 2 )
log | (¢ Zlg<|¢ )+/O log | £(¢("*))| d6
27 0
Zlog( — >+21ﬂ/0 %Cw”)logﬂwnde
J

som er Poisson—Jensens formel for o = 1.

w—z
1 —wz’

Vi skal na bruke Jensens formel til & vise at nar f er analytisk er log|f| under-
harmonisk, og folgelig ogsa at | f|P er underharmonisk nar 0 < p < oc.

Lemma 3.6. La Q vere en dpen delmengde av C som inneholder disken |z| < p
og la [ : Q — C vere en analytisk funksjon. Da er log |f| underharmonisk.

Bevis. Ved Jensens formel fglger det at

1 27 ; 1 2m ;
log (0 Zlog(|a]|)+2/0 g F(0e) 0 < o= [ o 1(ee )] a0

dersom f(0) # 0. Anta nd at z = 0 er et nullpunkt av grad k for f, og definer g =
f/2"*. Da gjelder ulikheten over for g. Videre ser vi at log |g(2)| = log | f(2)|—klog ||
og at

1 2 ) 1 2T )
— 1 0y dp = — 1 ) d0 — klog o.
37 | toelatec™] a0 = 5= [ g r(ee) a0 — ko
Dette viser at )
1 [ .
— 1 9y
5 | toels(ee”)

er endelig. Som spesielt betyr at

27
o8 (0] < 5 [ logl (o) 0,

Vikan na vise at f tilfredsstiller undermiddelverdiegenskapen ved & se pa funksjonen
h(z) = f(z + zo) som er analytisk i en dpen mengde om |z + 29| < g. Dermed vet
vi at

1 2 )
log |R(0)] < —— / log |h(0¢™)| A6,
27T 0
og folgelig vil
1 27 )
log | f(20)] < 27/ log | f(z0 + 0e'®)| dO
T Jo

nar D,(z) C Q. Funksjonen log | f| tilfredsstiller altsd undermiddelverdiegenskapen
og er derfor underharmonisk. O

Vi skal na bruke dette til & vise at ogsa |f|” er underharmonisk.
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Teorem 3.7. La f : Q — C wveere en analytisk funksjon og la 0 < p < co. Da er
|fIP underharmonisk.

Bewis. Ved & bruke at log | f| tilfredsstiller undermiddelverdiegenskapen og Jensens
ulikhet ser vi at

1 27 ) 1 27 )
log | f(z0)|P < %/0 log(|f(z0 + 7"6’9)|p) df < log <2ﬂ_/0 |f(T619)|p d9>

for alle zp € C og alle r € R slik at D,.(2p) C . Folgelig ma ogsa

1 2 )
PGl < 5 [ 15+ re)p s
™ Jo

som viser at |f|P tilfredsstiller undermiddelverdiegenskapen og derfor er underhar-
monisk. g

Fra Teorem 2.8 fglger det na at
1 27

— 0 |p
5 [ ey an

er ikke synkende for 0 < r < 1.

4. BLASCHKE-PRODUKT

Vi definerer na Blaschke-produktet og viser nar det konvergerer og hvilke egen-
skaper det har pa enhetsdisken. Vi begynner med definisjonen av et endelig Blaschke-
produkt.

Definisjon 4.1. La m vare et ikke-negativt heltall, og la a1, aq,...a veere en
folge der 0 < |a,| < 1 for alle n. Da er et endelig Blaschke-produkt en funksjon pa
formen

Vi skal na se pa et eksempel ved a se pa polynomet g av grad k. La nullpunktene
til g veere ay,aq, ..., ax, der de [l fgrste ligger i enhetsdisken. Da kan vi skrive

l
g(z)=A]]

n=1

k

1—-«
T p=1

|ovn |
an

der o, = a, nar n <1, og o, = %7 nar I < n <k, og A er en konstant. Her vil

3 ;:1 ‘Z—”‘% vaere et endelig Blaschke-produkt. Dette er altsd en metode
vi kan bruke for & faktorisere ut de nullpunktene til en funksjon som ligger pa
enhetsdisken. Vi viser na at alle faktorene i Blaschke-produktet er mindre enn 1 i

enhetsdisken.

Lemma 4.2. Nir0<|z|<1og0<|w| <1 er

|w — 2|

— <1

11 —wz| ’
og nar |z| =1 er

|w—z|

1 —wz|
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Bevis. La w =re? ogla z = se'®. Daer |r| <1 og |s| <1, og vi har det fglgende:
|re?? — sei?| B |re?? — sei(¢_9)ei9|
|1 —re=sei®| |1 —rsei$-0)]
B |ei9\|r — sei(¢*9)|
[1 — rsei(¢=0)]
_|r—scos(¢ —0) —issin(¢ — 0)]
|1 —rscos(¢ — 0) — irssin(¢ — )]
B \/(r — scos(¢p — 0))? + (ssin(¢ — 6))?
V(1 —rscos(¢ —0))2 + (rssin(¢ — 0))2
~/r?2—2rscos(¢ — 0) + 52
/1 —2rscos(¢ — 0) +r2s?
Vi ser at dette er mindre enn 1 nar
V1= 2rscos(¢ — ) + 1252 > /12 — 2rscos(¢ — 0) + 2,
som stemmer nar r < |1 og |s| < 1. Ved & nd la s = 1 ser vi at
Irei? —e'®|  \/r> —2rcos(¢p—0) +1
[1—re=e®| /T —2rcos(¢ — ) + 12

Dette betyr at for et endelig Blaschke-produkt B(z) er |B(z)| < 1 nar |z| < 1 og
|B(z)| = 1 nar |z| = 1. Ser vi videre pa eksempelet der g er et polynom av grad k

og

kan vi la G(2) = AT}, (1 - @52), og B(2) = [Ij_, ‘2l {=. Daer g = BG,
der B er et endelig Blaschke-produkt. Vi observerer da at |g| = |G| nar |z| = 1.
Dette skal vi senere se at gjelder mer generelt. Vi gar na videre til & se pa uendelige

Blaschke-produkt.

Definisjon 4.3. La m veere et ikke negativt heltall, og la {a, }n>0 veere en fglge der
0 < |an| < 1for alle n og >~ (1 —|an|) < co. Da er et uendelig Blaschke-produkt

en funksjon pa formen
om H |an‘ Apn —
- an 1 —apz

Vi skal na vise at Blaschke-betingelsen Y >° (1 — |a,|) < oo garanterer konver-
gens av det uendelige Blaschke-produktet, men for a vise dette trenger vi forst et
lemma.

Kommentar. Senere skal vi se at nullpunktene til en funksjon f € HP tilfredsstiller
Blaschke-betingelsen, > > (1 — |a,|) < oo. Nullpunktene til f pa enhetsdisken vil
derfor kunne utgjgre et Blaschke-produkt.

Lemma 4.4. La a1,as,... vere en folge med komplekse tall, der 0 < |ay,| < 1 for
alle n. Da konvergerer T[>, (1 + a,) mot noe ulikt 0 hvis og bare hvis > -, |a,|
konvergerer.
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Bevis. Det er klart at []°~, (1+a,) konvergerer ngyaktig i de samme tilfellene som
|12, (1 +ay)|. Viser at |[],—,(1+ ay)| konvergerer hvis og bare hvis

log (H (1 +an)> =) log|(1+ay)]

n=1

konvergerer. Videre ser vi at » .., log|(1 + a,)| konvergerer hvis og bare hvis
>0, |an| konvergerer ved grensesammenlikningstesten, ettersom

log(1 log(1
i 8t an) o log(l+a)
n—oo A, x—0 x
Endringen av grensen skyldes at vi vet at leddene a,, ma ga mot 0 nar n gker for
at rekken skal kunne konvergere. O

Vi er na klare til & vise noen viktige egenskaper ved Blaschke-produktet.

Teorem 4.5. La ay,a9,... vere en folge med komplekse tall slik at 0 < |ay| <
lag| < -+ <1 og > 02 (1 —lay|) < oco. Da konvergerer Blaschke-produktet

_,m H |an| an —
- ap, 1—an
pa enhver disk |z| < R < 1. Vi har B(an) = 0 for alle n, og B(z) har ingen andre

nullpunkt i disken |z| < 1. Videre er |B(z)| < 1 pé |z| < 1 og |B(e")| = 1 nesten
overalt.

Bevis. Pa disken |z| < R < 1 gjelder det folgende:

ap, + an|z|

QAp

1—an|
1—a,z

|an| + lan||z] [1 = |anl|

lan| 1 = [a@nz]]
< @A 2D — Jan])
- 1 - R|
< 2(1 — |an|)
- 1-R
Det fglger derfor at
- lan| an —
1 n n "
; an 1—a z RZ ~lanl) <

Dermed folger det fra Lemma 4.4 at ] | |Z"| 12—, konvergerer. Videre viser vi

at a, er de eneste nullpunktene for B(z). Vi ser at for en konstant k, vil
|an| Ap — Qn
B =k, —- | =0.
(an) = ( a, 1—aya,

Dette ma vaere de eneste nullpunktene ettersom at for & fa B(z) = 0 ma en av
faktorene i produktet vaere lik 0. La
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Fra Lemma 4.2 folger det at |a, — z|/|1 —a@nz| < 1 pa |z| < 1, og folgelig er
|B(z)| < 1 padisken |z| < 1. Men | By, (e")| = 1 er ikke nok til & vise at |B(e?)| = 1
siden Blaschke-produktet ikke ngdvendigvis konvergerer pa randen |z| = 1. Der-
imot har vi [B(e?)| < 1, og ma vise at dette faktisk er en likhet nesten overalt.
Ettersom B er analytisk og begrenset pa enhetsdisken fglger det fra Teorem 2.9
at den radielle grenseverdien lim,_,;- B(re?) eksisterer nesten overalt. Det samme
gjelder ogsa for By, for alle k. La f = B/By. Da eksisterer ogsé den radielle grense-
verdien lim,_,;- f(re’) nesten overalt og |f| er underharmonisk. Det fplger derfor

fra Teorem 2.8 at
1 27 B 0 1 27 B 60 1 27 )
27 Jo  |Bk(rei?)| 21 Jo | Br(e®)] 27 Jo

Dermed er integralet begrenset og vi kan ved Lebesgue dominerende konvergens-
teorem flytte grensen inn i integralet.

1 2 B 20 1 2 B 10 1 27
—lim/ 1B g L fim 120 g L [T gp 1
2T k—oo Jo | B(rei?)] 21 Jo  k—oo | Bi(rei?)] 27 Jo

Vi har altsa
1 27 B i0 1 27 )
1= lim / 1BUeDl qg o L [ peioy) ao.
27 k—oo Jy | Br(re??)] 27 Jo

Samtidig er
1 27 )
— |B(e)|df < 1
2 0
ettersom |B(e?)| < 1. Vi har altsa

1 2m )
1< — |B(e)|df < 1
27T 0

og folgelig | B(e?)| = 1 nesten overalt. O

5. INTRODUKSJON TIL HARDY-ROMMET

I dette kapittelet skal vi vise noen grunnleggende egenskaper for Hardy-rom, og
for funksjoner i Nevanlinna-klassen. Vi starter med definisjonen av et Hardy-rom.

Definisjon 5.1. En funksjon f som er analytisk pa enhetsdisken er i HP, Hardy-
rommet, dersom M,(r, f) forblir begrenset nar r — 17, der

2 %
M) = (5 [l ao)

Moo(r, f) = Oggﬁlf(rew)\-

for 0 < p < o0, og

Merk at vi bruker notasjonen || f|| g» = lim,_,1- Mp(r, f), og gjerne omtaler dette
som normen til f. Men nar 0 < p < 1 er || f||g» en kvasinorm og ikke en norm. Det
vil si at den vanlige trekantulikheten ikke er oppfylt, derimot vet vi at

1_
1f + gllze <207 (I Fllzze + gllzze) -
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Nar 0 < ¢ < p < o er HP C H?. Dette ser vi om vi lar f € HP og bruker
Holders ulikhet pa funksjonene f? € Le og g(z) = 1 som er i L»—4. Vi ser ogsé at
p P 4
hvis f € H? og f ikke har nullpunkt, sd er f2 € H% og || f2 || g2 = || f|| &, ettersom
1
1 . 27 10 » 9 2 1 . 27 10
— lim [f(re*)2]%d8) = by lim |f(re’)|P do

2T r—1- 0 ™ r—=1-Jo

D=
vl

Dette er nyttig fordi Hardy-rommet H? ofte kan vaere lettere & studere enn andre
Hardy-rom, blant annet fordi vi har det fglgende teoremet:

Teorem 5.2. En analytisk funksjon f : D — C er i H? hvis og bare hvis vi kan
skrive f som en potensrekke f(z) = > " anz" slik at Y o> |an|? < co.

Bevis. Ettersom f er analytisk pa enhetsdisken kan vi skrive f(re’?) = ZZO:O anre’?n.

Dette er en kompleks fourierrekke, sa ved Parsevals identitet fglger det at
1 [7 , =
— [ 1fre®)Pdo =" |an|*r*"
n=0

2 J_,

for 0 < r < 1. Her kan vi endre integrasjonsgrensene og vi ser at

L[ eenran= = [T geeompan= LT srenyan
re “5 ) re =5 ), re :

2 )
Det fglger derfor at
1 27

— | 1f@e)Pdo =" |anr*"
n=0

2w 0

nar 0 < r < 1. Vi far da at

1 2 ) 0o 0o
lim [Ms(r, f)]? = lim —/ f(re?)?dd = lim an|?r?" = anl?.
(M, f)] e a0 = i 3= 3

r—1- r—1- 27

Dermed er [Ms(r, f)]? < oo hvis og bare hvis Y |a,|* < cc. O
Fra dette ser vi at hvis f: D — Ceri H? og f(z) =Y oo yanz™ saer ||f||3: =
ZZC:O |an|?.

En annen nyttig funksjonsklasse er Nevanlinna-klassen.

Definisjon 5.3. La f veere en analytisk funksjon pa enhetsdisken. Da er f i
Nevanlinna-klassen, som vi betegner N, hvis integralet

2m
[ 1o 1rtre as
0
er begrenset for 0 < r < 1, der

log™ | ()] = {1og|f<x>|, log | («)] >0,

0, log | f(x)] < 0.
Tilsvarende bruker vi notasjonen

[ ~loglf(@)], log|f(x)| <0,
e 17 (x)"{o, log |£(z)] > 0.

Dermed har vi at log |f| = log™ |f| —log™ |f|. Vi skal na se at alle funksjoner som
er i et Hardy-rom ogsa er i Nevanlinna-klassen.
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Teorem 5.4. H? C N for alle p > 0.

Bevis. La f veere i HP. Vi kan anvende Jensens ulikhet pa —log™ (¢) og | f(re'?)|P
ettersom — log™ (t) er konveks og |f(re?)|P er ikke-negativ:

1 27 . 1 27 .
—1 + [ = 6 Pde ) < —— 1 + 0 P d6
ox (52 [ 1sepan) < - [TiogtIf(re)

Dermed er

LI 0\ (L 0
il i < il i0y|p
271'/0 log™ (|f(re’”)P) df < log 27r/0 |f(re')Pdo | < oo

Vi ser derfor at
27
ﬂ/ log™ | £(rei®)| d < oo,
27T 0

sa f er i Nevanlinna-klassen. O

6. RIESZ-FAKTORISERINGEN FOR FUNKSJONER T HARDY-ROM

I dette kapittelet viser vi flere resultater om funksjoner i Hardy-rom og Nevanlinna-
klassen. Disse resultatene gjor oss i stand til & avslutte kapittelet med beviset for
Riesz-faktoriseringen for funksjoner i Hardy-rom (Teorem A).

Teorem 6.1. La f € N vere en analytisk funksjon pd enhetsdisken. Da kan f
skrives pa formen f = g/h, der g og h er i H®, |g(z)| <1 og |h(2)| < 1.

Bevis. La f ha et nullpunkt i z = 0 med multiplisitet k, og la 21, 29,... vare de
andre nullpunktene sortert slik at 0 < |z1| < |z2] < |23]--- < 1, der nullpunktene
er repetert antall ganger tilsvarende multiplisitet. La o < 1, og anta at f ikke har
noen nullpunkt pa randen |z| = g. Definer

e -i0% I (5225).

i< o(z — zj)

Funksjonen F' har ingen nullpunkt i disken |z| < o < 1 ettersom vi har faktorisert
disse bort pa samme mate som i beviset for Teorem 3.4. Vi har derfor at F' er en
analytisk funksjon pad D og at G = log(F) er en analytisk funksjon pa et apent
omrade om |z| < p, samt at log|F| er harmonisk pa det samme omradet. Vi ser at

log | F(ge™)| = log | f (o k:eztk H (Q _Z]Qe_)) = log|f(ee™)|.
J

Qezt

Ved & anvende Teorem 3.1 pa F og & bruke at log|F (0e™)| = log|f(0e™)| far vi
derfor

27
g ()] = 5 | éR(Qe 2 o (e .

27 pett —



FAKTORISERING T HARDY-ROM 17

Vi gnsker né & finne et uttrykk for G. Vi vet at R(G) = R(log F') = log |F|, og ser
derfor pa

oe” + z

1 27
10g|F(z)H—i—/ log | £ (o¢' )“<Qezt ) dt +iC
o —
27 it 2m it
7/ log | f (o€’ )?R(Qe +Z) dt—&—l—/ log | f(0e™)|S <g:lt+z) dt +iC

— -z

27 zt
—/ log | f(0e™) < +Z) dt +iC

Ved analytisk komplettering far vi altsa

1 [ i et + 2
6t = 5= [ toslitee) (552 ) arvic

Vi ser at
9% H Q L) —ex 1/%10 £lee)| 22 e+ iC
k < - p 27‘(’ 0 g Q QG

ettersom

gzt+z

2m
explog(F(:)) =exp (5 [ toglf(ee)| 25

dt + ZC>

Videre ser vi at

1 [ v 06+ 2 ngzj
1o = (5 [ loglfle i arric) 5 T A2

‘ZJI<Q

Definer né

R g 0et + 2 , gz—zj
¢o(2) = exp (_27r/0 log |f(gel)|genizdt+20 H

g — Zi
251 <e i*

og
ge 4z

2m
o) =exp (5 [ tow" e 145

dt+ C>

Da ser vi at f = w—g La {0n}nen veere en folge som konvergerer mot 1, og definer

L[ + ity € 2
U (2) = o, (0n2) = exp Ton log™ | f(one )|€” de
0

og

1 2 _ ; eit Onz — Z4
P (2) = Gp, (0n7) = exp (—%/O log™ | (ene) 1 T ) )

lzj|<on




18 SARAH MAY INSTANES

Videre viser vi at pa D er |®,,(2)| < 1:

1 2m _ it et — OnZ — Zj
|®,,(2)] = |exp <—27r/0 log™ | f(ene™)|——— T > II On — %5z

[2j]<en

1 2m 3 i eit—Z OnZ — 24
=ow (R (g7 [ s oG ) ) | T
n J

|zj|<on
1o i € —z
< exp <§R (—277/0 log |f(9n€t)|m dt)) :

Den siste ulikheten folger av at |0,z — 2;| < |on, — Zj2| nar |z| < 1 og |2;| < ¢,. Det
gjenstar na a vise at

1 27 B ] eit
exp (% (—QW [ o8 10w S dt)) <1
0

som er ekvivalent med a vise

1 [ Loett— 2 1 [ et — 2z
— log™ nelt)|——dt | = — 1 dt > 0.
R (5 [ o e Gt ar) = o [ e (e (S5 ) a0

Dette folger av at log™ | f(0ne®)|R (e ’Z) > 0 for alle z € D.

eit 42z
Funksjonene ®,, vil utgjgre en normal familie ved Montels teorem, ettersom &,,
er analytisk for alle n og |®,(2)] < 1 for alle z € C. Tilsvarende vil ogsa ¥,
utgjore en normal familie. Fra definisjonen av en normal familie fglger det na at det
finnes en fglge {n;} slik at ®,; konvergerer mot en analytisk funksjon ¢, og V¥,
konvergerer mot en analytisk funksjon 1 pa alle kompakte delmengder av D. Vi ser
at [P, (0)] > 0 for alle n, ettersom

1 2 )
00 = oxp (- [ hog" 17taelar) >0
27T 0

er ekvivalent med )
1 g .
%/o log™ | f(0e™)| dt < oo,

som fplger av at f € N. Dermed vet vi at ¢ ikke er identisk lik 0. Dermed vil
®,,; /¥, konvergere mot ¢/1 pa alle disker |z| < r < 1. Dette betyr at ®,,, /¥,
konvergerer mot f pa hele D ettersom ®,,,(2)/ ¥, (2) = f(2) pa |z| < o. Det folger
at f = ¢/ O

Vi skal na bruke at vi kan skrive f som en kvotient av to funksjoner som er
begrenset pa enhetsdisken til & vise et nyttig resultat.

Teorem 6.2. For enhver funksjon f : D — C som er i Nevanlinna-klassen ek-
sisterer den radielle grenseverdien lim,_,,— f(re?) nesten overalt, og log |f(e??)| €
L1[0,27], med mindre f(z) = 0. Hvis f € HP for enp > 0, s er f(e'’) € L?|0,27].

Bevis. Ved Teorem 6.1 fglger det at vi kan skrive f = ¢/¢, der |¢(z)] < 1 og
|¥(2)| <1 og ¢ og ¢ er begrensede analytiske funksjoner, alts& har vi ¢, ¢ € H™.
Ved Teorem 2.9 fglger det da at ¢ og ¢ har radielle grenseverdier ¢(e?) og v(e™)
nesten overalt. Vi ser at

lim nf | log [o(re™”)| = [log |¢(e”)]| = —log|6(c”)].



FAKTORISERING T HARDY-ROM 19

Dermed folger det av Fatous lemma og |¢(re?)| < 1 at

1 2 i ) ) 1 2 »
3= || Hoglo(e) a6 < timint 5 [ log o) o

r—1 27

2m
= lim inf i/ —log |¢(re?)| d.
0

La a1, a9, ... veere nullpunktene til ¢, og anta fgrst at z = 0 ikke er et nullpunkt.
Ved Jensens formel fglger det da at

r

1 27 0
3 | omletre 140 = oglo(O + 3 tog

for alle 0 < r < 1. Vi ser derfor at fo% log |p(re'?)| dd gker nar r gker. Dermed vil
— fOQTr log |¢(re?®)| df minke nar r gker, og

r—1

1 27 .
liminff%/o log |¢(re'?)| dd

vil da veere begrenset. Dermed er ogsa

L 27T1 )] de
3 | Dol

begrenset, og log |p(e*?)| df er i L'[0, 27]. Tilsvarende er ogsa log [ (e*)| i L1[0, 27],
som spesielt betyr at 1(z) # 0 for nesten alle z med |z| = 1. Dermed vet vi at den
radielle grensen

$re?) _ ¢(e)

lim f(re?) = lim

r—1- r—1- P(reif) — ah(eif)
eksisterer nesten overalt. Det folger derfor ogsa at
$(e")

log | f(e")] = log

(CLD)
eri L'[0,27].

Se na pa tilfellet der z = 0 er et nullpunkt av grad m for f. Betrakt funksjonen
g = f/z™ som ikke har z = 0 som et nullpunkt. Da ma den radielle grensen
lim,_,;- g(re') eksistere nesten overalt. Videre vet vi at lim,_,; - (re’®)™ eksisterer,
sa det fglger at ogsa den radielle grensen lim,_,;- f(re'’) eksisterer nesten overalt.
At log |f(e')| € LY0,2n] folger direkte fra log|g(e®)| € L[0, 2x].

Til slutt ma vi na vise at f(e?) er i LP[0, 27] nar f er i H?. Ved & bruke Fatous
lemma og at M,(r, f) < oo nar f er i H? ser vi at

1 27 ) 1 2m )
|f£(e)|P df < liminf %/ |f(re?)|Pdf < oo,
0

% 0 r—1-
som viser at f(e?) € LP[0, 27]. O

Videre skal vi na vise at nullpunktene i enhetsdisken til en funksjon i Nevanlinna-
klassen tilfredsstiller Blaschke-betingelsen.

Teorem 6.3. La f : D — C vere en funksjon i Nevanlinna-klassen, med nullpunk-
tene ai,as,... der 0 < |ai| < laz|, - < 1, og der hvert nullpunkt er gjentatt like
mange ganger som graden til nullpunktet. Da er Y ° (1 — |a,|) < oco.
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Bevis. Ettersom f € N vet vi fra Teorem 6.2 at fOQTr log |f(re?®)|df er begrenset.

Det finnes derfor en konstant C' slik at fo% log |f(re®®)|df < C. Antanaat f(z) # 0.
Ved Lemma 3.2 har f bare endelig mange nullpunkt i enhver disk |z| < o < 1, og
vi kan derfor anvende Jensens formel pa f pa disken |z| < ¢ < 1. Da far vi

1 2T
C>%/O log | f(0e™) dd = log | £(0)] + Z log

lan|<o
eller

> log 17 < C ~log|(0)] = Cu.

lan|<eo
Vi ser at Zlan|<@ log 2 Tao] gker nar o gker siden log ‘a—g| > 0 for alle |a,| < o. For en
fiksert N € N vil derfor

Zlog‘

Lar vina N — oo og o — 1 far vi

exp (Zlog |an|> H |a1n| <1,

n=0

Z log| |

a an|<e

Dermed ser vi at
o0
e~ < H |an].
n=0

Som betyr at [[2 |an| > 0. Folgelig ma da ogsa > o (1 — |a,|) vaere begrenset
ved Lemma 4.4.

Til slutt ser vi pa tilfellet der z = 0 er et nullpunkt av grad m for f. Definer g(z) =
f(2)/z™. Da vil g vaere analytisk pa D og g vil ha akkurat de samme nullpunktene
som f utenom z = 0. Videre ser vi at f027r log |g(re?)| vil veere begrenset, siden

fo% log |f(re')| er begrenset og

1 2m ) 1 2m ) 1 2m )
%/0 log|g(re“9)|d6‘:%/0 log\f(re’9)|d0—%/o log [r™e™™| df

1 27 .
:—/ log | f(re??)|df — mlogr < oo
2 0

nar r > 0. Dermed folger det at > - (1 — |an|) < oo, ogsd nar z = 0 er et
nullpunkt. O

Fra Teorem 6.3 og Teorem 4.5 fglger det na at for en funksjon f € HP som pa

enhetsdisken har nullpunktene a1, as,..., samt z = 0 som et nullpunkt av grad
m, vil Blaschke-produktet 2™ [],—, %% konvergere. Vi er na klare til & vise
Riesz-faktoriseringen for funksjoner i Hardy-rom, og minner om hva det sier.

Teorem A. (Riesz-faktoriseringen)
La f € H? for enp >0 og anta f £ 0. Da kan f faktoriseres pi formen f = BF,
der B er et Blaschke-produkt og F € HP ikke har nullpunkt i disken |z| < 1, og

[ f e = 1 E |-
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Bevis. La f ha nullpunktene a1, as, ... i enhetsdisken, samt z = 0 som et nullpunkt
av grad m. Ettersom f € H? konvergerer B(z) = 2™ [[;, |Z’z| 1222 Ved Teorem
6.2 folger det at f(e?®) € LP. Sa la
1 2T
27

Definer na B,, og g, som

|f ()P ds = M < .

o T ol ar — 2

kl—[1 ag 1—agz arz
0g

By (z)

Dersom f har n nullpunkt vil B = B,, vaere et endelig Blaschke-produkt og vi kan
la ¢ = f/B. Da gir f = Bg den gnskede faktoriseringen. Anta derfor at f har
uendelig mange nullpunkt. Ettersom B,, er kontinuerlig og B, (z) = 1 overalt nar
|z| = 1, folger det for en fiksert n og en fiksert ¢ > 0 at B,(z) > 1 — ¢ nar |z| er
nerme 1. Derfor far vi det fglgende for store nok r:

1 271' 19
Mé’(gn,r):% |gn (re’)|P do
1T fre?)P
21 )y |Bn(re)lp
27 0\ |p
gi [f(re®)P 19
27T 0 (1_€)p
1 27!‘ .
<975 [ It
27T 0
1 27 "
< (1—g)P_— i0y|p
<-erg [ nEnra
=(1—-¢)?M

Ettersom g, er analytisk vet vi ved Teorem 2.8 at Mg(gn,r) er ikke-synkende
og folgelig gjelder utregningen for alle 0 < r < 1. Lar vi nd ¢ — 0 ser vi at
M;Zf(gnm) < M for alle 0 < r < 1 og alle n. Dette viser at g, € HP. Ved Teorem
4.5 konvergerer B, mot B pa alle disker |z| < R for alle R < 1. Dermed far vi

lim ¢, = hmi:i:g
n—oo”" n—oo B, B

pa |z| < R. Viser at ||gn||z» = ||f||z» ettersom |B,, (re?)| gir mot 1 nar r gar mot
1. Videre kan vi anvende Lebesgue dominerende konvergens teorem:

1 2 )
lim ||g, %, = lim (hm —/ |gn(re“9)|pd9>
0

n—00 n—oo \r—1— 27T
2m
= lim i/ lim |g, (re®)[P dd
r—1- 21 Jy oo T
1 27 0
= lim — )P g = |g|I2
Jim 5o [ g as = ol
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Dette viser at g € H? og ||lg|llg» = ||f||z»- Ettersom f og B har de samme null-
punktene i enhetsdisken har ikke g = % noen nullpunkt i enhetsdisken. (]

Kommentar. Dette teoremet kan brukes til & vise at HP er et Banach-rom nar
1 < p < o0, og et komplett metrisk rom nar 0 < p < 1. Det skal vi ikke vise her,
men beviset er gitt i [3, Teorem 3.3]. I stedet skal vi se pa en annen anvendelse.

7. DEN ISOPERIMETRISKE ULIKHETEN

I dette avsluttende kapittelet skal vi n& vise den isoperimetriske ulikheten ved
hjelp av teoremet vi akkurat viste. For a gjore dette trenger vi forst & se litt pa
Bergman-rom. Vi sier at en funksjon f er i Bergman-rommet AP dersom

Il = (£ [ If(Z)I”dA(Z)>; <o,

der A(z) er Lebesgue-malet i planet. Vi har altsa at

/|f )P dA(z) /\fx—i—zy [P dx dy.

Ved et variabelbytte ser vi at

1 . 1 1 27 )
I1f1Far = ;/ |f(x 4 iy)|P dedy = 7/ / |f(re'®)[Pr d6 dr
D m™Jo Jo

1 pon 1
1 A
:2/ 7"/ —|f(rew)|pd9dr:2/ rMP(f,r)dr
0 o 27 0 P

Dette viser at AP C HP.

Som for Hardy-rom kan ogsa A%2-normen vzere lettere 4 jobbe med enn AP-normen
for en vilkérlig p. La f(2) = Y oo an2™. Ved & utnytte at vi allerede vet hva H?2-
normen er og bruke Tonellis teorem ser vi at

2
£ 1% —2/ r—/ |2d0dr—2/ Zlan\2r2"+1dr
n=0
— 2 2n+1 lan|?
22/ lanl " dr 7271—&—1

Vi skal na vise et lemma som gjgr oss i stand til & vise den isoperimetriske ulikheten.

Lemma 7.1. La0 <p<oo ogla f € HP. Da er f € A% og ||fllaz < ||fllae, o9
| fllaze = || f|l» hvis og bare hvis

C
f(@-m

der C er en vilkdrlig konstant og |A| < 1.

b

Bevis. Anta forst at f € H? Da vet vi at vi kan skrive f(z) = Y 0 a,2", der
o2 olan|? < co. Ettersom f(2) = > oor janz" gir f(2)? = 300 0> 1o Gklp—k2"

vil
212 _
157 = D 5 |3 o
n=0 k=0
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Ved & anvende dette og Cauchy-Schwarz-ulikheten pa Y ;_, 1 - aga,—j far vi:

2
1 oo n
4 2 20,0 12dA(2) = || £2]12, = o
11 = = [ 17 GPAAG) = 171 > g [ s

n n

o 1 o0 n
2 _ 2 2
< Z;) W12 1 lagan—k|” = ZZ lak|”|an—k|

k=0 n=0 k=0

_ (f: |an|2> .

Vi har altsa || f||%. < ||f%2- Dermed ser vi at nar f € H? mé ogsa f € A*, og at
I/ laa < || fll g2 Videre ser vi at for & fa || f|| a« = || f|| g2 m& vi ha

S 1
nzz:o gﬁakanik Z n+1 l;) I;J|akan k|

Dette forutsetter at for enhver n er agan—r = Cp for alle 0 < k < n. Fra dette ser
vi at apag, = anag,—n = a2, si hvis ag = 0 er a,, = 0 for alle n, og dermed f = 0.
Anta derfor at ag # 0, og la %L = a. Ettersom aga, = aia, 1 for alle n ser vi at
an = Qn_1, S4 a, = a"ag. Dermed har vi

o0
ao
D
1—az
n=0

for |a| < 1. Nar f € H? er altsi (z) = ﬁ,
der C er en vilkarlig konstant og |o| < 1. Lana f € H? for 0 < p < 00, og anta at f

ikke har noen nullpunkt i enhetsdisken. Da er f5 € H? ettersom || f%| 52 = ||f\|1%p
Folgelig er
5 2 2 5
1Az = W2 1[as < A1F2 e = I f11E,-

Dermed er ogsa || fllaz» < [|f]|m, for alle 0 < p < co. Vi vet at || f[|a2» = || f|lz»
hvis og bare hvis

C
D
I (1-az)
altsa hvis og bare hvis
fle) = —
(1—-az)r

Anta na at f € HP har nullpunkt. Da kan vi faktorisere f = Bg, der B er Blaschke-
faktoren og g € HP ikke har nullpunkt og || f||g» = ||g|| z». Samtidig er

1712, = 1 / |B(2) P |g(=)dA(z) / l9(2)[PdA(z) = [|g|%,

ettersom |B(z)| < 1 for |z| < 1. Dermed folger det at || f||a2» < [|g]laze < ||g||me =
I/ |lz». Siden vi her har en streng ulikhet ser vi at || f||az» = || f||g» ikke er mulig i
dette tilfellet. O

La ©Q veere et omrade med rand 0. Vi sier at  er et Jordan-omrade hvis
Lebesgue-malet av randen er 0. Vi avslutter na oppgaven med & vise den isoperi-
metriske ulikheten, og minner om hva teoremet sier:
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Teorem B. (Den isoperimetriske ulikheten)
La Q) veere et enkeltsammenhengende begrenset Jordan-omride med areal A(Q2), som
er begrenset av en kurve OS2 med lengde L(OXY). Da har vi den folgende ulikheten:

L(09)?
A(Q) < Lo9)®
Vi har likhet i ulikheten hvis og bare hvis ) er en disk.
Bevis. Ved Riemanns avbildningsteorem eksisterer det en biholomorfi g : QO — D,

og folgelig eksisterer det en invers avbildning g~! = f : D — 2 som er analytisk og
bijektiv. Vi finner na et utrykk for lengden av 9f).

2m
L(09) = L(fOD)) = lim L((re) = Tim [ |7 (e lr a0 = 2] |1

Videre har vi A(Q) = n||f’||42. Dette ser vi om vi lar g(z,y) = 1 og ser pa

/ (D)1 de dy = / o(f ()| det(f ()| dz dy
/|det ,y)ldwdy*/lf () dz dy
- / P2 dAG) = 7]l f]13

At |det(f'(z,y))| = |f'(z,y)|? folger av at f(z,y) = u(w,y) +iv(z, y) tilfredsstiller
Cauchy-Riemann-likningene. Vi kan na anvende Lemma 7.1 pa f’ € H'. Vi har
altsa

L(09)? 1
L = I = 15 = ZA).

Vi ser dermed at vi far den gnskede ulikheten

L(0%2)?
47

Likhet har vi kun dersom f'(z) = 3-S5, som gir

c —Kao? z+Ka+C
= == K_
1) (1—-az)a + —a?z 4«

A(Q) <

Vi ser at dersom vi skal ha likhet er f : D — Q en Mobius-transformasjon. Dette
betyr at f(ID) mé veere en disk eller et halvplan, men et halvplan er ikke begrenset,
s& Q = f(D) ma veere en disk for at vi skal ha A(Q) = L(9Q)?/4n. O
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