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Samandrag

La M vera matrisa (¢ !), og la gruppa av inverterbare (2 x 2)-matriser over
C, Gly(C), verke pa M ved konjugering. Dersom G er pa forma (§9) i Gly(C),
der 0 # € € C, vil GMG™! = (§ &). Med andre ord er det ein isomorfi mellom
matrisene (¢ 1) og (§ &), sd lenge € # 0. La € g mot “grenseverdien” 0. Da vil
matrisa N = (§ ) ligge i tillukkinga til banen av gruppeverknaden pa M, og me
seier at M degenererer til N med den “vanlege” topologien pa C.

For & generalisere degenerering til ein vilkarleg algebraisk lukka kropp, K, vert
zariskitopologien introdusert. Da seier me at M degenerer til N dersom N er inne-
heldt i zariskitillukkinga av banen til M. Dette gjer degenerering til ein delvis orden
pa mengda av isomorfiklassar av modular.

Seinare vert denne ordninga generalisert til ein vilkarleg kropp K. I denne
oppgava vert teori og dgmer for denne ordninga presentert, spesielt for modular
over polynomringen i ein og to variablar.

Abstract

Let M be the matrix (& 1), and let the group of invertible (2 x 2)-matrices over
a field C, denoted Gla(C), act on M by conjugation. If G is a matrix of the form
(§9) in Glo(C), with 0 # € € C, then GM G~ = (§ ). This gives an isomorphism
between the matrices (¢ 1) and (§ &), as long as € # 0. Now, let € go to its “limit
value” 0. Then the matrix N = (¢ ?) is contained in the closure of the orbit of the
group action on M, and we say that M degenerates to N with the “usual” topology
on C.

To generalize this to an arbitrary algebraically closed field K, the Zariski topology
is introduced. Then we say M degenerates to N if N is contained in the Zariski
closure of the orbit of M. This makes degeneration a partial order on the set of
isomorphism classes of modules.

Later, this order is generalized to an arbitrary field K. In this thesis theory
and examples of this partial order is discussed, especially for modules over the
polynomial ring in one and two variables.
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1 Introduksjon

I samandraget vart det vist at N = (¢ {) er inneheldt i tillukkinga til banen av gruppe-
verknaden fra den generelle linesere gruppa pa M = (¢ 1) under konjugering for komplekse
tal. Da seier me at M degenererer til N. I dette domet vert den “vanlege” topologien pa
C nytta. Kva skjer dersom ein nyttar zariskitopologien pa ein vilkarleg algebraisk lukka
kropp i staden? Da vil degenerering danne ein delvis orden pa isomorfiklassar av modular.
I denne oppgava er malet a studere denne ordeninga med a presentere teori og dgmer. Det
er venta at lesaren er kjend med algebraiske strukturar som grupper, ringar og modular.
Bakgrunnskunnskapar innan homologisk algebra og topologi er og nyttig. Ein lgpande
referanse for heile teksten er [Smalg(2008)].

Forste steg er a introdusere omgrep fra algebraisk geometri i 2.1} Etter dette, i[2.2]
definererer me representasjonar og ser pa nokre dgmer pa desse. Representasjonar gjev
opphav til ein modulstruktur, og ein verknad fra den generelle linesere gruppa pa desse
modulane vert introdusert i [2.3] Banane til denne gruppeverknaden svarar til isomorfi-
klassar av modular. Da vil ein isomorfiklasse M degenerere til ein annan isomorfiklasse
N dersom N er inneheldt i tillukkinga av banen til M. Dette gjev ein delvis orden pa
isomorfiklassane av A-modular. Denne ordninga vert kalla degenerasjonsordninga. I poly-
nomringen kan desse banane reknas ut eksplisitt, som vert gjort i[2.4] Denne seksjonen
inneheld og resultat som omhandlar resultanten og dikriminanten av polynom. Seksjon
vert avslutta i[2.5 med & sja pa representasjonar av kogger med interessante eigenskapar.

Seksjon [3| startar med nokre eksakte fglgjer som gjev degenerering. Spesielt gjev resul-
tata til Riedtmann og Zwara ei komplett algebraisk skildring av degenerasjon. Dette gjev
ein ny definisjon av degenerering for ikkje algebraisk lukka kroppar og artinske algebraar
generelt. Ein ny orden pa isomorfiklassar av modular, hom-ordenen, vert introdusert, og
samanhengen mellom denne nye ordninga og degenerasjonsordninga vert studert. Vidare,
1[3.2] vert groethendieckgruppa over ein algebra definert. Dette gjev ei skildring av kom-
posisjonsfaktorane i ei degenerering . 1[3.3 vert degenerering over hovudidealomrader, og
spesielt polynomringen i ein variabel, studert. Det viser seg at degenerasjonsordninga for
desse heng saman med dominantordninga for partisjonar. Dominantordninga er og ekvi-
valent med hom-ordenen, sa denne situasjonen gjev ei komplett skildring av degenerering.
Polynomringen i to variblar vil ikkje vera like enkel a jobbe med, og dgmer pa dette er
gjeve i1[3.4 Det same gjeld i ikkje-kommutative tilfeller som vert studerert i[3.5] Seksjon
vert avslutta med a sja pa nokre resultat for algebraar av endeleg representasjonstypar
1[3.6] og eit resultat som omhandlar Ext i[3.7]

Til slutt, i seksjon [} vert samanhengen mellom degenerering og visse funktorar in-
trodusert. I vert endelegpresenterte funktorar definert og viser nokre resultat som
omhandlar desse. Oppgava avsluttast i med a sja pa samanhengen mellom endeleg-
presenterte funktorar og degenerering.

Eg vil retta ei stor takk til rettleiaren min, Sverre Smalg, for uvurderleg hjelp og statte
bade i bachelor- og masteroppgaveskrivinga mi. Takk for gode samtalar, sparring og ein a
undre seg over det store matematiske mysteriet saman med. Samtalane vare har bidrege
til at mi matematikkinteresse og forstaing er vorte stgrre enn ho elles ville vore.

Er i det heile teke takksam for folka eg har mgtt i mi tid ved NTNU og Institutt for
matematiske fag.



2 Representasjonar

2.1 Affine varietetar

Denne seksjonen er basert pa kapittel 4 og 6 fra [Falb(2018)].
La K vera ein algebraisk lukka kropp, og la A% vera det affine rommmet K" av
n-tuplar over K. Ei mengd V C A’ vert kalla ei affin algebraisk mengd dersom

V={a=(a,...,a,) € A% | fi(a) =0, fi(z) € Kxy,...,x,],7 € I}.

Altsa er V ei affin algebraisk mengd dersom V' er nullpunkta til ein familie polynom i n
variablar over K. La a C K][xy,...x,] vera eit ideal. Da er V(a) definert som mengda
{a =(a1,...,a,): f(a) =0, V f € a}. Faktisk kan ein alltid sja pa tilfella der V' = V (a),
sidan V({f; | i € I}) = V(a), der a er idealet generert av alle f;.

Med a la dei affine algebraiske mengdene vera lukka mengder, gjev dette ein topologi
pa A’. At dette er ein topologi folgjer av at V(> a;) = NV (a;) og V(a;) U V(a;) =
V(a;a;) = V(a; Na;). Vidare er V(0) = A% og V(K][zy,...x,]) = @. Denne topologien
vert kalla zariskitopologien pa A'.

Dei opne delmengdene pa Al er definert som komplimentet til dei lukka delmengdene.
Altsa, dersom a er eit ideal i Klz1,...,z,], og V(a) er den affine algebraiske mengda pa
a,saer D(a) = A% \ V(a) el open mengd. Dei opne delmengdene av A’ kan og skildrast
som D(a) ={a €A% |3 f €amed f(a)#0 }.

Ei delmengd, V' C A%, vert kalla irredusibel dersom V' ikkje kan skrivast som unionen
av to ekte lukka delmengder av V. Altsa, dersom V' = V;UV5, der Vi, V5 er lukka delmeng-
der av V,saer V =V eller V = V5. Ein affin varietet er ei irredusibel affin algebraisk
mengd. Ei lukka irredusibel delmengd av ein affin varietet vert kalla ein undervarietet.

Ei delmengd U C X vert kalla tett i X dersom tillukkinga av U er heile X, altsa
U = X. I zariskitopologien pa ein affin varietet er alle opne, ikkje-tomme delmengder
tette.

Lano Z C A" ogla

I(Z) ={f € klxy,...,x,]| f(a) =0,Ya = (ay,...,a,) € Z}.

Med andre ord er mengda I(Z) alle polynoma i Kf[zi,...,,] som har punkta i Z som
nullpunkt. Da er Z = V(I(2)).

2.2 Representasjonar

La K vera ein kropp, og la A vera ein endeleggenerert assosiativ K-algebra med 1. Vidare,
la My(K) vera algebraen av (d x d)-matriser over K. Me definerer

rep; A = {f: A — My(K) | f ein K-algebra homomorfi},

altsa mengda av alle homomorfiane fra algebraen A til algebraen av (d x d)- matriser over
K. Sidan A er endeleggenerert, sa er A isomorf med &{@1.---2n) /1 der K(zy,...,x,) er den
frie algebraen i n ikkje-kommuterande variablar over K, og I er eit ideal i K(xq,...,x,).
Denne isomorfien er ikkje eintydig. Da er eit element ¢ € rep,; A bestemt av verdiane til
elementa x1, ..., x,. Difor kan ¢ identifiserast med n-tuppelen

(p(x1),...,0(x,)) € My(K)™. Sjolv om algebraen er “enkel”, kan rep, A vera “stor”,
spesielt om kroppen ikkje er algebraisk lukka. Her er to dgmer som illustrerer dette:
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Domer:

1. Sja pa C som ein todimensjonal R-algebra. Me gnskjer ei avbilding ¢ : C — My(R),
slik at kvar a € R C C vert sendt til al, der I er identitetsmatrisa, og ei matrise
M € M(R) slik at M? = —I. Til demes vil matrisa M = (9 ') vera slik at
M? = —I. Da er ¢(a + bi) = (¢ 7) ein representasjon pa C. Dette er ikkje den

einaste representasjonen pa C. Til dgmes vil alle matriser pa forma M = (g _Ob>,

der b € R\ {0}, vera slik at M? = —I. Ei generell matrise, J, slik at J> = —1 er

a

pa forma J = <_<a2+1) _ba>, der a € R og b € R\ {0}. Altsa kan mengda av J,
b

slik at J2 = —1I, identifiserast med R x R\ {0}, som er ei uendeleg mengd. Sidan
¢ € rep, C er gjeve av ¢(a + bi) = al + bJ, sa er ¢ bestemt av biletet til 7. Altsa
kan rep, C identifiserast med mengda {J € My(R) | J? = —TI}.

2. La K = K, og la Q vera koggeren Q:1 —%— 2 . Da vil vegalgebraen A = KQ
vera ein algebra av dimensjon 3 med basiselement ey, e5 og «, der e; er den trivielle
vegen ved 1, og e; er den trivielle vegen ved 2. Her fglgjer multiplikasjonstabellen
for denne algebraen:

erkep =e, erxep =0, e xa=0,
eoxer =0, egxey =ey, €3*xa=aq,
axe=a, axe =0 axa=0

Identitetselementet i A er e +e. La ¢ € repy(A). Da vil ¢(e;) vera ein idempotent,
sei Fy. Dette gjer at elementet ey vert sendt til 1 — E;. Vidare vil a sendast til ei
matrise M, slik at M - By, = M, (1 — Ey)- M = M og M? = 0. Altsa vil biletet
av alle basiselementa vera bestemt av kvar e; og a vert sendt. Difor kan rep, A
identifiserast med mengda {E; € My(R) | E? = E;}. Dersom E; = 0, vert ey sendt
til identitetsmatrisa, som gjev biletet K? —% 5 0. Om e, vert sendt til ei matrise
av rang 2, sa ma dette vera identitetsmatrisa. Da vert e, sendt til 0, som gjev biletet
0 —2 K2 . Dersom e; sendast til ei matrise av rang 1, sa er det fleire val. Ei

. b
generell idempotent matrise av rang 1 er pa forma < (ama?) 1_a>, for a,b € K dersom
b

b#0.0m b =0, er ei generell idempotent matrise pa forma (¢,°,), der a,c € K
og a er idempotent. Sidan K er ein kropp, sa ma a = 1 eller a = 0. Dette gjev to

matriser, (19) og (29). Vidare vil e; og sendast til ei matrise av rang 1, som gjev
biletet K —*— K . Her er det mange val for o, men seinare vert det vist at det

berre er to isomorfiklassar, nemleg K —>— K og K —*— K ,der a # 0 er
biletet til a.

I begge desse dgma er mengda av representasjonar gjeve av polynomlikningar. Til
dgmes gjev dgme 1, med J = (%), likninga J? + I = 0. Med a multiplisere ut desse
matrisene far ein fglgjande polynomlikningar

a>+bc+1=0
ba + bd = 0
ca+cd=0
d>+bc+1=0

3



Dette gjeld generelt og gjev ein ny mate a skildre rep, A pa. Meir spesifikt, la (Ay, ..., 4,)
vera ein n-tuppel 1 My(K)™. La I vera idealet fra A = K(xy,...,x,)/I. For kvar a € I,
sa vil a(Aq, ..., A,) gje ei mengd polynomlikningar pa elementa i matrisene Ay, ..., A,.
Da er mengda av alle desse likningane isomorf med rep,; A. Altsa,

rep; A = {(Ay, ..., A,) € My(K)" | a(Ay, ..., A,) =0,Va € T},

og rep, A er ei affin algebraisk delmengd av det affine rommet My(K)".

2.3 Representasjonar og modular

Ein representasjon ¢ : A — My(K) av algebraen A, gjev opphav ein venstremodul over
A. Definer eit produkt pa element frd A med element fra K< ved & la Av = ¢(A\)v for
alle v € K% \ € A. Da vert K% ein venstre A-modul. La M vera ein venstremodul over
A. Fikser ein A € A. Da vil ¢(\) : m — Am vera el lineser avbilding pa rommet M.
Dersom kvar A € A vert tileigna operatoren ¢(\), sa gjev dette ein representasjon av A
som svarar til modulen M. Dersom ein vel basis for M som eit K-vektorrom, sa er denne
modulen isomorf med K? som vektorrom. Dette viser at dersom M er ein venstremodul,
sa kan ein konstruere ein representasjon. Denne konstruksjonen er basert pa seksjon 1.3 i
[Drozd & Kirichenko(1994)].

La f € rep, A. Tidlegare er det vist at ein representasjon er bestemt av kvar den sender
generatorelementa til A = K(xq,...xz,)/I. Altsa kan f identifiserast med n-tuppelen
(f(z1),... f(x,)). La Glg(K) vera den generelle linesere gruppa av invertible (d x d)-
matriser over K, og la Gly(K) verke pa rep; A ved konjugering. Med andre ord, for
G € Gly(K) og f € repy A, saer G f = (Gf(x1)G7,...,Gf(x,)G™"). Banen til eit
element f € rep, A er mengda O(f) = {G x f |G € Gly(K)}. Lengda til ein bane er talet
pa distinkte element i banen. Sidan rep, A er ei affin algebraisk delmengd av My (K)", kan
O(f) identifiserast med mengda

{(Gf(x)G7Y . Gf ()G Y | a(Gf()GE . Gf(2,)G7Y) =0,V a € T}

Difor er verknaden fra Gl;(K) pa rep,; A lukka. Observer at tillukkinga av denne mengda
er

O(f) = V{I(O(f)) = {g € reps A | a(g) =0, ¥V a € I slik at a(O(f)) = 0}

Lemma 1.2.4 i [Ellingsen(2007)| gjev folgjande korrespondanse mellom banane til
rep,; A og isomorfiklassar av A-modular:

Lemma 2.1. La f, f' € rep, A, og la My vera modulen assossiert med f, og My vera den

assossierte modulen til f'. Da er My = My viss og berre viss f og f" tilhoyrer same bane
under gruppeverknaden fra Gly(K), altsa f' € O(f).

La M og N vera to isomorfiklassar av A-modular med dimensjon d som K-vektorrom.
Me seier at M degenererer til N dersom banen som korresponderer med isomorfiklassen
til N irepy A er inneheldt i tillukkinga av banen som korresponderer med isomorfiklassen

til M. Med andre ord, n € O(m), for n € N,m € M. Om dette er tilfellet skriv me
M <4y N. Dette dannar ein delvis orden pa mengda av isomorfiklassar av modular:

Lemma 2.2. Isomorfiklassar av A-modular dannar et delvis ordna mengd med <geq.
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Beuvis. La M, N og P vera tre isomorfiklassar av A-modular og la m € M,n € N og
p € P. Ma vise at <44 er refleksiv, antisymmetrisk og transitiv.

1. Refleksiv: M <4y M <= m € O(m), som er klart.

2. Antisymmetrisk: Dette vert utsett til proposisjon

3. Transitiv: M <gey N 0og N <4eg P <= n € O(m) og p € O(n). La
I ={f e Klxy,...,x,) | f(m') =0, ¥Vm' € O(m)}. Ma da vise at p € O(m),
men det er openbart at dersom a(n) = 0 for alle a € I, sa ma a(p) = 0. Altsa er
p € O(m).

[]

Neste steg er a vise at <4, er antisymmetrisk. Dette er ikkje sa rett fram som reflek-
sivitet og transitivitet. Fglgjande lemma gjev at degenerering er antisymmetrisk. Dette
resultatet er fra 8.3 i [Humphreys(2012)]:

Lemma 2.3. La K wvera algebraisk lukka.

e For kvar m irep, A, sa er banen O(m) open i tillukkinga si, O(m).

o For kvar m i repy A, sa wvil tillukkinga av banen til m, O(m), vera ein union av
banar.

e Dimensjonen til komplementet til ein bane i zariskitillukinga er ekte mindre enn
dimensjonen til banen sjolv. Meir eksplisitt, dim(O(m) \ O(m)) < dim O(m).

Proposisjon 2.4. Dersom M <4, N 0g N <geg M, sa er M = N.

Folgjande resultat gjev ein formel for a rekne ut dimensjonen til banane. Dette vert
til nytte seinare i teksten.

Lemma 2.5. Dimensjonen til banen til eit element m € rep, A er gjeve ved
dim O(m) = d* — dim End, (M,,) = dim Glg(K) — dim Autp (M,,).

La A vera C-algebraen C[z]. Sja no pa rep, A, som korresponderer til My(C). Da er
banane under verknaden fra Gly(C) gjeve av eigenverdiane til matrisane i My(C). Kvar
a € C gjev opphav til to banar. Bana til matrisa N = (¢ 9) med berre eit element,
og bana til matrisa M = (§ l). Begge desse matrisene har «, med multiplisitet 2, som

eigenverdi. Anta no at N ligg i banen til M. Da finst ein G = (24) € Gly(C), slik at

— 0 a a — _ ado—c(a+bo a? :
at a = ¢ = 0, men dette motstrider at G er invertibel. Altsa ligg ikkje N i banen til M.
Observer at (M — al)? = 0, og at denne relasjonen held for alle elementa i O(M).
ac_ _a?
Dette sidan, for ein G = (¢%) € Gly(C), sa er GMG™! = (a“deC ad-be ) Da er

c ac
~ad—bc a+ ad—bc

2

(GMG'—al)? = (ﬁ(:ggg gc))2 — 0. Dette gjer at O(M) = {A € M(C) | (A—al)? =

0}. Da ligg N i O(M), men ikkje i O(M), som gjer at M <4, N ekte. Same argument
vil gjelde for andre kroppar enn C.



2.4 Representasjon av polynom

Me gnskjer no a studere koggeren P : 1 D« . Vegalgebraen til P er isomorf med K[z]. La
K vera ein kropp. Da vil alle homomorfiar fra K[z] inn i M,(K) vera gjeve av biletet til
x, og alle matriser i My(K) kan vera biletet til . Altsa kan rep, K[z] identifiserast med
My(K). La f € Kl|x] vera av grad d. Da er f = fo + fir + ... fs2%, og fq # 0. Dersom K
er algebraisk lukka, sa er f = [[(x — r;)™, der r; er rgttene til f, og n; er multiplisiteten
til rota ;. Dersom det finst ein n; > 2 sa vil f og den deriverte av f, f’, har ei felles
rot. Altsa er ged(f, f') # 1. Dette kan skildras med diskriminanten av eit polynom. Her
folgjer nokre definisjonar og resultat fra [W1] og [W2]:

Definisjon 2.1. La f,g € K[x] der f(z) = fo+ fiz+- -+ fox™, g(z) = go+g12+. . . gax?
09 fn,ga # 0. Resultanten av f og g, Res(f, g), er deteminanten til matrisa

fn 0 0 gdd 0 0
fn—l fn 0 gd—1 9d 0
o2 Joor 0 0 ga2 gaa 0

: : - fn 9d

fo A o 1 9 @ :

0 foo o0 g

: : fi S g

0 0 ... fo O 0 ... g

Vidare er diskriminanten av eit polynom f, der deg f > 1,
(_1)n(n—1)/2

Disc(f) = 7

Res(f, [)

Dersom resultanten av to polynom er null, sa vil polynoma ha ein felles faktor. Meir
presist:

Proposisjon 2.6. La f,g € K[x] med deg(f) > 1 og deg(g) > 1. Dersom Res(f,g) =0,
medforer dette at ged(f,g) # 1.

For a vise dette resultatet trengs folgjande lemma:

Lemma 2.7. La g, f € K[z]|. Da har g og f ein felles faktor viss og berre viss det finst
s,t € Klz]\ {0} slik at 0 < degs < degg,0 < degt < deg f og fs+ gt =0.

Bevis. La f og g ha ein felles faktor h € Klz|. Daer f = (%)h og g = (£)h. Dette gjev

f%:%~h-%:%~g. Déerf-%—%g:o.Dettegjerats:%ogt:—£ oppfyller
krava.

Anta no at det finst s og t slik at 0 < degs < degg, 0 < degt < deg f og fs+ gt = 0.
Altsa er fs = —gt. Dersom f ikkje har nokon felles faktor med ¢, sa ma f vera ein divisor
av t. Sidan t # 0 og har mindre grad enn f, sa kan f umogleg vera ein faktor av ¢. Dette
gjer at f og g ma ha ein felles faktor. m

Dette gjev folgjande bevis for proposisjon 2.6}
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Bevis. La f,g € K[z]slik at f(z) = fo+ fiz+- -+ faz" 0g g(x) = go+ Gz +. .. ggz?, der
fnsga # 0. Vidare, la s,t € K[z]\ {0} vera slik at 0 < degs < degg og 0 < degt < deg f.
Da er s(x) = sg + s17 + -+ + sq_12%7Y, der ikkje alle s; = 0 for 0 < i < d — 1, og
t(r) = to+ tix+ -+ ty,_q2™ ', der ikkje alle t; = 0 for 0 < j < n— 1. La p(z) =
f(x)s(x) + g(x)t(z). Daer p(x) = (fasa1 + gatn—1)2" "+ (fasaa + fu-154-1 + ga—1 +
thed—2 + Ga—otn_a—1) 2 + o+ (foso + goto). Ferre lemma gjev at f og g har ein
felles divisor dersom p(z) = 0, og dette skjer dersom alle koeffisientane er null. Dette gjev
likningssystemet

fnsSi—1 + gatn—1 = 0
fnSdi—2 + fu-18da—1 + Ga—1 + tn—a—2 + ga—2tn—a—1 = 0

foso +goto = 0

Likningsystemet kan skrivast pa matriseform som

fo O ... 0 g O 0 Sd-1
Joor foo oo 0 ga1 ga 0 Sd.’Q
o2 Jo1 o 0 ga2 ga 0 S:1
. : . fn . Ga s o
fo fio.. % g g1 ... tho1
0 fo 0 g . tniz
: : fio R 7;1
0 0 o fo 0 0 ... g o

Likningssystemet har ei ikkje-triviell lgysing dersom determinanten til denne matrisa er
null, altsa om Res(f, g) = 0. ]

Korollar 2.7.1. La f € K|z|, der K er ein algebraisk lukka kropp. Da har f ei multippel
rot viss og berre viss Disc(f) = 0.

Her kjem eit dgme for & illustrere dette: La f(z) = ax® +bx +c. Daer f'(z) = 2ax +b
og Res(f, f') = . Dette gjev at Res(f, f') = a(4a — b?), som gjev at
Disc(f) = %a(élac—bQ) = b? —4ac. Dette kan me kjenne att fra formelen = =2£vr-—4ac V2(;2_4“c.
Dette gjer at andregradspolynom har multiple rgtter dersom det under rotteiknet er 0.

Eit naturleg spgrsmal er om det er “flest” polynom med multiple rgtter, eller med
distinkte rgtter? Svaret er at det er “flest” polynom med distinkte rgtter. Meir presist:

Proposisjon 2.8. La K = K vera av karakteristikk 0, la 2 < d € Z, og la F; C K|z]
vera mengda av polynom i K|x] av grad d som har distinkte rotter. Da er Fy tett mengda
av alle polynom av grad d.

a2a 0
b b 2a
c 0 b

Bevis. La f € K[z] vera av grad d. Identifiserer f med eit element i A" ved

(ag,ai,...,aq) — ag+aix+---+agx?. Diskriminanten av f er eit polynom av grad 2d — 2,
og Disc(f) = 0 viss og berre viss f har ei multippel rot. Difor kan mengda av polynom med
distinkte rotter identifiserast med mengda Fy; = {f € K[z]| deg(f) = d, Disc(f) # 0}.
Dette er ei open, ikkje-tom, mengd i zariskitopologien. Dessutan er mengda irredusibel,
sidan eit element 1 Fy kan skrivast pa forma Hle(x —1;), der r; # r; dersom i # j. Difor
er Jy tett. O



Altsa er polynom av grad d med distinkte rgtter ei open mengd i rommet av alle
polynom av grad < d. Dette gjer at dei “fleste” polynom f € K[x] har distinkte rgtter.
Same resultat gjeld med den “vanlege” topologien pa C. Ein naturleg konsekvens av dette
resultatet er fglgjande:

Korollar 2.8.1. Mengda av (d x d)-matriser som har distinkte eigenverdiar er tett i
My(K).

Bewvis. La ¢ : My(K) — K|[z] sende ei matrise M € M,(K) til sitt karakteristiske polynom
i K[z|. Da vert mengda av matriser med distinkte eigenverdiar sendt til mengda Fy i K|z].
Sidan F, er open og tett i K[z], sa er ¢(Fy)~" open og tett i My(K). O

Sja pa banane i rep; K[z|. Eit element A € rep, K[z] er gjeve av ei matrise i My(K).
For a fa eit endeleg tal av slike matriser, ma K vera endeleg. Til dgmes, la K = Z,.
Dette gjev at My(Zs) har 2* = 16 element. For a rekne ut alle banane i rep, Zs|x], treng
ein alle elementa i Gly(Zy). Det er (22 — 1)(22 — 2) = 6 element i Gly(Zy), og desse
elementa er: (§9), (19), (§1), (}3), (¥1), og (93). La Gly(Zs) verke pa elementa i
My (Zs) ved konjugering. Altsa, for G € Gly(Zsy), og M € My(Zs), la G M = GMG™".
LaM=(84)ogG=(19).Daer GMG™ = (11). Dersom G gar gjennom heile Gly(Zz)
gjev dette banen O(M) = {(34),(998),(}1)}. Med ala M ga gjennom heile My(Zs), gjev
dette resten av banane, nemleg {(48), (82, (44), (81),(99), (1)1 425, (41, (1D},
{(91), (O {9} og {(39)}. Altsa er det 6 banar, ein av lengd 6, to av lengd 3, ein
av lengd 2, og to av lengd 1.

Eigenverdiane og automorfigruppene til desse matrisene gjev kva modular dei korre-
sponderer til. Til dgmes vil banen {($9)} korrespondere til modulen Z2[#l/@) x Z2[] /().
Dette sidan {(99)} har karakteristisk polynom \? og Aut(Z2[2]/(z) x Z2[2l/()) = Gly(Z,),
som gjer at banen er av lengd 1. Pa same mate korresponderer {(§ ¢)} til modulen
Lole] fw +-1) X 22l (z +-1). Vidare korresponderer banen {(83),(99),(11)} til modulen
Zolel ), og {(98), (§1),(39)} korresponderer til Z2[#l/((z+1)2). Banen {(91),(14)} kor-
responderer til modulen Z2[#] /(2 4 2 4 1), sidan gruppa av einingar i Z22/(z? + = + 1) er av orden
3. Til slutt vil banen av lengd 6 korrespondere til den semisimple modulen
Za[r] /(z) x Z2[z] /(x4 1), sidan det berre er ein automorfi pa denne.

Dersom ein skal rekne vidare dgmer, veks problemet drastisk. Dersom ein skal rekne
ut banane i reps(Zs[x]), vil Gl3(Zy) ha 168 element og M;3(Zsy) har 512 element. For
a rekne ut banane ma ein da konjugere 512 matriser 168 gonger. Dette gjev 172.032
matrisemultiplikasjonar. Difor valde eg a lage eit program i Python som rekner ut desse
banane. Koden kan ein sja i vedlegg . Denne koden gjev at reps Zs[x] har 14 banar. Det
er to banar av lengd 1, to av lengd 21, to av lengd 24, to av lengd 28, to av lengd 42, to
av lengd 56 og to av lengd 84. Vidare har rep, Zs[z| 34 banar.

Koden er generalisert til a rekne ut banar for andre endelege kroppar. Til dgmes reknar
den at repy Zs[z| har 12 banar, der tre er av lengd 1, tre av lengd 6, tre av lengd 8 og tre
av lengd 12.

2.5 Fleire koggerar

La R vera koggeren R : 1 %; 2 . Denne liknar pa koggeren fra seksjon rnen med to

piler fra 1 til 2. Me kan representere R ved a tileigne eit vektorrom pa node 1, V7, og node 2,
Vs, samt to lineseravbildingar fra V; til V, som korresponderer til o, T, og 3, Ts. Grafisk vil
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Ta
dette sja slik ut: ?; V5 . Dette gjev ein K A-modul med V; & V5 som underliggande
B

vektorrom. Dessutan er vegalgebraen til R isomorf med mengda {<§ E §> ‘ a,b,c,d € K}.
Dei ikkje-dekomponerbare representasjonane til R er pa ei av dei fglgjande formene:

1. V1 = K og V5 = 0, altsa den simple modulen S,
2. V1 =0o0g Vy, = K, altsa den simple modulen S,
3. Im(T,) + Im(7s) = V4 og Ker(T,) NKer(7s) =0

Folgjande klassifikasjon av representasjonar av kroeneckerkoggeren er henta fra Teorem
4.3.2 i [Benson(1991)]:

Ta
Teorem 2.9. La Vi ——< V5 wera ein ikkjedekomponerbar representasjon av kroeneck-
Ts

erkoggeren over ein algebraisk lukka kropp K, med dimV; = dim V, =n. Da er
rang(7,) = n eller rang(T,) =n — 1.
Dersom rangT,, = n, sa kan me velje basis slik at

A10 .. 00
0A1 = 00
T,=1o091Ts= D
000 .. Al
000 .. 02X

Dersom rang T, = n — 1, sa kan me velje basis slik at

00 .. 00
1R

To=1 "~ " o9 T =1I.
00 .. 10

Dersom i staden dim Vo, = dim Vj + 1, sa kan me velje basis slik at

1..00 01 .. 0
Ta:(: ) 09 T = (: Dl )
0 .. 10 00 ... 1

Dersom dim V) = dim Vs, + 1 kan me velje basis slik at

1.0 0 .. 0
1200

T, = ( ) ogTs = ( )
0 .. 1 D
0.0 0 .. 1

Ein representasjon av kroeneckerkoggeren kan identifiserast med ein representasjon av

id
polynomringen. Meir presist, sja pa representasjonen K" —< K™ | der
f

f=a"+ foax"t+ -+ fix + fo € K[z]. Da gjev morfien K" RN diagrammet

n id n 00 ... 0 —fo
K K 10 ... 0 —f1

diagrammet iduf f*luid. Observer at matrisa C(f)| ... . . har polynomet
- g 66 i —fs

f som bade minimalt og karakteristisk polynom. Me kallar C'(f) den assosierte matrisa



til f. Dersom A er ei matrise med karakteristisk polynom f, sa finst G € Gl,(K) slik at
GAG™ = C(f).

La A vera ei inverterbar (n x n)-matrise og la f4 = det(z] — A) vera det karakteristiske
polynomet til A. Da er det karakteristiske polynomet til A~! gjeve ved det resiproke
polynomet til fa. Dette sidan det(z] — A7) det(A) = det(zA — I) = det(zA — z11) =
a"det(A — 1) = (—z)"det(2] — A) = (—a)"fa(2). Sidan fo = f4(0) = det(—A) =
(—1)"det(A), sa er fa-1 = ?—ZfA(%), som er det resiproke polynomet til fa, f3.

Altsa, om eit polynom f = fo + fiz + -+ + 2™ har assosiert matrise C(f), sa er det
karakteristiske polynomet til C'(f)~! gjeve ved det resiproke polynomet til f,
fr= ?—Zf(%) =1+ %x +---+ %x"; :— x”(; Déilﬁnst G € Gl,(K) slik at

fn—1
10 ... 0— o

C(fyt=GC(f)G der O(f) = | ... . .
bo 1 n

La V; vera av dimensjon n, la V5 vera av dimensjon m, og la T, og T vera m x n
matrisene A og B. Da er isomorfiklassane av denne representasjonen gjeve av simultan
multiplikasjon med ei matrise G € Gl,,(K') pa venstresida og ei matrise H € Gl,,(K) pa
hggresida av A og B, altsa GAH og GBH.

Kroeneckerkoggeren kan relaterast til loysinga av linesere differensiallikningar pa forma
Az = Bi. Dersom ein vil lese meir om dette vert ein referert til [Rye(2013)].

Vidare, la @) vera koggeren

Q:2

Gl—3 o —
AN
W~

Ein representasjon av denne er gjeve ved a tileigne eit vektorrom til kvar node, og pilene ei
linezer avbilding. Dersom nokon av avbildingane ikkje er injektive, sa splittar kjernen seg
av som ein direkte summand. Difor, sett bort fra dei fire simple modulane, sa er dei ikkje-
dekomponerbare K(@-modulane i éin-til-éin korrespondanse med fire underromsystemer.
Dette er eit vektorrom V' med fire underrom Vi, V5, V3 og Vj. Dette er kjend som “fire un-
derromsproblemet” som handlar om a identifisere ikkje-dekomponerbare vektorrom med
fire underrom. Dette problemet vart lgyst 1 1970 i [Gel'fand & Ponomarev(1970)].

3 Degenerasjon

3.1 Degenerasjonar og eksakte fglgjer

Folgjande resultat vart forst vist av Artin i [Artin (1969)].

Proposisjon 3.1. Gjeve ein endeleggenerert K -algebra A og ei eksakt folgje
0N —->M-—-N=0

av A-modular som er endelegdimensjonale som K -vektorrom, sa vil M degenerere til
N&N'.
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Dette resultatet gjeld berre dei tilfella der M degenerer til dekomponerbare modular

N = N' @& N”". Dette gjev ikkje ei komplett skildring av degenerering, sidan det finst

dgmer der M degenererer til ein ikkje-dekomponerbar N, og M 22 N. La () vera koggeren
1

Q:1 ——2pa, dera?=0,0gla M=K % K? 7> (9) vera ein representa-

sjon av (). Riedtmann viste at M degenererer til den ikkje-dekomponerbare representasjo-

(7)

nen N =K —— K? 7D (%) . Neste resultat gjev gnskja generalisering av proposisjon
B-1] og vart vist av Riedtmann i [Riedtmann(1986)|:

Proposisjon 3.2. La A vera ein endeleggenerert K-algebra. Dersom det finst ei eksakt
folgie 0 > A — AD M — N — 0 av A-modular der A, M og N er endelegdimensjonale
som K-modular, da er dimM = dim N og M <ge, N.

La X =0—"> k% (%) . Dette gjev ei eksakt folgje:

(%) 0o ®)

Denne fglgja viser at M <4, N. Altsa er det dgmer pa ikkje-dekomponerbare modular
N slik at M <44 N ekte.

Eit naturleg spgrsmal er om M og N er to modular slik at M degenererer til N, finst
ei fglgje pa same form som i proposisjon Svaret er ja, og dette vart vist av Zwara i
[Zwara(2000)].

Proposisjon 3.3. La A vera ein endeleggenerert K -algebra, med K = K, og la M,N €
repy A slik at M <gey N. Dd finst ei eksakt folgie 0 - A - A M — N — 0 av
A-modular, der A er endelegdimensjonal som ein K-modul.

Dette gjev ei komplett algebraisk skildring av degenerasjonar, og dette kan brukast
til a definere degenerering der K ikkje er ein algebraisk lukka kropp. Til dgmes kan K
vera ein kommutativ artinsk ring. Dersom A er ein K-algebra av endeleg lengd som ein
K-modul, vert algebraen A kalla ein artinsk algebra. Vidare kan ein nytte lengd i stadan
for dimensjon for a skildre modulane. Ei naturleg alternativ definisjon av degenerering
vert da folgjande:

Definisjon 3.1. La K vera ein kommutativ artinsk ring, la A vera ein artinsk K-algebra,
og la M og N wvera to A-modular av endeleg lengd som K-modular. Me seier at M dege-
nererer til N dersom det finst ei eksakt folgje

0=-X—>X&M-—>N—0,

der X er ein A-modul av endeleg lengd som ein K-modul.
Me seier ei degenerering M <g., N er minimal dersom M 2% N, og dersom det finst
ein modul M" slik at M <geg M' 0g M" <g4eyg N, sa er M' = N eller M' = M.
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Dette gjer at ein kan sja pa mengda rep; A som mengda av A-modular av lengd d som
K-modular. Fglgjande resultat er ein naturleg konsekvens av denne definisjonen:

Proposisjon 3.4. La A vera ein endeleggenerert K -algebra, og la M og N vera A-modular.
Dersom M <4, N, sa vil {(Hom(Y, M)) < {(Hom(Y, N)), for alle A-modularY, derY
er av endeleg lengd som ein K-modul.

Bevis. Sidan M <g4., N, sa finst ei eksakt folgje

0—>A—>A@Mi>N—>0.

La Hom(Y, —) verke pa denne cksakte fplgja. Sidan Hom(Y, —) er venstreeksakt, er

0 — Hom(Y, A) — Hom(Y, A) & Hom(Y, M) Hom), Hom(Y, N),

eksakt. Dette gjev den korteksakt fglgja
0 — Hom(Y, A) — Hom(Y, A) ® Hom(Y, M) — Im(Y, f) — 0.

Dette gjev ulikskapen ¢(Hom(Y, N)) > ¢(Im(Y, f)) = ¢{(Hom(Y, M) & Hom(Y, A))
— ¢(Hom(Y, A)) = {(Hom(Y, M)), for alle A-modular Y av endeleg lengd som K-modul.
[l

For to A-modular M og N irep, A sa seier me at M <j,,, N dersom
¢(Hom(X, M)) < /(Hom(X, N)) for alle A-modular X av endeleg lengd som K-modular.
Auslander viste i |[Auslander(1982)] at dette dannar ein delvis orden pa rep, A. Denne
delvise ordninga kallar me hom-ordninga.

Proposisjon viser at M <4y N medfgrer M <., N. Seinare vert det vist at
motsett implikasjon ikkje held. Same dgmet vil illustrere at ein ikkje kan kansellere direkte
summandar i degenerering generelt, men ein kan kansellere summandar i nokre tilfeller.

Proposisjon 3.5. La M og N vera to A-modular slik at M <4, N, der
M=M@®&X og N=N' & X. Dersom {(Hom(X, M)) = {(Hom(X, N)) eller
¢(Hom(M, X)) = ¢(Hom(N, X)), sa vil M <geq N'.

Bewvis. Anta at {(Hom(X, M)) = ¢{(Hom(X, N)). Sidan M <4, N, sa finst ei eksakt fplgje
0sAsAeMaX L NeX 0.
La Hom(X, —) verke pa denne eksakte folgja. Sidan Hom(X, —) er venstreeksakt er folgja
0 — Hom(X, A) - Hom(X,A® M' & X) — Hom(X, N' @ X)
eksakt. Denne fglgja induserer den korteksakte fglgja
0 — Hom(X, A) - Hom(X,A® M' @& X) — Im(X, f) — 0.

Dette gjer at {(Hom(X, N'® X)) > ((Im(X, f)) = {(Hom(X, AOM'®X))—¢(Hom(X, A))
= ((Hom(X, M' & X)). Sidan ¢(Hom(X, M’ & X)) = ((Hom(X, N’ & X)), gjev dette at
((Hom(X, N’ @ X)) = ¢(Im(X, f)). Altsa er

0 — Hom(X, A) = Hom(X,A® M' & X) - Hom(X,N'® X) = 0
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ei korteksakt folgje.
Lai= (idOX) vera inklusjonen av X i N’ @ X. Sidan Hom(X, —) er eksakt, gjev dette

ei avbilding g : X - A® M’ @ X, slik at fg = i. La p = (0idx ) vera projeksjonen fra
N’ @& X til X. Da er komposisjonen X — N’ @ X & X identiteten pa X. Dette gjev

folgjande diagram:

X

7
0 > A s Ao M aeX L3 NeX ——0

I

X
Sidan fg = i og ¢ er injektiv, sa er g injektiv. Vidare, sidan g er injektiv, og det finst ei
avbilding (pf) slik at (pf)g = idy, sa er g(X) ein summand i A® M'® X . Altsa eksisterer
det A-modular A" og M"” slik at A’ = A og M" = M’, og

0 A—-AoM@gX)>NdX =0
er ei eksakt folgje. Igjen eksisterer det ein A-modul N” slik at N” = N’ og folgja
0= A— @aoM)/yx)— N"—0

er eksakt. Altsa vil M” <4, N”, men sidan M’ <4, M" og N" <4eqg N', savil M’ <goy N'.
Beviset er dualt dersom ¢(Hom(M, X)) = ¢(Hom(N, X)). O

Korollar 3.5.1. La M, N vera A-modular.

e La P vera ein projektiv A-modul slik at M = M' & P og N = N' & P. Dersom
M Sdeg N, sa vil M’ Sdeg N'.

e La I vera ein injektiv A-modul slik at M = M'®1 og N = N'@1. Dersom M <g4eq N,
sa vil M" <g4.q N'.

Bewis. La P vera ein projektiv A-modul slik at M = M’ @ P og N = N' @ P. Sidan P er
projektiv sa er

0 — Hom(P, A) — Hom(P,A® M' & P) — Hom(P,N' & P) — 0

er korteksakt folgje. Da er ¢(Hom(P, A® M' @ P)) = {(Hom(P, A)) + ¢{(Hom(P, N' & P)).
Dette gjer at ¢{(Hom (P, M’ @ P)) = {(Hom (P, N'® P)) og resultatet fglgjer av proposisjon
B.3

Beviset er dualt for det injektive tilfellet. m

Proposisjon 3.6. La M, N vera to A-modular. Dersom M <g4.q N, sa er Ann M -N = 0.
Vidare finst ein X slik at Ann M - X =0, og slik at

0—-X—>XopM-—-N-—=0

er ei eksakt folgje.
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Bevis. Me kan sja pa M som ein 4/Ann M-modul. Dette gjer at
Hom(A/amnm, M) = M. Altsa er {(Hom(A/Ammm, M)) = ¢(M). Sidan M <z, N sa
er M <pom N. Da er {(Hom(2/annm, N) > ¢(Hom(A/ A, M)) = £(M). Men sidan
U(N) = (M) og Hom(2/anmm, N) = {n € N | (Ann M)n = 0}, sa medfgrer dette at
Hom(A/Annm, N) = N. Altsa er Ann M - N = 0.

La Hom(A/ann M, —) verke pa den eksakte folgja

0=-X—=>XeM-—=>N-—=0.
Sidan Hom(%/Ann M, —) er hogreeksakt, sa er
0— HOHI(A/AnnM, X) — HOm(A/AnnM, X) D HOHl(A/AnnM, M) — HOID(A/AnnM, N)

ei eksakt folgje. Forste del av beviset viste at Hom(?/annnm, M) = M og
Hom(2/annm, N) = N. Dessutan er Hom(4/anmmm, X) = {z € X | (Ann M)z = 0}. Da er

0 — Hom(4/Ann v, X)) — Hom(A/Ammm, X) & M — N

ei eksakt folgje. Lengda pa desse modulane som K-modular gjev at den siste avbildinga
er ein surjeksjon. Da vil

0 — Hom(2/Ann M, X) — Hom(2/ann M, X') @ Hom(2/Ann m, M) — Hom(4/Annm, N) — 0

vera ei eksakt folgje av 4/Annm-modular. Dette gjer at Ann M - Hom(4/ann v, X)) = 0.
Altsa har me funne ei eksakt fglgje slik at M <4, N, og alle modulane i fglgja vert
annihilert av Ann M. O

Dette gjer at algebraen ein jobbar med kan “reduserast” til ein mindre algebra med
a ta kvotienten av algebraen med det idealet som annihilerer den “minste” modulen i
degenerasjonsordninga. I seksjonane og [3.4] der polynomringen over ein to variablar
vert diskutert, vil dette resultat vera til nytte.

Her kjem eit dgme der M <, N ikkje medforer M <,, N. La A = Kl=.v]/z2,42), der
K er algebraisk lukka. Eit element ¢ € A er pa forma t = a 4+ bx + cy + dry. Observer
at Endy(A) = A? = A, sidan A er kommutativ. Dette gjev at End,(A) er 4-dimensjonal.
Altsé er dim(Gly #A) = 42—4 = 12 av lemma[2.5| La I, vera idealet generert av (Z+ay) der
0 # a € K, ogla [}, vera idealet generert av (z+by), der b # a. Da er dim(End(/,®1;)) = 6,
og dette gjev at dim(Gly x(I, & I)) = 4*> — 6 = 10. Dette, saman med dei to parametrane
a og b, gjev eit objekt av dimensjon 12. La S vera ein simpel modul. Da er

0—=1, > ABS = 2ay =0

ei eksakt folgje. Altsa vil A @ S <gey Iy B Y/(ay). Sidan I, vert annihilert av (zy), gjev
dette ei eksakt folgje
0—=S—May — I, = 0.

Dette gjer at A/(zy) <gey Ip B S. Transitivitet gjev at ABS <geg Miwy) B Ly <deg La B LB S,
for alle a,b € K, der a #b. Sa A <pom I, ® I, men A degenerererer ikkje til I, @ I, med
mindre ein legg til ein simpel summand. Difor vil ikkje M <., N medfgre M <z, N
generelt. Dette dgmet viser og at ein generelt ikkje kan kansellere direkte summandar i
degenerering.
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Det var J. Carlson som fgrst fann eit dgme pa dette |[Riedtmann(1986)]. Han observerte

at den eksakte fglgja
0— (z,y) = ADS* = May) — 0,

er nesten splitteksakt. Ein morfi f : B — C' er hggre nesten splitta dersom den ikkje er ein
slittepimorfi, og alle morfiar X — B som ikkje er ein splittepimorfi, faktoriserer gjennom
f. Pa same mate er ein morfi g : A — B venstre nesten splitta dersom den ikkje er ein
splittmonomorfi, og alle morfiar A — Y som ikkje er ein splittmonomorfi, faktoriserer
gjennom g¢. Ei eksakt folgje, 0 - A % B ENFgIN 0, vert kalla ei nesten splitteksakt folgje
dersom ¢ er venstre nesten splitta og f er nesten hggre splitta.

Det at ein ikkje kan kansellere summandar gjev ein naturleg definisjon.

Definisjon 3.2. La A vera ein endeleggenerert algebra over ein algebraisk lukka kropp,
K. Me seier at ein A-modul M i repy A virtuelt degenererer til ein A-modul N i rep, A,
som me skriv som M <,4q N, dersom det finst ein endelegdimensjonal A-modul B slik
at M @B <4y N @ B.

Igjen, av Zwara sitt resultat, er M <44 N ekvivalent med at det finst ei eksakt folgje
0= X—=>XPMpY >NaY — 0,

av A-modular der X og Y er endelegdimensjonale som K-vektorrom. Dette gjer at ein
kan definere denne ordenen over ein artinsk algebra A over ein kommutativ artinsk ring
K. Da seier me at M <4, N dersom det finst ei eksakt fglgje pa forma ovanfor.

Dersom ein set B = 0 i definisjonen over har ein trivielt at M <geg N = M <,4eq N.
Det faktum at ein ikkje kan kansellere summandar gjer at den motsette implikasjonen ikkje
held. Ved eit liknande bevis som 1 korollar kan einvise at M < 4eg N = M <pom N.
Det er eit ope spgrsmal om den andre implikasjonen held.

Proposisjon kan generaliserast til virtuell degenerering.

Proposisjon 3.7. La M, N vera to A-modular. Dersom M <,4.q N, sa vil Ann M-N = 0.
Vidare finst X og Y slik at Ann M - X =0 og Ann M - Y =0, og slik at

0O X—->XpoMopY > NpY —0
er eksakt.

Bewvis. Same argument som 1i[3.6] gjev at N vert annihilert av Ann M.
La A/Aamnm ® — verke pa den eksakte folgja

0= X—=>XeMapY > NaY — 0.
Dette gjev ei eksakt fglgje
A/AnnM@X —>A/AnnM®X69M@A/AnnM®Y—> N@A/AnnM®Y—> 0.

Observer at A/amm @ X = X/anmmx og A/amm @ Y = Y/ammy. Dette gjev el eksakt
folgje
X/AnnMX — X/AnnMX b M &b Y/AnnMY - N ) Y/AnnMY — 0.

Ved a telje lengda som K-modular sa ma den forste avbildinga vera ein injeksjon. Da er
O-)A/AnnM®X—)A/AnnM®(X@M@Y) —>A/AnnM®(N@Y) — 0

ei eksakt folgje av A/ann v-modular. Dette gjer at Ann M - A/amm @ X =0 og
Ann M - A/amm ® Y = 0. Me har da funne ei eksakt fglgje slik at alle modulane vert
annihilert av annihilatoren til M, som var det me gnskja. O]
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3.2 Grothendieckgruppa

La K vera ein kommutativ artinsk ring, la A vera ein K-algebra av endeleg lengd, og
la mod A vera kategorien av endeleggenererte A-modular. Underkategorien av mod A, der
objekta er valde representantar fra isomorfiklassane til modular av endeleg lengd, vert
kalla f.1. A. La [M] representere isomorfiklassen til M i f.1. A. Den frie abelske gruppa pa
f.1. A, med isomorfiklassane til A-modular av endeleg lengd som basis, vert kalla F'/(f.1. A).
Elementa i F/(f.1. A) er pa forma ., a;[M;], der I er ei endeleg indeksmengd, a; € Z,
og [M;] € £.1. A. Grothendieckgruppa til A, Go(A), er den frie abelske gruppa F'(mod A)
saman med fglgjande relasjon: For kvar korteksakt fglgje 0 - A — B — C — 0 av
A-modular sa er [A] — [B] + [C] = 0.

Det viser seg at isomorfiklassen [M] € Gp(A) inneheld all informasjonen om kompo-
sisjonsfaktorane til M. Dersom M er av endeleg lengd, gjev dette ei korteksakt fglgje
0—S; = M — M — 0, der S; er ein simpel modul. Altsa er [M] = [S;] + [M']. Ved
induksjon, sidan £(M') < €(M), sa er [M] =), a;[S;], der I er ei endeleg indeksmengd,
a; € Z, , og S; er ein simpel modul for alle i. Dette gjev at grothendieckgruppa pa f.1. A
er ei fri abelsk gruppe med isomorfiklassane til dei simple modulane som basis. Dessutan
er [M] =3, mg,(M)[S;], der mg,(M) er talet pa simple modular i komposisjonsrekka
til M som er isomorfe med S; (Vist i teorem 1.7 i [Auslander, Reiten & Smalg(1995)]).

Sja pa modulen Z4. Dette gjev ei eksakt folgje 0 — Zs 2 Zy — Zos — 0. Da er
[Z4)] = 2[Zs]. Dette stemmer overeins med resultatet over sidan 0 C Zs C Z4 er ei
komposisjonsrekke til Z4, med Z4/z, = 7y og Z2/(0) = Zs som komposisjonsfaktorar.

La mod, A vera kategorien av valde representantar fra isomorfiklassane av A-modular
av lengd d. Dersom M, N € modgA slik at M <4, N, sa gjev dette ei eksakt folgje
0=+ X—>X®M — N — 0. Dette gjev at [M] + [X] = [N] + [X] 1 Go(A), som gjer at
[M] = [N] i Go(A). Dette gjer at M og N har dei same komposisjonsfaktorane. La oss
summere denne seksjonen i felgjande resultat:

Proposisjon 3.8. La M, N € mod, A ogla M <g4ey N. Da er [M] = [N] i Go(A). Spesielt
gjer dette at M og N inneheld dei same komposisjonsfaktorane inklusivt multiplisitet.

3.3 Degenerering over hovudidealomrader

Dersom A er eit hovudidealomrade, fglgjer fleire elegegante resultat som omhandlar de-
generering. Malet for denne seksjonen er a vise at for to endeleggenererte modular over
eit hovudidealomrade, M og N, sa vil M <4, N vera ekvivalent med M <j,, N.

La oss byrje med a rekne ut degenerasjonsordenen pa banane fra seksjon 2.4 Da
vert det rekna ut at rep, Zs|r| hadde seks banar. La Sy = Z2ll/@), S; = Z2l#] /2 +1) og
Sy = Z2[2)/(22 + 2 +1). Da vil dei lukka banane korrespondere til dei semisimple modulane
SZ, 52,50 @ S; og Sp. Dei to gjenverande banane er dei som korresponderer til modulane
Zalt] [(a2) 0g Z2l2lf((x 4+ 1)2). Da vil Z2l#]/(a2) <gey S§ 0g 221 /(@ + 1)2) <gey ST

Sidan Z, ikkje er algebraisk lukka, ma ein nytte definisjon .1} Sja pa modulane
Lolz] (o) @ 222l [(2) 0g Z2[7] /(22). Dersom 227l /(a2) <geq 22071 /(2) @ Z202] /(2), finst ein Zy[z]-modul
A, slik at

0= A% A@Lell)e2) 5 Zalal f) @ Zala) o) — 0

er ei eksakt fplgje. Dersom A = 22zl /o), = () og B = (}?), der ~ sender kvart element
pa restklassen sin, sa dannar dette ei eksakt fplgje. La oss verifisere at denne fglgja er
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eksakt. Forst ma me vise at « er ein injekson. La a € Kera, da er a(a) = (%) = (9).

Dette gjev at a = 0, som gjev at Kera = 0. Altsa er a er ein injeksjon. Neste steg er
a vise at [ er surjektiv. La () € Zll/@) @ Z2ll/(z). Da vil () € 2ll/2) @ Z2l#]/(22),
der ¢ € Zs, gje at B((piez)) = (3). Dette gjer at  er surjektiv. Siste steg er a vise at
Ima = Ker 4. La a € 205/ Da vil B(a(a)) = B((%)) = (3), som gier at Ima C ker 5.
Lab= (béi%ﬁj> € ker 5. Da er 3(b) = <Z§> = (9), som gjev at by = 0 og b, = 0. Dette
gjer at ker f C Ima, som gjev at fglgja er eksakt. Denne verifikasjonen er liknande for
alle dei eksakte fglgjene i denne seksjonen, og vert difor ikkje presentert.

I same dgmet vart det rekna ut at reps Zs[x] hadde 14 banar. La Sy = Z2[#] /). Dette
gjev ei rekke av degenerering pa tre modular Z22l/@3) <g., So @ Z2[1/22) <4, So, med
eksakte fglgjer

0 — Zalal o) @ Lale] () @ Lol f(a3) ﬂ Lole] f(z) @ Z2lz] f22) — 0
(&) : (839) s
0 — Zolol (o) 25 (Zola]f(2))? @ L2lal f(u2) —22—Ls (Z2lal /)3 — 0
Dersom S; = Z2[2] /= + 1), sa er dei resterande rekkene for rep; Zs[z]:
1. Z2lz] f((@ + 1)3) <deg S1 D Z2l2] [((@ + 1)?) <deg Si’
2. So @® 222l /((x + 1)2) <oy So ® S}
3. 51 @ Lolelf(a?) <gey S1 D S§

Dei siste fem banane er lukka, og er gjeve av modulane Sy @ Sy, Sy @ S, Z2[t1/(23 + 2 +1)
og Z2[z]f(23 4+ 22 + 1), der Sy = Z2[*] /(22 1 2 4 1).

Til slutt vart det rekna ut at rep, Zs[x] hadde 34 banar. Dette gjev folgjande rekker
av degenerering, der dei resterande rekkene er gjeve ved a permutere x og (x + 1):

1. Z2lel /2ty <gey So @ 20l f(@3) <oy 2200l f(02) @ Z2le] f(a2) <oy SE D L2021 /(22) <oy St
2. Sy @ Zololf(a3) <goy St D 220l f(a2) B Sy <gey S1 B S

3. Zalal /(22 + 2 +1)%) <geg S

4. Sy @ Lolelf(a?) <gog So @ S5

5. Z2ltl f22) @ Z2lo] f((z + 1)2) <geg Z2l2)/(a?) B 52 <deg 52 ® 52

Banane som manglar er dei lukka banane som ikkje er del av nokon rekke. Desse er gjeve
med semisimple modular, og det er 8 av desse. Den forste av desse er modulen Sy@®.S;®.55.
Det er to irredusible polynom av grad 3, x® + x + 1 og ® + 22 + 1. La S3 = Z2[e] /(23 4+ 2 +1)
og Sy = Z2ll /(23 4+ 22 +1). Desse polynom gjev opphav til fire semisimple modular, nemleg
S3®BSy, S3DS1, S3BSy 0g Sy ®.S;. Til slutt er det 3 simple modular, nemleg Z2[tl /(24 1 2 4 1),
Lo[r] [ 4 23 4 1) 0g L2l2] (0t 4 23 + 22 + 2+ 1).

Fra desse dgma kan det sja ut som det er eit mgnster for degenerasjonane, nemleg at
modular pa forma Z2[=1 /(pi)@Z2[z] /(pi) degenererer til modular pa forma Z2(# /(pi-1)pZ2lz] [pi+1),
der p € Klz| er eit irredusibelt polynom og j < i. Dersom A = K|x] sa viser det seg at
delmengda av rep; A som berre inneheld komposisjonsfaktorar isomorfe med X[#l/(p), der
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p er eit irredusibelt polynom slik at deg(p)|d, heng saman med mengda av partisjonar

av di. Vidare viser det seg at ordenen av degenerering pa rep, A er ekvivalent med
egp

dominantordenen pa mengda av partisjonar av %gp. Denne ideen kan generaliserast til
heile rep,; A ved a sja pa tuplar av partisjonar. Dette motiverer fglgjande definisjon:

Definisjon 3.3. La 0 < n € Z. Fin partisjon av n er ein tuppel (oq, o, ... o) € Z",
slik at g > ag >+ >, >0 09 >."  a; =n.

Til dgmes er det 5 partisjonar av talet 4, nemleg (4), (3,1), (2,2), (2,1,1),0g (1,1,1,1).
Her vert konvensjonen der ein ikkje skriv nullane i partisjonen, nytta. Til dgmes vert

partisjonen (4,0, 0,0) skrive som (4). Den konjugerte til ein partisjon o = (aq, ag, ..., ay),
er parisjonenen gjeve av o’ = (o}, a, ..., al), der of = [{k|ay > i}|, for 1 <i < n. Dette
er og ein partisjon av n. La « vera partisjonen (2,1,1). Da er o) = [{k | apo > 1}| = 3,

oy =|{k|ar>2} =1 0ga;=0forj>2 Altsaer o = (3,1) den konjugerte til a. Ein
partisjon vert kalla sjslvkonjugert dersom den samsvarar med sin konjugerte. Til dgmes
er partisjonen (2, 2) sjolvkonjugert.

Laa = (aq,...,0p) 08 B = (P1,-..,5n) vera to partisjonar av n. Da seier me at o > 3
dersom 22':1 aj > Z;Zl Bj, for alle 1 <7 < n. Dette dannar ei delvis ordning pa mengda
av partisjonar av n, og vert kalla dominantordninga pa denne mengda. Partisjonane av 4
vil gje rekka (4) > (3,1) > (2,2) > (2,1,1) > (1,1,1,1) i dominantordninga.

Eit youngdiagram er eit diagram av boksar der lengda av kvar rad er ikkje-veksande.
Me assosierer eit yongdiagram til ein partisjon a = (aq, ..., «,) ved a larad ¢ ha «; boksar
for kvar 1 < ¢ < n, og der rad «; hamner under rad «;_; for 2 < j < n. Til dgmes vil
partisjonen (3,1) ha youngdiagram [ | Den konjugerte til eit youngdiagram er gjeve

ved den transponerte av diagrammet, altsa der ein bytt om radane og kolonnene. Til dgmes
vil den konjugerte av [ | vera diagrammet | Denne definisjonen av konjugering

stemmer overeins med definisjonen av konjugering for partisjonar.
Dominantorden for 4 skrive med youngdiagram gjev folgjande rekke

LITTI> 11> > 11>

Denne rekka viser eit mgnster. Kvart steg til hggre i rekka svarar til a flytte ein boks fra ei
hogare rad til ei lagare rad i youngdiagrammet. Pa same mate vil eit steg til venstre svare
til a flytte ein boks fra ei lagare rad til ei hggare rad i youngdiagramma. Dette motiverer
det me kallar for “fyttfunksjonar”.
La o= (ay,...,q,) vera ein partisjon og la 1 <4 < j < n. Definer f; : Z" — Z" som
f;](Oé) = (Oél, e, G, 0 — 1, (O 7T U 7aj—17 O[j + 1, ()zj+1, e ,O{n).
Altsa vil funksjonen f;; svare til a flytte ein boks nedover i youngdiagrammet til o. Definer
2 — 7", som
:}(Oé) = (Oél, RININY G 70 P8 7] + 1, [0 77 U ,Oéj,l, CK]' — 1, Oéj+1, e ,Ckn).
Dette svarar til a flytte ein boks oppover i diagrammet til o. Observer at dersom i = j,
sier f(a) = fi(a) = id(a).
Neste resultat viser at dersom « og 3 er to partisjonar av n, sa vil a < [ viss og berre
viss me kan fa youngdiagrammet til 5 ved a flytte boksar oppover i diagrammet til o, der
kvart flytt dannar ein partisjon. Meir konkret:
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Lemma 3.9. La 0 < n € Z, og la « og [ vera to partisjonar av n. Da er a < 3 i

dominantorden viss og berre viss det ﬁnst ﬂyttfunksyonar 1 i i;jz’ ey f;mjm, slik at
+

S oo fib o fi(a) =8, 09 fif ) -0 fit 0 f;lrm(a) er ein partisjon for alle
1<k S m.

e + + e + +
Bevis. Forst, anta at § = lm,Jm o o firi,© iml( a), og at Zk i © o firin© Z-l’jl(a)

er ein partisjon for alle 1 < k < m. Daer a < ZT’jl(a) < gm o le(&) < - <
i © 0 Jin iy © fiy jy (@) = B.

Anta at a < 1 dominantorden. Dersom (3 = « sa er resultatet trivielt, sa anta at
a er ekte mindre enn S. Da finst ein minste 1 < ¢ < n slik at a; < ;. Men da finst
ein minste ¢ < j < nslik at fy + B2+ -+ 8; = a1 + a2 + --- + ;. Denne finst sidan
Bi+Pa+ -+ Bn=0a+ay+ -+ a, Me ma da vise at fj(a) er ein partisjon av n.
Dette svarar til a vise at o;_1 > «a; og at a; > a; 1. Men sidan ¢ er det minste talet slik
at a; < B, saer a1 = fi—1 > fB; > ;. Vidare, sidan oy + -+ + o1 < By + -+ + [j-1,
o+t ajta; =Pt o+ B+ Bjogart oy o taj < Bt Bio+
B; + Bir1, gjev dette at 8; < o og Bj11 > ;1. Dette gjev at a; > ; > Bjp1 > @1
Altsa er f;" % (a) ein partisjon og @ < Zfrj(&). Resultatet folgjer ved induksjon. ]

Pa same mate, dersom « og S er to partisjonar av n, sa er a < (3 viss og berre viss ein
kan flytte boksar nedover i youngdiagrammet til 5 der kvart flytt dannar ein partisjon.

Korollar 3.9.1. La 0 < n € Z, og la « og B vera to partisjonar av n. Da er o < f3

i dominantorden viss og berre viss det finst flytifunksjonar, fi . fi o5 fo 5 slik at
imogm © 777 O fi;,jz © fi:,jl (B) = a, og flkjk o fi;jg © .f'i:,jl (B) er ein partisjon for alle

1<k<m.

Beuis. Dette folgjer av at f;; og + er inverse funksjonar av kvarandre. Altsa gjev lemma

at imgm OO i—;jzo i—;h( ) B Dette gjev at f21]1 flz]zo "o Z'rnyjm(ﬁ)—a u

Ein annan konsekvens av lemma er at konjugering av partisjonar reverserer domi-
nantordenen. Dette sidan det a flytte boksar nedover i «, svarar til a flytte boksar oppover
i o/. Meir presist:

Korollar 3.9.2. La « og 3 er to partisjonar av n, la o vera den konjugerte partisjonen
til ., og la 5" vera den konjugerte partisjonen til 5. Da er a < 8 i dominantorden viss og
berre viss B < o' i dominantorden.

Bevis. Av lemma (3.9 er det nok a vise dette for 3 = f;";(«). Altsa, dersom

a = (,...,ap), saer = (b,...,0,), der B; = a; +1 og f; = o, — 1. Dette gjer
at of = {k|a; > k}| > {k|a; +1 > k}| = 5. Sa o > ', og resultatet folgjer ved

induksjon. O]

Ein tuppel av partisjonar av n, er ein tuppel P = (o, ..., ay), der a; = (a1, ..., Qi,)
er ein partisjon av k; for 1 < i < mn, og >, Zf;l a;; =n. Anta at P = (aq,...,qp)
og Q@ = (B1,...,0,) er to tuplar av partisjonar av n, der a; = (1,..., Q) 08 Bi =
(Bin,---,Bik,;) er partisjonar av k; for 1 < i < n. Da er P < @ viss og berre viss
a; < f; for alle i. Dersom P = (aq,as,...,q,) er ein tuppel av partisjonar av n, sa vert

youngdiagrammet til P skrive som ein direktesum av youngdiagramma til partisjonane
a;. Til dgmes er youngdiagrammet til tuppelen av partisjonar ((2), (1,1)) av 4 skrive som
([l H Vidare er den konjugerte til ein tuppel P = (ay, o, ..., q,) av partisjonar av

n, den konjugerte av alle partisjonane, altsa P’ = (o}, a4, ..., al).
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Korollar 3.9.3. La P = (o, 0, ..., ) 09 Q = (51, P2, - .., Bn) vera to tuplar av parti-
sjonar av n. Da er P < ) viss og berre viss det for kvar 1 < i <n ﬁnst ﬂyttfunksjonar,
iy S SR AU [0 e 0 fi gy 0 fi g (Bi) = i, 09 fi g 0000 fiy g, 0 iy (Bi)
er ein partisjon for alle 1 < k S m.
Alternativt, P < @Q wiss og berre viss det for alle 1 < z' <n ﬁnst flyttfunksjonar
11,]17 ‘. .]H_ Jm slik at fi—;,jm ©--:0 i—g,jg © :31< ) ﬁw o9 lk jk 0 2'—;_,]'2 ° 'L'T,jl (aZ) er
ein partzsyon for alle 1 <k <m.
Vidare er P < Q) viss og berre viss P’ > ().

Beuvis. Folgjer av induksjon pa n og ved a bruke lemma [3.9] korollar 3.9.1] og korollar
3.9.2 sidan P < @ viss og berre viss «; < f3; for alle 7. O]

La A = K|[z], og la mod, A vera kategorien (av valde isomorfiklassar) av A-modular av
lengd d. Strukturteoremet for endeleggenererte modular over eit hovudidealomrade [W3],
forkorta som strukturteoremet, gjev at dersom M € mody A sa er

M = K[m]/(pcln,l) DD K[x}/( o1, Py DD K[x]/(pgn,l) D---P K[m]/(pgn,kn)’

der p; er irredusible polynom for alle 1 < i < nog0 < «;; € Z, for 1 < ¢ < n og
1 < j < k;. Dette motiverer fglgjande definisjon.

Definisjon 3.4. La My(p1,pa, ..., pn), der p; € Klx| er irredusible polynom for 1 <i <
n, vera underkategorien av modular i modg A slik at dersom M € Mgy(p1,p2,...,pn) Sa
har M berre komposisjonsfaktorar pa forma El#ljp, for 1 <i <mn.

Til dgmes ligg Klol/@a2) @ Klel iz 4 1) @ Eltl /2 +1) 1 My(z, 2 + 1). Proposisjon gjev
at dersom M € My(p1,...,pn) 08 M <4y N sa ma [M] = [N] i Go(A). Dette gjer at
N e Md,(p1, - ,pn>.

Forst, la M € My(p), altsa at M berre har kompisisjonsfaktorar pa forma Kl/p). Av
strukturteoremet er

M = K[l fpery @ Klal fpo2y @ - - - @ Kzl fpony,

der potensane er ordna slik at a; > as > --- > ay. Den assosierte partisjonen til M er
partisjonen pa forma oy, = (ay, ag, ..., a). Sidan ay degp+ - - - + ay. deg p = d, sa er den
assosierte partisjonen til M ein partisjon av ﬁ. Til dgmes har modulen Xzl /22) @ Kzl /(22)
assosiert partisjon (2,2), som er ein partisjon av 4.

Lemma 3.10. La M, N € My(p), la ap vera den assosierte partisjonen til M og la
an vera den assosierte partisjonen til N. Da er M <g.q N ei minimal degenerering viss
0g berre viss ay = fz_](on) der fi; # ida,,, og dersom ax = f; ; o fi, i (an), sd er

o =idg,, eller f

11,J1 M 12,J2

Bevis. La M, N € My(p), der p € K|z] er eit irredusibelt polynom. Strukturteoremet
gjev at

M = Kzl fpery @ Klzl fpe2) @ - - - @ Klal fpon),

der potensane er ordna slik at aq; > as > -+ > ay. Igjen gjev strukturteoremet at

N = K[x]/(pﬁl) ) K[a:]/(p62) D P K[ac]/(pﬁz)7
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der potensane er ordna slik at f; > fo > -+ > . La ay = (aq,...,q) vera den
assosierte partisjonen til M, og la ay = (B4, ..., ;) vera den assosierte partisjonen til N.
Desse er begge partisjonar av decép.

Anta forst at any = f; :(any), altsa at

2,

ay=(oq,...,a; — L. ., +1,..., ag).

Dette gjev ei eksakt fglgje

P .
0 — Klal /ey Q Klel o) @ Klel o) 2 Klal 41y =5 0 (1)

Dette gjer at Klel/pei @ Klzlfpos <o) Klalfpoimt @ Kzl fpes 1 og folgjeleg vil M <gey N.
Dessutan ma dette vera ei minimal degenerering, sidan dersom det finst ein M’, slik at
M <geg M" og M'" <4y N sa ma openbart M’ = M eller M’ <zeq N.

Anta no at M <4, N er ei minimal degenerering, og anta at det finst to funksjonar
fiv iy 7 1day, 08 fiy 5, # iday,, slik at ay = f; 5 o fi, 5, (an). La M’ vera modulen som har
assosiert partisjon ayy = f; . (ap). Men da gjev den eksakte folgja 1) at M <gey, M’
ekte og M’ <4, N ekte, som motstrider antakinga om at M <z, N er ei minimal
degenerering. O

Dette gjer at for M, N € My(p) sa vil M <4, N vera ei minimal degenerering viss
og berre viss ein kan danne den assosierte partisjonen til N ved a flytte ein boks nedover
i den assosierte partisjonen til M. Dersom m < n sa vil eit flytt fra rad n til rad m svare
til ei eksakt fglgje

Dersom M, N € My(p) er slik at M 2 N og M <4, N ikkje er minimal, sa vil dette svare
til a gjere “fleire flytt” av boksar i partisjonen assosiert med M for a danne partisjonen
assosiert med N. Induksjon pa [3.10] gjev fglgjande:

Korollar 3.10.1. La M, N € My(p), la ap vera den assosierte partisjonen til M og la
an vera den assosierte partisjonen til N. Da vil M <g., N viss og berre viss det finst

fyttfunksjonar f; ..., f. . slkat f; ; o---o Z-;jl(on) =ay.

Desse resultata gjev ekvivalensen mellom degenerering mellom modular og dominant-
ordninga for partisjonar som vart hinta til tidlegare.

Proposisjon 3.11. La M, N € My(p), la aps vera den assosierte partisjonen til M og la
an vera den assosierte partisjonen til N. Da vil M <4, N viss og berre viss ofy; < oy i
dominantordninga, der oy, er den konjugerte partisjonen til apy og oy er den konjugerte
partisjonen til oy .

Proposisjon gjev ei komplett skildring av degenerering for modular i My(p). Gjeve
eit irredusibelt polynom p, slik at deg p|d, er degenerasjonsordninga gjeve ved dominant-
ordninga til %W i motsett rekkefplgje. For a illustrere dette, sja pa Mg(x). Da svarar
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degenerasjonsordninga til modular i Mg(z) til dominantordninga til partisjonar av 6 i
motsett rekkefglgje. Ein kan merke seg at 6 er fgrste talet der rekka i dominantorden
“deler” seg. Meir presist er (4,2) > (3,3) og (4,2) > (4,1,1), men (3,3) og (4,1,1) kan
ikkje samanliknast. Dette sidan 4 > 3, men 5 < 6. Det er to slike “delingar”, den andre
er (2,2,2) og (3,1,1,1).

For a illustrere dette grafisk nyttar me hassediagram. Dersom x < y, sa er hassedia-
grammet til denne ordninga

Y

X

Da gjev Mg(z) opphav til tre hassediagram, tuplar til venstre, youngdiagram i midten,
og degenerasjonordenen for modular i Mg(x) til hogre:

0 EEEEEN (Kl fi))®
|
[T1]
5,1 N | - K[r]/(z2) P (K[a:]/(x))zl
/N
[ [] (K1l J62))2 @ (Klal /()2
/ \ N / \
4,1,1 ' K[zl [23) @ (Klal /(x)) (Kl /

~ |
—

N/ : \/

3’271 x]/ @Kx]/ 2)@1([3:

AN a

2,2,2 3,1,1,1 (Kl fa®)) Klzl[o1) @ (Klal/(@))?
N\ / ) N/
2,2,1,1 — | Klelfat) @ Kl#l /(@2
2,1,1,1,1 - K2l f(5) @ Kl /(z)
1,1,1,1,1,1 Kzl ()
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For a illustrere samanhengen mellom hom-ordenen og degenerasjonsordenen i poly-
nomringen reknar me ut dimensjonen til endomorfismeringane til modulane i Mg(x).
Sja pa den semisimple modulen (22/(z))® i Mg(x). Her vil kvar summand ha ei ikkjen-
ull avbilding til seg sjolv, og ei ikkjenull avbilding til dei andre summandane. Difor er
dim(End((%2/@))®)) = 8% = 64. Vidare, for %2/(z2) ® (22/())°, vil det vera 2 linesert uavhen-
gige avbildingar fra Z2/(«2) til seg sjolv, og ei ikkjenull avbilding til dei andre summandane.
Det er ei ikkjenull avbilding fra dei simple summandane inn i kvar av dei summandane.
Dette gjev at dim(End((Z22/x2) @ (22/())®) =2+ 6 + 6 - 7 = 50.

Meir generelt, la M € My(p), og la apr = (aq, s, ..., a,) vera den assosierte parti-
sjonen til M. Da er dim(End(M)) gjeve ved > 7, > 7 min{a;, a;}. Sidan a; < a; for
j > 1, gjev dette summen

artagt - Fa,fagtat - ta, ooy tan ot F Q.

Da er talet pa a; i summen gjeve ved i - o; + (i — 1) - a; = (2i — 1)a;. Dette gjev at
dim(End(M)) = >"1" (20 — 1)y

Anta at M, N € My(p), der apy = (au,...,q,) er den assosierte partisjonen til M
og an = (B1,...,0,) er den assosierte partisjonen til N. Vidare, anta at M <z, N
er el minimal degenerering. Lemma gjev da at ay = f,;l(aM). Sja pa differansen
dim(End(N)) — dim(End(M)). Formelen ovanfor, samt at ay er gjeve ved f,(aar), gjer

at
n n

dim(End(N)) — dim(End(M)) = Y "(2i — 1) — Y (2j — Doy

= ((Qk’ — 1)(0% — 1) + <2l — 1)(0(1 + 1)) — ((2]{7 — 1)0(]€ + (2l — 1)0[[) = 2(l — ]{I)

La oss summere dette i eit resultat:

Proposisjon 3.12. La M € M4(p) og la ap vera den assosierte partisjonen til M. Da
er dim(End(M)) =30 (2i — D)oy

Vidare, la M, N € Mg, la ayr vera den assosierte partisjonen til M og la oy vera den
assosierte partisjonen til N. Dersom M <g., N er ei minimal degenerering, altsa at det

finst k, 1 slik at k <1 og an = f (aar), sd er dim(End(N)) — dim(End(M)) = 2(I — k).

Meir generelt, dersom M <;, N, sa gjev korollar 3.10.1] at det finst flyttfunksjonar
fivivreon fin g, slikat an = fi o o fi . (an). Dette gjer at dim(End(N)) — dim(End(M))

UeoJi Y i1,01
er gjeve ved 2(Zle(jl —147)).
La oss nytte desse resultata til a rekne ut dimensjonane til endomorfismeringane til
modulane i Mg(z). Da vert samanhengen mellom hom-ordenen og degenerering illustrert
i folgjande hassediagram, der dimensjonen til endomorfismeringane er teikna i parantes:
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(Z2lel/))®  (64)
Zz[ac]/(xz) st (Zg[z}/(m»(i (50)
|
(Z2lel/@))? & (Z2/)" (40)
/ \
(38) Zablfet) @ (2w (Bafan) @ (Bl fo)? (34)
(30) Lo [:c]/(xs) ) Zo [w}/(zz) o (Zz[oc]/(w))i% (Zg [z}/(zz))4 (32)
ZQ[Z‘}/(IZ%) D (Z2[$]/(I2))2 o) ZQ[&T]/(I) (26)
(28) Z2lel/iah) @ (Zlel o) |
(Zellfa9))? @ (Z2ll/@)®  (24)
(22) Zz[w]/(g;4) ® Zz[x}/(gﬂ) o (Zz[ﬂﬁl/(gg))2 (Zz[l‘]/(x?»))? P ZQ[I]/(;I)2) (22)
Zz[x]/(le) fan) (Zz[x]/(xz))Q (20)
(20) Z2[$]/(x5) ) (Z2[$]/(:C))3 ‘
(16) ZQ[:E}/($5) AP ZQ[x]/(x2) fas) ZQ[I]/(w) (Zg[az}/(x4))2 (16)
(14) Z2le]/26) @ (2212 /()2 Lole] () @ L2l (%) (14)
Lalelf(a0) @ Zolel a2y (12)

Zg[m]/(wS) (8)

Observer at det er rekker av forskjellig lengd i dette diagrammet. Ta til dgmes modu-
lane Z2le] /(54) @ Z2l2l/(2) @ (Z202]/(2))? og Z2l2l [(23) B L2l f(2) @ (Z2l2)/(z))3. DA vil
Lole] o4y @ Z2le] f(2) @ (Z202]/(2))? degenerere til Z2(7] /(x3) @ Z2[7] [(22) B (Z2[2]/(z))? via to rekker
av minimale degenereringar. Youngdiagramma til desse rekkene er

| |§deg L1 |§deg |

L] Sdeg Sdeg | Sdeg
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Den gvste rekka inneheld 3 modular, medan den nedste rekka inneheld 4. Sja pa
[ | Da er det 3 moglege matar a flytte ein boks nedover i diagrammet slik at dette

dannar ein partisjon. Det forste alternativet er a flytte ein boks fra rad 2 til rad 5, som
gjev diagrammet [ [ | For a danne diagrammet til | fra dette, er det berre eit

mogleg flytt, nemleg fra rad 1 til 2. Dei to siste alternativa er & flytte ein boks fra rad
1 til enten rad 2 eller 3. Men det a flytte ein boks fra rad 1 til rad 3 er det same som a
forst flytte forst fra rad 1 til rad 2 og sa flytte fra rad 2 til rad 3. Altsa ender ein opp
med ei rekke pa 4. Difor vil eit diagram med fleire val for flytting av boksar gje rekker av
forskjellig lengd.

Neste steg er a generalisere proposisjon til tilfella der M, N € My(p1,p2, .-, Pn)-
Igjen av strukturteoremet er

M >~ K[(E]/(p;"l,l) @ @ K[x}/( 1, kl) e @ K[x]/(p(l“hl) @ e @ K[m]/(pi‘n,k'n)’

der potensane er ordna slik at a; 1 > ;2 > -+ > a;, for alle 7. Da er tuppelen av parti-
sjonar assosiert med M, Py, tuppelen ((aq1,..., 004, )s -5 (Qn1s. ., Qng,)). Til dgmes
vil modulen Z2[#]/(22) @ Z2[=] /(& 4 1) @ Z2[2] /(2 4 1) ha assosiert tuppel ((2), (1,1)).

Proposisjon 3.13. La M, N € My(p1,pa;,---,Pn), 09 la Py vera tuppelen av partisjonar
assosiert med M og la Py vera tuppelen av partisjonar assosiert med N. Da vil M <zoq N
viss og berre viss Py, < P} .

Beuvis. Resultatet folgjer av induksjon pa n, altsa talet av irredusible polynom. Tilfellet
n =1 er vist i proposisjon [3.11]

Dersom n > 1, altsa at M, N € My(p1...,pn), og anta at M <y, N. La p, 41 vera
eit irredusibelt polynom slik at p,41 # p; for 1 <i <n. Vidare, la
M' = Kl /ip n+1) DD @ KE/per ), la N' = Kx]/pn+1) DB Kk ), slik at
S = ijl B ogla d = d+ deg(ppi1)(oq + -+ + ak). Da ligg M & M' og N & N’
i May(p1,- - PnyPny1). Sidan M <gey N i Md/(pl,...,pn) savil M @ M’ <gey N & N’
i Ma(p1,. . Doy Pny1) dersom M <geg N i My_4(pny1). Da vert argumentet det same
som for n = 1. m

Eit hassediagram for M5(z, 22+ 2 + 1), med youngdiagram til venstre og degenerering
til hggre, ser slik ut:

(TTlel]
& (KTl )3 @ K1 a2 4 2 4 1)

o []

E@D
w]/ @K[x/x +az+1)
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No er det klart for a vise malet med denne seksjonen, nemleg at for endeleggenererte
modular over polynomringen i ein variabel sa er hom-ordninga ekvivalent med degenerea-
sjonsordninga.

Proposisjon 3.14. La M,N € My(p1,...,pn). Da vil M <gey N wiss og berre viss
M Zhom N.

Bevis. Proposisjon gjievat M <gog N = M <jp, N generelt, sa det er nok a vise
at M <porw N = MSdeg N.
La M,N € My(p1,...,pn). Strukturteoremet gjev at

M =2 Kalfprr @ - @ Klfp @ - @ Klalfpint @ - - - @ Klal e (2)
der p1, pa, ..., p, er irredusible polynom. Pa same mate er N pa forma
N = Kelfpir @ @ KBlpo @ - @ Kllfplrr @ - @ Klal e, (3)

La oss vise dette ved induksjon pa n, altsa talet pa irredusible polynom.

Lan=1. Daer M = Klzl /211 @ Klzl 212 @ . .. @ Klzl 751 For a forenkle notasjonen,
la a1 = g, a2 = g, ..., a1, = . Organiser ay,...,q; slik at a1 > ag > -+ > ay.
Pa same vis er N pa forma Kkljp0 @ ... @ Klelfpf 0 der potensane er organisert slik at
f1 > Py > -+ > 5. Da vil dim Hom(¥[#l/pei ) M) vera talet pa summandar pa forma
Kzl fp2i der o < oy Sidan dim Hom(Kl=l/pee, M) < dim Hom(Kl=l/pee, N) V 4, sa ma
ap > Pryon+as > P+ Py o ag+ -+ o > B+ Po+ - -0 + B Vidare sidan
(M) ={(N), savil Zle o; = 25:1 Bj. Laay = (aq,...,ar) oglaay = (B1,...,0). Da
er oy og oy to partisjonar av degm. Dessutan er ay < ajs i dominantorden. Proposisjon
gjev da at M <ge, N.

Lan > 1, altsa at M er pa forma (2) og N er pa forma (3), og anta at
M <4y N. Vidare, la p,,; vera eit irredusibelt polynom slik at p,41 # p; for 1 <7 < mn,
la M' = K[z}/pzr{M AP K[x]/PZHM"H og la N/ = K[x]/piﬂl’l B P K[a}]/pii‘glvkvwrl, slik
at Yot g1 = o5 Bty Davil M & M <gey N @ N’ dersom M’ <4y N'. Sidan
Hom (KL=l /s Klzl fpime) = 0, dersom @ # j, vil ikkje M’ <p,m N’ avhenge av dei andre
summandane. Da vil same argument som for n = 1 gje at M’ <z, N'. O]

Dette resultatet fglgjer av strukturteoremet for endeleggenererte modular over eit
hovudidealomrade. Difor vil dette gjelde meir generelt, berre med & bytte ut K[z] med
eit vilkarleg hovudidealomrade.

Den siste eigenskapen som vert presentert for endeleggenererte modular over polyn-
omringen i ein variabel er at desse dannar ein gitterstruktur.

Definisjon 3.5. La (L, <) wvera ei delvis ordna mengd. Dersom alle delmengder med
to element {a,b} C L har eit supremum og infimum, vert (L,<) kalla eit gitter. La
aV b=sup{a,b} og a Ab:=inf{a,b}.

Eit gitter vert kalla avgrensa dersom gitteret har eit storste element, 1, og eit minste
element, 0, slik at 0 < x <1 for alle x € L.

Det at degenerering over K [z] dannar ein gitterstruktur folgjer av neste lemma, henta
fra [Brylawski(1973)].

Lemma 3.15. Dominantordninga til ein partisjon av eit tal n dannar ei avgrensa gitter-
struktur.
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Bevis. La p = (p1,pa,...,pn) vera ein partisjon av n. Definer den assosierte partisjonen
til p som p = (0,p1, p1 +p2, ..., p1+p2+---+py). Daer p ikkje-minkande, altsa p; < p;i1.
Vidare er p konkav, sidan 2p; > p;_1 + Diy1-

Dersom to folgjer p = (p1,pa,...) 0g ¢ = (q1, g2, - . . ) er ikkje-minkande og konkave, sa
er folgja t = (min(py, ¢1), min(ps, ¢2), . .. ) ikkje-minkande og konkav. Dette gjer at for to
partisjonar p og g sa er p A q gjeve ved partisjonen ¢ som har assosiert partisjon

£ = (min(ﬁla le)v min(ﬁ% g?)? s 7min(ﬁna Cjn))

La p’ vera den konjugerte partisjonen til p og la ¢ vera den konjugerte partisjonen til
partisjonen ¢. Da er p V ¢ gjeve ved (p' A ¢')'.

Gitteret er grensa ovanfra av partisjonen (n) og nedanfra av n-tuppelen (1,1,...,1).
Altsa er dette ein avgrensa gitterstruktur. m
Korollar 3.15.1. Den delvis ordna mengda (My(p, ..., pk), <deg) dannar ein avgrensa
gitterstruktur.

Bewvis. Dette folgjer av proposisjon [3.11] O]

Igjen vil resultatet halde meir generelt der A er eit hovudidealomrade.

3.4 Polynomringen i to variablar

Eit naturleg spgrsmal er om degenerering alltid gjev ein gitterstruktur? Svaret pa dette
er nei.

Sja pa den 3-dimensjonale modulen (K1#:9/(z,1))?. Da vil modulen K9] /22, ) BK[x.9] /(2. y)
degenerere til (K[z.91/(z,4))3. Dette kjem av den eksakte folgja

o)

0 1
0 — Klzvl/z,y) % Klzyl /e, y) @ K28l /(a2,y) <°—> Klz vl /e, y) @ Kol /(2,4) — 0.
Vidare er dei to folgjene
0 — Kol /a2, ) = Kloavl fa?,y) — Kl2:9] [z, y) — 0,

0 — Kles(o,y) 2 K310 0y, 47) — Klo:3/(a?, ) — 0

eksakte. Ved a permutere = og y i folgjene over far ein at Kl=.9l/@, %) degenererer til
K.yl [z, y) @ El®:9l/(2,42) og at Ele.vl/z,4) @ Kl2:9l/(2,,2) degenererer til (X[#.9/,¢))3. Dette
gjev hassediagrammet

(K9] [(z,))?

/\

K4 f(z, y) @ Kl 8] (22 Kl yl (2, y) @ K24l [(2,42)
Klz.9l/(23,y) Klz.] (a2, 2y, y?) Kz 91/, 4%)
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Altsa er ikkje Kl:ul/@3,y) A\ Klz.ul /(22 2y,42) veldefinert, og degenerering dannar ikkje ein
gitterstruktur for polynomringen i to variablar.

Dersom K er algebraisk lukka sa gjev dette eit uendeleg diagram, sidan det finst
uendeleg mange modular pa forma “*¥/@*.=" [ 1 1y), der 0 # b € K. Desse er generert av
1,7 og 2. Pa same mate er det uendeleg mange modular “1*/@*v* /(z + ay), der 0 # a € K,
som er generert av 1 og Z. Sjd pa f : Kl#vl/w? x +ay) = Kl#9/a3 2+ by). Dersom f skal
vera veldefinert ma f(z) = f(—ay), sidan T = —ay i K[9/z2, 2 +ay). Men f(Z) = 7° og
f(—=ay) = —azy. Dette gjev at sidan y = —%x 1 Koyl (23 2+ by),
saer f(—ay) = —azy = %x* Daer f(Z) = f(—ay) viss og berre viss a = b. Dette gjev ei
eksakt folgje pa forma

O — K[‘T7y]/(x2,.1’+by) i K[x»y}/(a;?’,m—&-by) ;> K[m’y]/(xvy) — O

Altsa vil Klz:9l/23 2 + by) degenerere til K4l /@, ) @ Klz.9l/22 2 4 by) for alle b € K. Vidare
vil ,

0 — Klovl [z, y) T Klovl @2 y) — K[@9 /@2, 2 4 by) — 0,
vera ei eksakt folgje, som gjer at Klz.vl/23 y) degenererer til K14l /(z,y) & K24l f@2, 2 + by) for
alle b € K. Pa same mate vil £[*:4l/(z,4%) degenerere til Klz:4l/(z, y) & K29l (22, 2 + by), for alle
b € K. Dessutan er fglgja

O _> K[x’y]/(.l‘2,y) i} K[Ivy]/(m?’,x-i-by) ;> K[x’y]/(xvy) —> 0

eksakt, og dette gjev at K4l /@3« +by) degenererer til K4l /@, ) & K9l /22,) og
Kz, y]/(:c37 x + by) degenererer til Kl y}/(x, y)EBK[z7 y]/(x,yQ), foralleb € K. Til slutt vil K[z,y]/(x27 y2, zy)
degenerere til Kl%.91/(22 2 + by), for alle b € K, via den eksakte folgja

0 — Koo /g, ) T2 Kloal (02, 2, ay) — K29 /(a2, 2 4 by) — 0.

Dette gjev, for by, by, -+ € K og S = Klz.9/(z,4), eit diagram pa forma:

7

S @ Kleslfw2,y) S @ Kl S@Ke /oty 5O K@Y/ atbay)

K[x,y]/(x37y) K[:z:,y}/(:lc7 %) Klz, y}/(x L2y, y2) K[x,y}/(x37$+b1y) K[z7y]/(a:3,1‘+b2y) .

La K vera ein endeleg kropp, slik at diagramma vert endelege. Eit naturleg val er a la
K = Z,. Dersom den semisimple modulen pa forma (%2[9]/,4))" skal ligge i toppen pa
diagramma, ma A vera pa forma Z2[z.yl [z zn—1y, ... zyn=1,ym). Sja pa modulane av lengd 1
over A = Z2[z.4l/(z,4). Da er det berre ein modul av lengd 1, nemleg Z2[*.4] /2, y). Vidare er
det fire modular av lengd 2 over A = Z2[.91/22, 2y,4?). Den semisimple modulen
Lole,y] f(z,y) @ L2[%,91/(z,y) som ligg 1 toppen, Z2[®.9]/(z2,y), som er generert av 1 og T som
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Zo-vektorrom, og Z2[%.9l/(z,4?), som er generert av 1 og i som Zy-vektorrom. I tillegg til
desse 3 modulane er det den linezre summanden T + y. Dette gjev ein fjerde modul
av lengd 2, nemleg Z2[#.9] /(2 2 + y), som er generert av 1 og Z = jj. Dette gjev folgjande
diagram:

ZQ[$7 y]/(x,y) @ ZQ[*Tvy]/(gg,y)

i

Zale vl f(a?, ) Lale, 9l f(a?, 0 + y) Lol f(a,4?)

Neste steg er a sja pa modular av lengd 3. La A = Z2lz.4l/(23 22y, 292, 4%). Den semisimple
modulen (Z2[2:9]/(z,4))? sitt i toppen av diagrammet og under den sit dei 3 modulane av
lengd 2 saman med ein simpel summand. Det er 6 modular av lengd 3, nemleg Z2[=: 4] /3, ),
Z2[Z‘,y]/<x3’y+x2), ZQ[x’y]/(y3,x+y2), ZLa |z, y}/(x3,x+y), Zz[a:,y]/(x27y2,my) og Za|z, y]/(z7y3)' Her er nokre
av dei eksakte fglgjene:

0 — Zelew] /02, y) S Zolwl (o3, y) — Zol2] (g, y) — 0,

0 — Zalost o, y) 23 Zaleul a3, ) —5 Zalosl a2 o1 y) — 0,
0 — Zole.vl /(o2 y) S Zolevl (o, 1 22) — Zolo3]f(a,y) — O,
0 — Zol2:9] (2, ) KN Loz, Yl (22,42, 2y) — Lol vl (a2,4) — 0,
0 — Zaleswl /a2, y) S5 Zalov] J(o? 0 4 y) — L2208 [, y) — 0,
0 — Zolo:9)f(a? & + ) EN Lo, 9] (28, 2 + ) — Lol 9} f(z,y) — 0.

Dei resterande fglgjene er gjeve ved a permutere = og .
Dette gjev fglgjande diagram for degenerering:

(Zz T,y /(ac y))

Zz[zy/(zy@zzzy @2y L2yl y) @ Lalo vl (2,0 4y Zelzl) zy@Zzzyl/xy

/RGN

Loleyl a3,y +22)  L2lovlfad, y)  Lelovlf2,02, 0y) L2l f(@d 0 4y)  L2llf@y?)  Loloul/p, 0 4 y2)

Sja pa dimensjonen til endomorfismeringane til desse modulane. Da er

dim(End (291 /(z,4))?) = 8. For modulane pa “niva to” vil summanden av lengd 2 ha
2 lineaert uavhengige avbildingar til seg sjolv og 1 ikkjenull avbilding til den simple.
Vidare har den simple 1 ikkjenull avbilding til begge summandar. Altsa er dimensjonen
pa endomorfismeringane til desse tre modulane 5. Modulane av lengd 3 har 3 linesert
uavhengige avbildingar inn i seg sjglv.

Neste steg er a sja pa modulane av lengd 4 over Z2[#.9l /24 23y, 2242, 203, y%). La

S = Lelw.ylf(z,y), og la Iy = =H9/v*) /5 der A er ein av dei linesere formene {z,y,z + y}
i Zs[z,y]. Da vil den semisimple modulen S* ligge i toppen av diagrammet. Under denne
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er alle modular pa forma I, @ S?. Vidare ligg alle kombinasjonane av I, & I, for
A€ {x,y,x + y}, pa “niva” tre. Altsa er det 6 modular, og dei eksakte folgjene er pa
forma )
NG (1)
—>S—>I @]A—M @S —0,

der o € {x,y,x + y} er slik at A\ # 0.
Dette gjev fglgjande diagram for degenerering:

S4

] T~

S?e 1, S? @ I(ziy) 52@1

SV AN

I2 Iy © L(ayy) 1, @ (a:+y Lo ® I(zy) I

T

Igjen, sja pa dimensjonen til endomorfismeringane til desse modulane. Da er det to tilfeller.
Det fgrste tilfellet er om ein har to kopiar av same modul, I3, for A € {z,y,z + y}. Desse
har 2 linesert uavhengige avbildingar til seg sjolv og 2 linezert uavhengige avbildingar til
den andre summanden, og har difor dimensjon 8. Det andre tilfellet er modulane pa forma
Iy® 1, der \,pp € {x,y, v +y} og A # p. Da har kvar summand 2 linesert uavhengige
avbildingar til seg sjglv, og 1 ikkjenull avbilding til den andre summanden. Dette gjev at
endomorfismeringen er av dimensjon 6.

Dersom ein skulle teikna resten av modulane av lengd 4 ville diagrammet vorte stort.
Neste “niva” av diagrammet ville inneheldt alle modulane av lengd 3 pluss ein simpel sum-
mand, altsa 6 modular. Vidare ville “nivaet” under inneheldt 12 modular av lengd 4, nem-
leg Zolo ) (a4, y), L2l Wl f(a3, 42, ay), L2109 f(a2, 43, ay), Z2l0W)f(2, 1), Z2l0 V) [0t ), 220t f(at y 4 0%),
Zg[w,y]/(x47y+$2)7 ZQ[.’L’,y]/(y47x+y3)’ Zg[z,y]/(yaz_i_yz)’ Zz[a:,y}/(mayz) og Zz[ac,y}/(ms y3, 22 +y2).

For a gjere dette meir oversiktleg fokuserer me pa modulane som vert annihilert av
idealet (z2,9?%). Med andre ord ser me pa modular av lengd 4 over Z2[z,4l/(22 42). Da er det
berre ein 4—dimensjona1 modul som har loewylengd 3, nemleg Z2[=.41/22,,2). La
A =Lyl /2 ), la S = Z22.4l /@, y) og la I = =¥/ v) /x der X er ein av dei linesere for-
mene {x,y,x+ y} Observer at A/soc A = Z2[2:4] (22, 42 2y). Da vil A degenerere til modulane
I, ® I og S @ A/soch ved dei eksakte folgjene

0—>I)\1>A;>I)\—>O,

0—>S£A;>A/SOCA—>O.

Vidare, observer at rad A = (z,y), der (z,y) er idealet i A generert av Z,y og zy. Da vil
A degenerere til rad A @ S via den eksakte fglgja

O—>radAi>A;>S—>0.

Vidare, vil S@4/socA degenerere til alle dei tre modulane S@&.S® I via den eksakte fglgja

0 0
O%SQS@A/SOCAQS@I)\%O
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Definer ¢,5 : rad A — S, der @,b € Z2lw.ul/w,y), til & vera slik at ¢,5(Z,7) sender I til
a og sender § til b. Dette gjev fire moglege avbildingar. Dersom @ = b = 0, sa er dette
nullavbildinga. Vidare, sja pa ¢1,(Z, 7). Denne sender Z til 1 og 7 til 0. Dette gjer at den
linezere forma 7 + g vert sendt til 1. Pa same mate vert § sendt til 1 av ¢q1(Z,y), T vert
sendt til 0 og  + § vert sendt til 1. Den siste avbildinga, ¢1¢(Z,7), vil sende Z til 1 og
y til 1. Dette gjer at T + 7 vert sendt til 1 +1 = 0. La A\, u € {z,y,2 4+ y}. Da kan ¢
skildrast som ¢5 der ¢5 sender A til 0, og sender [ til 1 dersom u # . D& degenererer
rad A til I, @ S? via den eksakte fplgja

(21

0—-1IL,eS —= radA@S—>S—>O

Dette gjev fglgjande diagram for degenerering

54
52@[ S2®](I+y) SQ@]
IS S@radA I(2x+y) S@A/socA [g

Kva skjer dersom ein simpel summand vert lagt til A? Da vil A®S degenerere til A/soc AD I,
via den eksakte folgja

(*)

0_>I)\—>A@SQ>A/SOCA_>O.

Vidare vil A & S degenerere til rad A & I, via den eksakte fglgja

(4,)

0 —rad A 4% A@S I, —0,

der 1 # A, og ¢5 er som definert over.
Dessutan vil A/socA @ I degenerere til alle modular pa forma I, @ I, & S, for alle
A\ i€ {x,y,x + y}, via den eksakte folgja

(5) (o7)

O_>S—>A/SOCA@I)\—>[#@I)\_>O.

Dualt vil rad A @ I, degenerere til alle modular I, @ I, @ S for alle A\, u € {z,y,z + y},
ved den eksakte fglgja

X0
O%IA@IuMadA@I (09 5 0,

der ¢5 er gjeve som ovanfor. Dette gjev fglgjande diagram
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Lel,es ]x@[(ﬁ-y)@s Lel,&S Iy@l(ﬂ-y)@‘SY Iyol,®5 I(I+y)@[(w+y)@s

A/SQCA@] I‘&dA@] A/SOCAEB] radAEBI I"adA@I(I_»,_y) /socA@](z+y>

e

AdS

Dette gjer at A @ S degenerer til I, @ I, for alle A, p € {z,y, x4+ y}, men ovanfor vart det
vist at A berre degenererer til modular av typen I3. Dette er eit nytt deme pa at ein ma
vera forsiktig med a kansellere summandar i degenerering.

La K vera ein kropp som ikkje har karakterlstlkk 2,0gla A=~ (.9 /@2,4?). Dersom

T +by, for b € K, er ei linezer form i A, sa vil I (s-+by) ZF, A vera veldeﬁnert viss og berre
viss b = —c. Da vil A degenerere til alle modular pa forma I(,4,) ® I(z—py), for alle b € K.

Igjen, for a fa eit endeleg diagram, la K = Z3. Dette gjev, sidan det berre er to linezere
former, fglgjande diagram:

pANS

52@] S@]I y) S®I(x+y

N/

SdradA (;H—y EBI(I Y) S @ /socA

e

La A = K@Y /2242 2y +ya). Dette kallar me ytrealgebraen av lengd 4. Dersom K har
karakteristikk 2, sa vil A = Kl*vl/a2 42), som vart studert i fgrre seksjon. La difor karak-
teristikken til K vera ulik 2. Vidare, la S = K@ ¥ /z,y) og la [, = *® ¥/ ey +vo) [y for
A€ {y,z+ by}, der b € K. Observer at, for A € {x,y}, sa vil

A

3.5 Ytrealgebraen

0— I>\ i) A ;) I>\ — 0
vera ei eksakt folgje. Dersom A = (x + by) vil ikkje A degenerere til modular pa forma

Iz yby) @ L(z—py) som i det kommutative tilfellet. Derimot vil A degenerere til modular pa
forma 1,4 4y) @ L(z4y), for alle b € K, via den eksakte fglgja

0= Tiorby) — TN Tiotby) — 0.
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Vidare vil I(z44y) © I(z4ty) degenerere til Lo, ) @ S? via den eksakte fglgja

0 _
(s455) (59)
0— 9 Y -[(x+by) D -[(x+by) 04 ](x_,_by) @S — 0.

A vil framleis degenerere til A/socA D S, der A/socA = K<I’y>/(x2,y2,xy,ya:). Vidare vil A
degenerere til rad A @ S, der rad A er generert av {Z,y, Zy + yZ}. La K = Zs. Dette gjev

folgjande diagram
S4

SQEB[y SQEB[(x_y) 52@[(m+y) SQ@Ix

I SoradA (I

\wy))2 (I(x+y))2 S @ Asocr I:%
A

Igjen vert ein simpel summand lagt til A. Da vil dei eksakte fglgjene som vart rekna i
forre seksjon for A @ S halde. Altsa vil A® S <gey rad AB I\ 0g AD S <geg A/s0cr @ I for
alle A € {z,y,z+y,x —y}. Da degenererer bade rad A @ I, og 4/socA @ I, til alle modular
pa forma I & I, & S for alle \, p € {z,y,z +y,z —y}. Dette gjer at virtuell degenerering
ikkje medfgrer degenerering for ytrealgebraen.

Meir generelt, la A = K(@9) /(22,42 2y + qy). Da vil A degenerere til modulane I, & I, og
I, ® I, som fgr. Derimot syner det seg eit anna mgnster for dei linesere formene x + by.
Sja pa avbildinga

.
K@ 9) (22, 2 + by) = K@) [(?, 42, 2y + que).

Dersom denne avbildinga skal vera veldefinert, ma m(yz) = —b(zy). Sidan (zy) = —q(y7)
i A, saer m(yz) = —b(—q(yx)). Dette gjer at m = bq. Altsa vil
K 2 (@+bg9) K 2,2 K 2

0— <x,y>/(m ,x+by) ——— <$’y>/(x Y5, Ty + qyz) —7 (x,y)/(x ,z+bgy) — 0
vera ei eksakt fglgje. Dette gjer at A degenererer til alle modular pa forma I, 4,) DL (z4bgy)-
Igjen gnskjer me eit endeleg diagram. La difor K = Zs, og la ¢ = 2. Dette gjev
A = L5592, 42 oy + 292). Da er det 6 linezere former i A, nemleg § samt = + by, for b € Zs.
Modulane rad A @ S og A/socA vil degenerere til alle modular pa forma I & S?, og er
utelatt fra diagrammet for a gjere det meir oversiktleg.
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54

=/

SQ @ [ S @ [9:+y) S @ I:E+2y I($+3y) S @ [m+4y
:c+2y x+2y) a:+4y a:+3y @ ] (z+y) x+4y @ I(x+3y) :(:

I vedlegg [B| er resten av diagramma til Z5(=¥) (@2, 42 2y + qya) for alle ¢ € Zs presentert.

Me skal no sja at alle desse degenereringane stammar fra ei langeksakt folgje. La
A, = K@) [22,2, 2y + qye). Sja pa avbildinga f : A, — A,, der f er gjeve ved multiplikasjon
med (z + by) for ein b € K. Me gnskjer ein g : A, — A, slik at g(z + by) = 0. Dersom g er
gjeve ved multiplikasjon med (Z + cy), sa gjev dette at gf = (z + cy)(z + by) = bzy + cyz.
Men bzy + cyx = 0 viss og berre viss ¢ = bg. Altsa er g gjeve ved multiplikasjon med
(Z + bqy). Neste steg er a finne ein h : A; — A, slik at hg = 0. Igjen, dersom h er gjeve
ved multiplikasjon med (Z + dy), sa er hg = (T + dy)(Z + bqy) = bq - Ty + dyz. Dette gjev
at bg - 2y + dyxz = 0 viss og berre viss d = bg?. Ved induksjon gjev dette ei langeksakt
folgje

Aq Z+bq 1y, A m—&-by> A T+bgy, Aq m+bq2y\ A

Denne langeksakte folgja induserer den korteksakte fglgja

Z+bgit!

0— I($+bqiy) —y) A —) [(m+qu+1 y = 0,

for alle © € Z. Altsa vil A, degenerere til alle “naboar” i den langeksakte fglgja. Dersom
q er av endeleg orden i K, altsa ¢° = 1 for ein i € Z, vil det, for ein fiks b € K, vera eit
endeleg tal pa slike par Iy, ,. Vidare vil det a bytte ¢ med ¢~' i den langeksakte folgja,
svare til & reversere pilene. Altsa gjev ¢ og ¢~ ! same diagram for degenerering. Dette
stemmer for K = Zjs, sidan diagramma for ¢ = 2 og ¢ = 3 er like. Ein mate a illustrere
dette pa er a teikne opp eit diagram pa forma

PN
qb

q
) ¢*b
q.i+1 b qz‘—ib
N
q'b
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Til dgmes vil K = Z5 gje diagramma

q=2: b—2b q=3: b—3b

3b 4b 2b 4b
Da vil desse figurane vera like opp til spegling om diagonalen. Difor viser desse diagramma
at diagramma over degenerering for ¢ = 2 og ¢ = 3 er dei same.

Sidan K = Z7; har element av orden 1,2, 3 og 6, sa vil K gje folgjande diagram

q=2: b q=3:

ANV AN,

4b ———2D

4b 2b
60

Da vil figuren til ¢ = 4 vera figuren til ¢ = 2 spegla om y—aksa. Pa same vis vil figuren for
q = 5 vera figuren til ¢ = 3 spegla om y-aksa. Dette gjer at diagrammet for degenerering
i tilfella ¢ = 2 og g = 4 vil vera dei same. Dette gjeld da og for ¢ = 3 og ¢ = 5. Altsa er
det 4 ulike diagrammer for degenerering over K = Z.

Det siste dpmet me skal sja paer K = C. La A, = Cl»:9l/22, 42, 2y + qyz) 0g la T+by € A,.
Da vil ¢ = —1 gje den langeksakte fglgja

T+by z—by z+by z—by
A A T A, TS A, T A

Altsa vil A, degenerere til alle par [(z4py) @ I(g—py), som er det same som i dei andre
kommutative tilfella. Pa same mate dersom g = 1, sa gjev dette den langeksakte folgja

z+by z+by z+by z+by
= Ay A, A, A, Ay — ...

Altsa vil A, degenererer til (296 by for alle b € C, som stemmer overeins med tidlegare
resultat for ytrealgebraen. Men det er andre element i C av endeleg orden. Til dgmes er
¢ av orden 4. Dersom ¢ = i gjev dette den langeksakte fglgja

— A

T+by Z+iby by z—ibj Z+by
. A, Ay J Ly WA N W

Fiks ein b € C. Da gjev ¢ = i diagrammet
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/// 54\\

82@[ SQ@[m+by) S2@Im+1by) 5269[(33 by) 52@195 iby) SQEBI

A\

:c+by J;—Hby) x+1by x—by) z—by) @I(x iby) I(x iby) @I(x+by :(:

\\/

Sidan e’ , for k € N, er av orden k£ < oo, sa vil det eksistere ei langeksakt folgje av
vilkarleg lengd. Dersom ¢ er slik at |g| # 1 er ikkje ¢ av endeleg orden, og da er ikkje den
tilhgyrande langeksakte fglgja periodisk.

La K vera ein kropp og la x1,zo € K, der ikkje bade x; og x5 er null. Me seier
to par [x; : 3] og [y1 : yo] er ekvivalente dersom det finst ein 0 # A € K, slik at
[1 1 2o] = [Ay1 : Aya]. Den projektive lina er mengda P(K) = {[1 : 0] € PY(K) | b €
K} U0 : 1], der punktet [0 : 1] = oo vert kalla punktet ved uendeleg. Da vert modulen
I, = K@) [,z + by) identifisert med punktet [1 : ] € P1(K), for alle b € K. Dette gjer
at modulen [, = K(=.9) /(2 y) identifiserast med [0 : 1]. Dersom ¢ = 1 sa vil kvart punkt
identifiserast med seg sjolv gjennom degenerering. Dette gjev eit bilete pa forma:

a b
0 00
a b
I det kommutative tilfellet, der ¢ = —1, vil kvart punkt a identifiserast med berre eit

punkt, nemleg —a. Dette gjev eit liknande bilete som for ytrealgebraen vist over.
Dersom ¢? # 1 sa vil kvart punkt pa den nedste lina degenerere til to punkt pa den
gvste lina, utanom punkta 0 og co som ligg i ro. Dette gjev eit bilete pa forma
q—l a q—l b

qa gb
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3.6 Endelege representasjonstypar

Eit dynkindiagram er eit diagram pa dei folgjande 9 formene:

A, : :
Cy —e————e— N >3 E8:>—o—I—o—o—o—<
D, : -- n>4 Fy: e .
(n noder) Gy : ==

Her er e——— brukt til & vera den merka kanten o2+ . P& same méate er e—=s den

3,1 . o . o .. .
merka kanten "o | Ein ma visa omsyn nar ein jobbar med diagramma med merka

kantar sidan desse ikkje er symmetriske.

Ein endelegdimensjonal algebra, A, er av endeleg representasjonstype, eller endeleg type,
dersom det er eit endeleg tal av isomorfiklassar av ikkje-dekomponerbare A-modular. Me
har allereie sett dgmer pa endelege representasjonastypar. Til demes er vegalgebraen til

koggeren (Q:1 —=— 2 av endeleg type. Ein generell klassifikasjon er gjeve av Gabriel,
her henta fra side 118 i [Benson(1991)]:

Teorem 3.16. Ga ut fra at QQ er ein kogger som har eit dynkindiagram som underliggande
graf. Da er vegalgebraen til Q) av endeleg representasjonstype.

Observer at koggeren () ovanfor har dynkindiagrammet A; som underliggande graf.
Dette viser at vegalgebraen K() er av endeleg type. Det viser seg at dersom ein algebra er
av endeleg representasjonstype sa er hom-ordenen ekvivalent med degenerasjonsordenen.
Meir presist har Zwara vist det folgjande i [Zwara(1999)]:

Teorem 3.17. Dersom A er ein artinsk K-algebra av endeleg representasjonstype, og M
og N er to A-modular, sa har vil M <44 N wviss og berre viss M <pom N.

3.7 Ext

Bongartz observerte folgjande i [Bongartz(1996)|:

Proposisjon 3.18. La A vera ein artinsk K -algebra og la M og N vera to A-modular. Der-
som M <pom N sa vil ((Ext'(X, M)) < {(Ext'(X,N)) og ((Ext'(M,Y)) < {(Ext'(N,Y))
for alle A-modular X og Y av endeleg lengd, og for alle i > 0.

La A = K[z], og la Sy og Sy vera to simple modular. Da er

S, 51= 5

Eth(Sl’SZ)g{o Si £ S
’ 1 2
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Modulane S} = Kl#l/p@) og Sy = Kl#l/gz) er simple dersom p(x) og g(z) er irredusible

polynom i K[z|. Da er 0 — K|[z] RAGN K[z] — 0 den projektive opplgysinga til S;. La

Hom(—, S5) verke pa denne opplgysinga. Dette gjev 0 — Kzl /() RSN Klzl /g@) — 0. Da er

-p(x EHd(Sl) Sl = SQ
Ext! (S, Sy) = Coker(Klforay 22 Klal fyia) = ’ .
xt” (57, S2) oker (K17l /() Ja(x)) 0, S, + S,

Sidan End(S;) & 51, sa gjev dette gnskja resultat.

4 Funktorar

4.1 Funktorkategorien

Denne seksjonen er basert pa [Prest(2012)].

Forst, la A vera kategorien av endeleggenererte projektive modular og la M vera ein
A-modul. Da vil M gje ein kontravariant funktor Hom(—, M) : A — Ab. Motsatt, dersom
F: A — Ab er ein kontravariant funktor, sa er F'(A) ein modul.

Meir generelt, la A vera ein preadditiv kategori. Da kan me sja pa ein venstremodul som
ein funktor fra A til Ab. Ei samling av desse skriv me som (.4, Ab). Da seier me at dette
er ein A-modul. Pa same mate er Mod —A = (A°?, Ab). Dersom A er ein liten kategori, sa
er funktorkategorien A — Mod = (A, Ab) abelsk. La C vera ein liten preadditiv kategori
og la D vera ein abelsk kategori. Da vert (C,D) kalla funktorkategorien, der objekta
er funktorar fra C til D og morfiane fra ein funktor F' til ein funktor G er naturlege
transformasjonar. Ein underfunktor av ein funktor F' er ein funktor G saman med ein
naturleg transformasjon 6 : G — F, slik at dersom det finst ei avbilding v : H — G,
der 6y = 0, sa er v = 0. Ein simpel funktor er ein funktor som ikkje er lik null, og som
ikkje har nokre underfunktorar. Ein funktor er semisimpel dersom den kan skrivast som
ein direktesum av simple funktorar.

La X og Y vera to objekt i ein kategori C. Da vert mengda av morfiar fra X til Y
skrive som (X,Y’). Dersom C' er eit objekt i ein preadditiv kategori A, sa vert funktoren
(C,—) : C — Ab kalla ein representabel funktor. Denne funktoren er definert pa objekt
ved a sende eit objekt D € A til objektet (C, D) € Ab, og det er definert pa morfiar ved
at ein morfi f : D — E vert sendt til (C, f), der (C, f) : (C,D) — (C, E) er gjeve ved
(C, f)g = fgfor g € (C, D). Pasame mate kan ein definere ein kontravariant representabel
funktor (—, C'). Neste resultat er seers viktig, og dei resterande resultata folgjer av dette:

Lemma 4.1. (Yonedalemmaet) La C vera ein preadditiv kategori. For ein C' € C og for
F € (C,ADb) sa er det ein naturleg ekvivalens

(C,—-),F)~FC

mellom naturlege transformasjonar fra (C,—) til F', og gruppa FC.
Pa same mate for G € (CP, Ab) er det ein naturleg ekvivalens ((—,C),G) ~ GC.

Korollar 4.1.1. (Yonedaimbedding) La C vera ein preadditiv kategori. Da vil funktoren
fra C° til (C, Ab), gjeve pa objekt som C — (C,—) og som sender morfiar f : C' — D til
(f,—): (D,—) — (C,—), vera full og trufast.

Pa same mate er funktoren som sender C til (C°P, Ab), der C — (—,C) og morfiar pa
den opplagte maten, full og trufast.
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Ein funktor F': A°? — Ab vert kalla endeleggenerert dersom det finst ein C' € A og
ein epimorfi (—,C') — F — 0. Dersom det finst ein B € A% og ei eksakt folgje
(—,B) = (—,C) = F — 0savert F kalla endelegpresentert. La FP( A%, Ab) vera katego-
rien av endelegpresenterte funktorar. Dersom A er ein abelsk kategori, sa er FP( A%, Ab)
abelsk.

Lemma 4.2. La C vera eit objekt i ein liten preadditiv kategori C. Da er den er den
representable funktoren (C,—) eit endeleggenerert projektivt objekt i (C, Ab). Spesielt er
den endelegpresentert.

Korollar 4.2.1. Dersom C er ein abelsk kategori, vil alle endelegpresenterte funktorar,
FP(C°, Ab), ha ein projektiv dimensjon mindre eller lik 2.

Bevis. Av lemmaet over vil ein endelegpresentert funktor F' ha projektiv opplgysing

0= (C,—) = (B,—) Y4, )5 F oo,

der C' = Coker{f : A — B}. O

4.2 Endelegpresenterte funktorar og degenerering

I denne seksjonen skal me sja pa samspelet mellom endelegpresenterte funktorar og dege-
nerering. Dette er basert pa [Smalg & Valenta(2006)].
La X og Y vera to A-modular, la rad(Y, X) vera undergruppa av Hom(Y, X) gjeve av

{f:Y = X|pfi e radEnd(Z),Vi € Hom(Z,Y),Vp € Hom(X, Z)},

og la F'x vera funktoren gjeve ved Hom(—X) /raq(— x). Dersom X er ein ikkje-dekomponerbar
endelegdimensjonal modul, sa vil Fx vera ein simpel kovariant funktor gjeve ved at
Fx(Y) # 0, for ein ikkje-dekomponerbar modul Y, viss og berre viss X = Y. Pa same
mate, dersom X = & X, der X; er ikkje-dekomponerbar for kvar i, sa er Fx den
semisimple funktoren @ ; F,. Fglgjande resultat bind saman degenerering og endeleg-
presenterte funktorar (Proposisjon 2.1 i [Smalg & Valenta(2006)]):

Proposisjon 4.3. La M og N vera d-dimensjonale modular. Da held falgjande:

1. M <y4eq N viss og berre viss det finst ein endelegpresentert funktor

d: mod A — mod k slik at dim(d) = dim(Hom(—, N)) — dim(Hom(—, M)).

2. M <g4eq N viss og berre viss det finst ein endelegpresentert funktor
0 : mod A - mod k slik at dim(9) = dim(Hom(—, N)) — dim(Hom(—, M)) og
Sfes = Fyor, der N' er ein summand i N, og v0 er radikalet til 0.

Bevis. Anta at M <4, N. Da finst ei eksakt fglgje
0=+X—=>X®oM—=N—=0.

Dette gjev ei eksakt fglgje av kontravariante funktorar

Hom(—,f)

0 — Hom(—, X) 20 gom(— X @ M) 29 Hom(—, N) — § — 0,
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der ¢ = Hom(—N) /1y(—,g). Da er dim(§(Y)) = dim(Hom(Y, N)) — dim(Hom(Y, M)) for alle
A-modular Y. Altsa finst der ein endelegpresentert funktor ¢ som gnska. Dessutan gjev
den projektive opplgysinga ovanfor at ¢/ er isomorf med Fl/, der N’ er ein summand i
N.

La M og N vera d-dimensjonale modular slik at det finst ein endelegpresentert kon-
travariant funktor ¢ slik at dim(d) = dim(Hom(—, N)) — dim(Hom(—, M)). Dette gjer
at M <pom N. La no M’ og N’ vera eit anna par av d-dimensjonale modular slik at
dim(Hom(—, N)) — dim(Hom(—, M)) = dim(Hom(—, N’)) — dim(Hom(—, M’)). Da er
NaeM = M® N'. Dersom M og N ikkje har nokre felles summandar, sa er M/ = M & T
og N'=N&T, for ein T. Vidare om W # 0 er den storste felles summanden til M og
N,saer M =M"®W og N=N'"@ W, der M" og N” ikkje har felles summandar, og
M =M"®&T og N = N'"®T, for ein T. Sja pa den projektive opplgysinga til §. Fra
korollar har ¢ projektiv dimensjon mindre eller lik 2. Anta no at ¢ har projektiv
dimensjon mindre enn 2. Med andre ord har § ei projektiv opplgysing pa forma

0= (—X)—=(=Y)—=0—0.

Da er dim(§) = dim(Hom(—, N)) — dim(Hom(—, M))
= dim(Hom(—,Y")) — dim(Hom(—, X)). Dette gjer at N & X = M @Y, som gjer at X
og Y er av same lengd. Dette gjer at X = Y, sidan den projektive opplgysinga gjev ein
inklusjon fra X inni Y. Altsaer M = N, og 6 = 0. Anta difor at 6 # 0. Da har § projektiv
opplgysing

0= (—X)—=(=Y)=>(—,2)—=6—0,

der X,Y,Z er A-modular. La M = M' @ W og N = N @ W, der M’ og N’ ikkje
har nokre felles summandar. Sidan dim(d) = dim(Hom(—, V)) — dim(Hom(—, M)), sa er
X=NadS, Y=SeMea&TogZ=Ny®dT, for nokre S og T og der N' = N; & N>.
Dette gjev ei eksakt fglgje

0N eS—=SeMaeT N, T — 0.

Ved a leggje til N; i andre og tredje ledd i fglgja saman med identitetsavbildinga vil
M &T <4y N'®T. Igjen, ved a leggje til W vil M & T <4y N & T. Med andre ord
M Svdeg N. O

Dette gjev ein ny mate a karakterisera bade degenerering og virtuell degenerering.
Det gjev og ein ny metode for a lgyse problemet om M <., N = M <4, N. Om
M <pom N, finst det ein endelegpresentert funktor ¢ slik at
dim(§) = dim(Hom(—, N)) — dim(Hom(—, M))?
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A Kode

Her folgjer koden som vart nytta i utrekninga av banane for rep, Zs[z| i seksjon 2.4:
import numpy as np

def mod(M,q): #Funksjon som tar ei matrise som input og returnerer matrisa modulo q
for i in range (len(M)):
for j in range (len(M[i])):
M[i,j1=M[i,j]%q
return M

def areSame(A,B): #Funksjon som sjekker om to matriser er identiske
for i in range(len(A)):
for j in range(len(A[i])):
it (A[i][5] '= B[i]1i]):
return 0
return 1

def mn(n,q): #Funksjon som genererer alle matriser i Mn(n,q) og plukker ut dei som er i Gl(n,q)

s=(n,n)

Menp . zeros (s)
L=[]

G=(]

for i in range (g#**x(n*n)):
M[0,0]=M[0,0]+1
for r in range (n):
for ¢ in range (n):
if M[r,c]==q:
M[r,c]=0
if c==(n-1) and r==(n—-1):
M[r,c]=0
elif c==(n—-1):
M[r+1,0]=M[r+1,0]+1
else:
M[r,c+1]=M[r,c+1]+1
N=np.array (M)
L.append (N)
if round(np.linalg.det(N))%q!=0:
G.append (N)
return L,G

def invert (M,q): #funksjon som finn inversen til ei matrise
I=np.identity (len (M[0]))
L,G=mn(len (M[0]) ,q)
for i in range (len(G)):
A=np.matmul (M,G[i])
B=mod (A, q)
if areSame (B,I)==1:
return G[1i]

def invert_-2(M): #Funksjon som inverterer ei matrise for Z_.2
return np.linalg.inv (M)

def conj(A,M,q): #Funksjon som konjugerer ei matrise A med ei matrise M
if q==2:
return np.matmul(A, M),np.matmul(invert_2(A))
else:
return np.matmul(np.matmul (A, M),invert (A,q))

def orbit(M,q,G): #Funksjon som returnerer banen til ei matrise M

=]
for i in range (len(G)):
c=0
N=mod(conj(G[i],M,q),q)
for j in range (len(S)):
b=areSame (S[j],N)
c=c+b
if c==0:

S.append (N)
return S

def orbit_equal (L,0): #Funksjon som sjekker om to banar er like
b=0
for i in range (len(0O)):
b=b+4areSame(L[0], O[i])
if b>0:
break
return b

def orbits(n,q): #Funksjon som returnerer alle banane i Mn(n,q), og lager ei liste av lengdene

M,G=mn(n,q)
O=1]
for i in range (len(M)):

c=0

K=orbit M[i],q,G)

for j in range (len(0O)):

b=orbit_equal (K, O[j])

c=c+b
if ¢>0:
break
if c==0:

O.append (K)
A=np.zeros (len (G)+1)
for i in range (len(O)):

43



a=len (O[i])
Ala]=Ala]+1
return O,A

def output(n,q): #funksjon som gjev antall banar, alle banane av ei viss lengd
O,A=orbits (n,q)
print (O)
print (" Det er ”,len(O),” banar.”)
for i in range (len(A)):
if A[i]!=0:
print (" Det er”, int(A[i]), ”banar av lengd”,i)

B Fleire diagrammer

Her fplgjer dei resterande diagramma for A = &9 /@2 42 2y + qyz). Rekkjefolgja er ¢ =
1, = 3 0g q =4 = —1. Altsa er det fgrste tilfellet ytralgebraen og det siste er i det
kommutative tilfellet.
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