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1. Innledning
Som barn likte jeg faget matematikk fordi jeg syntes det var enkelt — jeg studerte eksemplene

i lereboka og gjorde tilsvarende pa oppgavene under. | dag liker jeg matematikk fordi jeg kan
lgse problem pa flere ulike mater, fordi matematikken ikke gir en bestemt mate ulike

oppgaver skal lgses pa slik jeg tidligere trodde.

1.1 Bakgrunn for oppgaven

Alle matematiske objekter er abstrakte, og vi har bare tilgang til dem gjennom ulike
representasjoner av objektet (Duval, 2006). Matematisk aktivitet handler derfor om &
manipulere disse representasjonene, som kan vare symboler, skrevet tekst, grafer eller bilder.
Et hvert matematisk problem kan lgses pa utallige mater, og eksemplet fra lzereboka er ikke den
eneste riktige. Pa en mate kan du si at arbeid med & manipulere representasjoner er hjerte av
matematisk aktivitet — fordi det er det matematikk handler om. Dette er krevende, for hvilken
representasjon skal man velge? Nar elevene kommer til skolen har de kanskje lert a telle,
kanskje bare som en regle, men et sted ma man starte. Nar elevene da skal lere seg a
sammenligne, male, utforske og illustrere ma de ha noe a gjere det med. Vi kan snakke om
epler, bananer og hundrelapper, men det de leerer ma pa et tidspunkt lgsrives fra konteksten og
generaliseres. Bruken av representasjoner har en positiv effekt i leering av matematikk. Disse
representasjonene inkluderer konkreter, muntlig sprak og skriftlig sprak. Den positive effekten
representasjoner kan ha er a stette elevene i a forsta konsept, lgse problemer og kommunikasjon
av matematiske ideer (Elia, Gagatsis & Demetriou, 2007). Men uavhengig av representasjonene
leereren viser elevene, er det utviklingen av elevenes egne representasjoner som betyr noe for
lering (Goldin & Shteingold, 2001). Nar elevenes egne representasjoner er de som har
betydning for leering, er det ikke de vi ma se til for a se hva elevene kan? En type representasjon
som er Kjent for elevene er tegning, og studier av elevenes tegninger vil kunne si noe om maten
elevene tenker pa. Ifglge Palmér og van Bommel (2018) skiller tegning som problemlgsning i
kombinatoriske oppgaver seg fra andre matematiske tema, da kombinatorikk krever at elevene
viser oppmerksomhet til hvert objekt i seg selv, og relasjonen mellom de ulike objektene. |
addisjon er det for eksempel ikke viktig hvilke grupper med elementer som slas sammen farst,
mens i kombinatorikk er bade plassering av det enkelte objektet viktig, sasmmen med objektets
plassering i forhold til de andre objektene. Pa grunn av denne saregenheten ved kombinatorikk
er bade ikoniske og piktografiske representasjoner ansett & veere passende, da der er viktig a

skille like elementer fra hverandre. A bruke tegn som er skapt av fellesskapet og ikke ligner pa

1



objektet, krever mer av elevene i kombinatorikkoppgaver fordi elevene ma finne en mate a
representere like elementer som har noen ulike egenskaper pa. Situasjonene elevene mgter i
kombinatoriske problem er ofte svart virkelighetsneere, og handler om & telle antallet mulige
kombinasjoner. Dette kan vaere for eksempel & finne ut hvor mange ulike antrekk en kan lage
av et gitt antall bukser og gensere. For a lgse kombinatoriske problem ved hjelp av tegn skapt
av fellesskapet, ma elevene bruke en notasjon som skiller mellom bukser og gensere, men ogsa

mellom ulike farger pa plaggene.

1.2 Formal og forskningsspgrsmal
| fagfornyelsen heter det at «Elevene skal jobbe mer med metoder og tenkemater slik at de far

starre forstaelse for faget» (Kunnskapsdepartementet, 2018). Formalet med dette
forskningsprosjektet er a undersgke hvordan elever lgser matematiske problem og representerer
i matematikk. Dette er et stort, og kan gjgres pa mange mater, med ulike matematiske tema og
ulike representasjoner. For & avgrense oppgaven har jeg valgt det matematiske temaet
kombinatorikk, og representasjoner i form av elevers egenproduserte tegninger, gjennom a
undersgke andretrinnselevers tenkemater i mgte med kombinatorikk, som for dem i

skolesammenheng er ukjent.

Hvilke strategier bruker fire andretrinnselever i mgte med kombinatorikkproblem, og

hvilken funksjon har tegning for elevenes arbeid?

For & samle inn datamateriale som kan vise hvordan elevene lgser oppgaver i kombinatorikk
har jeg qitt fire elever lgsninger i to ulike oppgaver med tilhgrende bilder eller konkreter, og
observert elevene mens de lgste oppgavene. | mitt forskningsprosjekt star tegning ogsa sentralt,
og derfor er det ngdvendig ogsa a samtale med elevene for & finne svar pa hvorfor de tegner
slik de gjar. Tegner de for & prave-og-feile for a lgse oppgaven? Eller tegner de kanskje for &

vise meg hvordan de har lgst oppgaven?

For & kunne svare pa dette spgrsmalet vil jeg presentere og analysere elevenes utsagn og
tegninger. | analysen av elevenes strategier i kombinatorikk star English (1996) sitt rammeverk
sentralt, hvor hun kategoriserer strategier i tre ulike faser: den uplanlagte fasen, overgangsfasen
og odometerfasen. Med strategi mener jeg maten eleven har valgt a lgse oppgaven pa. Nar man
studerer elevers tegninger er det mange innfallsvinkler man kan ta. En mulighet er & se pa

hvordan de har tegnet, om tegningene er dekorative, om de inneholder mange detaljer, eller om
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det er ikoniske tegninger som inneholder bare det viktigste for & lgse problemet. Da
kombinatorikk er et spesielt emne med hensyn til tegning, ved at forskning har vist at
piktografiske tegninger ikke viser en lavere matematisk forstaelse enn ikoniske har jeg valgt en
annen innfallsvinkel. Jeg gnsker & se pa motivasjonen for a tegne, altsa vil tegningens funksjon
i denne oppgaven peke til hva som er arsaken til at elevene har tegnet. | analysen av elevenes
tegninger har jeg tatt utgangspunkt i Teledahl (2017) og Stylianous (2011) kategorier for
arsaken til at elevene bruker tegning i problemlgsningsprosessen. Informantene i dette
forskningsprosjektet har ikke arbeidet med kombinatoriske problem tidligere, og vil derfor
trolig ikke ha en lgsningsstrategi klar pa forhand. Arbeidet elevene gjor vil da vere
problemlgsning. Nar vi i matematikk arbeider med problem sgker vi etter mulige handlinger
for a na et mal (Polya, 1981). Altsa er det ikke problemlgsning om eleven umiddelbart ser for

seg hvordan problemet kan lgses.

1.3 Oppgavens oppbygning
Denne studien er bygd opp av seks kapitler: innledning, teori, metode, analyse, diskusjon og

avsluttende refleksjoner. Kapittel 1 er en beskrivelse av bakgrunnen og motivasjonen for tema
for oppgaven, begrunnet med teoretiske betraktinger og egne erfaringer. Sammen med denne
beskrivelsen av oppgavens oppbygning har dette kapittelet ogsa inneholdt hensikten med
studien og forskningssparsmal. Teorikapittelet vil veere en redegjgrelse for den matematiske
strukturen til kombinatoriske problem og en presentasjon av et rammeverk for a analysere
elevers strategier for & lgse kombinatorikkproblem. Videre i kapittel 2 redegjores det for
representasjoner i matematikk generelt, med sarlig fokus pa ulike mater & bruke tegning i
problemlgsningsoppgaver. Kapittel 3 er en beskrivelse av den metodiske tilneermingen og de
metodiske valgene jeg har tatt. Jeg vil beskrive konteksten for studien, hvordan
datainnsamlingen er gjennomfart og analysert. Nar man forsker pa mennesker, og kanskje
spesielt barn, er det noen etiske betraktninger som ma tas, disse vil ogsa redegjares for. Studiens
gyldighet og palitelighet preges ogsa av valget av informanter. Det fjerde kapittelet er en
presentasjon og analyse av datamaterialet som er samlet inn, opp mot den teorien som er
presentert i kapittel 2. Kapittelet er todelt, med en analyse av elevenes strategier ferst, hvor
tegningene elevene tegnet samt deres utsagn analyseres i lys av teori om elevers strategier i
mgte med kombinatorikkoppgaver. Videre analyseres datamaterialet opp mot teori om hvilke
ulike mater det er vanlig for elever & bruke tegning pa i problemlgsningsoppgaver. Analysen

tar utgangspunkt i elevenes utsagn og deres tegninger, og vil naturlig inneholde eksempler fra



datamaterialet. | kapittel 5 vil sentrale funn fra analysearbeidet drgftes. Elementer i dette
kapittelet er fordeler med tegning som representasjon, utfordringer elevene mgter i arbeidet,
kontekstens betydning og diskusjon av formell notasjon. Videre falger kapittel 6, en avslutning
med oppsummering av de viktigste funnene. Sammen med avsluttende kommentarer, vil

sentrale videre forskning foreslas.



2. Teorl

Malet med denne oppgaven er a finne ut hvilke strategier fire andretrinnselever bruker nar de
lgser kombinatorikkoppgaver og hvordan de bruker tegning i dette arbeidet. For a kunne svare
pa disse spgrsmalene er det ngdvendig med teori og forskning som beskriver og forklarer
kombinatorikk og ulike strategier, og hvilke mater det er mulig a bruke tegning pa. Jeg vil farst
se pa kombinatorikk og hva som er spesielt med temaet og hvilke ulike strategier forskning til
na har vist. Siden tegning er en type representasjon, ser jeg det som ngdvendig a gjere rede for
representasjoner generelt, for jeg gar nermere inn pa tegning som en representasjon i

problemlgsning.

2.1 Kombinatorikk

For & kunne drgfte ulike strategier elever vanligvis bruker i mgte med kombinatorikkoppgaver,
er det ngdvendig med en redegjgrelse av hva kombinatorikk er. Det er flere mater & se pa
kombinatorikk pa. Det kan betraktes som et emne hvor vi teller antallet mulige kombinasjoner
i et forsgk, men ogsa som multiplikasjon av de ulike mulighetene man har i problemet. Et forsgk
innenfor kombinatorikk skiller seg fra deterministiske forsgk, ved at resultatet er ukjent
(Kristensen & Wikan, 2016). Det vil si at vi ikke vet hva resultatet blir, men har muligheten til
a finne alle ulike utfall pa forhand. | sannsynlighetsregning er dette viktig, da vi trenger a vite
hvilke utfall som er mulige, for & finne sannsynligheten for at et spesifikt utfall inntreffer.
Tenker man pa kombinatorikk som ordning og gruppering av elementer i en mengde (Lysg,
2014), handler arbeid med kombinatorikk om a velge ut og arrangere objekter i en begrenset
mengde, og telle antallet kombinasjoner. Det er et viktig emne i matematikk, siden den rike
strukturen tillater at arbeid med kombinatorikk omfatter bade telling, regning og sannsynlighet.
English (1996) forklarer kombinatorikk som operasjonen av vektorprodukt, gjennom a
systematisk sla sammen hvert objekt i X med hvert objekt i Y, dannes vektorproduktet av de to
mengder X og Y. For a forklare kombinatorikk som emne vil jeg ta utgangspunkt i en mye brukt
konkret problemstilling: problemet med a finne antallet antrekk to ulike bukser og tre ulike
gensere kan danne. Sett at X er mengden bukser, og det er to bukser, kan vi skrive X = [By, Bz],
hvor B: angir bukse nr 1 og B2 angir bukse nr 2. Y er pa tilsvarende mate mengden gensere, Y
= [Gy, Gz, Gg], hvor Gy angir genser nr 1, G2 angir genser nr 2 og Gs angir genser nr 3.

Vektorproduktet vil gi en liste over alle ordnede par, der det farste elementet i paret er hentet



fra mengden X og det andre elementet i paret er

Trinn nr Kombinasjoner

hentet fra mengden Y. Med vektorprodukt er X x Y= 1 2

[B1G1, B1G2, B1Gs, B2G1, B2G2, B2Gs]. Vi far vite

ulike utfall, altsa hvordan de ulike kombinasjonene B
ser ut. Tilsvarende er det om det er flere enn to B.Ga
mengder, systematisk slas alle objektene i alle

mengdene sammen, til ordnede tripler om det er tre B1Gs
grupper, kvadrupler om det er fire grupper og sa

videre. Vektorproduktet gir en oversikt over alle

kombinasjonene. Et valgtre kan vere et nyttig BAG1
redskap for & finne alle mulige utfall. 1 figur 1 til

hayre er et mulig valgtre for problemet med antallet @ B:Gs
antrekk representert. Hvor man i ferste trinn velger

en bukse, og i andre trinn velger genser. De ulike BaGs

kombinasjonene er listet opp. Figur 1: Valgtre

| mange tilfeller er vi ikke sé interessert i & vite hvordan de ulike kombinasjonene ser ut, men
interessert i antallet mulige kombinasjoner. Oversikten over alle mulige utfall gir ogsa
informasjon om dette, og kan vere en mate & finne ogsa antallet. Nar man bare er ute etter
antallet kombinasjoner er multiplikasjonsregelen hendig, da den er en lignende forklaring pa
hvordan  kombinatorikk  utspiller seg. Kristensen og Wikan (2016) mener
multiplikasjonsregelen er den viktigste i kombinatorikk, den sier at et forsgk kan deles inn i s
trinn. | det farste trinnet er det N1 mulige valg, i andre trinn N2 mulige valg, tredje N3 osv. Det
totale antallet kombinasjoner forsgket kan utferes pa er da N1 - N2 - ... -Ns (Lysg, 2014;
Kristensen & Wikan, 2016). | eksempelet med antrekk, kan vi si at det fgrste trinnet i forsgket
er & velge seg en bukse. Det kan gjgres pa to ulike mater, da det er to ulike bukser a velge
mellom (B eller By), altsa er N1=2. Det andre trinnet i forsgket er a velge seg en genser, som
kan gjares pa tre ulike mater (G1, Gz eller G3). Altsa er N2=3. Det totale antallet kombinasjoner
forsgket kan utfares pa er derfor N1 - No=2 - 3 =6. En slik mate a tenke pa kombinatorikk pa
vil gi antallet kombinasjoner som er mulig a danne, men sier ingenting om hvordan utfallet ser

ut.



| ulike forsgk i kombinatorikk er det viktig & legge merke til fgringer problemet gir. | problem
som handler om a velge elementer fra den samme mengden gjentatte ganger vil det ha betydning
for resultatet om allerede valgte elementer kan velges pa nytt, altsd om forsgket er med eller
uten tilbakelegging (Kristensen & Wikan, 2016). En annen betingelse & ta i betraktning er om
rekkefglgen elementene velges i er av betydning. Oppgaven: «Gitt de tre bokstavene A, B og
C. Pa hvor mange mater kan ord pa 3 bokstaver dannes?», gir ulike svar ut fra hva som tillates.
Ved bruk av multiplikasjonsregelen kan forsgket utfares pa N1 - Nz - ... -Ns mater, hvor N1 = 3,
N2 = 3 og N3 = 3. Det totalet antallet lgsninger vil da veere 3-3-3=27, og alle mulige
kombinasjoner tillates. Det inneberer lgsninger hvor alle bokstavene i ordet er ulike (ABC), to
av bokstavene er like (AAB) og alle bokstavene like (AAA). En lgsning som godtar alle
kombinasjonene, er et ordnet utvalg med tilbakelegging. Ordnet utvalg betyr at rekkefalge har
noe & si (Kristensen & Wikan, 2016), og kombinasjonen ABC sees pa som ulikt fra
kombinasjonen ACB, og begge godtar derfor. At tilbakelegging er tillatt betyr at samme
bokstav kan brukes flere ganger. Om tilbakelegging ikke er tillatt i oppgaven med a danne ord,
ma alle lgsningene hvor bokstaver gjentas forkastes, og bare seks ord vil kunne dannes. Da vil
oppgaven kunne betraktes pa en annen mate — uavhengig av hvilken bokstav som velges som
farste bokstav i ordet, er det bare to bokstaver igjen & velge som andre bokstav og en igjen til
siste. | farste steg har man derfor 3 valgmuligheter, i andre steg 2 valgmuligheter og i tredje
steg bare 1 valgmulighet, altsa 3-2-1= 6 ulike kombinasjoner. | et uordnet utvalg er betingelsene
annerledes, siden rekkefglgen pa bokstavene her ikke har betydning, vil ABC ansees som
samme lgsning som ACB, og begge kan derfor ikke godtas. | et uordnet utvalg med
tilbakelegging vil 10 kombinasjoner kunne dannes. Kombinasjoner hvor flere bokstaver er like
kan brukes, men siden oppgaven forutsetter et uordnet utvalg vil AAB, ABA og BAA ansees a
veere like. Kombinasjonene som kan dannes ved uordnet utvalg med tilbakelegging er ABC,
AAA, AAB, AAC, BBB, BBA, BBC, CCC, CCA og CCB. Siden rekkefglgen i uordnet utvalg
ikke er av betydning vil det uten tilbakelegging bare vere én kombinasjon som godtas, ABC.

2.2 Strategier i kombinatorikk
| dette delkapittelet vil jeg se neermere pa hvilke strategier elever vanligvis bruker i mgte med

kombinatorikkoppgaver. Ifglge English (1996) er kombinatorikk utfordrende, men meningsfull
for elever, hvor noen er mer sofistikert enn andre. Det er ikke nok a undersgke elevenes
handlinger nar de lgser visse problem, det er essensielt a forsta deres resonnering ogsa (Halani,

2012). Etter en redegjerelse av teoretisk rammeverk vil jeg se nermere pa de ulike fasene



strategier i kombinatorikk kan vare i. Fasene er den uplanlagte fasen, som er preget av en prgv-
og-feil-tilnaerming til problemlgsning, overgangsfasen, nar et fremvoksende manster trer frem

i elevenes strategier og odometerfasen, nar dette mgnsteret er systematisk.

Lyn D. English har forsket mye pa hvilke strategier unge barn bruker i kombinatorikk. 1 1991
beskrev hun seks ulike strategier som strekker seg fra en tilfeldig utvelgelse til et fullstendig
odometermgnster i utvelgelsen av eksemplar. Dette var en stgrre kvalitativ studie pa 50 barn
fra 4 til 9 ar. 1 1996 utgav English en lignende studie, hvor elevers strategier ble undersgkt.
Informantene var 288 elever fra 8 til 12 ar. Denne studien resulterte i tre ulike faser som beskrev
elevers strategier: den uplanlagte fasen, overgangsfasen og odometerfasen. Tabell 1 under viser
sammenhengen mellom de to studiene og beskrivelsene fra strategiene og fasene. | dette
forskningsprosjektet vil fasene English (1996) beskriver sta sentralt, og elevenes strategier vil

analyserer i lys av dem.

Fasene fra English (1996)  Strategiene fra English (1991)

Den uplanlagte fasen A: Tilfeldig utvelgelse av eksemplar uten avvisning av

gjentakende kombinasjoner

B: Prav- og feil, med tilfeldig utvelgelse og avvisning av
gjentakende kombinasjoner

Overgangsfasen C: Fremvoksende mgnster, med avvisning av gjentakende
kombinasjoner

D: Konsekvent syklisk mgnster, med avvisning av
gjentakende kombinasjoner

Odometerfasen E: Fremvoksende odometermgnster, med mulig avvisning av
gjentakende kombinasjoner

F: Fullstendig odometermgnster, ikke behov for avvisning av

gjentakende kombinasjoner

Tabell 1: Sammenhengen mellom faser og strategier

Tabellen viser hvordan de seks strategiene kan betraktes som en del av fasene. Strategi A og B
er strategier i den uplanlagte fasen, strategi C og D er strategier i overgangsfasen og strategi E
og F er strategier i odometerfasen. Forskningsprosjektets utgangspunkt vil veere fasene, fordi
de rommer de ulike strategiene og i stgrre grad er generaliserbar til andre typer oppgaver. |
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English sine strategier fra 1991 er det for eksempel skille mellom strategier hvor det er behov
for a avvise eksemplar. Dette er nyttig nar konkreter blir benyttet i kombinatorikkoppgaver,
men ved tegning er det ikke et like stort behov for dette skille, da elever tydeligere ser om
kombinasjonen er dannet tidligere. Denne forskjellen mellom strategier med og uten avvisning
av eksemplar er likevel ikke glemt i English sine faser, siden fasene har sterre rekkevidde, og
strategien eleven bruker kan kategoriseres som tidlig eller sent i fasen. En strategi som bygger
pa en prev-og-feil tilnerming som resulterer i mange gjentakende kombinasjoner vil for

eksempel kunne kategoriseres som en strategi tidlig i den uplanlagte fasen.

2.2.1 Den uplanlagte fasen

Ifalge English (1996) utvikler elever strategier gradvis. Den farste fasen er den uplanlagte, og
er som navnet sier blottet for planlegging. Elever bruker i denne fasen prev-og-feil-
tilneerminger til problemlgsning. Utvelgelsen av element i de ulike trinnene er falgelig tilfeldig
(English, 1996). Siden utvelgelsen av element er tilfeldig er det lett & fa gjentakelser. For a
danne alle mulige kombinasjoner er det derfor i den uplanlagte fasen viktig at elevene
kontrollerer sine lgsninger, og avvise eventuelle kombinasjoner som er gjentakelser (English,
1996). Strategiene elevene kan bruke innenfor dette steget er bade prgv-og-feil-strategier hvor
de ikke avviser element nar de farst er valgt, og prev-og feil-strategier hvor de tar stilling til om
kombinasjonen tidligere er dannet, og derfor avviser gjentakelser (English, 1991). Felles er at
elevene tilfeldig velger elementer i begge trinnene i problemlgsningen. | problemet med & danne
ord av tre bokstaver vil strategier i den uplanlagte fasen beere preg av at det ikke er en klar plan
for problemlgsningsprosessen. Ved a starte med ordet ABC, kan en strategi ga ut pa a bytte om
pa bokstavene for & danne flere kombinasjoner. Lasninger i denne fasen kan se ut som
eksemplene i figur 2, hvor kombinasjoner dannes ved en prgv-og-feil-strategi. | eksempel 1 er
kombinasjonen BAC oppfart to ganger. A gjenta kombinasjoner er i denne fasen vanlig, og
fasen innebaerer bade strategier hvor elevene oppdager gjentakelsene og videre avviser dem, og
de strategiene hvor elevene ikke kontrollerer de ferdige dannede ordene. Eksempel 2 er et
tilfelle hvor kombinasjonen BCA opptrer to ganger, men den gjentagende kombinasjonen
avvises ved a stryke den ut. Begge disse eksemplene er strategier brukt i den uplanlagte fasen,
hvor forskjellen er at eleven i eksempel 2 vurderer kombinasjonene som dannes, og avviser

gjentakelser.



Eksempel 1: Eksempel 2:
ABC ABC
BAC BCA
BCA CAB
CAB BCA
BAC CBA
CBA ACB

Figur 2: Eksempler pa strategier i den uplanlagte fasen

Ved a arbeide med en ustrukturert prgv-og-feil-strategi vil det naturlig veere vanskelig & holde
kontroll pa om alle kombinasjonene er dannet. Samtidig er det en utfordring & vite nar man har
funnet alle, da det ikke er noe struktur i fremgangsmaten. Derfor er det vanlig at for fa eller for

mange kombinasjoner er dannet ved bruk av strategier i den uplanlagte fasen (English, 1996).

2.2.2 Overgangsfasen

| motsetning til den uplanlagte fasen, har elevene i overgangsfasen en plan for
problemlgsningen. Navnet «overgangsfasen» tilsier ogsa at dette er en fase i overgangen
mellom prev-og-feil-tilneerminger og algoritmiske tilneerminger. | denne fasen bruker elevene
et mgnster i utvelgelsen av element. Mansteret er vanligvis knyttet til det forste trinnet i forsgket
(English, 1996), altsa valg av en type element om kombinasjonene dannes fra ulike mengder.
Elever som bruker en slik strategi viser et syklisk eller alternerende mgnster i valg av element
(English, 1991). Et alternerende mgnster i problemet med & danne ord under forutsetningene
uten tilbakelegging, hvor plasseringen til bokstavene har betydning, er at farste bokstav i de
ulike kombinasjonene varierer i rekkefglgen A, B, C. Tidlig i denne fasen er ikke dette
mensteret fullstendig, og elever kan mot slutten av prosessen ga over til & bruke en prav-og-
feil-tilnerming. Senere i fasen holder elevene fast med mensteret, og benytter seg av det
gjennom hele problemlgsningsprosessen (English, 1991). Behovet for & bruke en prgv-og-feil-
strategi er derfor ikke tilstede. Felles for hele fasen er at elevene ikke har en plan for det andre
steget i forsgket, og enkelt bare velger element som skaper nye kombinasjoner. Upassende
kombinasjoner blir derfor avvist. Eksemplene i figur 3 viser ulike mater elever i overgangsfasen

kan lgse ordproblemet.
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Eksempel 1 Eksempel 2 Eksempel 3
ACB ACB ABC
BAC BAC BAC
CAB CAB CBA
ABC ABC ACB

CBA BCA
BCA CAB

Figur 3: Eksempler pa strategier i overgangsfasen

| alle eksemplene ser vi er forsgk pa et alternerende mgnster, men eksempel 1 er ufullstendig,
altsd er ikke alle kombinasjonene funnet. | eksempel 2 er ikke mgnsteret med a variere farste
bokstav fulgt gjennom hele lgsningsprosessen, og en prev-og-feil strategi er brukt for & finne
de to siste kombinasjonene. Eksempel 3 er et eksempel fra sent i overgangsfasen, hvor

mgnsteret falges gjennom hele problemlgsningsprosessen.

2.2.3 Odometerfasen

De mest sofistikerte strategiene for & lase kombinatorikkoppgaver viser en klar plan igjennom
hele lgsningsprosessen. Maten problemet lgses pa kan karakteriseres gjennom et odometer.
Navnet «odometerstrategier» kommer fra likheten mellom strategiene og en kilometerteller pa
en bil (English, 1996). Halani (2012) forklarer strategien ved a se for seg et 3-sifret odometer,
hvor tallet pa hundrer- og tierplassen holdes konstant, mens enerplassen varieres syklisk, og
odometeret beveger seg fra 000 til 001, 002 og sa videre. Nar alle tall fra O til 9 er brukt pa
enerplassen vil tierplassen endres fra 0 til 1, og holdes fast mens enerplassen varierer: 010, 011,
012 og sa videre. Slik vil det fortsette helt til alle tall ogsa er brukt pa tierplassen med
variasjonen av tall pa enerplassen. Ved a falge et slikt manster, vil odometeret endre tallet pa
hundrerplassen fra 0 til 1 og repetere hele prosessen. Jeg har valgt & holde pa det engelske
begrepet, da det ikke gir mening a snakke om «kilometerteller-strategier». Strategiene
karakteriseres ved at et element holdes fast, og elementer fra den andre mengden varieres
systematisk (English, 1996). Nar alle kombinasjoner med det faste elementet er dannet, byttes
det ut med et nytt element fra samme mengde, som pa samme mate kombineres med de
resterende elementene. Gjennom & syklisk variere med et konstant element, vil alle mulige

kombinasjoner vaere mulig a danne pa en effektiv og systematisk mate. Disse strategiene er
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neert knyttet den matematiske strukturen i kombinatorikk. Ifglge Lysg (2014) kan man finne
antallet kombinasjoner ved a multiplisere alle de mulige valgene i de ulike trinnene. I bruk av
odometerstrategier velges et element, som kombineres med alle de aktuelle elementene. Slik
telles antallet mulige kombinasjoner i farste trinn, far telleren nullstilles igjen, det faste
elementet byttes ut med et fra samme mengde og de mulige kombinasjonene i neste trinn telles.
Halani (2012) fant i sin forskning en mate a tenke pa som valgte & kalle The Wacky Odometer
way of thinking, som er strategier hvor et element holdes konstant og andre element varieres.
Denne strategien skiller seg fra andre odometerstrategier, da elementet som holdes fast endrer
posisjon i problemlgsningsprosessen. Denne strategien er relevant nar rekkefglge pa de ulike

elementene har betydning, som ved ordnet utvalg.

Eksempel 1 Eksempel 2 Eksempel 3
ABC ABC ABC
ACB ACB ACB
BCA BAC BAC
CAB CAB BCA
CBA BCA CAB
BAC CBA CBA

Figur 4: Eksempler pa strategier i odometerfasen

Eksemplene over (figur 4) er ulike eksempler fra strategier i odometerfasen, i problemet med a
finne antallet ord som kan dannes med de tre bokstavene A, B og C, i et forsek med ordnet
utvalg med tilbakelegging. | eksempel 1 er en odometerstrategi i begynnelsen av fasen brukt.
Bokstaven A er fgrst kombinert med de andre bokstavene, far den byttes ut med en ny bokstav:
B. | dette eksempelet er ikke alle kombinasjonene med B som farste bokstav funnet for den
farste bokstav byttes til C. Dette er vanlig for elever i begynnelsen av odometerstrategien, og
tyder pa at strategien ikke er fullutviklet (English, 1996). Eksempel 2 er et eksempel hvor The
Wacky Odometer way of thinking er brukt. Her er alle kombinasjonene med A som farste
bokstav funnet farst: ABC og ACB. Dette steget i problemlgsningen er likt det farste steget ved
en standard odometerstrategi. Men i stedet for a bytte ut A med B eller C, endres heller
plasseringen til A, slik at A er andre ledd, og de andre bokstavene varieres. Kombinasjonene
BAC og CAB dannes da. Videre endres plasseringen igjen, og ordene BCA og CBA dannes.
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Eksempel 3 er nar mgnsteret er fulgt gjennom hele problemlgsningsprosessen, fordi alle
kombinasjonene er dannet gjennom & holde et element fast, mens de andre elementene varieres.
A holdes farst fast som farste bokstav, og gjennom a endre plasseringen til de to resterende
bokstavene, dannes kombinasjonene ABC og ACB. Videre endres farste bokstav til B, og
kombinasjonene BAC og BCA dannes, far C velges som farste bokstav, og de to siste
kombinasjonene dannes. Dette er et eksempel med tre elementer fra samme mengde, og det er
bare seks kombinasjoner som kan dannes under forutsetningene som ligger til grunn. Men
strategien er generaliserbar, fordi alle kombinasjoner i et hvilket som helst
kombinatorikkproblem vil kunne dannes pa denne systematiske maten. Ved store tall vil det
selvsagt veere tidkrevende, og kanskje ikke ngdvendig a vite eksakt hvordan alle
kombinasjonene ser ut, men gjennom a systematisk variere med et konstant element, er det

starre sannsynlighet for a finne alle kombinasjonene.

Selv om strategiene ved bruk at en odometertilneerming gir mulighetene til & systematisk danne
alle mulige kombinasjoner, nevner English (1991, 1993, 1996) noen utfordringer elever som
bruker slike strategier kan mgte. Elevene kan mangle eller gjenta noen kombinasjoner, men
ogsa a lete etter flere kombinasjoner nar alle er funnet. Ifglge English (1996) oppdager som
regel elevene disse manglene, og legger til de kombinasjonene som mangler eller trekker fra de
kombinasjonene som er gjentakelser. Slike utfordringer mgater gjerne elevene tidlig i
odometerfasen, mens senere i fasen vil odometerstrategien veere fullstendig og derfor uten

behovet for & avvise eksemplar (English, 1993).

2.3 Representasjoner i matematikk

Matematikk skiller seg fra andre fag i at vi ikke har en fysisk tilgang til faget. I biologi kan vi
studere organer, i kjemi kan vi observere stoffer skifter farger, mens i matematikk har vi ikke
denne direkte tilgangen til kunnskap. Spesielt for matematikk er at de matematiske ideene ikke
kan observeres, da de ikke er fysiske, men abstrakte. Derfor har vi bare tilgang til dem gjennom
ulike representasjoner av objektet (Duval, 2006). Hvor vi i biologi kan se, kjenne og lukte pa
for eksempel en nyre, kan vi ikke i matematikk verken se, kjenne eller lukte pa for eksempel
addisjon. Den eneste maten vi kan arbeide med addisjon pa er gjennom a representere. Vi kan
tegne objektene som skal slas sammen, gjere det fysisk med konkreter, forklare med ord eller

bruke matematisk notasjon. Goldin og Shteingold (2001) skiller mellom interne og eksterne
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representasjoner. Eksterne representasjoner er vedtatte mater a representere et begrep pa, og
kan veere ulike symboler, tallinjer og konkreter. | undervisningen er de eksterne
representasjonene de laereren bruker for @ meddele kunnskap med elevene (Miura, 2001). De
interne representasjonene skiller seg fra de eksterne ved at de ikke er skapt i fellesskapet, men
er individuelle mater & tenke og representere et matematisk objekt pa, som personlige bilder av
begrepet (Goldin & Shteingold, 2001). Interne representasjoner kan vare like som de eksterne,
men de kan ogsa vere helt annerledes, fordi de preges av hvordan individet tenker pa objektet.
| matematikk bruker vi representasjoner for 8 kommunisere mentale representasjon, og som et

verktgy for & produsere ny kunnskap (Duval, 2004).

Duval (2006) har delt representasjoner inn i ulike representasjonssystem: Naturlig sprak,
geometriske figurer, symbolske system og kartesiske grafer. Naturlig sprak innebeerer
representasjoner som forklaringer eller teorem, og kan uttrykkes bade muntlig og skriftlig.
Geometriske figurer kan vaere tegninger, skisser, mgnstre eller figurer som kan konstrueres med
hjelpemiddel. Det symbolske systemet innebarer skriftlige utregninger og bevis og er preget
av et mer formelt sprak. De kartesiske grafene kan vare diagrammer og grafer. Siden vi bare
har tilgang til matematiske objekt gjennom representasjoner, er vi i matematisk problemlgsning
ngdt til & velge et representasjonssystem. | denne oppgaven star geometriske figurer som
representasjonssystem sentralt, da elevene arbeider med & manipulere tegningene sine for a lgse
problemet. Likevel blir oppgaven presentert for elevene gjennom muntlig sprak, som gar inn
under representasjonssystemet naturlig sprak. Elever som bruker tegning i
problemlgsningsprosessen er derfor ngdt til & endre fra en representasjon til en annen, fra
muntlig sprak til tegning, fer de kan lgse problemet ved hjelp av tegningen. Valg av
representasjonssystem er i matematikk viktig, da ulike representasjoner har ulike potensialer,
og vil derfor apne for ulike aspekter ved det matematiske objektet. Tegning vil for eksempel
kunne vise aspekter ved kombinatorikk som ikke skreven tekst viser like eksplisitt. Et annet
viktig element er at det matematiske objektet vi representerer ikke ma forveksles med innholdet
i den semiotiske representasjonen som er valgt (Duval, 2004). For a lgse problem ma vi arbeide
i representasjonene, og manipulerer for a finne en lgsning. Duval (2004) beskriver to ulike
mater a endre representasjoner pa. Behandlinger skjer innenfor det samme semiotiske systemet,
og kan veaere a manipulere matematiske uttrykk eller tegninger. Nar elevene manipulerer
tegningene sine arbeider de i samme representasjonssystem, og manipulasjonene de gjar er en

behandling. Skjer endringen av representasjonen fra et system til et annet kalles det
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omdannelse, og kan vere a endre fra en tegning til et matematisk uttrykk. Utfordringen med
omdannelser er a kjenne igjen det matematiske objektet i den nye representasjon, som kan se
ganske ulik ut fra den forrige. | en problemlgsningsprosess er ofte begge disse
transformasjonene ngdvendig. Ifglge Duval (2004) kan det veere hensiktsmessig a bruke
hverdagskontekster i matematikkundervisningen, fordi det for elevene kan gi mening til
matematiske objekt. Hverdagskontekster kan vere utgangspunkt for mange ulike
representasjoner og bidra til & skape gode interne representasjoner gjennom visualisering.
Likevel er det mange aspekter ved et matematisk objekt som ikke kan dekkes gjennom
kontekster. Omdannelsen fra en kontekst til symbol er en krevende transformasjon, og kan fare
til at elevene mister det matematiske objektet og derfor opererer med to ulike objekter fordi de

er i ulike representasjonssystem.

2.4 Hvorfor tegne

| tillegg til & undersgke hvilke kombinatorikkstrategier elevene i dette forskningsprosjektet
benyttet seg av, er fokusomradet a studere elevenes bruk av tegning. Siden jeg i datamaterialet
mitt har tilgang til bade elevenes tegninger og deres utsagn, gnsker jeg ikke bare a se pa tegning
som er ferdig resultat, men i stgrre grad se pa arsaken til at elevene velger & tegne. Rammeverket
brukt i dette forskningsprosjektet for & forsta hvilken funksjon elevenes tegninger har i deres
arbeid med kombinatorikkoppgaver bygger i hovedsak pa to studier: Teledahl (2017) og
Stylianou (2011).

Teledahl (2017) har gjennom en empirisk kvalitativ studie studert hvordan unge elever skriver
nar de kommuniserer deres matematiske problemlgsning. Informantene var mellom 8-12 ar, og
512 elevbesvarelser ble analysert. Hennes funn indikerer at elever bruker bilder, ord, tall og
layout for & lgse matematiske problem. For denne oppgaven er det funnene hennes fra hvordan
elever bruker tegning som er mest interessant, da hun fant at elevene tegnet pa fire ulike
grunnlag: for a fastsette betingelser, redegjare for prosessen, representere svaret og som en

illustrasjon.
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Stylianou (2011) sa i sin kvalitative forskning pa likheter mellom problemlgsning hos eksperter
og hos elever, og sammenlignet hvordan de representerte i problemlgsning. Studien ble
gjennomfart pa 24 elever pa 11-12 ar. Kategoriene av mate a bruke representasjoner pa

beskrevet i denne forskningen er som et verktay for a: forsta, utforske, overvake og kontrollere.

Det finnes flere innfallsvinkler a studere elevers tegninger fra. Jeg har valgt a ta utgangspunkt
i forskning pa hvilken funksjon tegning har for eleven. Altsa vil ikke tegningen analyseres som
et produkt. For 4 tilpasse kategoriene til denne forskningen har jeg valgt a bruke kategoriene
tegne for & forsta problemet, utforske, redegjgre for prosessen og representere svaret. Tabell 2
viser mine kategorier, sammen med kategoriene fra Teledahl (2017) og Stylianous (2011)
forskning. Etter & ha funnet likheter mellom disse to forskningene har jeg valgt en alternativ
kategorisering, som stgtter seg pa kategoriene fra begge studiene. Disse kategoriene er
utgangspunkt for strukturen i dette delkapittelet, og begreper fra Teledahl (2017) og Stylianou
(2011) vil dregftes. Teledahl (2017) sin beskrivelse av tegning for & redegjare for prosessen
innebaerer bade planlagte og uplanlagte manipulasjoner. | denne oppgaven har jeg valgt i starre
grad a skille mellom disse. Dette fordi jeg i tillegg til & studere tegningens funksjon, ogsa ser
pa hvilken strategi elevene bruker, og det da er viktig & skille mellom utforsking og
redegjerelse, da det kan veere sammenheng mellom planlagte eller uplanlagte manipulasjoner

og strategien elevene bruker.

Teledahls kategorier Stylianous kategorier

Forsta problemet Illustrasjon Forsta informasjon
Fastsette betingelser for
problemet

Utforske Redegjere for prosessen med Utforske

uplanlagte manipulasjoner

Redegjere for prosessen Redegjere for prosessen med Overvake

planlagte manipulasjoner

Representere svaret Representere svaret Kontrollere og evaluere

Tabell 2: Sammenhengen mellom kategoriene for tegning
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Styrken til Teledahls forskning er at det er en sterre studie, med elever fra flere klassetrinn, fra
8-arsalderen til 12-arsalderen. Stylianous mindre studie sammenligner elevers mate a
representere pa med eksperters, og bruker kategorier fra analysen av ekspertenes
representasjoner i analysen av elevers representasjoner. Jeg synes det er hensiktsmessig a bruke
begge disse studiene da det kan si noe om hvilke mater som anses & vere vanlig a tegne pa, fra
et ekspertperspektiv, og hva som er mest vanlig hos elever i barneskolen generelt. Studiene har
overlappende kategorier, og vil derfor kunne stgtte hverandre og utfylle hverandre.

Nar elever bruker tegninger i arbeid med problemlgsning kan det gjeres pa ulike grunnlag, altsa
kan behovet for & tegne vere ulikt. Noen elever tegner for & forsta problemet, andre for &
redegjare for prosessen. Nar elevene redegjar for prosessen kan tegningen vere lik som nar de
bruker tegningen for & utforske. En siste mate & bruke tegningen pa er a representere svaret. Det
kan elevene gjare for seg selv, for a kunne kontrollere lgsningene sine, eller for & kommunisere
Igsningen til andre. | dette delkapittelet vil jeg ga neermere inn pa hvordan elever tegner nar de

bruker tegningen pa disse ulike grunnlagene.

2.4.1 Tegne for a forsta problemet

Nar vi i mater et nytt matematisk problem, ma vi sette oss inn i det, og preve a forsta problemet
for & kunne lgse det. Dette kan gjeres med ulike representasjoner, muntlig sprak, matematisk
notasjon, visuelt, med konkreter eller med tegning som et hjelpemiddel. Ifalge Teledahl (2017)
kan arsaken til at elever tegner veere & konstatere betingelser for problemet. Blant de yngre
elevene er det ikke dette en vanlig mate & bruke tegning pa (Teledahl, 2017), men hensikten er
a forsta problemet og betingelsene gjennom en oppklaringstegning. Teledahl (2017) beskriver
0gsa en mate a bruke tegning i problemlgsingsprosessen pa, som hun kaller illustrasjon. Det er
en tegning som illustrerer deler eller hele problemet eller noe som er irrelevant for problemet,
og tegningen har som funksjon & sette i gang tankeprosessen. A tegne for & konstatere
betingelser og a tegne for a illustrere problemet er begge mater a tegne for a forsta problemet
pa, og derfor har jeg valgt & kategorisere disse som mater a tegne for a forsta problemet pa.
Dette fordi tegninger som illustrerer deler eller hele problemet har som funksjon a gi en
visualisering av konteksten, som er en mate a forsta problemet pa. Stylianou (2011) beskriver
ogsa tegning som et verktgy for & forsta oppgavens betingelser, gjennom a kombinere ulike

aspekter ved det gitte problemet, som gir muligheter til & se hvordan de ulike aspektene pavirker
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hverandre. Nytteverdien i tegning pa denne maten er a kunne se muligheter og begrensninger i
problemet (Stylianou, 2011). Et eksempel pa a bruke tegning for & forsta problemet i oppgaver
med & kombinere plagg til ulike antrekk kan veare a tegne to ulike kombinasjoner. Ved a gjere
dette kan eleven fastsette og forsta betingelsen at et plagg kan brukes flere ganger, sa lenge det
kombineres med ulike plagg. Tegner eleven for eksempel bukse B1 og genser G1 som et antrekk,
og B1 0og G2 som et annet, vil det veere tydeligere for eleven a se at antrekkene er ulike, selv om
de inneholder et likt element. Denne typen oppgave er litt spesiell, da det velges et element fra
to ulike mengder, bukser og gensere. Slike sammensetninger farer til at elevene ikke trenger a
ta stilling til om samme element kan brukes flere ganger i samme kombinasjon, da det vil vaere
unaturlig & danne kombinasjoner med to bukser eller to gensere. | oppgaven med a danne ord
av tre bokstaver er det et starre behov for a fastsette betingelser. For a forsta dette problemet
ma elevene klargjere om bokstavene kan gjentas, og om rekkefglgen har noe a si, altsd om det
er ordnet eller uordnet utvalg, med eller uten gjentakelse. En oppklaringstegning kan for
eksempel her inneholde flere kombinasjoner som inneholder de samme bokstavene i ulike
rekkefglge (ABC og BAC) hvor den ene er straket over, eller forbundet med en linje for a vise

at kombinasjonene er like om det er et uordnet utvalg.

2.4.2 Tegne for a utforske

| arbeid med representasjoner i matematikk vil det ofte veere et behov for & manipulere
representasjonene, for & lgse matematiske problem. Elever som tegner i
problemlgsningsprosessen er intet unntak. Likevel kan arsaken til at elevene manipulerer vaere
ulike. For a kommunisere sin matematiske forstaelse eller slippe a ha alt i hode kan elevene
tegne manipulasjoner de har sett for seg. Om manipulasjonene elever gjer i arbeid med
problemlgsningsprosessen ikke er planlagte manipulasjoner, er de ofte mer rotete, noe som er
naturlig for tegninger som er utforskende, hvor elevene ikke har en plan for hva de skal gjare
for de begynner & tegne (Teledahl, 2017). Elever som bruker tegning for a forenkle
utforskingsprosessen bruker tegningen for a identifisere videre informasjon og implikasjoner
(Stylianou, 2011). Tegninger er da en representasjon hvor det er mulig & manipulere og pa den
maten utdype og sgke i problemet. Ifalge Teledahl (2017) kan det vaere en utfordring a skille
mellom manipulasjoner som er planlagte og manipulasjoner som er utforskende, fordi de
utenfra kan se like ut. En kan tenke seg at forskjeller i utdyping kan indikere at manipulasjonene
er en del av en strategi som er planlagt pa forhand. Teledahl (2017) fant i sin forskning at dette
kunne relateres til orden og talmodighet hos eleven. Altsa kan lgsninger som ser ut til & veere
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planlagte pa forhand egentlig vere utforskende. Pa tilsvarende mate kan utforskende tegninger
hvor eleven praver og feiler veere systematiske, og dermed se ut som en tegning som redegjar
for problemlgsningsprosessen med planlagte manipulasjoner.

2.4.3 Tegne for & redegjare for prosessen

Nar vi arbeider med matematiske problem, har vi som nevnt tidligere noen ganger behov for a
benytte representasjoner for & utforske problemet, og da kan tegning veere et godt hjelpemiddel.
Andre ganger er det ikke selve prosessen ved a lgse problemet som skaper behovet for & tegne
eller representere, men heller et behov for & kommunisere sin matematiske forstaelse til andre.
Ofte kan ogsa representasjoner brukes for a slippe a huske informasjon, nar
problemlgsningsprosessen egentlig foregar ved hjelp av visualisering eller matematisk
notasjon, men tegning blir brukt for a slippe & «ha alt i hode». Slike mater & bruke tegning pa

kalles redegjarelse for problemlgsningsprosessen.

Ifalge  Teledahl (2017) kan elever bruke tegninger for & redegjere for
problemlgsningsprosessen. Et viktig element i en slik bruk av tegning er a gjgre prosessen
eksplisitt, slik at leseren kan folge prosessen. Dette kan gjeres gjennom sekvensering,
gjentakelse eller utkrysning. Nar elever gjer problemlgsningsprosessen eksplisitt gjennom a
sekvensere er det oftest vist kronologisk fra venstre mot hagyre eller ovenfra og ned. Ved a gjenta
kan elevene gjgre sma forandringer i de ulike delene av tegningen, slik at leseren kan falge
prosessen. Teledahl (2017) skiller mellom planlagte og utforskende manipulasjoner i disse
tegningene, og i denne kategorien har jeg bare valgt & ta med de planlagte, fordi utforskende
tegninger og planlagte tegninger er ulike mater a tilneerme seg problemlgsningsprosessen pa.
De utforskende tegningene skapes i prosessen, mens de planlagte manipulasjonene er en
gjengivelse av elevens prosess. Maten Teledahl (2017) beskriver tegning som redegjgrelse for
prosessen med planlagte manipulasjoner stemmer overens med Stylianou (2011) sin beskrivelse
av tegning som et overvakningsverktgy. Fokuset er litt ulikt, da Teledahl (2017) studerer
hvordan elever kommuniserer, mens Stylianou (2011) gnsker & finne ut hvilken funksjon
representasjoner har i elevers matematiske problemlgsing. A bruke tegning som et verktgy for
a overvake, gir en mulighet til 2 kombinere all informasjonen de har om problemet eksternt, for
& slippe & «ha alt i hode» (Stylianou, 2011). A bruke tegning for & redegjore for

problemlgsningsprosessen kan vere bade til nytte for eleven selv og for a presentere prosessen
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for andre. Tegner elevene for & lettere kunne holde oversikt, for a slippe a ha alt «i hode» er
tegningen til hjelp i selve problemlgsningsprosessen (Stylianou, 2011). Kommunikasjon kan
ogsa veere arsaken til at elever redegjer for problemlgsningsprosessen gjennom a tegne, da for

a veere sikker pa at leseren kan falge prosessen (Teledahl, 2017).

2.4.4 Tegne for a representere svaret

En annen mate & bruke tegning pa er a tegne for a representere svaret. Teledahl (2017) beskriver
denne bruken av tegning som et verktgy for  representere svaret for en leser, mens Stylianou
(2011) beskriver det som et verktay for at eleven selv skal kunne kontrollere sine lgsninger.
Nar elever tegner for & representere svaret pa problemet er de som oftest komplementert med
ord eller forkortelser (Teledahl, 2017). Bakar, Way og Bobis (2016) fant ogsa i sin forskning
elever som tegnet etter & ha lgst problemet. Funksjonen tegningen hadde for disse elevene var
a vise lgsningen pa problemet. Representasjonen elevene tegner er da en omdannelse fra et

annet representasjonssystem, hvor de i utgangspunktet har brukt konkreter for a lgse problemet.

2.5 Hvordan tegne

Visuelle representasjoner er i matematikklaringen viktig, bade for a statte refleksjon og som et
hjelpemiddel for & kunne kommunisere matematiske ideer (Elia, Gagatsis & Demetriou, 2007).
Bilder er dynamiske verktgy som kan stgtte elevenes matematiske tenking og kommunikasjon
med andre elever, og spraket elevene knytter til bildene gir leereren innsikt i elevenes forstaelse
og tenking (Whitin & Whitin, 2001). Uavhengig av hvilken skrevet representasjon elevene
velger & bruke organiserer de i arbeid med problemlgsing teksten, gjennom & strukturere den.
Elever strukturerer teksten pa ulike mater, ved a tegne piler, skape avstand for & separere, koble
sammen og organisere ulike deler av den (Teledahl, 2017).

Tegning gir elever muligheten til & tenke tilbake pa tidligere erfaringer og kunnskap, utvikle
nye ideer og strategier og lgse problemer. Tegneaktiviteten i problemlgsningsprosessen kan
ogsa gi elevene tilgang til deres mentale aktivitet og far muligheten til & reflektere over den
(Papandreou, 2014). Ifglge Bakar et al (2016) er det to typer tegninger elever kan produsere —
piktografiske og ikoniske. Piktografiske tegninger er realistiske avbildninger av objektene
problemet innehar. Ikoniske er mer abstrakter, og er enkle streker og former tegnet for a

representere de patenkte objektene. Velez og da Ponte (2013) kaller de ikoniske
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representasjonene for skjematiske, men videre vil jeg bruke begrepet ikoniske representasjoner
for de abstrakte representasjonene som for eksempel enkle streker og bokstaver. Ikoniske
representasjoner er mindre tidkrevende enn piktografiske og forutsetter at eleven kan trekke ut
det viktigste av informasjon i problemet. Curruthers og Worthington (2006) mener leerere bgr
oppfordre elevene som tegner piktografisk til & bruke mer effektive former for telling heller enn
a fokusere pa detaljerte, artistiske tegninger. De ikoniske tegningene er mer lgsrevet fra
konteksten, da elementer i problemet representeres pa en enklere mate. Dette krever forstaelse
for at en representasjon ikke trenger a se ut som objektet det skal representere. En ikonisk
representasjon av et marsvin kan vere en sirkel eller en bokstav, og inneholder fa detaljer som
ikke er ngdvendige. Ifalge Saundry og Nicol (2006) kan elever som fokuserer pa detaljer i sine
tegninger risikere & miste det matematiske objektet, da de kan veere mer opptatt av a tegne
utdypende og artistiske tegninger. Det varierer blant elever om tegningen barer preg av detaljer
eller om de er enklere ikoniske representasjoner. Kombinatorikk er et spesielt emne innenfor
matematikk. Palmer og van Bommel (2016) undersgkte i sin forskning om det var noen
sammenheng mellom elevenes representasjoner og hvordan de lgste kombinatorikkoppgaver,
og om disse sammenhengene var tilsvarende tidligere forskning pa elevers representasjoner av
kvantitet. Resultatene deres indikerer at de piktografiske representasjonene elevene tegner gir
en mer systematisert lgsning, mens ikoniske representasjoner ofte farer til lgsningsforslag med
gjentakende kombinasjoner. Grunnen til dette kan veere at det tar lengre tid & produsere
piktografiske representasjoner, og at elevene derfor har bedre tid til & tenke og dermed

planlegge mens de tegner.

| problemlgsning er det ikke alle elevene som spontant tegner, og noen tegner ikke i det hele
tatt. Ifelge Saundry og Nicol (2006) kan elever ogsa bare visualisere bildene og behandle
informasjonen i problemet pa en visuell mate. Ifalge Saundy og Nicol (2006) er det nyttig for
lerere & undersgke tegning som problemlgsning, da det kan fare til at leereren blir bevisst pa
ulike mater a tolke elevers utfgrelser pa. Ved a undersgke tegning som problemlgsning, kan
lereren fale seg tryggere pa a kjenne igjen og gi troverdighet til elevers tidlige representasjoner,
og sette fokus pa prosessen og ikke bare produktet.
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2.6 Tidligere forskning
Pessoa og Borba (2012) konkluderte i sin kvalitative forskning pa femaringer at unge barn kan

arbeide konkret med enkle kombinatoriske situasjoner. Datamaterialet deres viste at elevene
fikk til & velge ut de ngdvendige elementene for problemet, men hadde vanskeligheter med a
avgjare om rekkefglgen pa elementene var av betydning og a finne alle mulighetene. Zapata-
Cardona (2018) gjorde en kvalitativ undersgkelse pa tre barn fra 6-8 ar, med det velkjente
problemet med kombinasjoner av skjorter og bukser. De fant at elevene ikke uten oppfordring
brukte samme element flere ganger, altsd ansa de en bukse som «oppbrukt» om den var brukt i
en kombinasjon. Resultatene fra Piaget og Inhelder (1975) og English (1993) indikerer ogsa at
elever bruker empiriske tilneerminger og enkle strategier i det farste mgte med kombinatorikk.
Flere undersgkelser har sett pa elevenes kombinatoriske forstaelse, men de fleste har brukt
konkreter i datainnsamlingen. Palmer og van Bommel (2018) gjorde en starre studie pa 123 pa
seks ar, hvor elevene tegnet. Deres datamateriale indikerer at elever som tegner piktografiske

representasjoner har ferre gjentakelser enn de som tegner ikoniske.
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3. Metode

| dette kapitelet vil jeg beskrive og begrunne metodene jeg har brukt i datainnsamlingen og
analysen. Farst vil jeg se pa prosjektets forskningsdesign, hvor jeg redegjer for den kvalitative
metoden datainnsamlingen bygger pa. Videre redegjer jeg for selve datainnsamlingsprosessen
og de valgene jeg har tatt med tanke pa at andretrinnselever er informanter og hvordan jeg
gjennomfgrte innsamlingen. Deretter tar jeg for meg bearbeidelsen og analysearbeidet far jeg

til slutt diskuterer troverdighet og etiske betraktninger.

3.1 Forskningsdesign

Hensikten med dette prosjektet er a undersgke hvordan fire andreklasseelever lgser
kombinatorikkoppgaver, og hvilken funksjon tegning har for dem i lgsningsprosessen. For a
finne ut dette sa jeg det som ngdvendig & gi elevene oppgaver i kombinatorikk, samtale med
dem og observere deres arbeid. Datamaterialet i dette prosjektet er lite og naert knyttet til

informantene. Derfor vil jeg kalle undersgkelsen for en smaskala kvalitativ undersgkelse.

| kvalitativ forskning har forskeren en apen interaksjon med informantene, og forskningen
gransker temaet dypere enn en ren gjenfortelling av handlinger og atferd (Cohen, Manion &
Morrison, 2018). Kvalitativ forskning er et stort begrep som omfatter en rekke kvalitative
tilnerminger som kan virke noksa ulike fra hverandre. Noen drives frem av empiri, mens andre
er teoridrevet. Som regel er kvalitativ forskning fremdrevet av bade empiri og teori (Tjora,
2017), altsa imellom induktiv og deduktiv forskning. Ifglge Tjora (2017) studerer vi gjennom
observasjon det elever gjar, mens i et intervju studeres det elever sier at de gjer. Derfor er det
naturlig for meg, som er ute etter strategiene elevene bruker, a benytte en kombinasjon av
observasjon og intervju. Min deltakelse er for viktig til a si at jeg bare observerer, og elevene i
arbeid med oppgavene for viktig til & si at jeg bare intervjuer. Min deltakelse i dette
forskningsprosjektet besto i & gi elevene oppgavene, observere mens de arbeidet og stille

spgrsmal underveis i arbeidet og nar de mente de var ferdige med oppgavene.

Mulighetene jeg hadde for a stille spgrsmal i gjennomfgringen av datainnsamlingen, gav meg
starre innblikk i elevenes lgsningsmetode. Jeg kunne spgrre etter utdypninger, gjentakelser og
oppklaringer, for a sikre at jeg ikke misforsto elevene. Det & vare tilstede, gav meg ogsa
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mulighet til & notere ned observasjoner som ikke ville vere tilgjengelig i lydopptaket, som
kroppssprak, peking og andre ikke-verbale handlinger som kunne vere viktig i analysearbeidet.
Som nevnt valgte jeg i min datainnsamling & bruke lydopptaker. Som forsker gjer det at man i
intervjusituasjonen kan konsentrere seg om informanten, sgrge for god kommunikasjon og flyt
i samtalen, i visshet om at alt som blir sagt blir tatt opp (Tjora, 2012). Jeg vurderte tidlig at jeg
ikke ville benytte videoopptak i innhentingen av data. Det ville vere en styrke, da jeg ikke
hadde trengt a notere like mye i samtalene med elevene. Jeg ville ogsa fatt et lettere arbeid med
transkriberingen, da det kan veere utfordrende & hgre hvem som snakker, og man i starre grad
er avhengig av & huske hva det snakkes om. Elevene pekte for eksempel i tegningene sine. Med
videoopptak hadde jeg ikke trengt & notere ned hva elevene pekte pa. | tillegg til at det stilles
strengere krav fra NSD for a fa godkjenning til a ta videoopptak under datainnsamling, sa jeg
det ikke som en ngdvendighet, da jeg mente det ville ta mye mer fokus fra elevene med et

videokamera i rommet enn en lydopptaker.

Innenfor kvalitativ forskning kan innsamlingen av datamateriale gjennomfgares i en liten gruppe
av befolkningen. Datainnsamlingen i dette prosjektet er gjennomfart i en liten gruppe elever pa
andre trinn, og er derfor ikke representativt for alle elever pa andretrinn, bare for seg selv. Dette
kalles non-probability samples (Cohen et al., 2018). Resultatene i denne forskningen vil altsa
bare kunne tale for seg selv, og lignende studier vil kunne gi andre resultater. Likevel vil
resultatene si noe om hvordan elever pa andre trinn kan lgse oppgaver i kombinatorikk, og
hvilken funksjon tegning kan ha i dette arbeidet.

3.2 Gjennomfgring av datainnsamlingen
Jeg vil na presentere og redegjare for valg av informanter til forskningsprosjektet og hvordan

datainnsamlingen ble gjennomfart.

3.2.1 Valg av informanter

Jeg valgte a samle inn datamateriale pa en skole i Trondheim kommune. Jeg hadde ikke
kjennskap til skolen fra fgr, men kjente to av leererne. Grunnen til at jeg valgte denne skolen,
var fordi disse laererne arbeidet som kontaktlaerere pa 2. trinn, som var den aldersgruppen jeg
gnsket & gjennomfgare datainnsamlingen pa. Jeg gnsket informanter som ikke hadde jobbet med
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kombinatorikk far, og som derfor ikke hadde laert noen strategier for a lgse oppgaver i
kombinatorikk. Med dette som utgangspunkt falt valget pa unge elever i barneskolen. Samtidig
ville jeg at elevene skulle veere trygge, og siden datainnsamlingen fant sted pa hesten, i det
farstetrinnselevene nettopp hadde startet pa skolen, valgte jeg & bruke andretrinnselever i min
datainnsamling. Et valg av informanter ut fra kriterier som dette kalles betinget utvelging
(purposive sampling) (Cohen et al., 2018), da et kriterium for valg av informanter var at de gikk
pa andre trinn. Etter 4 ha tatt kontakt med en av leererne og fatt positivt svar, utarbeidet jeg et

informasjonsskriv som laereren sendte med sine rundt 15 kontaktelever hjem.

Jeg la ingen faringer for hvilke av elevene som skulle delta i datainnsamlingen, men sa leereren
kunne bestemme hvem som skulle delta. Leaereren valgte elever som han mente ville tarre a delta
muntlig, og som trolig ville fale seg trygge i situasjonen. Siden de resterende elevene i klassen
hadde undervisning nar jeg gjennomfarte datainnsamlingen valgte lzereren bort elever som
eksempelvis hadde vert borte fra skolen tidligere og gatt glipp av undervisning i det faget den
resterende klassen hadde nar datainnsamlingen fant sted. Videre satte leereren sammen grupper
pa to som av erfaring fungerte godt sammen. For a sikre anonymitet har de fire informantene
mine fatt de fiktive navnene Andreas, Bendik, Caroline og Daniel. Navnene er tilfeldige navn
med forbokstavene A, B, C og D, for & gjere analysearbeidet lettere, da jeg kunne markere

tegningene med bokstaver.

3.2.2 Gjennomfaring

Datainnsamlingen foregikk pa et grupperom pa skolen, som elevene var kjente med. En kjent
lokasjon, uten risiko for & bli avbrutt er en forutsetning for en god intervjuatmosvere (Cohen
et al., 2018). Grupperommet var utstyrt med et kvadratisk bord, og pa forhand hadde jeg lagt
klart blanke ark og fargeblyanter slik at de var lett tilgjengelig for elevene. Hver samtale med
elevgruppene varte i om lag 45 minutter. Jeg tok lydopptak av samtalene, tok notater underveis
og samlet inn det skriftlige arbeidet elevene produserte. Siden dette var mitt fgrste mgte med
elevene, brukte jeg litt tid pa a bygge en positiv relasjon til elevene. Det gjorde jeg ved a vere
til stede i klasserommet fra starten, og fortalte min relasjon til to av leererne pa trinnet. Ifalge
Cohen et al. (2018) er det en god ide at elevene ser intervjueren rundt om pa skolen for

intervjuene blir gjennomfart. Det er viktig & la barn kjenne pa hvor viktig de er (Doverborg &
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Pramling, 1992; Cohen et al., 2018), derfor forklarte jeg ogsa bruken av lydopptaker. Jeg sa til
elevene at jeg brukte lydopptaker for a veere sikker pa at jeg fikk med meg alt det viktige de sa.

Ifalge Kampmann (2000) kan det veere betryggende for barn om de intervjues i grupper. Jeg
har valgt & gjennomfare datainnsamlingen med to elever om gangen. Dette har jeg gjort i samrad
med veileder og elevenes larer, nettopp for at situasjonen skal fales trygg for elevene. En annen
fordel med gruppeintervju er at barna kan kommentere og utfylle hverandre, og dermed prege
samtalen (Kampmann, 2000). Dette ser ikke jeg som en fordel i min datainnsamling. Jeg gnsket
a se pa hvordan elevene lgste oppgavene, altsa hvilke strategier de brukte og hvordan de
eventuelt brukte tegning i lgsningen. | det ligger det at jeg e@nsket at elevene skulle jobbe
individuelt med oppgaven. Om jeg hadde intervjuet elevene en og en, hadde jeg med sikkerhet
kunne si at dette var deres lgsning, upavirket av andre elever. Likevel har jeg valgt & intervjue

to og to, fordi jeg synes det veier tyngst at elevene faler seg trygge i situasjonen.

Etter & ha snakket litt lgst og fast, fikk elevene presentert «antrekkproblemet». Far elevene
startet med arbeidet snakket vi felles om eventuelle sparsmal elevene hadde. Dette valgte jeg a
gjere fordi jeg ville at elevene skulle fgle seg trygge. Oppgavene var for elevene
problemlgsningsoppgaver, siden jeg antok at de ikke hadde en strategi klar pa forhand. Fordi
oppgavene kunne virke vanskelig for elevene hadde jeg med bilder av klesplaggene i de ulike
fargene. Elevene arbeidet selvstendig med problemet, og samtidig som jeg observerte hva de
gjorde, stilte jeg spgrsmal til hver enkelt elev. Jeg noterte viktige elementer som ikke kom til &
komme tydelig frem i lydopptaket. Det kunne vere hva elevene pekte pa da de i sin forklaring
for eksempel sa «den buksa til den genseren». Maten jeg noterte dette kunne veere «oransje =
bla 05:35», eller bare «o b 5:35». Ut fra disse notatene forstod jeg da jeg transkriberte samtalene
i etterkant at 5 minutter og 35 sekunder ut i samtalen er det den oransje buksa og den bla
genseren eleven peker pa. | tillegg gjentok jeg ofte det elevene sa, for a gjare
transkripsjonsarbeidet enklere. Pa tilsvarende mate arbeidet elevene med den andre oppgaven.

Her hadde jeg med tre bamser som lignet pa marsvin, for a konkretisere oppgaven.
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3.3. Presentasjon av oppgaver

Elevene i dette forskningsprosjektet fikk to ulike kombinatorikkoppgaver muntlig presentert,
sammen med bilder eller konkreter. Jeg vil i det falgende presentere de to oppgavene i samme
rekkefglge som de ble presentert for elevene, begrunne hvorfor jeg har valgt disse oppgavene,

og drgfte likheter og ulikheter med oppgavene.

3.3.1 Utforming av oppgaver

I datainnsamlingen ble elevene presentert to ulike kombinatorikkoppgaver. Antrekkproblemet
er en oppgave med sammensetting av elementer fra to mengder. Problemet gar ut pa a finne
antallet kombinasjoner som er mulig & danne med to ulike bukser og to ulike gensere. | tillegg
til at jeg leste opp oppgaveteksten for elevene, fikk de se bilder av de ulike plaggene (se figur
5). Oppgaven lgd som falger:

«Jeg skal pa ferie, og kofferten min er s liten at dette er alt jeg har plass til. Jeg vil ikke ga i
de samme antrekkene flere dager pa denne ferien. Hvor mange forskjellige antrekk kan jeg
bruke? Hvor mange dager kan jeg veere pa ferie om jeg ikke skal bruke de samme antrekkene

flere dager?»

Figur 5: Bilde som ble presentert sammen med antrekkproblemet

Den andre oppgaven, marsvinproblemet, er sammensettinger av elementer fra bare en mengde.
Her er problemet elevene fikk a finne antallet kombinasjoner tre ulike marsvin kan kombineres.

Oppgaven elevene fikk er tilknyttet bilde i figur 6 og er fglgende:
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«Disse tre marsvinene er sgsken. Nar de
skal se pa TV pa ettermiddagene, krangler
de alltid om hvem som skal sitte hvor. Jeg
lurer pa om dere kan hjelpe marsvinene
med & finne ut p& hvor mange ulike mater

de kan sitte?»

Figur 6: Konkretene som ble presentert sammen
med marsvinproblemet

Oppgavene brukt i datainnsamlingen er inspirert fra litteraturen innenfor kombinatorikk med
sma barn. Oppgaven med marsvinene som krangler om hvor de skal sitte, er hentet fra van
Bommel og Palmer (2018), som gav elevene i sin forskning tilsvarende oppgave. Bjgrnene ble
byttet ut med marsvin, fordi det var slike bamser som var tilgjengelig i tre ulike farger pa
lekebutikken. | forberedelsene til datainnsamlingen vurderte jeg & endre pa tallene brukt i
oppgaven, men valgte a holde fast ved tre elementer. Grunnen til at jeg i min datainnsamling
valgte & ha tre elementer i denne oppgaven, var at jeg pa forhand hadde en hypotese om at
elevene kunne komme til & bruke en strategi som involverte & bytte plass pa to av marsvinene.
Da mgter de et problem med det siste marsvinet, som ma sitte pa samme sted. Jeg gnsket a se
hvordan de handterte denne problemstillingen om den oppsto. Ifglge English (1996) er det
vanlig for elever a oppfatte «ulik» som «ulik pa alle mulige mater», og derfor ikke godta to
lasninger hvor et element har lik plassering. Oppgaven med de ulike antrekkene er inspirert av
English (1991), hvor hun undersgker barns strategier i kombinatorikkoppgaver. | hennes
forskning benytter elevene konkreter i starre grad, da de far tildelt pappfigurer av bamser som
skal kles i plagg med ulike farger. Siden jeg ogsa har et mal om a se pa hvilken funksjon tegning

har for elevene i problemlgsningsprosessen, valgte jeg naturlig nok a ikke ha disse konkretene.

Siden elevene jeg valgt & bruke som mine informanter var andretrinnselever valgte jeg a
konkretisere presentasjon av oppgavene mer enn jeg ville gjort med eldre elever. Jeg
konkretiserte marsvinoppgaven ved a ha med konkreter i form av bamser i forskjellige farger,
og antrekkoppgaven ved a vise figurer av de ulike plaggene. Da det var fem forskjellige farger
i antrekkoppgaven, tenkte jeg at det ville veere mye a huske pa for elevene, selv om det ikke for

oppgaven er viktig spesifikt hvilken farger det er. A konkretisere presentasjonen av oppgaven
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valgte jeg a gjare fordi jeg ensket a se hvordan elevene lgste oppgavene, og sa det derfor ikke

som ngdvendig at mye av tiden gikk til & forsta oppgavene.

3.3.2 Matematikken i oppgavene
Problemene elevene ble stilt ovenfor handlet om & finne antall kombinasjoner. Ifglge Lysg

(2014) kan et forsgk i kombinatorikk deles inn i s trinn. | det ferste trinnet er det N1 mulige
valg, i andre trinn N2 mulige valg, tredje N3 osv. Det totale antallet kombinasjoner forsgket kan
utferes pd er da Nz - Nz - ... “Ns.

Antrekkpromblemet forteller at det er et utvalg pa to ulike bukser og tre ulike gensere. Hvert
antrekk bestar av en bukse og en genser, og problemet er & finne det totale antallet
sammensettinger, altsd hvor mange mulige antrekk som kan dannes. Dette kan vi finne ut ved
a dele opp forsgket i to trinn. Farste trinn er & velge en bukse, og andre trinn a velge en genser.
For hver bukse som velges i trinn 1, er

det tre gensere som kan velges i trinn 2,

Trinn 1 Trinn 2
se figuren 7. Til den farste buksen B er B G
1
det mulig & benytte tre ulike gensere, og
vil gi antrekkene B1G1, B1G2, B1Gs. Den G
andre buksen, B2, kan kombineres pa G:
tilsvarende mate, B;Gi, B.Gz, B:Gs. B G
Antall kombinasjoner er derfor 2 - 3 = 6. G2
Plaggene kan altsd kombineres pa seks G
ulike mater. Marsvinproblemet kan lgses
pa tilsvarende mate. Siden det er tre seter Trinn 1 Trinn 2 Trinn 3
i sofaen, vil det veere totalt tre trinn. | det M M M;
forste trinnet er det ogsa tre marsvin a
) M3 — M

velge mellom, M1, M2 og Ms. Uavhengig

. . e M M) M;3
av hvilket marsvin man velger i trinn 1 er
det i trinn 2 bare to marsvin a velge B Mi
mellom. Velger man M; i farste trinn, Ms Mi M:
kan bare M2 og M3 velges i andre trinn. | M — My

det siste trinnet har vi valgt to marsvin

L. Figur 7: Koffertproblemet (gverst) o
allerede, og det er da bare et marsvin igjen. magrsvinproblem?et (nederstg )09

Davil N1 =3, N2 =2 0g N3 =1, og antallet
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mulige kombinasjoner er 3 - 2 - 1 = 6. Siden det er tre marsvin som samtidig skal sitte i sofaen,
er det ikke rom for tilbakelegging i lgsningene. Det betyr at et marsvin ikke kan sitte pa flere
seter i sofaen samtidig. En annen forutsetning i oppgaven er at det har noe 4 si hvor hvert enkelt
marsvin sitter, altsd er det et ordnet utvalg. Lasningen MiM3sM: vil veere ulik fra lgsning

M1M:zMs, og derfor ogsa veere gyldig.

Forskjellene mellom de ulike oppgavene er mer enn bare antallet trinn. 1 oppgaven med klaerne
er trinnene uavhengige av hverandre. Det ene trinnet er valg av bukse og det andre valg av
genser, altsa velger vi blant ulike sett. I marsvinoppgaven velger vi fra samme mengde, og
trinnene er derfor avhengig av hverandre. Trinn 2 er avhengig av trinn 1 og trinn 3 avhengig av
trinn 2. Nar mengden vi velger elementer fra er det samme i alle trinnene vil antallet mulige

valg reduseres med ett element for hvert trinn.

3.4 Bearbeiding og analyse

Analysering av datamateriale er en prosess hvor forskeren far en mer komplekst og helhetlig
forstaelse av datamaterialet, gjennom a dele opp helheten. Det er viktig at forskeren er bevisst
pa at funn kan stride med forskerens forventninger (Postholm, 2010). I dette delkapittelet vil

jeg redegjgare for arbeidet med bearbeidelsen og analysen av datamaterialet.

3.4.1 Transkripsjon

| etterkant av datainnsamlingen ble lydopptakene transkribert og anonymisert. Ifglge Nilssen
(2012) vil tekster produsert av forskeren aldri kunne bli helt ngyaktige. Transkripsjoner av
lydopptak vil bare kunne fange opp det verbale spraket, og mimikk, tonefall og annen ikke
verbal-kommunikasjon vil falle bort. Feltnotatene jeg tok underveis i datainnsamlingen, kunne
jeg i etterkant tilfgye transkripsjonen. I arbeidet med a transkribere samtalene prgvde jeg sa
godt jeg kunne a gjengi elevenes utsagn korrekt. Dette gjorde jeg for & unnga a tolke elevenes
utsagn i selve transkripsjonen. Likevel endret jeg dialektene til elevene, og skrev
transkripsjonene pa bokmal, for & overholde de etiske retningslinjene, og hindre at elever kunne
gjenkjennes. At jeg pa forhand hadde bestemt meg for hva som var viktig, la faringer for
tolkningene jeg gjorde i det jeg skrev ned observasjoner (Nilssen, 2012). Derfor pravde jeg a

sa godt som mulig a bare skrive ned handlingene elevene gjorde, slik som «oransje = bla»,
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som betyr at eleven pekte pa buksen som var oransje farst og sa den bla genseren. Dette gjorde

jeg for & unnga a tolke i notatene jeg tok under selve gjennomfgringen av datainnsamlingen.

Av erfaring vet jeg at det er vanskelig a skille stemmer jeg ikke kjenner fra hverandre, derfor
brukte jeg elevenes navn i samtalene. Dette for a lette arbeidet i etterkant, da det kan veere
vanskelig & hgre hvem som snakket. De gangene jeg ikke hadde sagt elevens navn, harte jeg
gjennom delen av samtalen, og sa pa de ulike tegningene for a fastsla hvem som snakket. Da
det bare var to elever i gangen, var dette enkelt a gjere.

| transkriberingsprosessen var det deler av samtalene jeg unnlot a transkribere. Dette gjorde jeg
fordi det var utsagn som ikke var relevante for oppgaven. Et eksempel er en elev som begynte
a snakke om et program pa barne-TV. Selv om jeg ikke transkriberte deler som dette, lyttet jeg
og tok tiden. Dette kunne jeg skrive som «barne-TV, 45 sekunder» i transkripsjonen, da jeg
tenkte det kunne veere viktig a vite hvor lenge eleven var ufokusert, og hvor lenge den andre
eleven hadde sittet og arbeidet. Transkripsjoner av samtaler er gjengivelser av talesprak til
skriftsprak og ifalge Kvale og Brinkmann (2015) vil transkripsjonene vere svekket da de
mangler stemmeleie og kroppssprak. | transkripsjonen brukte jeg tegnsetting for & markere
ikke-verbale handlinger. De ikke verbale handlingene jeg skrev i transkripsjonen bygger pa
feltnotatene jeg tok under datainnsamlingen. Feltnotatene mine inneholdt tidspunkt fra
lydopptaket, altsa skrev jeg 03:45 sammen med den ikke verbale handlingen en elev utfarte 3
minutter og 45 sekunder ut i samtalen. | transkripsjonsarbeidet flettet jeg derfor inn de ikke
verbale handlingene fra feltnotatene fortlgpende mens jeg transkriberte. Dette gjelder i
hovedsak ikke-verbale handlinger som ble skrevet som tekst i parentes i transkripsjonen, da
avbrytelser og pauser gjenkjennes i lydopptakene. Tegnsettingen jeg brukte i transkripsjonen

for ikke verbale handlinger er:

- Avbrutt av andre

[...] Pause lengre enn 3 sekunder
[n] Pause i n sekunder

(tekst i parentes) Ikke-verbal handling
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3.4.2 Analysearbeidet

Etter gjennomfgringen og transkriberingen av samtalene, tok jeg fatt pa analysearbeidet.
Forskningssparsmalet i dette prosjektet «Hvilke strategier bruker andretrinnselever i mgte med
kombinatorikkproblem, og hvilken funksjon har tegning i dette arbeidet?» la naturlig noen
retningslinjer for analysearbeidet.

Organisering og presentering av data er et kjerneelement i kvalitativ dataanalyse (Cohen et al.,
2018). Jeg har valgt & organisere, analysere og presentere mitt datamateriale etter tema. | selve
analysearbeidet studerte jeg forst datamateriale med tanke pa hvilke kombinatorikkstrategier
elevene brukte. | arbeidet sa jeg pa tegningene og transkripsjonen fra samtalen. Jeg tok
utgangspunkt i elevenes tegninger, og leste transkripsjon flere ganger for a forstad hvordan
eleven hadde tenkt. Tegningen alene ga en indikasjon pa hvilken strategi eleven hadde brukt,
mens transkripsjonen utfylte, stattet eller avviste tegningens indikasjon. For a forsta hvordan
elevene hadde tenkt brukte jeg algebraisk notasjon som for eksempel B1Gi, for a representere
at eleven ferst har kombinert en bukse med en genser, og videre B.G> om elevens neste
kombinasjon var sammensatt av en annen bukse og en annen genser. For hver enkelt
kombinasjon elevene skapte, sa jeg pa tegningen og transkripsjonen sammen for & finne den
riktige algebraiske notasjonen. Pa den maten kunne jeg kategorisere elevenes strategier ut fra
English (1996) sine faser. Videre valgte jeg ut utsagn fra eleven som var interessante med tanke

pa elevens strategi.

| andre del av analysearbeidet fokuserte jeg i stgrre grad pa tegningene, da jeg var ute etter a
studere hvilken funksjon tegningene kunne ha for eleven. Med bakgrunn i andre del av
forskningsspgrsmalet: hvilken funksjon har tegning for eleven, studerte jeg tegningene, og
utsagnene som var knyttet til hvorfor elevene hadde tegnet slik de gjorde. Til dette brukte jeg
sma post-it-lapper for @ markere elementer i tegningene som kunne ha en funksjon, om elevene
tegnet for eksempel piler, skrev jeg en post-it-lapp med «manipulasjoner». Videre sa jeg pa
transkripsjonen hvor eleven snakket om tegningen sin, for a analysere om det var planlagte eller
uplanlagte manipulasjoner. Slik jobbet jeg med alle tegningene, sa pa tegningen sammen med
transkripsjonen for a analysere hvorfor elevene tegnet, for a kategorisere tegningens funksjon i

kategoriene fra teorikapittelet.

32



3.5 Studiens troverdighet

Kvaliteten pa kvalitativ forskning kan vurderes ut fra prosjektets troverdighet (Tjora, 2017;
Thagaard, 2018). Relabilitet dreier seg om et skrablikk pa prosjektet med tanke pa om det virker
a veere utfgrt pa en palitelig mate, mens validitet knyttes til forskningsresultatene og tolkningen
av datamaterialet (Thagaard, 2018). | kvalitativ forskning dreier det seg om hvor troverdig
prosjektet er. For & sikre troverdighet i undersgkelser er det viktig & ha en plan for
gjennomfgrelsen, som er gjennomtenkt og systematisk (Grenness, 2012). | dette prosjektet har
jeg benyttet meg av transkripsjoner av lydopptak, elevtegninger og egne observasjonsnotater.
Gjennom a samle inn data pa ulike mater, kan jeg kvalitetssikre at de tolkningene jeg gjer av
datamateriale stattes opp av flere typer empiri. De sitatene og tegningene jeg har valgt a vise

frem, er presentert fordi det er data som kan gi innblikk i problemstillingen.

Innen samfunnsforskning vil forskeren ifglge Tjora (2017) veere engasjert i tematikken som er
fokus for prosjektet. Det er derfor viktig at jeg tar i betraktning min rolle i undersgkelse. Mine
beslutninger i prosessen har veert farget av erfaringer, hypoteser og teori jeg har opparbeidet
meg, noen bevisst, andre ubevisst. Intensjonen med studien og forskningssparsmalet jeg har
stilt pavirket funnene mine. Et eksempel er at jeg har valgt oppgaver hvor det er hensiktsmessig
for elever a tegne, da det er en del av forskningsspgrsmalet mitt. Ifglge Tjora (2017) er det en
styrke om forskeren har mye kunnskap om temaet, da det da er lettere a stille presise spgrsmal.
Ulempen er at man da kan ha med seg mange forutinntattheter. Derfor er det viktig a vere apne
for nyanser, slik at forskeren ikke overser situasjoner som er ulike fra egne erfaringer
(Thagaard, 2018).

Kampmann (2000) reiser spgrsmal om troverdigheten rundt barns utsagn. lkke om det barn
forteller er riktig, men om den voksne forskeren klarer a sette seg inn i og forsta det barnet
gnsker & formidle. Som nevnt tidligere er det ifglge Tjora (2012) verd a veere bevisst pa at ikke
alt som blir sagt representerer sannheten. Valget jeg har gjort om at elevene skal fa representere
sine lgsninger pa papir, gjennom skrift eller tegning, tror jeg gjar dette til en mindre utfordring.
Gjennom a bade observere elevene og stille spgrsmal styrkes validiteten av datamaterialet og
tolkninger. Nar elevene har noe konkret & samtale om, altsa deres tegninger, tror jeg det er

lettere for meg som forsker a forsta det de praver a formidle.
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Dette forskningsprosjektet er ikke generaliserbart, da antallet informanter er for lite til & kunne
si noe generelt om verken andretrinnselevers strategibruk i kombinatorikk eller hvordan
funksjon tegning har i problemlgsning. Men dette prosjektet kan likevel bidra til nye tolkninger

og refleksjoner, sa prosjektets resultater har en viss overfgrbarhet.

3.6 Etiske betraktninger

| forkant av datainnsamlingen fikk prosjektet godkjenning av Norsk Senter for Forskningsdata.
| trdd med deres retningslinjer utarbeidet jeg et informasjonsskriv som ble sendt hjem til
elevenes foresatte (se vedlegg 1). Informasjonsskrivet inneholdt informasjon om prosjektet, og
kontaktinformasjon dersom de skulle ha noen spgrsmal. Kontaktlarer informerte om prosjektet
da samtykkeskjema ble delt ut, og elevene som deltok ble plukket ut fra de av elevene som
hadde levert underskrevet samtykkeskjema tilbake til kontaktleereren. For & ta hensyn til eleven,
er det ulike etiske betraktninger forskeren ma ta. Far selve datainnsamlingen informerte jeg de
aktuelle elevene igjen om hva prosjektet gikk ut pa, og stilte spgrsmal om de fremdeles gnsket
a delta. Videre informerte jeg om at de nar som helst kunne trekke seg fra deltakelse, og at jeg
for & sikre konfidensialitet kom til & endre elevenes navn i oppgaven. Lydfilen fra
datainnsamlingen slettet jeg i det jeg hadde transkribert, og listen over elevenes pseudonym er

oppbevart et sikkert sted, for & kunne ta ut riktig elev om de skulle gnske & trekke seg.
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4. Analyse av strategier og tegninger

| denne oppgaven gnsker jeg a svare pa spersmalet «Hvilke strategier bruker fire
andretrinnselever i mgte med kombinatorikkproblem og hvilken funksjon har tegning for
elevenes arbeid?» Gjennom dette analysekapittelet vil jeg gi grunnlaget for & kunne svare pa
disse spgrsmalene. Malet er & kunne gi innsikt i hvordan elevene lgser oppgavene tilknyttet
kombinatorikk som de har fatt, og hvordan de bruker tegning i problemlgsningsprosessen.
Kapittelet er delt i to deler, hvor jeg farst ser pa hvilke strategier elevene bruker, analysert ut
fra English (1996) tre faser — den uplanlagte fasen, overgangsfasen og odometerfasen. Videre
vil jeg se pa hvordan elevene bruker tegning. Rammeverket brukt i denne delen av analysen, er
en kombinasjon av resultater fra Teledahl (2017) og Stylianou (2011) forskning pa hvordan
elever bruker tegning problemlgsning. | begge delene vil elevenes tegninger og deres utsagn i
problemlgsningsprosessen vaere utgangspunkt.

4.1 Kombinatorikkstrategier

Nar vi mgter et problem i matematikk er det mange mater a gripe det an pa. Likevel er det noen
likheter mellom ulike strategier i de ulike fasene definert av English (1996). Elever som
benytter seg av strategier i den uplanlagte fasen har ikke en klar plan for
problemlgsningsprosessen, og veien blir til mens de arbeider. Mine analyser viser at Bendik og
Daniel bruker strategier i den uplanlagte fasen pa begge problemene. | overgangsfasen
begynner et alternerende mgnster a tre frem, ofte knyttet til det forste steget i
problemlgsningsprosessen. Dette mgnsteret kan veere ufullstendig og kombinasjoner kan bli
glemt. Jeg fant at Caroline og Andreas bruker strategier i overgangsfasen pa marsvinproblemet.
| odometerfasen benytter elevene seg av et manster i utvelgelsen av element som er mer
sofistikert, da de systematisk slar sammen elementene i de ulike mengdene. Analysen viser at
Caroline og Andreas bruker strategier i odometerfasen pa antrekkproblemet. Tabell 3 under

viser hvilke faser elevene brukte strategier i.

Den uplanlagte fasen Overgangsfasen Odometerfasen
Antrekkproblemet Bendik Caroline

Daniel Andreas
Marsvinproblemet Bendik Caroline

Daniel Andreas

Tabell 3: Elevenes strategier
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4.1.1 Den uplanlagte fasen

Problemlgsning i matematikk handler om a finne en strategi for a lgse et problemet. | mgte med
ukjente problem, slik som kombinatorikkoppgaver for disse elevene er, er det naturlig at flere
av elevene bruker en prav-og-feil-tilnerming til oppgaven, altsa strategier innenfor den
uplanlagte fasen. | arbeid med bade antrekkproblemet og marsvinproblemet brukte Daniel og
Bendik strategier innenfor den uplanlagte fasen. | dette delkapittelet vil jeg se naermere pa deres

lgsninger, ved & ta utgangspunkt i tegningene de produserte og utsagn fra elevene i

problemlgsningsprosessen.

| arbeidet med antrekkproblemet bruker Daniel en prav-og-feil-strategi, som er karakteristisk

for den uplanlagte fasen. Utdraget nedenfor utspiller seg i problemlgsningsprosessen nar

Daniel har tegnet og fargelagt alle plaggene, se figur 8. Underveis i samtalen skriver han

«ma» «ti» og «ek». Altsa er ikke pilene tegnet.

Daniel:

Forsker:

Daniel:

Forsker:

Daniel:

Forsker:

Daniel:

Figur 8: Daniel tegner antrekkproblemet

Hvis du kommer pa en mandag, sa kan du ha pa deg den rgde og den oransje.
Ja, okei.

Jeg skriver bare ma for mandag. (skriver «may)

P& mandag tar jeg pa?

Den bla bukse og den rgde genseren.

Okei.

Og pa tirsdag kan du ha pé& grenn og oransje. Og sa skriver jeg bare ekstra (skriver
«ti» 0g «ek»).

36



Daniel er i arbeid med det English (1996) kaller det uplanlagte steget. Dette fordi han ikke
bruker et mgnster for utvelgelsen av element. Han sier farst at rgd genser og oransje bukse er
farste kombinasjon, men nar jeg ber han om a gjenta, endrer han til bla bukse og rad genser,
som er en indikasjon pa at utvelgelsen av elementer er tilfeldig. Utdraget alene han tyde pa at
han mener at elementene fra den farste mengden brukes opp, og derfor ikke kan danne nye
kombinasjoner med andre element, altsa at bla bukse og grenn genser ikke kan kombineres om
bla bukse og rad genser allerede er en kombinasjon. Ifglge English (1996) kan repeterte utvalg
at et element for unge elever oppfattes som motstridene til malet & danne ulike kombinasjoner.
Videre i problemlgsningsprosessen papeker Daniel denne problematikken, og etter klargjaring

far han dannet flere kombinasjoner:

Daniel: Du kan jo kanskje vaske klarne der?
Forsker: Ja det kan jeg. Men jeg vil ikke bruke akkurat det samme sammen flere dager.

Daniel: Men da kan du jo bruke de to sammen (peker pa bla bukse og grenn genser) og de to
sammen (peker pa rgd genser og oransje bukse), og fortsatt den som ekstra. Da kan du
jo veere fire dager pa ferie!

Dette utdraget viser at han ikke lenger tolker oppgaven som at elementer kan

«brukes opp». Da han her far han dannet ytterligere to kombinasjoner ved en &
krysskombinasjon. Kombinasjonene han til nd har dannet vises i figur 9 til B —G
hgyre, og det kan se ut som han narmer seg overgangsfasen, da mgnsteret i Bi—Ge
utvelgelsen av bukser ligner manster English (1996) beskriver. Problemet han B2 —G1

magter er at han ikke har med alle elementene i begge mengdene, han danner Figur 9:
ingen kombinasjoner med den lilla genseren. Ser vi neermere pa rekkefalgen D2niels strategi
av utvelgelsen til Daniel og pilene han tegner, viser det at han bytter pa hvilken mengde han
velger fra farst, se figur 10. At det er tilfeldig hvilken mengde han velger fra farst, viser han
idet han i dialogen nevner farst buksen som farste element og i neste kombinasjon genseren

som farste element. English (1997) sier ikke noe eksplisitt om dette, men det

kan tyde pa at utvelgelsen av element er tilfeldig, eller sa kan det veert fordi han | B1 — G1
ser pa plaggene sammen som et antrekk og derfor ikke synes rekkefglgen er | G, — B>
viktig. Likevel vil rekkefalge for utvelgelse av element ha betydning for akunne | B, — G,

videreutvikle strategien han bruker til en mer sofistikert strategi. Til nd i | g, B,

problemlgsningsprosessen har Daniel dannet fire kombinasjoner, han har enda Figur 10:
Daniels strategi

ikke tegnet pilene i tegningen sin, men bruker den aktivt i sine med rekkefalge

argumentasjoner for hvilke kombinasjoner som kan dannes. I dialogen videre

tegner han pilene mellom plaggene.
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Daniel: Og sa kan du jo etterpa gjere sann, sann, sann og sann, sann, sann. (tegner pilene
mellom alle plaggene utenom den lilla genseren)

Daniel har ndr tegnet pilene i tegningen sin, hvor retningen til pilene ikke er konsekvent. Fra
den bla buksen gar pilene til grenn og rad genser, mens fra den oransje buksen gar pilene til
den grenne, men fra den rgde genseren. Her viser Daniel igjen at han ikke har tatt utgangspunkt
i en elementtype for & lgse problemet. At pilen gar fra den rade genseren til den oransje buksen
viser at han fremdeles bruker en prev-og-feil-strategi, hvor han finner ulike kombinasjoner med
a prave seg frem. Videre oppdager Daniel at han kan danne flere kombinasjoner ved a bruke
den siste genseren, som han til na bare har betraktet som en «ekstragenser». Den prgvende
strategien han bruker ferer til at Daniel ikke har kontroll pa hvor mange kombinasjoner han har

dannet:

Forsker: 0Oj, ble det enda flere dager na?

Daniel: Ja! Det ble atte dager n4, tror jeg. Eller, en, to tre, fire. En, to tre. En, to, tre. Tre dager
na, nei, det var jo fire. Og sa kan du gjgre sann, nei, na har du jo brukt alle. Nei, du
kan gjere sann (tegner pilene fra bla og oransje bukse til lilla genser), da blir det fem
dager pa ferie.

| tegningen Daniel har tegnet er alle mulige kombinasjoner representert, men han har problemer
med a telle disse kombinasjonene som han har representert med piler. Tidligere i samtalen har
Daniel kommet frem til at det var fire dager, altsa fire ulike kombinasjoner. Dette var fer han
tegnet de siste to pilene i tegningen sin, kombinasjonene med den lilla genseren. Likevel starter
Daniel & telle for & finne frem til svaret. | tellingen, som han avbryter flere ganger og begynner
pa nytt sier han «nei, det var jo fire», i det han kommer pa at han allerede vet at det er fire
kombinasjoner med de fire plaggene han har tegnet piler mellom. Videre finner han de to siste
kombinasjonene, og tegner pilene fra buksene til den lilla genseren. Daniel avslutter med & si
at det er det er mulig & vaere «fem dager pa ferie», som igjen viser problemene han har med

tellingen, da han egentlig har representert alle de seks kombinasjonene i tegningen sin.

| arbeid med marsvinoppgaven bruker ogsa Daniel en prgv-og-feil-strategi. Han har tegnet
marsvinene i sofaen i rekkefalgen bla-turkis-rosa, se figur 11. Maten han arbeider pa for a finne
flere lgsninger er a tegne piler for a representere omplassering pa marsvinene. Prgv-og-feil-
strategien Daniel bruker i denne problemlgsningen er preget av manipulasjoner i tegningen ved
a bytte plass pa to av marsvinene. Fra den originale tegningen Mi1M2Ms, bytter Daniel farst

plassen pa M1 og My, slik at marsvinene sitter i kombinasjonen MaM1Ms.
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Figur 11: Daniel tegner marsvinproblemet

Forsker: Hva har du tegnet na?

Daniel: At den kan vere der og den kan veere der. (Peker pa de to pilene han har tegnet)
Daniel har til nd i prosessen bare tegnet pilene fra M til M2 og fra M2 til M3, og videre tegner
han pa de resterende pilene. Han viser ingen tegn til a ha en plan for manipulasjonene han gjar,
men praver seg fram ved hjelp av tegningen. Pa spgrsmal om hvor mange kombinasjoner han

har funnet sier han:

Daniel: Hm, en, to, tre, fire. Nei. En to. To!
Her har Daniel egentlig representert fire ulike kombinasjoner i tegningen sin, men uttrykker at
det bare er to. Kombinasjonene han har representert i tegningen sin er MiM2Ms, M2M1Ms,
M2M3sM1, M1M3sMa, hvor ingen av kombinasjonene er gjentatt, og alle er gyldige lgsninger pa
problemet. Maten Daniel har lgst problemet er gjennom en strategi i den uplanlagte fasen. Det
er ifglge English (1996) tilnerminger til problemlgsningsprosessen som er preget av
tilfeldighet. Daniel bytter om pa marsvinene ved hjelp av piler og har falgelig ikke kontroll pa
hvor mange piler han har tegnet, og derfor ikke kontroll pa hvilke kombinasjoner han har funnet
og om det eventuelt er flere. En viss systematikk er det i pilene han har valgt a tegne, da han
har representert omplassering pa marsvinet til venstre med marsvinet i midten, marsvinet i
midten med marsvinet til hgyre og marsvinet til venstre med marsvinet til hgyre. Likevel gir
ikke denne systematikken Daniel sikkerhet i sin strategi, da han til tross for dette ikke vet hvor

mange kombinasjoner han har representert.
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Bendik bruker strategier i den uplanlagte fasen i begge oppgavene han arbeider med. | arbeid
med oppgaven med de tre marsvinene gnsker Bendik etter a ha tegnet tegningen i figur 12 a
representere bytte av plasser pa marsvinene ved a tegne piler. Tegningen hans representerer
marsvinene i rekkefalgen rosa My, turkis Mz, bla Ms. Tegningen viser at Bendik har tegnet en
pil fra M2 til M3, og en pil fra M3 til M». Dette representerer at disse to marsvinene skal bytte

plass.

Figur 12: Bendik tegning marsvinproblemet

| det Bendik begynner a tegne en pil fra My til M2 (som senere viskes ut), utspiller falgende

dialog seg:
Forsker: Hva tegner du né?
Bendik: Hvor skal den sitte da? Den mé jo sitte der den satt?

Bendik svarer ikke pa spgrsmalet som stilles, men viser heller usikkerhet i hva han skal gjare,
i det han stiller spgrsmal til sin egen problemlgsningsprosess. At Bendik stiller sparsmalet
«hvor skal den sitte da?» tyder pa at han ikke har en plan for problemlgsningsprosessen. Om
disse manipulasjonene Bendik gjegr hadde veert en del av en plan, ville han ikke blitt overrasket
over at My ikke kan bytte plass om M og M3 bytter. Problemlgsningsprosessen barer preg av
en prgv-og-feil-tilneerming. Arbeidet han gjar er uplanlagt og han praver seg frem, noe som er
vanlig i den uplanlagte fasen. Videre i problemlgsningsprosessen finner Bendik svar pa

spgrsmalene han stiller om hvor det siste marsvinet kan sitte:

Forsker: Du stoppa opp da du begynte & tegne en pil herfra?

Bendik: Ja, fordi den mé sitte der den satt.

Forsker: Hvorfor det?

Bendik: Fordi jeg byttet bare pa den bla og den turkise. Det er en som ma sitte igjen.
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| det Bendik oppdager at om to marsvin skal bytte plass kan ikke det siste marsvinet flyttes,
visker han ut den siste pilen han tegnet. Kombinasjonene M1:M2>M3s og M1M3M: er de eneste

kombinasjonene Bendik finner, og etter denne dialogen tegner ikke Bendik mer.

| den andre oppgaven elevene fikk, bruker Bendik ogsa en strategi innenfor den uplanlagte
fasen. Nar han blir bedt om & finne alle kombinasjonene de tre genserne og de to buksene kan
danne starter han pa tilsvarende mate som ved forrige oppgave, Bendik tegner alle elementene

I kofferten, se figur 13.

Figur 13: Bendik tegner
antrekkproblemet

| utdraget fra transkribsjonen forteller Bendik at han vil kombinere den lilla genseren med den
oransje buksa, og den grgnne genseren med den bla buksa. Ut fra disse to kombinasjonene er
det usikkert hvilke strategi Bendik bruker, fordi kombinasjonene kan vare starten pa en strategi

i overgangsfasen eller en prgv-og-feil-strategi i den uplanlagte fasen.

Forsker: Hva har du funnet ut, Bendik?

Bendik: Hvis du bruker farst dem her to.

Forsker: Okei, den lilla genseren og den oransje buksa.

Bendik: Ja. Og sa bruker du neste dag slenger de her til vask, og sa kan du bruke den t-skjorta
(peker pa den grgnne) og den bla buksa. Og sa kan du bruke en til sann.

Forsker: Hva er det?

Bendik: Det er en t-skjorte, den rgde t-skjorta.

Om strategien Bendik bruker er i overgansfasen ma det vare et alternerende megnster i
utvelgelsen av et element, slik Bendiks to kombinasjoner B1G1 og B2G2 kan veere starten pa.
De videre kombinasjonene kan for eksempel vaere B1G2 og B.Gs, som er et mgnster hvor B1 og
B2 annenhver gang velges. Likevel er et viktig element i Bendiks forklaring den rgde genseren,
Gs. For at strategien han bruker kan sies & veere i overgangsfasen, ma det vare et mgnster i

utvelgelsen av elementene. At Bendik sier «sa kan du bruke en til sann» og henviser til den rade
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genseren, viser at han ikke har en plan om & kombinere denne med buksene. Bendik lager ingen
flere kombinasjoner med kleaerne i tegningen sin. Selv om han nevner den rgde genseren, skaper
han ingen kombinasjoner med den, og de to kombinasjonene B1G1 og B2G: er de eneste han
danner. Dette tyder pa at han arbeider i den uplanlagte fasen, og at hans to kombinasjoner er et
resultat av en prgv-og-feil-tilnerming til problemlgsning hvor han tilfeldig slar sammen plagg

for & skape kombinasjoner.

4.1.2 Overgangsfasen

Strategier i overgangsfasen baerer preg at av det er strategier i overgangen mellom en prgv-og-
feil-tilneerming i den uplanlagte fasen og et syklisk mgnster i odometerfasen. | overgangsfasen
starter elevene a sette sammen et mgnster, som ofte er alternerende, hvor et element fra en
mengde ikke «brukes opp» far et nytt element velges. Andreas og Caroline bruker strategier i
overgangsfasen nar de arbeider med marsvinoppgaven. Videre vil deres utsagn og tegninger
analyseres.

Nar Andreas blir presentert oppgaven med marsvinene forklarer han fgr han begynner a tegne

hvordan han mener marsvinene kan lage en plan pa hvordan de skal sitte. Han sier:

Andreas: De kan bytte pa det, farst den bl3, sa den granne, s& den lilla, bla, grenn, lilla, bla,
grann, lilla.

Marsvinbamsene star na pa bordet foran Andreas, og mens han forklarer peker han pa bamsen
til venstre. Utsagnet er da knyttet til hvilket marsvin som i hver kombinasjon skal sitte pa denne
plassen, og tyder pa at Andreas bruker en strategi i overgangsfasen. Han har enda ikke tegnet
eller gitt uttrykk for hvordan disse kombinasjonene i helhet skal se ut, men har en plan pa hvilke
marsvin som skal ha den farste plassen. Dette er et typisk tegn for strategier i overgangsfasen,
som er karakteristisk av et alternerende mgnster i utvelgelsen av det farste steget (English,
1996). Nar Andreas senere tegner kombinasjoner, se venstre bilde i figur 14, er det alternerende

mgnsteret synlig.
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Figur 14: Andreas tegner
marsvinproblemet

Andreas varierer syklisk pa hvilket marsvin som skal sitte pa det farste setet, altsa er utvelgelsen
av det farste steget planlagt. Selv om Andreas tegner pa tilsvarende mate som han tidligere har
forklart, er ikke tegningen lik hans tidligere utsagn. Hvor han i farste utsagn forteller at den bla
farst skal veere fgrste marsvin i farste kombinasjon, er det i hans tegning det grenne marsvinet

som er tegnet farst.

Andreas: Jeg tenker sann, farst grgnn der, bla i midten og s lilla der. S& bla der, lilla der grgnn
der. Sa lilla der, bla der, grann der.

Selv om marsvinene har endret plassering i forhold til forklaringen Andreas farst gir, er
mgnsteret det samme, et alternerende manster i valg av det fgrste steget. En annen endring som
har skjedd fra ferste forklaring til tegningen Andreas tegner er at antallet kombinasjoner er
redusert. | forklaringen Andreas gir i begynnelsen av problemlgsningsprosessen er ni
kombinasjoner skissert opp, altsa har han navngitt hvilket marsvin som skal sitte pa det farste
setet i ni ulike kombinasjoner. | tegningen har han bare tegnet tre kombinasjoner. Dette kan
tyde pa at Andreas ikke har en formening om hvor mange kombinasjoner som er mulig a danne,
men har en plan for hvordan han skal lgse problemet. Uten hans farste forklaring, kan tegningen
og forklaringen pa tegningen minne om en strategi i den uplanlagte fasen, fordi det alternerende
mensteret ikke kommer tydelig frem nar det bare er tre kombinasjoner som er tegnet.
Forklaringen Andreas gir i begynnelsen av problemlgsningsprosessen er derfor viktig for a
forsta at han har en plan for problemet, og ikke bare praver og feiler i tegningsprosessen.
Grunnen til at Andreas ikke tegner flere kombinasjoner i denne tegningen er at han ikke er
forngyd med lgsningene sine. Etter at han har tegnet disse, tar han et nytt ark og begynner &

tegne en ny tegning. Etter at han har tegnet tegningen til hgyre i figur 14, sier han:
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Andreas: Det her synes jeg var bedre, for na far de forskjellige plasser hver gang. Fordi da blir
det ikke urettferdig for dem.

Altsa er Andreas misforngyd med sin tegning, fordi noen av marsvinene sitter pa samme sted
flere ganger. Det bla marsvinet sitter to ganger i midten av sofaen, og det grgnne marsvinet
sitter to ganger til hgyre. At Andreas mener tegningen hvor alle marsvinene har forskjellige
plasser hver gang er bedre enn den originale tegningen, forteller noe om hvordan han oppfatter
oppgaven. Siden problemet er presentert gjennom tre marsvin som krangler om hvor de skal
sitte, virker det som Andreas mener marsvinene ma sitte pa ulike plasser i hver nye kombinasjon

for at lgsningen skal vaere gyldig.

Caroline er ivrig nar hun far marsvinproblemet presentert, og begynner a flytte om pa

bamsene. Mens hun gjar det, forklarer hun hvordan hun vil lgse oppgaven:

Caroline: Jeg har en god ide. En skikkelig god ide! Farst sa sitter den bla der, og s& grenne der
og sa lilla der. Og sa gr@nne der og lilla der og bla der, og sa lilla der og bla der og
grgnn der og sa annen hver gang sann.

Ved a bare se pa endringene Caroline gjer med bamsene, kan det virke som det er tilfeldig at
kombinasjonene hun danner er unike. Som hun ogsa sier, organiserer hun fra venstre bla-grenn-
lilla. Videre flytter hun den grgnne bamsen til venstre og bytter plass pa bla og lilla, slik at
kombinasjonen blir, som hun sier «gregnn der, lilla der og bla der». | starten virker dette
usystematisk, og det er vanskelig ut fra dette utsaget alene a vite om hun har kontroll pa om
kombinasjonen som dannes er ulik fra den forrige, eller om hun prgver og feiler. Utvelgelsen
av element kan virke tilfeldig, slik som English (1996) forklarer det uplanlagte steget. Likevel
har Caroline laget et mgnster for utvelgelsen av element, og arbeider i overgangsfasen. Begge
ganger Caroline lager en ny kombinasjon, tar hun utgangspunkt i elementet som var i midten.
Altsa flytter hun det midterste marsvinet til venstre i hver nye kombinasjon. For & finne ut
hvordan Caroline tenker, sper jeg om hun kan vise det pa arket. | det videre arbeidet med
problemet snakker Caroline hgyt mens hun starter med tegningen sin, bilde til venstre i figur
15. | dette utdraget tegner Caroline sofaen med marsvinene i ulike farger. Tallet og skriften
tegner hun pa et senere tidspunkt.

44



Figur 15: Caroline tegner marsvinproblemet
Caroline: Jeg klarer det. Jeg tror jeg klarer det da. Liksom her er litt av sofaen. Sénn, og sé statten,
sann, det er sofaen, og s, farst den bla her, og s& den grgnne her og sa den lilla her. Og
s& kommer den grenne der og sa den lilla der og sa den bla der, og sa kommer den lilla
der og séa den bla der og sa den grenne der, sann. Sa gar det bare sann hver dag. Sa blir

det annenhver gang.

| det Caroline har tegnet tegningen til venstre i figur 15 (senere merket som «1») gir hun en
tilnsermet lik forklaring som hun gav med konkretene. Kombinasjonene hun viser gjennom &
tegne og peke, er de samme kombinasjonene hun viste med konkretene, M1M2M3, M2M3M; og
MsM31M, altsa en rullering mot venstre. Hver forklaring avslutter med at hun sier at det blir
slik «annenhver gang». Dette velger hun ogsa a skrive pa tegningen sin, for & vise hvordan
rulleringen skal skje. Videre i dialogen oppfordres Caroline til & vise sin forklaring pa arket:

Forsker: Men gar det an & vise det bare pa papiret? Hvis vi skal kunne se det pé tegninga di,
hvordan de skal sitte.

Caroline: Vi kan jo fargelegge, eller skriv sdnn annenhver gang gverst.

Forsker: Ja, men annenhver gang hva da?

Caroline: At han star de, eller, de skal sitte annenhver gang der der og der - der, der og der -

der, der og der.
Ut fra utdraget fra transkripsjonen kan det se ut til at Caroline har en annen forstaelse av
«annenhver». Gjennom a si «sitte annenhver gang der, der og der — der, der og der — der, der
og der», viser hun til de tre kombinasjonene hun har funnet, og hun mener derfor trolig at
annenhver gang har tilsvarende betydning som «hver tredje gang», eller at det er et begrep for
at noe skjer etter tur. Videre i samtalen tegner Caroline kombinasjonene hun har forklart
muntlig med konkretene og gjennom den farste tegningen, se tegningene merket som 2 og 3 i

figur 15.

Caroline: Jeg er ferdig! Farst er det sdnn, sa er det sdnn og sa er det sann (peker pa de ulike

tegningene). Sann, sann, sann og sann osv. Annenhver gang sann.
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Tegningen hennes er tilsvarende forklaringen hun gir bade med konkretene og med den farste
tegningen. Hun fortsetter a tegne de samme kombinasjonene i lik rekkefglge, Mi1M2Ms,
M2M3zM: og M3M1M.. De tre kombinasjonene hun har funnet viser et mgnster for utvelgelsen
av element, slik English (1996) forklarer strategier i overgangsfasen. Hun starter med en
tilfeldig kombinasjon, og forskyver den en gang til venstre for hver nye kombinasjon hun
danner. Hun forklarer at dette kan skje «annenhver gang» som jeg tolker som at mgnsteret skal
fortsette. Om denne forskyvningen fortsetter, vil det skape gjentakelser, kombinasjon 4 vil veere
lik kombinasjon 1. Ifglge English (1996) er det ikke vanlig at elever i overgangsfasen a fortsette
megnsteret gjennom hele problemlgsningsprosessen, men a bruke en prgv- og feiltilneerming
mot slutten. Caroline har ikke gjort dette, og er forngyd med sine tre kombinasjoner. Grunnen
til dette tror jeg er oppgaven hun har fatt presentert. Oppgaven eleven har fatt er a lage sa mange
ulike kombinasjoner som mulig, men i konteksten er det fordi disse marsvinene krangler om
hvem som skal sitte hvor, og en slik rulleringsplan Caroline har laget er «rettferdig» pa sin mate

— alle marsvinene far sitte en gang pa hver plass i lgpet av tre dager.

4.1.3 Odometerfasen
Odometerfasen innebeerer strategier hvor elevene holder et element fast og syklisk variere

elementene fra de andre mengdene. Nar alle kombinasjoner med det faste elementet er dannet,
byttes det ut med et nytt element fra samme mengde og gjer tilsvarende prosess med a
kombinere det nye faste elementet med elementene i de andre mengdene. Odometerfasen
innebaerer strategiene hvor alle kombinasjonene dannes og systemet er konstant, altsa varieres
elementene med en fast rekkefglge, men den innebeerer ogsa de strategiene uten en fast
rekkefalge, og eleven derfor kan komme til & skape gjentakende kombinasjoner. | datamateriale
brukte Andreas og Caroline strategier i odometerfasen pa antrekkoppgaven. Dette delkapittelet

ser nermere pa deres lgsningsstrategier med utdrag fra transkripsjonen og deres tegninger.

| arbeid med antrekkproblemet bruker Caroline en strategi i odometerfasen. Hun har na arbeidet
med oppgaven en stund og har tegnet alle plaggene i figur 16, uten piler og farger pa genserne.

Altsa er det bare buksene som har fatt farge. Uten oppfordring forteller hun:
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Caroline: Jeg tror at det er seks! Siden blae buksa der, og bla buksa til den og bla buksa til den,

og oransje buksa skal dit, og oransje buksa skal dit og oransje buksa skal dit!
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Figur 16:
Caroline sin

Figur 17: Caroline tegner antrekkproblemet strategi

Samtidig som Caroline forklarer, peker hun vekselsvis pa plaggene, uten en spesiell rekkefglge
pa genserne. Ut fra det Caroline gjer og sier, har hun laget et delvis mgnster for utvelgelse av
de ulike plaggene. Hennes forklaring tyder pa at hun holder buksene fast og varierer pa
genserne, i det hun sier «blae buksa der, og bla buksa til den og bla buksa til den», nar hun
peker pa genserne. En slik strategi er innenfor det English (1996) kaller odometerfasen, som
karakteriseres som et odometermgnster i utvelgelsen av element. Ved bruk av strategier pa
odometersteget holdes et element i den ene mengden konstant og danner kombinasjoner
systematisk sammen med element fra den andre mengden (English, 1996). Caroline bruker
buksene som konstanter, og danner kombinasjoner med den bla buksen farst, og deretter med
den oransje buksen. Caroline har imidlertid ikke en spesiell rekkefalge pa hvilke gensere hun
kombinerer buksene med. Det virker som dette er tilfeldig, da rekkefalgen hennes i pekingen
er Bi1Gi, B1Gz, B1G3, B2Gs, B2G2, B2Gy, se figur 17. Ut fra English (1996) beskrivelse av
odometersteget er ikke strategien Caroline bruker like sofistikert, da hun ikke viser en
systematisk utvelgelse av objekter fra det andre settet, genserne. Likevel er det en viss
systematikk i det Caroline gjer. Nar hun kombinerer plaggene til antrekk, velger hun ut de som
er nermest den buksen hun skal kombinere med. Carolines lgsningsstrategi er ikke pa det
hayeste nivaet i odometerfasen. Typisk for strategier i odometerfasen er et mgnster hvor et
element holdes fast, og alle kombinasjoner med dette elementet dannes far elementet byttes ut
med et element fra samme mengde (English, 1996). Caroline gjer nettopp dette. Hun velger en
bukse, B1, som hun holder fast og kombinerer med alle genserne, slik at kombinasjonene B1Gy,
B1G2, B1G3 dannes. Etterpa velger hun et nytt element, B, fra mengden med bukser, og danner

de resterende kombinasjonene.
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| arbeidet med problemet med & kombinere plagg til ulike antrekk, bruker ogsa Andreas en
strategi i odometerfasen. Han mener at antallet plagg som kan dannes er tolv, og i forklaringen
statter han seg til den ferdige tegningen av plaggene som ble presentert for elevene sammen
med problemet. Samtidig som han gir falgende forklaring, peker han pa de ulike plaggene i

rekkefglgen vist i figur 18.

Andreas: Det jeg tenker er sénn, fordi du kan ha bla og sa red, og sa kan du ha bla og sa lilla,
bl& og grenn, s kan du ha oransje og red, oransje og lilla og oransje og grann.

Forsker: Er du sikker at det ikke kan veere flere?

Andreas: Ja, det er tolv!

Ser vi dette i sammenheng med strategiene English (1996) presenterer, bruker Andreas en
odometerstrategi. Dette fordi han i sin lgsning holder et element konstant og det andre elementet
varierer systematisk. Andreas holder den bla buksa konstant, og varierer genserne. Strategien
Andreas bruker er gjengitt med matematisk notasjon i figur 19. Han kombinerer farst den bla
buksen med rad genser, deretter lilla genser og til slutt grann genser. Nar alle kombinasjoner
med den bla buksa er funnet, bytter han den ut med en ny bukse, den oransje, og gjentar
prosessen. Altsa bytter Andreas ut det konstante elementet fra mengden med bukser, og velger

et nytt konstant element.
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Figur 19:
Andreas sin
strategi

Figur 18: Andreas bruker de ferdige tegningen

Selv om Andreas er systematisk i sin lgsning, mgter han et problem. Det er ikke en av
svakhetene English (1996) beskriver, som problemer med a finne alle kombinasjonene, bruke
et konstant element for mye eller ikke veere klar over at alle kombinasjonene er funnet. Andreas
har funnet alle mulige kombinasjoner, men har problemer med & finne ut hvor mange
kombinasjoner det er, til tross for at han har brukt en sofistikert strategi. Det kan se ut til at
problemet han har er knyttet til telling. I utdrag fra transkripsjonen av samtalen virker det som
Andreas teller antall plagg brukt, i stedet for antall antrekk:
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Andreas: At man kan bruke den buksa tre ganger, og de genserne tre ganger, fordi man kan ha
bla med red, bla med lilla, bla med grgnn, og oransje med rgd, oransje med lilla og
oransje med grgnn.

Forsker: Hvordan kom du fram til det?

Andreas: Fordi jeg ma bare telle, telle seks pluss seks. Fordi jeg bruker den buksa tre ganger og
de genserne tre ganger, og sa tar jeg det sammen med den oransje.

Andreas teller antallet plagg, og ikke antrekk, i det han sier «man kan bruke den buksa tre
ganger og de genserne tre ganger». Alene kan dette utsagnet peke pa at han kombinerer plagg
for & skape antrekk, men nar han senere sier «telle seks pluss seks», kan det tolkes som at teller
de seks plaggene som kan brukes i den fgrste delen av odometerstrategien — altsa hvor han
kombinerer et element i den ene mengden med alle elementene i den andre mengden, her den
bla buksen med alle mulige gensere. Han sier videre at han «bruker den buksa tre ganger og de
genserne tre ganger» - altsa teller han hvor mange ganger de ulike plaggene er i bruk, ikke hvor
mange ulike kombinasjoner som kan dannes. Andreas blir sittende en stund stille og se ut i
luften, noe som kan tyde pa at han visualiserer. Dialogen som deretter falger, tyder pa at han

har oppdaget denne feiltellingen:

Andreas: | ste sa talte jeg med buksa tre ganger og.
Forsker: Hvordan talte du?
Andreas: Jeg talte sann at, fordi det blir jo annerledes for hver gang. Fordi buksa, den bla, med

den rgde, sé buksa med den lilla, s buksa med den grgnne, da talte jeg tre ganger
buksa og, og det samme gjorde jeg med den oransje. (Peker pa de ulike plaggene, bla
bukse — rad genser, bld bukse — lilla genser, bl& bukse — grann genser)

| dette utdraget har Andreas oppdaget tellefeilen sin, at han har talt plaggene i stedet for
antrekkene, ved at han sier «da talte jeg tre ganger buksa og», og viser med det forstaelse for at

antallet kombinasjoner i denne oppgaven er antallet antrekk, ikke antallet plagg brukt totalt.

4.2 Tegningens funksjon
| dette forskningsprosjektet brukte elevene tegning for & lgse oppgavene, og et av formalene

med prosjektet var a se pa hvilken funksjon tegning har for elevene i det arbeidet. Kategoriene
jeg har valgt a bruke er: tegne for a forsta problemet, tegne for & utforske, tegne for & redegjare
for problemlgsningsprosessen og tegne for & representere svaret. Delkapittelet er strukturert
etter disse kategoriene, for & kunne fordype meg i hver enkel funksjon, da det er overordnet det
a fordype meg i den enkelte elev. Analysen viser at tegning kan ha flere funksjoner for elevene,
og at tegningens funksjon kan endres underveis. Jeg har identifisert hovedfunksjonen tegningen
har for elevene, vist i tabell 4. Samtidig vil jeg kommentere andre eventuelle funksjoner tegning

har for elevene i arbeidet.
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Antrekkproblemet

Marsvinproblemet

Forsta Andreas
Utforske Bendik Andreas
Daniel Bendik
Daniel
Redegjere Caroline Caroline
Representere svaret Andreas

Tabell 4: Funksjonene tegning har for elevene

Altsa vil jeg presentere analysen av elevenes tegninger i delen av kapittelet som er
hovedfunksjonen til at de tegner. Eksempelvis vil jeg i «4.2.3 Tegne for & redegjere for
prosessen» presentere Carolines tegninger, da hovedfunksjonen til at hun tegner er a redegjere
for prosessen. | tabellen er Andreas sin tegning i marsvinproblemet analysert til & bade
«utforske» og «representere svaret», fordi begge funksjonene er viktig for hans arbeid, i det han
tegner to tegninger pa ulike grunnlag. Det er tydelig i hans tilfelle at han har tegnet den farste
tegningen for & utforske, og den andre tegningen for & representere svaret. | de andre
elevtegningene er ikke alle funksjonene like fremtredende. Det er altsa ikke like tydelig alle
funksjoner tegningen har, men en funksjon peker seg ut. Derfor har jeg valgt & se pa den som

hovedfunksjonen til at elevene tegner, og strukturert delkapittelet deretter.

4.2.1 Tegne for a forsta problemet
Tegning kan i problemlgsning brukes til & forstd problemet og betingelsene

problemformuleringen gir for oppgaven. Jeg fant i mitt datamateriale en tegning som har som

hovedfunksjon a forsta problemet. Dette var tegningen Andreas tegnet i antrekkproblemet.

Tegningen Andreas produserer nar han arbeider med oppgaven med de ulike antrekkene brukes
ikke i forklaringen han gir for hvor mange kombinasjoner som kan dannes. De ferdige bildene
er som nevnt tidligere sentrale for hans lgsning av problemet. Likevel tegner han en tegning
tidlig i prosessen, se figur 20. Tegningen karakteriseres som en piktografisk tegning, da det er
en realistisk avbildning av objektene i problemet. Selv om bukse og genser er de relevante

objektene har Andreas tegnet to mennesker med detaljer som ansikt og fotter.
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Figur 20: Andreas utforsker antrekkproblemet

Etter & ha tegnet denne oppklaringstegningen sitter han lenge uten a si eller gjare noe, far han
kommer med resonnementet for lgsningen sin, som ikke baserer seg pa denne tegningen. Mot
slutten av problemlgsningsprosessen sper jeg Andreas om denne tegningen, men han gir ingen

svar pa hva det er han har tegnet.

Forsker: Men hva er det du har tegnet her?

Andreas: Nei, jeg bare, det er ingenting.
At Andreas i sin forklaring pa problemet ikke bruker tegningen sin tyder pa at Andreas ikke
tegner for a lgse problemet, men heller for & forsta problemet og sette i gang tankeprosessen.
Tegningen kan ha en funksjon for Andreas ved at den formulerer betingelser for problemet
(Teledahl, 2017). | tegningen har han tegnet to mennesker med bukse og genser, som kan
representere kombinatorikk: at oppgaven sper etter kombinasjoner bestaende av et element fra
mengden med bukser og et element fra mengden med gensere. Det faktum at han har tegnet to
mennesker, kan ha en forklarende funksjon for eleven, med tanke pa begrepet «ulik», da
oppgaven spgr om hvor mange ulike plagg som kan dannes. Hvis dette er tilfelle, bruker han
sin tegning for & forsta betingelsene i problemet. Tegningen har uansett en funksjon tidlig i
prosessen, da den ikke er relevant for lgsningen av problemet. Tegningen brukes til & enten

forsta betingelsene eller a sette i gang tankeprosessen.

4.2.2 Tegne for a utforske

| mgte med problem hvor elevene ikke pa forhand har en fremgangsmate klar er det naturlig at
de bruker en strategi som inneberer a utforske problemet. | dette prosjektet har bade Bendik og
Daniel brukt tegning for a utforske pa begge problemene, mens Andreas har utforsket ved hjelp

av tegning pa en av oppgavene.
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| arbeidet med marsvinoppgaven produserer Andreas to tegninger. Den farste han tegner er den
til venstre i figur 21. | tegningen kan vi se at han har tegnet tre ulike kombinasjoner, den farste
er grgnn, bla, lilla, den andre er bla, lilla, grenn og den siste lilla, bla, grenn. Tegningen hans
er ikonisk, da han har tegnet sirkler for a representere marsvinene, og bare tegner farger for a
skille marsvinene fra hverandre. Fra den ferdige tegningen er det ikke enkelt & se at tegningen
har en utforskende funksjon for Andreas. Men gjennom observasjon av eleven i arbeid, kunne

jeg se rekkefglgen han tegnet de ulike fargene i, som vist til hgyre i figur 21.
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Figur 21: Andreas utforsker marsvinproblemet

| lgsningsprosessen stopper han opp og ser pa tegningen sin underveis, noe som tyder pa at han
ikke har en plan for manipulasjonene han gjgr. Nar han noen ganger fargelegger videre med
samme farge, mens andre ganger bytter, tegner han ikke for & redegjere for
problemlgsningsprosessen. Planen blir til underveis, i det han bestemmer seg for hvordan neste
kombinasjon skal se ut. | og med at han ikke tegner alle marsvinene i samme farge samtidig,
men ikke er avhengig av a tegne ferdig en kombinasjon far han gar videre til neste, viser at han
planlegger mens han tegner. Dette resulterer i en ferdig tegning med tre kombinasjoner som
han ikke er forngyd med. Andreas velger videre i dialogen & tegne en ny tegning, og begrunner
med & si: «Det her synes jeg var bedre, for na far de forskjellige plasser hver gang». Den
tegningen vil jeg komme tilbake til i delkapittelet «4.2.4 Tegne for & representere svaret».
Likevel er det viktig for denne tegningen at han velger & tegne en ny. Det indikerer at denne
tegningen har som funksjon a forenkle utforskningsprosessen. Ifglge Stylianou (2011) brukes
tegningen da for a identifisere videre informasjon og implikasjoner. Andreas vurderer sin
tegning, og med et gnske om at alle kombinasjonene skal veere unike, velger a lage en ny
tegning. Andreas bruker altsa tegningen for a identifisere videre informasjon og implikasjoner.

Daniel og Bendik har brukt tegning pa tilsvarende mater i begge oppgavene. Ingen av dem har
en klar plan nar de starter problemlgsningsprosessen. | marsvinoppgaven tegner begge elevene

en mulig kombinasjon hvor de tre marsvinene sitter i sofaen. Videre manipulerer de tegningene
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sine med piler. Manipulasjonene de gjar er ikke planlagte pa forhand, noe som kommer tydelig
frem i det Bendik starter a tegne piler i sin tegning. Figur 22 under viser at Bendik bruker piler
for & representere endring i tegningen sin. Tegningen i seg selv er piktografisk, da den er en

realistisk avbildning av marsvinene som ble presentert for elevene.

Figur 22: Behdik utforsker

marsvinproblemet
Som ogsa er nevnt i delkapittelet om strategier tegner Bendik piler mellom Mz og M3, som
representerer at disse marsvinene bytter plass. Videre tegner han en pil fra My til M2, men i det

han har tegnet den sier han:

Bendik: Hvor skal den sitte da? Den ma jo sitte der den satt?
Dette utsagnet viser at Bendik ikke har en plan for manipulasjonene han gjar, og dermed bruker
tegning for & utforske. Ved a tegne oppdager Bendik at de tre marsvinene ikke alle kan endre
plassering om to av marsvinene bytter plass, og tegningen er da et verktay for & utdype og sgke
i problemet (Stylianou, 2011). Informasjonen Bendik far gjennom a tegne er at et marsvin ma
sitte «der den satt» om to av marsvinene bytter plass. | tegningen kan vi se at Bendik har visket
ut sin tredje pil, som resultat av utforskningsprosessen. Teledahl (2017) hevder at det kan veere
vanskelig a skille mellom planlagte og uplanlagte manipulasjoner, fordi elevenes mater a
arbeide pa kan gjare tegningen systematiske, selv om arsaken til at de tegner er for a utforske,
og at planlagte manipulasjoner kan se ut som utforskende, nar arsaken er a tegne for a redegjare.
Manipulasjonene Bendik gjegr kunne veert planlagte, men utsagnene hans knyttet til prosessen
viser at han selv blir overrasket over resultatet, og sper selv «hvor skal den sitte?». Om Bendiks
manipulasjoner var planlagte ville han ikke pa denne maten blitt overrasket over resultatet

manipulasjonene gav.
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| marsvinoppgaven har ogsa Daniel brukt tegning for a utforske. Figur 23 er et utklipp fra hans
tegning som viser pilene han har tegnet for & endre plassene pa marsvinene. | tegningen har han
tegnet detaljerte marsvin, med gyne og grer, og karakteriseres derfor som en piktografisk
tegning.
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Figur 23: Daniel utforsker
marsvinproblemet

At tegningen ser rotete ut trenger ikke ngdvendigvis & bety at Daniel har brukt tegning for a
utforske. Teledahl (2017) fant i sin forskning at elever ogsa kan tegne usystematiske tegninger
nar malet med tegneprosessen er a redegjare for problemlgsningsprosessen. | dette tilfelle finner

vi svaret i dialogen med eleven:

Daniel: Hmm, hva om de to bytter plass na?
Forsker: Hvem da?
Daniel: Det bla marsvinet som er midt i og det rosa.

Denne dialogen finner sted etter at eleven har tegnet den farste pilen, pilen mellom M1 og M2,
mellom det bla marsvinet og det turkise. Ved & si kHmm, hva om de to bytter plass na?» viser
Daniel at han ikke har en Kklar plan for problemlgsningsprosessen, og at manipulasjonene han
gjer ikke er planlagte. Han bruker derfor tegningen til & identifisere informasjon i problemet og
for a finne flere kombinasjoner gjennom a bytte plass pa marsvinene. Daniel viser ogsa i dette
utdraget at han vet at det i hans andre kombinasjon (etter at han har tegnet en pil) er det bla

marsvinet som sitter i midten.

Daniel tegner i arbeid med antrekkoppgaven en tegning som ser ut som den har en
kommunikasjonsfunksjon: at han tegner for a vise prosessen, enten for seg selv eller for andre.
Tegningen (se figur 24) er en realistisk avbildning av klesplaggene i problemet, og er derfor
piktografisk.
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Figur 24: Daniel utforsker
antrekkproblemet

Den har ingen gjentakende piler, og viser bare kombinasjoner som er gyldige. Tegningen alene
ser ut som et produkt av tegning for redegjerelse av problemlgsningsprosessen. Men noen
elementer i tegningen, sammen med dialogen, viser at hovedformalet til at Daniel har tegnet er
a utforske situasjonen og lgsningsmuligheter. Ordene «ma, «ti» og «ek», viser til hans arbeid
tidlig i prosessen, hvor han mente at bla bukse og red genser kunne brukes pa mandag, oransje
bukse og grenn genser kunne brukes pa tirsdag, og den lilla genseren var en ekstragenser. Dette
viser at eleven har brukt tegningen aktivt i prosessen a lgse problemet, ved at det er spor fra
hans tidligere antakelser (at det er to mulige kombinasjoner). Videre har han tegnet pilene som
representerer alle kombinasjoner. Pilene er som diskutert i delkapittelet om
kombinatorikkstrategier, tegnet i ulike retninger. At Daniel noen ganger tegner pilen fra buksen
til genseren mens andre ganger fra genseren til buksen, viser i tillegg til at han bruker en prav-
og-feil-tilneerming til problemlgsning at han ikke har en plan for hvordan han vil representere
de ulike kombinasjonene i tegningen. Samtidig har ogsa tegningen en funksjon for Daniel i at
han bruker den til & forsta problemet. | utgangspunktet har han bare funnet to kombinasjoner,
da han tror et klesplagg bare kan brukes en gang, nar det egentlig er et antrekk som bare kan
brukes en gang. Utdraget nedenfor er fra samtalen med Daniel i det han forstar at det finnes

flere kombinasjoner:

Daniel: Egentlig sa kan du veere to, men ekstra, hvis den ene blir vét eller noe séann. S du kan
veere pa ferie i to dager.

Daniel: Du kan jo kanskje vaske klerne der?
| det Daniel forstar at klaerne kan vaskes — altsa brukes flere ganger, har han forstatt betingelsene
i problemet. Betingelsene er at kombinasjoner ikke kan gjenta seg, men for & finne alle
lgsningene ma elementer kunne gjentas, som ogsa er en viktig betingelse for a kunne lgse

problemet. At Daniel har tegnet tegningen hjelper han a se de mulige lgsningene, og uten
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tegningen er det ikke sikkert Daniel hadde stilt spgrsmalet om klaerne kan vaskes, og dermed
ikke funnet flere lgsninger. At Daniel far en ny forstaelse for problemet, kommer av at han
bruker tegning til a utforske. Hovedfunksjonen tegning har for han er & utforske problemet, og

prosessen ved a tegne resulterer i at han forstar betingelsene i problemet.

Ogsa i antrekksoppgaven tegner Bendik for & utforske problemet. Tegningen hans (figur 25)
viser en koffert med Kkleer i. Plaggene er ikke gjenkjennelig som bukser og gensere. Da de ikke
er realistiske avbildninger av de tiltenkte objektene, er tegningen av plaggene ikoniske
tegninger. Likevel har Bendik tegnet kofferten, et element som ikke er viktig for problemet

noksa piktografisk, da den i tillegg til & veere en ramme rundt plaggene ogsa har handtak.

Forsker: Hva har du funnet ut, Bendik?

Bendik: Hvis du bruker forst dem her to

Forsker: Okei, den lilla genseren og den oransje buksa.

Bendik: Ja. Og sa bruker du neste dag slenger de her til vask, og sa kan du bruke den t-skjorta

(peker pa den granne) og den bla buksa. Og s& kan du bruke en til sann.

N

Figur 25: Bendik utforsker
antrekkproblemet

Utdraget fra samtalen viser at Bendik har funnet to lgsninger, den lilla genseren og den oransje
buksen, og den grgnne genseren og den bla buksen. Det farste antrekket han lager (lilla genser
og oransje bukse) er ikke synlig representert i tegningen. Videre tegnet han linjer for a
kombinere plaggene til antrekk, som indikerer at han bruker tegningen for a utforske problemet.
| det han kombinerer den bla buksen med den grgnne genseren har han tegnet strek mellom
plaggene. Bendik finner kombinasjoner underveis i prosessen med a tegne, og bruker derfor

tegningen til & utforske problemet, og skape nye kombinasjoner.
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4.2.3 Tegne for a redegjare for prosessen

Elever som tegner planlagte manipulasjoner i problemlgsningsprosessen har ikke behovet for a
utforske ved hjelp av tegning i like stor grad. Da deres manipulasjoner er tenkt ut pa forhand
har tegningen en funksjon ved at den kan vere et sted a vise sine tanker, bade for a slippe a
huske alt og for & lettere kunne kommunisere sin matematiske kunnskap med andre. | dette
forskningsprosjektet brukte Caroline tegning for a redegjere for problemlgsningsprosessen i

begge problemene hun ble stilt ovenfor.

Nar Caroline starter a tegne i arbeidet med marsvinoppgaven, har hun allerede forklart muntlig
og med konkreter hvordan hun lgser oppgaven. Hun tegner ikke far hun blir oppfordret til &
vise pé arket hvordan hun har tenkt. Arsaken til at hun tegner er for & kunne kommunisere sin
matematiske forstaelse. Carolines tegninger (figur 26) er komplementert med ordet
«anavergang», og selv om slike ngkler er vanlig i tegninger som representerer svaret er det ikke
det som er arsaken til at Caroline tegner. Hun tegner for & redegjere for
problemlgsningsprosessen. Utsagnene knyttet til forklaringen hennes viser at hun gnsker a vise
hvordan hun har kommet frem til de ulike kombinasjonene, ikke bare hvilke kombinasjoner
hun har funnet. Et viktig element nar tegning brukes for a redegjere for
problemlgsningsprosessen er ifglge Teledahl (2017) & gjare prosessen eksplisitt. Caroline har
gjort sin problemlgsningsprosess eksplisitt ved at hun har tegnet gjentakende, en kombinasjon

pa hvert ark:

Figur 26: Caroline redegjer for prosessen i marsvinproblemet

Tegningene Caroline produserer er bade piktografiske og ikoniske. Da marsvinene er
representert ved enkle sirkler i farger, og ikke barer preg av at de er avbildninger av reelle
objekt, er de ikoniske tegninger. Sofaen Caroline har tegnet er irrelevant for problemet, og har
detaljer som rygg og fatter, og er derfor piktografiske. Manipulasjonene hun gjer ved a tegne
sofaen og marsvinene i forskjellige kombinasjoner er planlagte manipulasjoner. Hun tegner
marsvinene i lik rekkefglge som hun pa forhand har fortalt muntlig og med konkreter. Tallene

57



Caroline skriver representerer rekkefglgen de ulike kombinasjonene skal sitte i, noen hun ogsa
papeker i det hun sier at «tegningene kan henge over TV-en, sa vet de alltid hvor de skal sitte».
Dette utsagnet tyder pa at tegningen ogsa har en funksjon i a representere svaret. For Caroline
skal marsvinene kunne se pa tegningene og vite hvor de skal sitte den aktuelle dagen. Likevel
er malet med oppgaven a finne ut hvor mange ulike mater det kan gjares pa, ikke hvilke. Derfor
er tegningen til Caroline preget av hvordan hun tolker oppgaven, for henne er oppgaven a hjelpe
marsvinene til & finne en plan pa hvordan de skal sitte, slik at de slipper & krangle om det.
Spersmalet om hvor mange mater de kan sitte pa virker derfor a ikke veere sa viktig for henne.
Med de matematiske ferdighetene Caroline viser og forstaelsen hun har for oppgaven, er en
funksjon tegningen har for henne a representere svaret. Likevel er ikke dette hovedarsaken til

at hun tegner:

Forsker: Men gar det an & vise det bare pa papiret? Hvis vi skal kunne se det pa tegninga di,
hvordan de skal sitte.

Caroline: Vi kan jo fargelegge, eller skriv sdnn annenhver gang gverst.
| dialogen kan vi se at hun blir oppfordret til a tegne, ogsa etter at hun har produsert den farste
tegningen, og bruker den som et bilde av situasjonen for & argumentere i. Uten oppfordring ville
nok ikke Caroline tatt til blyanten i det hele tatt, i det hun gjentar sin originale forklaring i de

ulike representasjonene.

Caroline benytter seg av tegning som et verktgy for & redegjere for problemlgsningsprosessen
ogsa i antrekksoppgaven. Hun har tegnet avbildninger av klesplaggene i problemet, og

tegningen vist i figur 27 er derfor en piktografisk tegning.

|
Figur 27: Caroline redegjare for prosessen i

antrekkproblemet
Nar Caroline har forklart hvordan hun har lgst oppgaven, har hun enda ikke fargelagt klaerne. |

dialogen under viser Caroline forstaelse for at alle kleerne ma kombineres med plagg fra den
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andre mengden kler, men at det ikke har betydning hvilke av buksene eller genserne som er i

hvilken farge.

Forsker: Okei, men du har jo ikke engang fargelagt hvordan farge det er?

Caroline: Jeg skal det! Na!

Forsker: Okei, men trenger du a gjare det?

Caroline: Jeg skal det!

Forsker: Okei, men jeg bare lurer, hvordan kunne du sette piler fgr du hadde tegnet hvordan

farge det var?

Caroline: Fordi, emh, jeg bare vet hvilken farge det skal vare. Den her skal veere grgnn. Men
egentlig er det ikke viktig hvilken farge det er. Det er ikke viktig hvilken side den er
pa. Det er ikke viktig.

Caroline er opptatt av at hun skal fargelegge kleerne, men samtidig sier hun eksplisitt at det ikke
er viktig hvilken farge som er hvor. Likevel velger hun a fortsette a tegne, og fargelegger alle
klerne. Dette viser at hensikten til at hun tegner store deler av tegningen er a redegjere for

problemlgsningsprosessen, for a vise til andre hvordan hun har Igst problemet.

4.2.4 Tegne for a representere svaret
En siste mate & tegne pa fra rammeverket brukt i denne oppgaven er a tegne for a representere

svaret pa problemet. Begge problemene elevene ble stilt ovenfor spar om «hvor mange», altsa
vil svaret kunne representeres med et tall. Men siden oppgavene ble gitt til elevene i en kontekst,
kan elevene fgle pa et behov for a ikke bare gi antallet kombinasjoner, men ogsa vise hvordan
de ulike kombinasjonene ser ut. Den andre tegningen Andreas produserer i marsvinoppgave har

som hovedfunksjon a representere svaret.

Nar elever representerer svaret pa problemet med en tegning, far de muligheten til a kontrollere
Igsningene sine. Som nevnt tidligere bruker Andreas i arbeid med marsvinoppgaven tegning for
a utforske problemet, men han har ogsa nytte av den farste tegningen sin ved at den lar han
kontrollere sine lgsninger. De tre lgsningene han har tegnet er M1M2Ms, M2MsM1, MzM2M;,
for han tegner en ny tegning. Den nye tegningen er ogsa en ikonisk tegning, da Andreas har

tegnet enkle sirkler i ulike farger for a representere marsvinene (se figur 28).
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Figur 28: Andreas representere svaret i marsvinproblemet

Pa spersmal om hvorfor han ikke er forngyd med sin farste tegning sier Andreas «Nei. Fordi
den grgnne to ganger og den bla to ganger». Det granne marsvinet, M1 og det bla marsvinet,
Mo, sitter i denne tegningen to ganger pa samme plass, noe Andreas er misforngyd med. Dette
tyder pa at han etter a ha tegnet har brukt tegningen for & vurdere lgsningen sin. Stylianou
(2011) fant i sin forskning at en slik bruk av tegning kan skje mot slutten av
problemlgsningsprosessen eller underveis. Nar Andreas har representert svaret pa tegningen og
vurdert den til & ikke svare pa oppgaven (slik han har tolket oppgaven), fortsetter han
problemlgsningsprosessen med a tegne pa nytt, og gjare de justeringene i tegningen som han
mener er ngdvendig, se figur 28. Siden Andreas velger a endre lgsningsforslaget sitt, skjer
denne kontrolleringen av representasjonen av svaret underveis i problemlgsningsprosessen, og
er derfor en aktiv del av prosessen. Nar Andreas starter & tegne pa det som skal bli den andre
tegningen sin, har han en plan for hvordan han skal tegne, som et resultat av den kontrollerende

rollen den farste tegningen hans har hatt.

4.3 Strategi og tegning
Tabell 5 under viser hvilken fase elevenes strategier er i, og pa hvilket grunnlag elevene i

hovedsak tegner. Bendik og Daniel har begge brukt strategier i den uplanlagte fasen bade pa
marsvinoppgaven og antrekkoppgaven. Hovedarsaken til at disse to elevene har tegnet er for a
utforske. Andreas bruker ogsa tegningen sin i marsvinoppgaven for a utforske, men hans

strategi er i overgangsfasen. | tillegg bruker Andreas tegning for a representere svaret. Caroline,
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som ogsa arbeidet i overgangsfasen pa marsvinoppgaven, bruker tegning for a redegjere for
problemlgsningsprosessen. Altsa bruker bade Andreas og Caroline strategier i overgangsfasen
pa marsvinoppgaven, men bruker tegning pa forskjellige mater. Det har de ogsa gjort pa
antrekksoppgaven, da Andreas bruker sin tegning for & forsta problemet, mens Caroline bruker

tegning for & redegjere for prosessen, men begge bruker strategier i overgangsfasen.

Den uplanlagte fasen Overgangsfasen Odometerfasen

Forsta Andreas antrekk
Utforske | Bendik marsvin Andreas marsvin
Bendik antrekk
Daniel marsvin
Daniel antrekk

Redegjore Caroline marsvin Caroline antrekk

Representere Andreas marsvin

Tabell 5: Strategiene elevene brukte og hovedfunksjonen tegningen deres har

Mine analyser viser at elever som bruker strategier i den uplanlagte fasen, bruker tegning til &
utforske problemet. Bade tegningene Bendik og Daniel produserer har som hovedfunksjon a
utforske problemet, og begge bruker strategier som befinner seg i den uplanlagte fasen. For de
andre fasene, overgangsfasen og odometerfasen er tegningens funksjon i starre grad a redegjare
for prosessen og representere svaret. Her er det ingen indikasjoner pa at elever som bruker
strategier i overgangsfasen eller odometerfasen ofte bruker tegning pa en bestemt mate. |
overgangsfasen er bade tegning for & utforske, redegjere og representere brukt. | odometerfasen
er tegning brukt til bade a forsta problemet og redegjare for prosessen. Tegningene elevene
produserer kan ha flere funksjoner. Andreas har for eksempel brukt tegning bade for a utforske
og for & redegjare for prosessen i marsvinproblemet. Han har tegnet to ulike tegninger, derfor
er begge disse funksjonene tegning har tydelig, og anses a vaere viktige funksjoner begge to.
Daniel som i hovedsak har brukt tegning for a utforske i antrekkproblemet har ogsa forstatt

problemet med gjennom tegneprosessen.
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5. Diskusjon

| forrige kapittel presenterte jeg funnene fra datainnsamlingen og drgftet disse opp mot teorien

presentert i teorikapittelet. Forskningsspersmalet for dette forskningsprosjektet er:

Hvilke strategier bruker fire andretrinnselever nar de lgser kombinatorikkoppgaver, og

hvilken funksjon har tegning i problemlgsningsprosessen?

Mitt datamateriale viser at elever pa andre trinn kan befinne seg i alle de ulike fasene beskrevet
av English, bade den uplanlagte fasen, overgangsfasen og odometerfasen. Mine analyser viser
ogsa at funksjonen tegning har i problemlgsning med kombinatorikk kan vere for a forsta
problemet, utforske, redegjagre for prosessen og representere svaret. | dette kapittelet vil jeg
drgfte ulike fordeler analysen viser at tegning i arbeid med kombinatoriske
problemlgsningsoppgaver kan ha. Analysen har samtidig vist utfordringer elevene mater, som
a finne alle lgsningene og a vite antallet kombinasjoner. Utfordringene vil draftes far jeg ser pa
konsekvenser av maten oppgavene blir tolket av elevene. Videre vil jeg diskutere funn fra
analysen som indikerer at tegning kan vare en inngang til formell notasjon, far jeg avslutter

kapittelet med en oppsummering.

5.1 Fordeler med tegninger
Elevene brukte i dette forskningsprosjektet et mangfold av strategier, noen brukte strategier i

den uplanlagte fasen, andre i overgangsfasen og noen brukte strategier i odometerfasen. De to
oppgavene elevene arbeidet med var av ulik vanskelighetsgrad, marsvinoppgaven inneholder
kombinasjoner av element fra samme mengde: marsvin som skal kombineres pa ulike mater.
Antrekksoppgaven skiller seg fra marsvinoppgaven ved at de ulike stegene i forsgket velges fra
ulike mengder: en bukse og en genser skal kombineres til et antrekk. To av elevene, Bendik og
Daniel brukte strategier i den uplanlagte fasen i problemlgsningsprosessen pa begge oppgavene.
Deres tegninger og utsagn bar preg av en prgv-og-feil-tilngerming til problemlgsning, og at de
ikke hadde en plan for prosessen. English (1996) fant i sin forskning at elever som benyttet seg
av strategier i den uplanlagte fasen ofte skapte gjentakende kombinasjoner i lgsningsprosessen.
Verken Bendik eller Daniel har dannet samme kombinasjon flere ganger i dette
forskningsprosjektet. Arsaken til dette kan vere representasjonene brukt. English (1996)
benyttet seg av konkreter i form av bamser som skulle kles i sin forskning, mens informantene
i dette prosjektet tegnet for & lgse problemene de ble stilt ovenfor. Maten elevene har brukt

tegning for a lgse problemene kan veere arsaken til at de ikke har gjentatt kombinasjoner. Ved
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a benytte seg av piler for & kombinere element eller bytte plass pa element, er det enklere a se
om kombinasjonen allerede er representert. Dette skiller seg fra arbeid med konkreter, da elever
i starre grad lgsriver seg fra kombinasjonen nar de er ferdige med den og skal lage en ny, siden
elevene fysisk setter fra seg de ferdige kombinasjonene. Med & manipulere tegningen kan det
se ut til at det er enklere & ha kontroll pa de ferdige kombinasjonene i det nye kombinasjoner

skapes.

| antrekkoppgaven oppdager Daniel gjennom arbeid med tegningen at et plagg kunne
kombineres med flere plagg i samme mengde, i dette tilfellet at buksene kan brukes med flere
enn bare en genser. | hovedsak bruker Daniel tegningen for & utforske problemet, gjennom
uplanlagte manipulasjoner, men tegningen har ogsa en funksjon for eleven ved at den er et
hjelpemiddel til & forsta betingelsene i problemet. Uten tegningen ville nok ikke Daniel sett at
det var en mulighet & kombinere plaggene pa flere mater enn slik han opprinnelig har oppfattet
problemet. At han gjennom tegningen forstar den viktige betingelsen at B1G1 og B1G: er ulike

kombinasjoner farer til at han i stgrre grad klarer a lgse problemet.

En annen fordel med a bruke tegning i problemlgsning er at tegningen kan snakkes om bade
underveis i prosessen og etterpa. Det kan veere lettere for elevene a bade vise og forklare sin
strategi om de har en tegning & henvise til. Et eksempel er Carolines forklaring i
marsvinoppgaven. Da hun fgrst forklarte sin fremgangsmate muntlig og med konkreter, var det
vanskelig for meg som forsker a forstd hvordan hun hadde tenkt. | det Caroline tegnet
kombinasjonene sine pa arket, var det ikke bare tydelig for meg hvilken strategi hun hadde
brukt, det var ogsa tydelig at det ikke var tilfeldig at ingen av kombinasjonene hennes var
gjentakelser. De ferdigproduserte tegningene elevene har tegnet viser ikke strategiene elevene
har brukt. Dialogen med elevene og tegningen sammen har veert grunnlaget for analysen. Uten
transkripsjonene fra samtalene med elevene kunne resultatene av analysen sett annerledes ut.
Dette fordi tegningene alene ikke viser godt nok hvilke strategier elevene har brukt. Whitin og
Whitin (2011) hevder at spraket elevene knytter til bildene gir leereren innsikt i deres tenking
og forstaelse. Tegningene Daniel og Andreas tegner i arbeid med antrekksoppgaven er et godt

eksempel pa at tegningene alene er for lite til & si noe om strategier.
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Figur 29: Daniel og Andreas sine tegninger i antrekkproblemet

Ser vi pa Daniel sin tegning av kofferten med de ulike plaggene i med piler mellom, kan vi se
at alle kombinasjoner er funnet, den bla buksa har piler til alle de tre genserne, og den oransje
buksa har piler til to av genserne og fra en genser. Denne tegningen alene kan vare tegnet av
en elev som bruker en strategi i odometerfasen, som farst har tatt utgangspunkt i den bla buksa
og kombinert den med alle genserne, og deretter kombinert den oransje buksa med alle
genserne. Dette er ikke tilfelle for Daniel, som har brukt en prav og feil-strategi for a finne disse
Igsningene, og er ikke i stand til & svare pa spgrsmal om hvor mange kombinasjoner som er
mulig & danne, selv om alle lgsningene er representert i tegningen. Andreas derimot, som bare
har tegnet to mennesker med ulike plagg, har egentlig brukt en avansert strategi i odometerfasen
som er mulig & generalisere. Tegningen hans viser ikke at han bruker den strategien, men ser ut

som tegningen til en elev som ikke har fatt til & lgse problemet, noe som slett ikke er tilfellet.

5.2 Utfordringer elevene mater
Alle elevene i dette forskningsprosjektet har dannet flere kombinasjoner, noen har dannet to,

andre fire og noen har funnet alle de mulige lgsningene. Nesten uavhengig av antallet
kombinasjoner elevene har dannet, har de problemer med a svare pa spgrsmalet om hvor mange

de har funnet.

Nar oppgaven gis muntlig er det i representasjonssystemet naturlig sprak, og elevene ma
omdanne til geometriske figurer, og tilsvarende nar elevene blir bedt om a svare pa hvor mange
kombinasjoner de har funnet, endre fra geometriske figurer til naturlig sprak. Omdanninger fra
et representasjonssystem er mer kompleks enn behandlinger innenfor samme system, fordi

bytte av system krever at elevene kjenner igjen det samme representerte objektet i to ulike
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representasjoner (Duval, 2006). Nar elevene som bruker piler for & kombinere plagg eller for &
bytte om pa marsvinene skal gjennom muntlig sprak si hvor mange kombinasjoner de har
funnet, ma de vite at en pil i deres tegninger for eksempel representerer en kombinasjon. Flere
av elevene arbeidet med a tegne piler og manipulere i deres tegninger, men da de skulle trekke
ut den relevante informasjonen, var de ngdt til a telle pa nytt, noe som skapte problemer i flere

av elevtegningene.

5.2.1 Finne alle kombinasjonene
Alle elevene i dette forskningsprosjektet brukte tegning for i arbeidet med problemene. Arsaken

til at elevene tegnet var ulikt, men de fleste elevene gjorde noen manipulasjoner i tegningene,
ved & tegne gjentakende eller tegne piler eller streker. Analysen av elevenes strategier og
tegnemater stgtter deler av Pessoa og Borba (2012) sine funn. De fant at selv om unge barn kan
arbeide konkret med enkle kombinatoriske problem, er det vanskelig for dem a finne alle mulige
Igsninger. Nar elevene i forskningsprosjektet mitt manipulerer tegningene i marsvinoppgaven,
for & representere at marsvinene bytter plass, bruker Daniel og Bendik piler. I en slik mate &
bruke tegningen pa er det bare den farste kombinasjonen eleven kan stgtte seg pa, og ma i starre
grad visualisere de videre kombinasjonene manipulasjonene gir. For & bruke denne strategien
er det hensiktsmessig & samtidig bruke tegning for & redegjgre for problemlgsningsprosessen.
Selv skrev jeg opp de ulike kombinasjonene som ble dannet ved manipulasjonene med pilene
med notasjoner som MiMzMs, for & holde styr pa de ulike kombinasjonene og kontrollere at
gjentakende kombinasjoner ikke ble dannet. Muligheten til a representere med slik matematisk
notasjon har ikke andretrinnselever, og det er derfor vanskelig for dem & tegne ikoniske
representasjoner. Nar de ikke har muligheten til & redegjere for problemlgsningsprosessen ved
a representere et marsvin som My, er en sirkel i marsvinets farge det naermeste de kommer. For
a redegjare for problemlgsningsprosessen, og slippe a «ha alt i hode» kunne en lgsning for bade
Daniel og Bendik vaere & representere lgsningene de allerede hadde funnet ved sirkler i
marsvinenes farge, slik som Andreas gjer. Andreas mgter imidlertid et annet problem, han
godtar ikke bade M1iM2Ms og M1M3M, som gyldige lgsninger, fordi M; sitter pa samme sted i
begge lgsningene. Andreas tegner ikke eksplisitt de manipulasjonene han gjgr, men gjentar
heller for & vise endringene i tegningen. Kanskje viser en problemlgsningsstrategi med piler for
a representere flytting mer eksplisitt at kombinasjonene er ulik, fordi en endring har skjedd.
Selv om My sitter pd samme sted i bdde MiM2M3 og M1M3M, har M2 og M3 byttet plass. |

denne oppgaven er begge lgsningene gyldige, og det er kanskje enklere a se for elever som
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eksplisitt viser manipulasjonene i tegningene sine, slik som Daniel og Bendik gjer, kontra

implisitte manipulasjoner slik som Andreas gj@r i sin tegning.

5.2.2 Vite antallet kombinasjoner
Behandlingene elevene gjer for a finne frem til en lgsning i problemene de mgter, med tegning

som representasjon, kan skape noen utfordringer. Bendik eller Daniel hadde i sine tegninger
problemer med a finne alle lgsningene, og de hadde vanskeligheter med & vite antallet
kombinasjoner de hadde funnet. Dette kan henge sammen med deres mate a tegne pa. Ved a
tegne alle elementene i kofferten, for sa & sette piler mellom de ulike elementene, sa tegningene
rotete ut, og pilene gikk over hverandre, som naturlig nok gjorde det vanskelig a telle.
Problemene var mest synlig i marsvinoppgaven, hvor elevene brukte en strategi som innebar a
flytte om pa marsvinene. Da tegnet elevene piler mellom for eksempel M1 og M; for &
representere at disse to marsvinene skulle bytte plass. Dette resulterte i doble piler mellom
elementene i tegningen. For a finne alle lgsninger ved hjelp av tegningen Daniel har tegnet med
en slik strategi, er det ngdvendig a tegne fem doble piler. Et eksempel pa hvordan dette kan
gjares er tegningen i figur 30. Her endres farst plasseringen til M1 og M2 (lilla pil), slik at
kombinasjon M2M1M3 skapes, videre bytter M1 og M3 plass (oransje pil), og M2MsM: dannes.
Deretter bytter M1 og M2 plass (bla pil) og kombinasjonen endres til MiMsM.. Til na er
Igsningen lik Daniels, som hadde tegnet tilsvarende piler i sin tegning. For a finne de resterende
to mulige kombinasjonene ma rgd og grenn pil ogsa brukes. Rad pil skaper kombinasjonen
M3zM1Ma, og grann pil skaper den siste kombinasjonen MzM2M;.

Figur 30: Elevtegning med egne
manipulasjoner
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| dette lgsningsforslaget er det flere piler pa samme sted, rad og lilla pil og grenn og oransje
pil. Dette kan veaere forvirrende for elever, da man i tillegg til 2 matte ha kontroll pa hvordan
marsvinene sitter i den aktuelle kombinasjonen etter de tre farste manipulasjonene, ma kunne
stole pa at den rade pilen ikke skaper lik kombinasjon som den lilla pilen. Kombinasjonene blir
ikke like fordi utgangspunktet er ulikt. A holde kontroll p& dette er krevende, da
kombinasjonene ikke eksplisitt vises i tegningen.

5.3 Forstaelsen av konteksten
Duval (2004) hevder at det er hensiktsmessig a bruke kontekster fra hverdagen i

matematikkundervisningen, fordi det kan gi mening til matematikken. Kombinatorikk er ikke
et unntak, da kombinatoriske problem har en sterk tilknytning til dagliglivet. A kombinere kan
knyttes til mange ulike situasjoner. Kombinatorikkproblemene elevene 1 dette
forskningsprosjektet fikk, handlet om ulike kombinasjoner som kunne dannes av kler og
plassering i en sofa. Kombinatorikk er sa nart knyttet til handlinger at det nesten er unaturlig &
snakke om kombinatorikk lgsrevet fra en kontekst. Betingelsene i kombinatorikk ligger i
konteksten man velger. Slik som marsvinproblemet, da det bare er tre marsvin, kan ikke
tilbakelegging godtas, siden et marsvin ikke kan sitte pa to plasser samtidig. Elevene viser
forstaelse for dette. Mine analyser viser at elevene ikke lager kombinasjoner som inneholder
gjentakelser av samme objekt. Likevel farer konteksten til noen utfordringer. Elevene blir i
marsvinoppgaven presentert for problemet ved at marsvinene krangler om hvor de skal sitte i
sofaen. Analysen indikerer at denne problemformuleringen har fart til at elevene forstar
oppgaven pa en annen mate. Andreas har for eksempel tegnet en ny tegning fordi han ikke var
forngyd med kombinasjonene han fant. Dette var fordi et marsvin satt i flere kombinasjoner pa
samme sted. Et eksempel er kombinasjonene M1:M2M3s og M:MzMz, som begge er gyldige
lgsninger. Likevel er det flere av elevene som ikke godtar begge lgsningene, fordi M sitter pa
samme sted i begge. Elevene som tegnet for a redegjere for prosessen og for a representere
svaret tegnet tre lgsninger, hvor alle marsvinene hadde ulike plasseringer i hver kombinasjon:
M1M2Ms, M2M3M: og M3M:1 M. Felles for disse elevene var at de tegnet gjentagende tegninger,
for & vise nye kombinasjoner. De elevene som tegnet for & utforske problemet med piler for a
bytte om pa plassene, matte ikke dette problemet. Grunnen til det kan vere at tegningene med
pilene var uoversiktlige, og ikke viste like godt hvordan den nye kombinasjonen sa ut, som

Daniels tegning i marsvinproblemet.
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Et annet interessant funn knyttet til konteksten oppgaven er gitt i er hvordan elevene tegner.
Caroline, Bendik og Daniel har i antrekksoppgaven alle tegnet og fargelagt opp plaggene som
problemet innebaerer, men det er forskjeller i maten de tegner pa. Carolines tegning skiller seg
fra Bendik og Daniel sin, da hun benytter stgrre deler av arket. Bendik og Daniel har tegnet

kleerne i kofferten, mens Caroline har bare tegnet de ulike plaggene.

i I

Figur 31: Bendik, Daniel og Carolines tegning av antrekkproblemet

Caroline finner fort frem til antallet kombinasjoner, mens bade Daniel og Bendik mgater pa
problemer nar de skal telle eller gjengi hvor mange kombinasjoner de har funnet. | tegningene
kan vi se at det er tett mellom plaggene i tegningene deres, hvor Caroline har tegnet
klesplaggene starre og har mer rom mellom plaggene. Dette kan veere fordi hun bruker en mer
avansert strategi, eller sd kan hennes mate & tegne pa bidra til hgyere maloppnaelse i
problemlgsningsoppgaven. Arsaken til at Bendik og Daniel benytter si lite del av arket til
tegningen er trolig maten problemet er presentert for dem. Konteksten til oppgaven var at
kofferten som klaerne skulle pakkes i var sa liten, og der var derfor plass til et begrenset antall
plagg. Dette er nok arsaken til at elevene tegner kofferter med plaggene i. Caroline har lgsrevet
seg mer fra konteksten, og har ikke valgt a tegne kofferten i det hele tatt. Den er ikke relevant

for a lgse problemet.

5.4 Mot formell notasjon
Piaget og Inhelder (1975) fant i sin forskning at elever bruker enkle strategier i det farste mgte

med kombinatorikk. Dette er ikke tilfellet for alle elevene i dette forskningsprosjektet. Caroline

og Andreas har begge brukt en effektiv strategi i odometerfasen for a lgse antrekkproblemet.

Elevene i dette forskningsprosjektet tegnet noksa piktografiske tegninger, da de fleste tegnet
detaljerte marsvin og klesplagg. Palmér og van Bommel (2018) hevder at tegning som

problemlgsning i kombinatorikk skiller seg fra tegning som problemlgsning i andre
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matematiske tema, fordi kombinatorikk krevet at elevene viser oppmerksomhet til hvert objekt
I seg selv, og relasjonen mellom de ulike objektene i problemet. | kombinatorikk er det viktig
a skille like elementer fra hverandre, som eksempelvis de tre marsvinene som i utgangspunktet
er like, men har ulike farger, eller de ulike klesplaggene. Elevene i dette forskningsprosjektet
brukte i hovedsak farger for & skille de ulike elementene i begge problemene fra hverandre. For
a kunne lgse kombinatorikkoppgaver er det ngdvendig & kunne skille mellom like elementene,
for & kunne representere ulike kombinasjoner. Ved addisjon av for eksempel bukser og gensere,
kan alle buksene og genserne representeres med for eksempel en tellestrek. |
kombinatorikkoppgaver med bukser og gensere som element er det viktig & skille mellom
elementene i bade gruppen gensere og gruppen bukser, fordi enhver ulik bukse vil gi ulike
kombinasjoner. Dette er en seeregenhet ved kombinatorikk som emne, og elever som ikke kan
skille elementene ved algebraisk notasjon, som By for den ene buksen og B> for den andre, kan
ikke tegne sarlig ikonisk. De er i starre grad avhengig av farger som hjelpemiddel til a skille
elementene. Mine analyser viser at elevene ikke bruker formell notasjon for & skille mellom
ulike elementer som er like, som marsvinene med forskjellig farge. Derfor er kanskje tegninger
med sirkler for marsvin slik Andreas gjer og gensere og bukser i ulike farger slik de fleste
elevene gjer det mest ikoniske elever med det matematiske spraket andretrinnselever har

mulighet til & tegne.

o

Det matematiske spraket gir muligheter til & kommunisere med andre pa. Gjennom
representasjoner laerer vi nye mater a tenke pa og kan utvikle var matematiske forstaelse.
Eksempeloppgaver i leereboka og laererens eksempler pa tavla viser elevene vedtatte mater a
representere begrep pa for & meddele kunnskap med elevene (Goldin & Shteingold, 2001;
Miura, 2001). Odometerstrategiene Caroline og Andreas bruker i antrekksoppgaven er nart
knyttet til den matematiske strukturen til kombinatorikk. Caroline bruker tegningen og Andreas
bruker de ferdige bildene til & argumentere i. Maten English (1996) forklarer kombinatorikk pa,
som operasjonen av vektorprodukt, er en tilsvarende mate som disse elevene har lgst oppgaven
pa. Begge tar utgangspunkt i en elementtype og slar systematisk sammen elementer fra den
andre mengden. Bade Caroline og Andreas danner med det vektorproduktene av de to
mengdene. Andreas skriver ikke noe skriftlig, mens Caroline tegner piler mellom de ulike
elementene. Gjennom muntlig sprak og tegning viser elevene sine interne representasjoner, som
er deres individuelle mater a tenke pa og representere kombinatoriske oppgaver pa (Goldin &

Shteingold, 2001). Det er en grunn til at eksterne representasjonene presenteres for elevene, da
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de vedtatte matene & representere begrep pa ofte er gode representasjoner for det aktuelle
temaet, som viser de egenskapene som er viktige. | matematikk gnsker vi at elevene skal kunne
dra nytte av disse representasjonene, men de ma ikke formidles til elevene som en «oppskrift»
eller den eneste sannheten. | virkeligheten er det jo utallige mater & representere matematiske
begrep pa, noen mer egnet enn andre. Veien fra Andreas og Carolines lgsningsmater til en
ekstern representasjon er kort. Organiseres dette litt mer systematisk, ved at for eksempel
mengdene i tegningen til Caroline systematiseres i sterre grad vil representasjonen kunne
videreutvikles til et valgtre. Strategiene bade Caroline og Andreas har brukt er representert i
figur 32, Carolines til venstre og Andreas i midten. De har begge tatt utgangspunkt i en bukse
og systematisk slatt den sammen med genserne, fgr de har byttet bukse og slatt ogsa den

sammen med genserne.

G G Gy B1G)
B <G: Bi 463 B1 <G: B1G2
Gs \Gs Gs B1G;
Gl G3 G] —B:Gl
B <G: B < G2 B:<G: B2G2
G3 G G3 B2G3

Figur 32: Sammenhengj mellom élévsfrategier og valgtre

Til hgyre i figur 32 over viser et valgtre for forsgket elevene arbeidet med. | det farste steget
har man valget mellom to ulike bukser, hvor hver av de buksene gir valget mellom tre ulike
gensere. | valgtreet vises ogsa de ulike kombinasjonene som dannes. Forskjellen mellom &
representere kombinatorikkproblemet med et valgtre og gjennom tegning, slik som Caroline
har gjort, er notasjonen brukt. Caroline har tegnet plaggene i de ulike fargene. Likevel viser hun
forstaelse for at hun ikke trenger a vite hvilket plagg som har hvilken farge, siden hun har lgst
oppgaven far hun har tegnet pa fargene pa plaggene. Utfordringen ved a utvikle et valgtre for
disse elevene vil nok vere a representere elementene i problemet pa en mer ikonisk mate. Dette
er vanskelig i kombinatorikkoppgaver som disse, da det er viktig a kunne skille mellom de ulike
elementene i samme mengde. Notasjoner som By, B> for buksene og M1, M2, M3 for marsvinene
er ikke forventet av elever pa andre trinn, og ikke ngdvendig. Men det er tidkrevende a tegne
alle elementene og i tillegg fargelegge dem. Likevel vil det vaere mindre piktografiske mater a
representere marsvin og klesplagg pa enn elevene i dette forskningsprosjektet har gjort. Andreas
tegnet i sin tegning pa marsvinoppgaver sirkler i ulike farger, og flere av elevene foreslo at man

ikke ngdvendigvis trengte & tegne piktografisk. Likevel har de fleste elevene gjort nettopp det.
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Nar elevene ikke har spraket til & bruke eksterne representasjoner IR -
som valgtre med notasjon som B1 og Gz, er kanskje Caroline sitt
lgsningsforslag den mest sofistikerte maten a lgse problemet med

antrekkene pa ved hjelp av tegning pa. Om hun skulle tegnet et

valgtre med elementene slik som hun har tegnet de, er hun ngdt
til a tegne noen elementer flere ganger, slik som eksempelet i
figur 33. Dette vil vaere ungdvendig a gjere nar Caroline fint ; / eV

klarer a lgse oppgaven. | eksemplet ma alle genserne tegnes to ; "*:\‘J — |
ganger. En lignende lgsning vil veere a ta utgangspunkt i genserne : y
som farste steg, og buksene som andre steg. Da vil genserne bare ’ "
matte tegnes en gang hver, altsa tre gensere, mens buksene ma Figur 40: Elevtegning med
tegnes to ganger hver. Likevel vil det senere vare nyttig a kunne egne manipulasjoner
bruke valgtre som en representasjon, men ikke far elevene kan representere elementer pa en
mer ikonisk mate. Med piktografiske representasjoner av elementene i disse

kombinatorikkproblemene farer et valgtre til ekstra arbeid i tegningen av elementene.

Selv om valgtre ikke er en egnet representasjon for disse elevene, med manglende formell
notasjonen, vil forstaelsen bade Andreas og Caroline viser for kombinatorikk kunne vere en
inngang til & videreutvikle de interne representasjonene, slik at de stemmer overens med
eksterne representasjoner. Det kan gjgres ved & samtale med elevene om hva som er ngdvendig
i de ulike representasjonene. Det innebearer en diskusjon om de viktigste elementene i
representasjoner i kombinatorikk, og hva som gjer kombinatorikk til et spesielt emne i
matematikk. Ja, vi trenger a skille like elementer fra hverandre, men gensere, bukser og marsvin

trenger ikke a tegnes like detaljert som mange av elevene gjer.
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6. Avslutning

Formalet med dette forskningsprosjektet var & undersgke hvordan elever lgser matematiske
problem og representerer i matematikk. For & kunne undersgke det tok jeg utgangspunkt i

falgende forskningssparsmal:

Hvilke strategier bruker fire andretrinnselever i mgte med kombinatorikkproblem, og

hvilken funksjon har tegning for elevenes arbeid?

Jeg har undersgkt fire elevers strategier i kombinatoriske problem, og hvilken funksjon tegning
har hatt i det arbeidet. For a finne et svar forskningsspgrsmalet har jeg samlet inn elevenes
tegninger, transkribert lydopptak fra samtale med elevene og feltnotater fra observasjonen av
elevene i arbeid. Med et todelt forskningsspgrsmal analyserte jeg datamaterialet ut fra hvilken
fase strategiene tilhgrte og hvilken hovedfunksjon tegning har hatt for elevene. Analysen viser
at elever pa andretrinn kan bruker strategier i den uplanlagte fasen, overgangsfasen og
odometerfasen. Funnen i dette forskningsprosjektet viser at funksjonene tegning har for
andretrinnselever er & forstd problemet, utforske problemet, redegjgre for

problemlgsningsprosessen og representere svaret pa problemet.

Siden dette er et kvalitativt forskningsprosjekt vil det ikke veere mulig & generalisere de funnene
som er gjort. Likevel kan prosjektet gi en pekepinn pa hvilke strategier elevene kan bruke og
hvordan de kan tegne i det arbeidet. Samtidig viser forskningen noe om hvilke utfordringer

elevene kan mgte og hvilke fordeler tegning kan ha i problemlgsningsprosessen.

6.1 Oppsummering og didaktiske implikasjoner
Analysen av datamaterialet har vist at elevene tegner pa ulike grunnlag, og at elevenes tegninger

kan ha ulike funksjoner i ulike deler av problemlgsningsprosessen. Et sentralt funn er tegninger
som har til hovedfunksjon a vaere et sted elevene kan utforske problemet, hvor det ser det ut til
at elever bruker strategier som er preget av en prgv-og-feil-tilnerming. Analysen har vist at
elever drar nytte av konteksten problemet er presentert for elevene i, ved at det hjelper dem til
a forsta noen av betingelsene i problemet. Samtidig er noen av elevene for knyttet til konteksten,
som farer til at deres tegninger inneholder element fra problemet som ikke er relevante. Det
gjer det vanskelig for dem a manipulere tegningene, da det blir mange elementer og vanskelig
a se hva som egentlig er viktig. Analysen viser ogsa at tegning kan vere et nyttig verktay i
arbeidet med kombinatoriske problem. Elia et al. (2007) hevder at representasjoner kan ha en
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positiv effekt i a statte elevene til a forsta konsept, lgse problem og kommunisere matematiske
ideer til andre. Analysen min viser at elevene bruker tegning til nettopp dette, til a forsta
problemet, utforske, redegjere for problemlgsningsprosessen og representere svaret. Tidligere
forskning har vist at elever ofte sliter med a lgse kombinatoriske problem uten & skape
gjentakende kombinasjoner (English, 1996). Resultatene i denne forskningen viser at elever
ikke har den samme utfordringen nar de bruker tegning i problemlgsningsprosessen. Derimot
var det andre utfordringer elevene i dette forskningsprosjektet mgtte. A finne alle
kombinasjonene nar tegning blir brukt til & utforske og a svare pa hvor mange kombinasjoner
som er representert var vanskelig for disse andretrinnselevene. Disse utfordringene ser ut til &
henge sammen med funksjonen tegning har og strategien brukt for & lgse problemene. A vite
antallet kombinasjoner er en utfordring som virker & veere spesiell i bruk av tegning som
representasjon. Tidligere forskning har ikke indikert at dette er en utfordring for elevene nar
konkreter benyttes i prosessen a lgse kombinatoriske problem. Samtidig har analysen vist at
elever som bruker strategier i odometerfasen, representerer kombinatoriske problem ved en
ryddig representasjon. Representasjonene de bruker kan vere en inngang til eksterne
representasjoner som valgtre. En forutsetning for & videreutvikle elevenes tegninger som
representasjoner for strategier i odometerfasen er at elevene ma kunne bruke formelle

notasjoner.

Formalet med dette forskningsprosjektet var & undersgke hvordan elever lgser matematiske
problem og representerer i matematikk. Oppgavene elevene arbeidet med var ikke for dem
kjente oppgaver, da de ikke hadde hatt undervisning i kombinatorikk pa skolen, og oppgavene
de fikk kan derfor ansees a veere problemlgsningsoppgaver. Dette forskningsprosjektet kan
derfor veere nyttig for matematikkundervisning av flere emner enn kombinatorikk. Analysen
viser at elever pa andretrinn kan bruke et mangfold av strategier, altsa bruker noen elever
strategier preget av en prgv-og-feil-tilneerming mens andre bruker avanserte strategier hvor de
drar nytte av strukturen i kombinatorikk. Slik vil det trolig veere i alle matematikklasserom og
alle matematiske emner. Det som da er viktig for oss som matematikklarere, er & gi elevene

apne oppgaver hvor de kan benytte seg av ulike strategier.
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Dette forskningsprosjektet belyser ogsa viktigheten i & samtale med elevene om tegningene de
danner. Uten elevenes forklaringer knyttet til tegningene ville det veere vanskelig & kunne fastsla
funksjonen tegningen har hatt i deres problemlgsningsprosess. Uttrykksformene tegning og
muntlig sprak utfyller hverandre. Tegningen ser ut til & hjelpe elevene til & kommunisere deres
matematiske forstdelse ved at de kan forklare sine valg og reflektere over prosessen. Det
muntlige spraket elevene knytter til tegningene sine har hjulpet meg som forsker til a forsta
bade hvilken funksjon tegning har hatt i arbeidet og hvilken strategi elevene har brukt. Det
muntlige spraket har derfor veert avgjerende for at jeg har kunnet svare pa forskningsspgrsmalet

mitt.

6.2 Videre forskning
Underveis i arbeidet med dette forskningsprosjektet har jeg ofte mgtt pa spgrsmal som jeg

gjerne ogsa skulle studert neermere. Fokuset i denne oppgaven har veert arsaken til at elevene
tegner i sitt valg av kombinatorikkstrategi, derfor er det mye som har veert interessant i elevenes
tegninger som ikke har blitt analysert. Flere av elevene har for eksempel papekt at de ikke
trenger a tegne detaljerte marsvin, at det holder a tegne en sirkel i den bestemte fargen. Likevel
har de tegnet mer detaljert enn de viser forstaelse for at er ngdvendig. Dette skulle jeg gjerne
undersgkt ytterligere. Hva er arsaken til at de velger a tegne munn, gyne og grer pa marsvinene?
Er det av rent estetiske grunner, fordi de liker & tegne eller er det fordi de lettere knytter sin
representasjon til konteksten ved a gjgre det? Forskning har undersgkt elevers bruk av detaljer,
som for eksempel Saundry og Nicol (2006). Deres forskning satte blant annet sgkelys pa grad
av detaljer i elevers tegninger i problemlgsning. Spesielt for kombinatorikk ved bruk av tegning
som representasjon er at detaljer til en viss grad er viktig. Like element ma representeres pa en
mate som ogsa skiller dem fra hverandre. Dette kan gjeres med farger, slik elevene gjorde i
dette forskningsprosjektet. Jeg har lurt pa om disse fargene er tegnet for nettopp a skille
elementene, eller om det kommer av elevenes generelle tegnemate. Det hadde veert interessant
a undersgke dette, gjennom a for eksempel gi en elevgruppe bade kombinatoriske problem, slik
som i dette prosjektet, og andre problemlgsningsoppgaver hvor detaljer ikke i like stor grad er

ngdvendig.
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| arbeid med dette forskningsprosjektet har jeg reflektert over elevenes evne til & mgte problem
med nysgjerrighet og pagangsmot, selv om de ikke hadde en klar plan for prosessen. Det har
fatt meg til a reflektere over min tidligere oppfatning av matematikk, da jeg pa barneskolen
brukte prosedyrene lerebgkene viste til & lgse oppgaver. Jeg beundrer elevene som stiller
sparsmal til seg selv i problemlgsningsprosessen, og viser en glede til matematikkfaget som jeg
farst kjente pa da jeg startet pa lererutdanningen. Denne gleden tror jeg hjelper elevene til &

bruke kunnskap fra andre emner til & lase nye problem.
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Vedlegg: Samtykkeskjema
Vil du delta i forskningsprosjektet

«Elevers multimodale uttrykk i matematikk»?

Formal

Jeg er masterstudent ved NTNU og skal skrive en masteroppgave i matematikkdidaktikk. I
dette prosjektet gnsker jeg a undersgke hvordan elever uttrykker seg innenfor et matematisk
tema og bruker sine tegninger i matematikk. Dette vil innebare at problemlgsningsoppgaver
hvor jeg vil observere og samtale med elever om hvordan de velger a lgse oppgavene.
Datainnsamlingen vil gjennomfares i lgpet av hgsten 2018, og jeg vil levere den ferdige

masteroppgaven i mai 20109.

Hva innebarer det for deg a delta?

Deltakelse i denne studien innebzrer at elevene aktivt deltar i et matematisk opplegg pa ca. 45
minutter. Elevene vil fa oppgaver, og det tas hayde for at elevene skal fa et faglig utbytte av
disse gktene. Datainnsamlingen vil veere basert pa observasjon av elevene i arbeid, intervju,

lydopptak og innsamling av elevarbeid.

Det er frivillig a delta

Det er frivillig & delta i prosjektet. Hvis dere velger a delta, kan dere nar som helst trekke
samtykke tilbake uten a oppgi noen grunn. Alle opplysninger om eleven vil da bli slettet. Det
vil ikke ha noen negative konsekvenser for dere hvis dere ikke vil delta eller senere velger &

trekke dere.
Personvern — hvordan vi oppbevarer og bruker opplysninger

Vi vil bare bruke opplysningene om elevene til formalene vi har fortalt om i dette skrivet. Vi
behandler opplysningene konfidensielt og i samsvar med personvernregelverket. Det er kun
masterstudent Reidi Kristina Steen Larssen som vil ha tilgang til det innsamlede
datamaterialet. Mine veiledere ved NTNU, Heidi Dahl og Benedikte Grimeland vil ha tilgang
til det anonymiserte og transkriberte datamaterialet. Deltakerne i prosjektet vil bli
anonymisert ved bruk av koding og pseudonym, og vil ikke kunne gjenkjennes i en eventuell
publikasjon. Elevenes navn vil altsa bli erstattet med en kode som vil lagres pa egen

navneliste adskilt fra gvrige data.

Hva skjer med opplysningene nar vi avslutter forskningsprosjektet?
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Prosjektet skal etter planen avsluttes i mai 2019. Da vil alle personopplysninger og lydopptak
veere slettet.

Hva gir oss rett til & behandle personopplysninger om deg?

Vi behandler opplysninger om eleven basert pa ditt samtykke.

Pa oppdrag fra NTNU — Norges teknisk-vitenskapelig universitet, Institutt for leererutdanning
har NSD — Norsk senter for forskningsdata AS vurdert at behandlingen av personopplysninger

I dette prosjektet er i samsvar med personvernregelverket.

Hvor kan jeg finne ut mer?
Hvis du har spersmal til studien, ta kontakt med:

e NTNU - Norges teknisk-vitenskapelig universitet, Institutt for leererutdanning ved
Heidi Dahl, pa epost (heidi.dahl@ntnu.no) eller telefon: 73559819.

e Vart personvernombud: Thomas Helgesen
e NSD — Norsk senter for forskningsdata AS, pa epost (personvernombudet@nsd.no)
eller telefon: 55 58 21 17.

Med vennlig hilsen
Reidi Kristina Steen Larssen

Samtykkeerklaring

Jeg har mottatt og forstatt informasjon om prosjektet «Elevers multimodale uttrykk i

matematikk», og samtykker til at mitt barn (barnets navn),

deltar i prosjektet.

(Foresattes underskrift, sted og dato)
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