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Sammendrag

I denne oppgaven ser jeg pa hvordan primtallene er distribuert asymptotisk. Riemanns
zetafunksjon er nert knyttet til dette og den defineres fgrst ved hjelp av en Dirichletrekke.
Videre utvides definisjonen ved a bruke analytisk fortsettelse fra kompleks analyse, slik at
zetafunksjonen blir definert pa hele det komplekse planet. Disse resultatene brukes sam-
men med tallteori og residueregning for a bevise primtallsteoremet.




Summary

In this paper I look at how prime numbers are distributed asymptotically. Riemann zeta
function is closely related to this, and it’s first defined by a Dirichlet series. Further the
definition expands by using analytic continuation from complex analysis, so the zeta func-
tion is defined on the entire complex plane. These results are used, along with number
theory and residue theory, to prove the prime number theorem.
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Forord

Denne oppgaven er skrevet ved Norges teknisk-naturvitenskapelige universitet som en avs-
lutning pa min leererutdanning i realfag. Arbeidet med oppgaven har pagatt fra august 2012
til mai 2013, hoveddelen av av arbeidet fant sted i varsemesteret. I oppgaven bevises prim-
tallsteoremet, og oppbyggingen av beviset er hovedsakelig hentet fra Apostol: “Introduc-
tion to Analytic Number Theory”’[1]. Jeg gnsker & takke professor Peter Lindqvist for hjelp
og veiledning i arbeidet med oppgaven.
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Notasjon

Her presenteres notasjon som er brukt i oppgaven.

e log x betyr den naturlige logaritmen av x. Dersom det er snakk om andre grunntall
for logaritmer skrives det slik log, x, der 2 er grunntall.

| 2| betyr heltallsdelen av x. Det vil si |z] = max{n € Z slikatn < z}.

(Z) er binomial koeffisienten ﬁik),

d|n betyr at d deler n, det vil si d er en faktor i n.

O(f(z)) = g(x) betyr at f(z) er dominert av g(x), det vil si det eksisterer en M
slik at | f(x)| < Mg(z) for alle .

Zp vil si at summen skal ga over primtall. Dersom summen géar over annet enn p,
skal det summeres over heltall.

Med [ f(t) dt menes lim, .o [, f(t)dt.
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Kapittel 1

Innledning

De fleste av punktene i innledningen nevnes i Ingham: “The Distributuon of Primes”[3].
Alle heltall > 1 kan deles inn i primtall og sammensatte tall. 7(z) er funksjonen som
teller antall primtall p < x. Aritmetikkens fundamentalteorem sier at alle naturlige tall
kan primtallsfaktoriseres pa en unik méte.! Dette teoremet brukte Euclid til & bevise at det
eksisterer uendelig mange primtall i “Elementene”, bok 9, prop. 20.

Euler beviste at det finnes uendelig mange primtall med en annen metode i 1737. Han

viste at rekken
>
» p

divergerer. Euler beviste dette ved a bruke identiteten

2;21;[(1—#;—&—1;84_...):1;[(1_;)1. i

I 1808 publiserte Legendre en approksimasjon til funksjonen 7 (x). For store x er 7 ()
approksimert
X

logz — B’

der B er en konstant, senere har det blitt vist at approksimasjonen pa denne formen er
opptimal ndr konstanten er 1.> Gauss kom med en liknende formel, hans metode gikk ut
pa a telle antall primtall i blokker pa tusen etterfglgende heltall, det vil si han regnet ut
verdier for w(k + 1000) — (k) for forskjellige k. Fra dette foreslo Gauss @ som en
approksimasjon for gjennomsnittstettheten av primtallene i n@rheten av en stor z. Det vil

si
|
/ du
5 logu

"Dersom man ser bort i fra rekkefglgen av primtallsfaktorene.
2Legendre foreslo 1,08366, denne verdien ble basert pa primtallstabeller opp til z = 400000.




Kapittel 1. Innledning

som en approksimasjon til 7(z). Dersom man ser pé disse formlene asymptotisk er de
ekvivalente. De er ogsé ekvivalente med

lim 7(x)log x _q
Tr— 00 €T

9

som er primtallsteoremet. Hverken Legendre eller Gauss beviste at formelene stemte asym-
totisk.

Chebyshev kom med det fgrste teoretiske resultatet som knyttet 7(x) til lozx' 11848
beviste Chebyshev at dersom
lim m(z)logx
T—00 €T

eksisterer s er den lik 1, og i 1850 beviste han at

X

<7(z)< A

alogm log x’

der a og A er konstanter, holder for alle tilstrekelig store x.
Mens Euler hadde brukt identiteten 1.1 med s = 1 lot Riemann, i et memoir fra 1859,
s veere en kompleks variabel i summen

(=3

¢(s) kalles Riemanns zetafunksjon. Riemanns analyse viste at 7(x) er knyttet sammen
til nullene til zetafunksjoner i det komplekse s-planet. I 1896 beviste Hadamarad og de
la Vallée Poussin primtallsteoremet uavhengig av hverandre og nesten samtidig. Begge
bevisene gjorde bruk av kompleks funksjonsteori. I tabellen under vises en oversikt over
m(x) 0g 155, og forholdet mellom dem for z-verdier mellom 10 og 1019, Tabellen er

hentet fra Apostol: “Introduction to Analytic Number Theory”’[1]

T () @ w(x)/lozm
10 |4 43 0.93
102 | 25 21.7 1.15
10 | 168 144.8 1.16
10% | 1229 1086 1.13
105 | 9592 8686 1.10
105 | 78498 72382 1.08
107 | 664579 620420 1.07
108 | 5761455 5428681 1.06
109 | 50847534 | 448254942 | 1.05
1070 | 455052511 | 434294482 | 1.048

I memoiret til Riemann pastod han at det virket sannsylig at alle ikke-trivielle nuller
til (s) ligger pa linja der reelle verdien til s er 5. Dette er kjent som Riemann hypotesen
og har enna ikke blitt bevist. Utregninger har vist at Riemann hypotesen stemmer for de
fgrste 3500000 nullene.

Senere, i 1949, oppdaget Atle Selberg og Paul Erdos et elementert bevis av primtall-
steoremet. Det vil si et bevis som ikke bruker kompleks funksjonsteori.




Kapittel 2

Grunnleggende tallteori

I dette kapittelet introduseres litt grunnleggende tallteori. Fgrst defineres aritmetiske funksjon-
er, og det gis noen eksempler. Videre defineres Chebyshev funksjonene, det vises at vi kan
bruke disse til & formulere pastander som er ekvivalente med primtallsteoremet. Kapittelet
avsluttes med a vise et svakere teorem enn primtallsteoremet.

2.1 Aritmetiske funksjoner

Vi starter med & definere hva en aritmetisk funksjon er deretter ser vi pa noen eksempler
pa aritmetiske funksjoner.

Definisjon 2.1. En aritmetisk funksjon er en reell funksjon definert for de naturlige tal-
lene.!

Fgrste eksempel pa en aritmetisk funksjon er Mobiusfunksjonen g

Definisjon 2.2. Mobiusfunksjonen 11(n) definerers slik

Hvis n > 1 skriver vi

B (-1)* hisa; =ay = =ap = 1,
pln) = {0 ellers.
Eksempler (31) = 1 siden 31 er et primtall, 4(35) = —1 siden 35 = 5 -7 og

©(28) = 0 siden 28 = 22 . 7.
Det er en aritmetisk funksjon som kalles enhetsfunksjonen, den defineres til & vaere
e(n) = 1 for alle n. Et annet eksempel pa en aritmetisk funksjon er identitets funksjonen

IDet er vanlig at aritmetiske funksjoner kan vaere komplekse, men vi vil kun trenge reelle her.




Kapittel 2. Grunnleggende tallteori

I som defineres slik

I(n) = LEJ _ {1 hvisn =1,

0 hvisn>1

Vi har en sammenheng mellom p og I. Dette vises i fglgende teorem.

Teorem 2.1. Forn > 1 har vi
> " p(d) = I(n)
d|n

Bevis. Forn = 1 har vi u(1) = 1 = I(1), dersom n > 1 skriver vi n = pi* - - pi*, og
merker at leddene i summen som ikke har verdi 0 kommer fra d = 1 og divisorene av n
som har distinkte primtallsfaktorer. Dermed skrives summen slik

> u(d) = p(1)+p(pr) +- - -+ (o) +p(prp2) ++ -+ p(Pe—1pe) +- -+ (P12 - pr).-
d|

Legg merke til at dette er binomisk fordelt, dermed har vi

> pd) =1+ (If)(—l)l + (S)(—n? et (:>(—1)’“ —(1-1)F=0

d|n

Von Mangoldtfunksjonen A(n) er ogsa et eksempel pa en aritmetisk funksjon.

Definisjon 2.3. Von Mangoldifunksjonen A(n) defineres for alle heltall n > 1:

An) logp hvisn = p™ der p er et primtall og m > 1,
n)=
0 ellers.

Eksempler A(81) = log(3) siden 81 = 3%, A\(p) = log(p) nar p er et primtall,
A(77) =0siden 77 =11 - 7.
Nar n > 1 har vi

log(n) = Y A(d). 2.1)

d|n

Dette stemmer for n = 1 siden vi har log(1) = 0 = A(1) For n > 1 bruker vi den
primtallsfaktoriserte formen av n:

-
n= H PRr.
k=1
Ved a ta logaritmen her blir produktet til en sum og vi oppnar

log(n) = Z ay, log(pk)-
k=1




2.2 Dirichlet konvolusjon

Nar d har mer enn en distinkt primtalsfaktor er A(d) = 0. Dermed er det bare d pa formen
d = p}* som vi trenger 4 summere over, hererm = 1,2,--- ,a,0gk =1,2,--- ,r. Fra
definisjonen av A har vi at A(p}") = log(py) dermed fér vi

r T ak T
ZA Z Z A(py') Z Z log(pr) = Zak log(px) = log(n).
d|n k=1m=1 k=1m=1 k=1

Dermed er 2.1 bevist.

2.2 Dirichlet konvolusjon

For aritmetiske funksjoner har vi en operasjon som kalles Dirichlet konvolusjon. Den de-
fineres slik

Definisjon 2.4. Dirichlet konvolusjonen mellom to aritmetiske funksjoner, f og g, skrives
f * g, er den aritmetiske funksjonen gitt ved likningen

(f * 9)( Z F@g(5)-
Dirichlet konvolusjon er en kommutativ operasjon, det vil si f x g = g * f. Dette vises

ved
= Z fla)g(d) = Z g(b)f(a) = (g f)(n)

ab=n ab=n

Dirichlet konvolusjon er en assosiativ operasjon, det vil si (f x g) x h = f * (g * h).
Dette vises ved

{(fxg)xh}(n) =Y (Fxg)(@h®) =Y > flc)g

ab=n ab=n cd=a

= Y FOgdhb) =3 > fe)g(d)h(b)
cdb=n, ce=n bd=e

= 3 o6 = {F = g+ W) )

Teorem 2.2. For alle aritmetiske funksjoner f harvil x f = f+x1 = f
Bevis. Dette ser man av
n d
) =Y f@1(5) = fldyg| =] = f)
d|n d|n
O

Videre har vi at dersom f er en aritmetisk funksjon med f(1) # 0 eksisterer det en
aritmetisk funksjon f ', som kalles Dirichlet inversen til f, slik at

(f7x f)n) = (f * f71)(n) = I(n).
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Funksjonen f~! bestemmes ved likningen (f * f~1)(n) = I(n), det vil si
P\ 1) —
%:f(d)f (d) = 0.

Ved 4 bruke egenskapen til den aritmetiske enhetsfunksjonen og teorem 2.1 har vi

(nxe)(n) =Y p(d) ( )=§M(d)=

d|n
det vil si at i og e er Dirichlet inverser. Dette bruker vi til & bevise det neste teoremet

Teorem 2.3.

- ;g(d) & g(n) = Zﬂd)g(a)

d|n

Bevis. Vi viser implikasjon mot hgyre fgrst. Dermed starter vi med at f = g * e. Ved d ta
konvolusjonen med p far vi

frp=(gxe)xp=gx(exp)=gxl=g

For & vise implikasjonen mot venstre tar man konvolusjonen med e i f * u = g. Dette gir

gre=(frp)xe=fx(uxe)=fxI=f

Fra dette og likning 2.1 far vi

Z wu(d log (2.2)

2.3 Abels identitet og Eulers summasjonsformel

Abels identitet og Eulers summasjonsformel er to resultater som har med aritmetiske
funksjoner & gjgre. Vi vil bruke Abels identitet for & vise ekvivalente former av prim-
tallsteoremet. Vi starter med a bevise Abels identitet og bruker videre dette til a bevise
Eulers summasjonsformel.

Teorem 2.4. Abels identitet. La a(n) veere en aritmetisk funksjon og la A(x) =%, . a(n)
0g A(x) = 0 ndr x < 1. Anta at f er en funksjon slik at f' er kontinuerlig pd intervallet
[y, z], der 0 < y < x. Da har vi




2.3 Abels identitet og Eulers summasjonsformel

Bevis. Lak = |z] ogm = |y], dahar vi A(z) = A(k) og A(y) = A(m). Legg merke
tilat a(n) = A(n) — A(n — 1).

y<n<z n=m+1 n=m+1

Videre benytter vi at Zn me1 Aln—=1)f(n) = Z:;:n A(n)f(n+ 1) og deretter samler

de leddene vi kan i en sum

k—1

k
Z a(n)f(n) = Z A(n An)f(n+1)

y<n<lz n=m+1 n=m

k—1
= Y A)(f(n) = f(n+1) + A(k) f(k) = A(m) f(m +1).

n=m+1

Ved a bruke analysens fundamentalteorem far vi

n+1
f) = fn4 1) = =(fln+ D)+ ) == [ fle)an

Dette gir

k—1 n+1
> am)fm)=— > A(n)/ f(#)dt + Ak) f(k) — A(m) f(m + 1)
y<n<z n=m+1 n

k—1

n+1
—= Y [ A®F©dt+ A®FE) - AGm) 1+ )

n=m+1Y"

siden A(t) er konstant for n < ¢ < n + 1 for alle heltall n. Videre har vi at
A(k) f( / A(t)f'(t) dt, og

m—+1
A(m) fm+1) = A(y) f(y) + / A f'(#) dt.

> a(n)f(n):—/W:lA()f )dt + A(zx /A
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Eulers summasjonsformel er et spesialtilfelle av Abels identitet.

Teorem 2.5. Eulers summasjonsformel. Hvis | har en kontinuerlig derivert f' pd inter-
vallet [y, x], der 0 < y < x, sd

S sw= [ s@des [T 1)@+ @) -0 - ) -y

Bevis. La a(n) = 1 for alle n > 1, dette fgrer til at A(z) = |[z|. Na gir Abels identitet
0ss

Yo am)fm)= Y f(n)=f@)lz] - fy)ly) */mtﬂf’(t) dt

y<n<z y<n<z
xT

= f(@) =] = f(y)lyl +/ (t=[t)f'®) dt*/ tf'(t)dt
y Y
Vi kan bruke delvis integrasjon pa det siste intergralet
| tr @it =ap@) - ut) - [t
Y Y

Ved 4 sette inn dette har vi

> s = [ @t [Ce-1e)r e @ -2 - 1)) -y

y<n<z Y Y
O
Eksempel
Senere vil vi ha bruk for verdien av
al logn
o ).

>~

n=1
Vi kan beregne denne ved & benytte Eulers summasjonsformel. Vi lar f(n) = 105 Ly =3

og x = N, der N er et heltall. Ved a bruke dette i Eulers summasjonsformel far vi

N N N
logn logt / 1—logt 2 1
= ——dt t—|t]))———dt+0+4 = -log =
S = ) S [ a0 S

Vi kan regne ut store O av et ledd av gangen. For det andre leddet bruker vi at (t— [¢]) < 1
for vi integrerer

of [ 5t u) ~ (M5 - B4) —ont

O(/;V(t— Ltj)l_tilzogtdt) <o(- 10;ng —%+2-1og%+2) :O(IOJgVN)

O(log %) —0(1)




2.4 Chebyshevfunksjonene

Dermed har vi N
logn 9
0( —):1 N 23
n; 2 og (2.3)

2.4 Chebyshevfunksjonene

Chebyshevfunksjonene er ikke aritmetiske funksjoner. Begge er definert for positive reelle
tall.

Definisjon 2.5. Chebyshevs 1)-funksjon defineres for x > 0 ved formelen
Y(@) =) Aln).
n<z
Eksempel
$(32) = > A(n) =1log(2) +log(3) + log(2) + log(5) + - - - + log(31) + log(2)

n<32

= 5log(2) + 3log(3) + 2log(5) + - - - + log(31).

Her fér vi 5 - log(2) siden vi skal legge sammen verdiene A(2™) for alle n slik at 2™ < 32.

Definisjon 2.6. For x > 0 defineres Chebyshevs 0(x) ved formelen
0(z) = log(p).
p<z
Summen gdr over alle primtall < .

Eksempel
6(32) = log(2) + log(3) + log(5) + - - - + log(31)
Vi har fglgende sammenheng mellom 1 og 6
bla)= > O
m<log,(x)

Bevis. Dersom ikke n kan skrives pa formen n = p™ der p er et primtall er A(n) = 0.
Dermed har vi

@)= An)=Y > AP™) =D Y log(p)

n<x m=1pm<z m=1 p<z

Summen over m er egentlig endelig. For a finne den maksimale m vi skal ha med i sum-
. 1 . . . .

men, ser vi at dersom = < 2 blir summen over primtallene tom, siden 2 er det minste

primtallet. Fra denne betingelsen finner vi hvilke m-verdier vi ma summere over.

8(2) _ 10g, ().

1
T <9 — — log(z) < log(2) = m > =lo
m

log(2)
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Dette gir resultatet

Pa)= > Y loglp)= > 0@w)

m<log,(z) p<x L m<log,(z)

ved & bruke definisjonen av 6(z). O

Videre skal vi undersgke forholde mellom hvordan v (z) og 6(x) vokser nér  vokser.

Teorem 2.6.

r—00

Bevis. For a bevise dette teoremet, vises forst ulikheten

V@) 0a@) _ log’@)
x x = 2y/zlog(2)

0< (2.4)

forz > 0.
Fra definisjonen av 6(z) folger ulikheten

O(z) < Zlogx <zlogzx
p<z

Ved & kombinere dette med det vi vet om forholdet mellom () og 6(x) far vi

log, x log, x log, x
0<Y(x) —0(x) = Z 9(:1:%) —0(z) = Z 9(.’17%) < Z zw log
m=1 m=2 m=2

logx —logx zlog? x
< logy ov/wlog v = log 2 v 2 gog(?)

Dersom man dividerer med « far man ulikhet 2.4. Videre kan vi la z — oo, dette gir

z—oo 2\/xlog2

T xT

0< tim (LY o gy log?

r—00

O

Fra dette teoremet fglger det at dersom en av wir) og 9(:) gér mot en grense nar

T — 00 sa gjgr ogsa den andre det, og da grenseverdiene er like.

2.5 Ekvivalente former av primtallsteoremet

7(x) er en funksjon som teller alle primtall p < z. Her skal vi vise at det er sammenhenger
med Chebyshevfunksjonene som er ekvivalente med primtallsdistribusjonsteoremet. Fgrst
trenger vi & etablere to sammenhenger mellom 7(x) og 6(x). Dette gjgr vi ved & bruke
Abels identitet.

10



2.5 Ekvivalente former av primtallsteoremet

Teorem 2.7. For x > 2 gjelder

0(x) = w(z)logz — /I @ dt, (2.5)
2
0g
_ (=) /I 0(t)
me) = log * o tlogt’ 20

Bevis. Vi definerer
1 hvis n er et primtall,
a(n) =

0 ellers.

Da er a(n) den karakteristiske primtalsfunksjonen. Vi har

0(z) = Z a(n)logn.

1<n<zx
Ved 4 la f(z) = log x og sette y = 1 gir Abels identitet

0(x) = Z a(n)logn = w(z)logx — w(1)log1 — /j # dt

l<n<z
ot
:w(x)logx—/ ?dt
2

siden det minste primtallet er 2. For & vise den andre sammenhengen lar vi b(n) =
a(n)logn. Dette gir

b(n
= 3 e

1<n<lz
O(z)= Y bn).
1<n<z
La f(x) = @, nd ma vi velge en 1 < y < 2 for & unngd 0 i nevneren og for at summen

skal ga fra n = 2. Igjen bruker vi Abels identitet

b(n 0(x 0 Tt
m(z) = Z lo(g)_ (z) (y)+/y L

Jort, logn T logz logy tlog®t

_ 0(2) +/ 9(2 @t
logz /o tlog”t

Siden 0(t) = Onart < 2 O

Na kan vi vise at vi har ekvivalente versjoner av primtallsteoremet.

11
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Teorem 2.8. Fplgende sammenhenger er ekvivalente:

0(x)

]
i TEMogr 0@ g, 2@)

Fra teorem 2.6 har vi at grenseverdiene med Chebyshevfunksjonene er ekvivalente.

m@sr _ o Jim,_,,, 42

Derfor trenger vi bare & bevise at lim,_, o, =

Bevis. Vi viser fgrst implikasjonen mot hgyre. Anta at lim_, o, % = 1 holder, det
forer til at

@:O(

), fort > 2
T

log x
Ved a dividere likning 2.5 med z fér vi

Videre ma vi vise at siste leddet her gar mot 0 nar x — oo. Siden ¢ > 2 i integralet har vi

1 = ¥

,/ @dtzo(l/ Ldt)

T Jy z Jy logt
P4 intervallet [2, \/x] har vi @ < 10g2 og pa intervallet [/, x] har vi
Dette gir

zldt—/ﬁldt+/z dt < /ﬁldm—/xldt
o logt ), logt flogt —Jo log2 vz log/x

B \/5—2_’_:5—\/5
~ log?2 log /.

1 1
logt < log vz

Dermed har vi

_9 _
/ —dt lim Ve + TV =
rﬂoox logt z—oo zlog2  xlogy/z

Med andre ord er implikasjonen mot hgyre vist. Videre vises implikasjonen mot venstre.

Vi tar utgansgspunkt i likning 2.6 og antar at lim,_, %m) = 0. Fgrst multipliserer vi
likning 2.6 med %82 det gir
n(x)logr  0(x) N log /"” 0(t)
x oz z Jy tlog’t

For & vise implikasjonen mot venstre ma vi vise at integralleddet gar mot 0 nar z — oo.
Ved a bruke 0(t) = O(t) far vi

1 oot 1 o1
ng/ ®) dt:O(ng/ > dt)
T Jy tlogt z Jo log”t
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2.6 Et svakere teorem enn primtallsteoremet

Ved a dele integralet opp og maksimere integranden i hvert integral og regne ut grensever-
dien far vi

dt < lim

)
log? t e—oo rlog?2  zlog®\/x

lim
r—o00 I

log;v/”” 1 V-2  x—x
2

O

Vi vet ikke om de tre pastandene holder, men dersom vi klarer & vise at en av de
holder sa holder de to andre ogsd. Nar vi skal bevise primtallsteoremet beviser vi at

limg 0o @ = 1 og dermed holder ogsa primtallsteoremet.

2.6 Et svakere teorem enn primtallsteoremet

Dette kapittelet avsluttes med et teorem som er svakere enn primtallsteoremet. Dette teo-
remet viser at w(n) vokser omtrendt som k’%. Dette vises ved at vi etablerer ulikheter
med 7(n) og faktorer av 105 ™ men fgr vi kan gjgre dette trenger vi & vite om Legendres
identitet, den introduseres ved hjelp av et eksempel.

Eksempel

Vi skal faktorisere 100!.

Fgrst vil vi finne antallet ganger faktoren 2 forekommer. Vi har faktoren 2 i tallene 2, 4, 6, 8,

o+, 100

100
= {TJ = 50 ganger.

Men vi mangler fortsatt de ekstra faktorene 2 fra tall med faktor 22 = 4. S& vi m4 telle
med en ekstra faktor tallene 4,8,12,16 - - -.

1
- L%J = 25 ganger.

Videre fortsetter vi med tallene med faktor 23 = 8

1
= L%J = 12 ganger.

Nar vi fortsetter finner vi

5] =
100
=0
100
MTJ =1

Faktoren 2 opptrer altsd 50 4 25 4 12 4+ 6 4+ 3 + 1 = 97 ganger. For & faktorisere 100!
kan man bruke samme metode for alle primtall < 100. Denne metoden oppsummeres i
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Kapittel 2. Grunnleggende tallteori

Legendres identitet som sier: For alle n > 1 har vi

nl = Hpo‘(p) der a(p) = i {p%J

p<z m=1

Legg merke til at | 7 | = 0 narm > H‘;i = | Ved & ta logaritmen pa begge sider far vi

logn! = Z a(p) log p. 2.7

p<n
Videre vil vi trenge fglgende lemma.
Lemma 2.1.
2n
2" < <4", forn >2
n

Bevis. Vi har

4n:22n:(1+1)2"=§:<2/:) g (277)

k=0
Den andre ulikheten viser vi ved hjelp av et induksjonsbevis. For n = 2 har vi
" 41

Som induksjonshyppotese antar vi at
2k
2k§ <k)’ forn =k > 2.

Forn = k + 1 far vi

o 2.t zo- (1) <ol EHELD ()
_ (2k+2)(2k+1) (2
(k+1)(k+1) (k)
_ (2(k + 1))
k+1

Na kan vi bevise fglgende teorem.
Teorem 2.9. Chebyshevs teorem. For alle heltall n > 2 gjelder ulikhetene

" < r(n) < 62

1
6 logn logn

14



2.6 Et svakere teorem enn primtallsteoremet

Bevis. Ved a ta logaritmer i ulikheten fra lemmaet far vi
nlog2 < log(2n)! — 2logn! < nlog4

Vi benytter oss av likning 2.7 og far

Lz
log(2n)! — 2logn! = Z Z L J L%J )logp
p<2n m=1 p

Ved 4 benytte at |2z] — 2|z er enten 0 eller 1 fér vi

Rl
nlog2 < Z ( 1 logp_ Z og gp = Z log 2n = 7(2n) log 2n

p<2n m=1 p<2n p<2n

Dermed fér vi
nlog2 2nlog2 1 2n

2n) > = -
m(2n) log2n  2log2n = 4log2n
ved a bruke at log 2 > % Na har vi vist den venstre ulikheten for partall. For oddetall har

vi
1 2n 1 2n 2n+1 >1 2n+1

— >7 —
4log2n = 42n+1log2n+1 ~ 6log2n+1

m(2n+1) > w(2n) >

siden 722~ > 2. Dermed ha vi vist

n

1
w(n) > GTogn’

Videre vil vi vise den andre ulikheten. Ved 4 1a summen gé over m = 1 far vi fra Legendres
identitet at

log(2n)! — 2logn! > Z ({2—:” —2{ J)logp

p<2n p

For primtallene p, n < p < 2n har vi L%”J -2 L%J = 1. Dermed far vi

nlog4 > log(2n)! — 2logn! > > logp = 6(2n) — 6(n).

n<p<2n

For n-verdier pa formen n = 2" har vi
0(2™t) —9(2™) < 2™ log4 = 2™ log 2.
Ved a summere over m-verdiene m = 1,2, 3, --- | k far vi
0(251) = 92" —0(2F)+0(2%)—- - - = (2™ T 42m42m 421 log 2 < 2™ log 2.
Videre velger vi k slik at 2¢ < n < 2F+1 og far

O(n) < 9(2k+1) < 282102 < 4nlog 2.
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Kapittel 2. Grunnleggende tallteori

Na velger vi 0 < v < 1, dette gir

(m(n) —w(n%))logn® = Z logn® < Z logp < 6(n) < 4nlog?2.

ne<p<n ne<p<n
Dette gir fglgende uttrykk for 7(n)

4dnlog?2

(03

4nlog 2 4log2 1
() < nlog n n ( og ogn)

m(n%) <

alogn alogn - logn' « nl-o

Videre vil vi finne en maksimal verdi av f(n) = TILOEZ .Hervetviat0 < a < logn > 1,
vedalaf =1— aharvif > 0.Nahar vi

logn  logn
nl-o - ’17/3 ’

for & finne maksimal verdi deriverer vi med hensyn pé n og lgser f'(n) =0

1 Blogn
4 — —_

)= g3 =
1 Blogn 1

/ _ _ _
Fl)=0 = —55="55 =,
L
)= —.
s =

Dette er en maksimalverdi. Ved dla o = % og dermed 3 = % far vi

2 e

() < n (2log2 logn) n (12log2 3>_L

3
- - (6 log 2 + 7).
logn\ « nl-o logn logn e
Utregning gir
3
6log2 + - < 6,

dermed har vi n

m(n) < 6

logn’
O
Det gar ann & forbedre konstantene i ulikheten slik at de blir neermere 1. Dette blir gjort

i A.E.Ingham: “The Distribution of Primes”[3], men det viktigste fra dette resultatet er at
vi kan vite at 12— er et riktig forhold & sammenlikne (1) med.
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Kapittel 3

Dirichletrekker

I dette kapittelet introduseres Riemanns zetafunksjon ((s), som er et eksempel pa en
Dirichletrekke. ved & bruke teori fra Dirichletrekker for & undersgkes zetafunksjonen. Her
defineres zetafunksjonen i et halvplan i det komplekse planet. I neste kapittel vil zeta-
funksjonen defineres for hele det komplekse planet ved & bruke analytisk fortsettelse.

3.1 Dirichletrekker og zetafunksjonen
Definisjon 3.1. For reelle s > 1 defineres zetafunksjonen ved formelen

(=3~

ns’
n=1

Vi kan vise at rekken konvergerer ved a bruke integraltesten

oo n

Sopstad |
n=1 n=2"Y"1

Videre definerer vi Dirichletrekker.

1 1 1
—dm=1—|—/ —dr =1+ .
1z 1 x° s—1

Definisjon 3.2. Dersom f(n) er en aritmetisk funksjon definerer vi Dirichletrekken med

koeffisienter f(n) til G veere
i f(n)
ns
n=1

Her er s-verdiene komplekse.

Vi fglger her Riemanns notasjon og skriver s = o + it, der o og ¢ er reelle. Videre vil
vi definere ((s) for komplekse s-verdier. Legg merke til at

n® = e° logn _ 6(0+zt) logn _ naezt logn

17



Kapittel 3. Dirichletrekker

Dette medfgrer at |n®| = n?. Det vil si at

o0

1

ns
n=1

konvergerer for alle s med o > 1. Vi utvider definisjonen av ( til & gjelde for alle slike
s-verdier. Dermed er zetafunksjonen definert for det komplekse halvplanen o > 1.

Teorem 3.1. Anta at rekken

g”ﬁ?

hverken konvergerer for alle s eller divergerer for alle s. Da finnes det et reellt tall o, kalt
absolutt konvergens abscissen, slik at

o0
Z f(n)
nS
n=1
konvergerer absolutt for o > o, og konvergerer ikke absolutt for o < o,.

Bevis. Legg merke til at for 0 > a saer

(n)

nS

£ (n)]

na

IN

Det vil si at dersom en Dirichlet rekke konvergerer absolutt for s = a + it sa konvergerer
den absolutt for s med o > a. La videre A vere mengden av reelle o der

divergerer. Da er A en ikke-tom mengde. Siden rekken ikke divergerer for alle o har A
en gvre skranke. Derfor har A en minste gvre skranke, o,. Dette er absolutt konvergens

abscissen. O
For
oo
1
>~
n=1

il:1+}+(1+1>+(1+1+1+})+(1+...)+...
—=n 2 3 4 5 6 7 8 9
2 4 4 § 8 8 8 16
L UL S
2 2 2

18



3.2 Funkjonen definert ved en Dirichletrekke

3.2 Funkjonen definert ved en Dirichletrekke

Videre defineres en funksjon, fra absolutt konvergens halvplanet, ved hjelp av Dirichlet-
rekker.

Definisjon 3.3.

foro > o,

-~ f(n)
Fs)=> 55
n=1 n
Videre vises noen egenskaper for slike funksjoner.

Lemma 3.1. For N > 10g o > ¢ > o, har vi

— f(n) L ()
‘Z ns < No—c Z ne '
n=N n=N

Dette bevises slik

Bevis.

)

PIR

00 n o) n 1 > n
STl L S

n=N n=N

Det neste teoremet viser hva som skjer med F'(s) dersom vi lar 0 — oc.

Teorem 3.2.

lim F(o +it) = f(1) uniformtfor —oo <t < oc.

o—00

Bevis.

For & bevise teoremet ma det vises at summen over gar mot 0 nar o — oc. Velgen ¢ > o,
da kan lemmaet brukes for o > c. Dette gir

oo

S _ 11 [f(m)] _ M
< — ——
Her er M uavhengig av o og t. Nﬁra—»ooharviév—fe(). O

Dette teoremet gir at ((s) — 1 nar o — 1. Det neste teoremet viser en unikhetegen-
skap for Dirichletrekker.
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Kapittel 3. Dirichletrekker

Teorem 3.3. Gitt to Dirichletrekker

P =y 1

n

0g G(s) = 97(;1)7

som begge er absoluttkonvergente for ¢ > oc,. Dersom F(s) = G(s) for alle s i en
uendelig sekvens {sy} slik at o, — oo ndr k — oo, da er f(n) = g(n) for alle n.

Bevis. For 4 vise dette lar vi h(n) = f(n) —g(n) og H(s) = F(s) —G(s) Daer H(sy) =
0 for hver k. For & bevise teoremet ma det vises at 2(n) = 0 for alle n. Anta at h(n) # 0
for noen n, dersom dette fgrer til en motsigelse er teoremt bevist. La n = N veare det
minste tallet h(n) # 0. Daer

= h(n) h(N = hin
n=N n=N+1
Fra dette far vi
s s o hs)
h(N)=N°H(s) = N* Y  —=
n=N+1
La s = sg, siden H(sy) = 0 blir
—  h(s)
N) = —N°** —,
h(N) 2

n=N+1

Videre velges k slik at o, > ¢ der ¢ > 0,. Dermed gir lemma

No« — |A(s)] N\
< =

Her er M uavhengig av k. Ved ala k — oo vil o, — 00 og

(751)" -0

Det vil si h(N) = 0, men dette er en motsigelse, og teoremet er bevist. O

Teorem 3.4. La F(s) = > 7 fn) og anta at F(s) # 0 for en s med o > 0,. Da er det

n=1 ns

et halvplan o > ¢ > o, der F(s) aldri er null.

Bevis. Dette vises ved en motsigelse. Anta at det ikke finnes noe slikt halvplan. Da finnes
det for hver k = 1,2, - - et punkt s, med o, > k slik at F/(s) = 0. Siden o}, — 0o nér
k — oo fgrer unikhetteoremet til at f(n) = 0 for alle n, men siden F(s) # 0 for en s er
dette en motsigelse. U

I omradedet der to Dirichletrekker konvergerer absolutt kan man multiplisere dem. For
a gjgre det brukes Dirichlet konvolusjon.
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3.2 Funkjonen definert ved en Dirichletrekke

Teorem 3.5. Gitt to funksjoner F(s) og G(s) representert ved Dirichletrekkene

n n

F(s) = Z f(?) foralle c > a, 0g G(s) = Z g(T:) foralle o > b.
n=1 n=1

I halvplanet der begge rekkene konvergerer absolutt er produktet gitt ved

h(n)

F(s)G(s) =
n=1
der h = f x g, det vil si Dirichletkonvolusjonen av f og g:

hm) =3 f(@d)g(5)-
dln

Bevis. For s 1 halvplanet der begge rekkene konvergerer absolutt har vi

) § 9lm) _ 5

m=1

oo

F(5)G(s) = Y Fn)gim) ((ZZ()W

m=

Siden begge rekkene konvergerer absolutt kan vi multiplisere de og endre rekkefglgen pa
leddene uten at det endrer pa summen. Ved & samle alle leddene med nm konstant far vi

k=1 nm=k k=1
der h(k) = (f * g)(k). O
Eksempel
La
L _ N Am)
F(s) = Z o8 G(s) = Z vt
n=1 m=1

Begge rekkene konvergerer absolutt for o > 1. Her er f(n) = 1 og g(m) = u(m), sd
h(k) = | 1 |. Dette gir

¢(s) Z p(m) -1

mS

m=1

for o > 1. Dette viser at for o > 1 har vi {(s) # 0 og

= . 3.1)
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Kapittel 3. Dirichletrekker

3.3 Eulerprodukter

Dirichletrekker kan uttrykkes som produkter over primtallene. Det neste teoremt viser
hvordan absolutt konvergente rekker kan uttrykkes som uendelige produkter derson f er
multiplikativ. Disse produktene kalles Eulerprodukter siden det var Euler som oppdaget
denne sammenhengen. Dette anvendes senere pa Dirichletrekker.

Teorem 3.6. La f veere en multiplikativ aritmetisk funksjon slik at rekken Y .- | f(n)
er absolutt konvergent. Da kan summen av rekken uttrykkes som et absolutt konvergent
uendelig produkt,

S ofm) =]+ f@) + > +--) (3.2)

n=1 P

over alle primtall. Hvis f er fullstendig multiplikativ forenkles uttrykket til
S ) =[] (33)
— 1= f(p)

Bevis. Vi begynner beviset med a se pa det endelige produktet

P(a) = [T+ f) + f0) +--)

p<z

over alle primtall p < z. Dette er et produkt over endelig mange absolutt konvergente
rekker, og dermed kan vi multipisere sammen rekkene og endre rekkefglgen pa leddene
uten a endre pa summen. Siden f er multiplikativ kan vi skrive leddene pa formen

[ p3® - pi).
Ved 4 bruke aritmetikkens fundamentalteorem far vi

P@) =Y f(n),

neA
der A er bestar av alle positive heltall n som har alle primtallsfaktorer < z. Dermed
> fn)=P@) =" f(n),
n=1 neB
der B bestar av alle positive heltall » med en eller flere primtallsfaktorer > x. Dermed har

> s - P@)| < Y Irm)l < DI

neB n>x

Néar x — oo vil 37 . [f(n)] — 0 siden summen er konvergent. Dermed vil P(z) —
> f(n) nar x — oco. Videre vises at produktet i likning 3.2 er absolutt konvergent. Et
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3.3 Eulerprodukter

uendelig produkt [[(1 + a,,) konvergerer absolutt nar den korresponderernde summen
> a,, konvergerer absolutt. Her blir

ST@) + 1)+ <D (I + 1 <Z|f

p<z p<z
Dermed er alle delsummene bundet og dermed vil
S+ fP) + -]
p<z

konvergere, dette fgrer fil at det uendelige produktet ogsa konvergerer absolutt. Til slutt
har vi dersom f er fullstendig multiplikativ at f(p™) = f(p)". Dermed blir hver faktor en
geometrisk rekke

1
1—f(p)’
og produktet er lik det i likning 3.3. O

L+ f) +f0)) + - =1+ f(p) + f(p)* +--- =

Ved a bruke dette for absolutt konvergente Dirichletrekker far vi det neste teoremet.

Teorem 3.7. Anta at

z:lf(n)

konvergerer absolutt for o > o,. Hvis f er multiplikativ har vi

— f(n) _ fo) | f)?
nz::l” _1;[(1 p° P " )

dersom f er fullstendig multiplikativ blir dette

— f(n) _ 1
nz::l n® _gl—f(p)p‘s’

foro > og.

Dermed kan zetafunksjonen uttrykkes som et uendelig produkt

— 1 1
Zn——H — foro > 1.

—-p

Dette brukes videre for & knytte sammen zetafunksjonen og von Mangoldtfunksjonen.
Denne metoden blir brukt i Stein og Shakarchi: “Complex Analysis”[5]. Ved & ta logarit-
men pa begge sider blir produktet til en sum

log ((s Zlog 1—p
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Kapittel 3. Dirichletrekker

Ved a dervivere med hensyn pa s far vi

—S

¢'(s) 10g
o) T T T T (=
= —Zlog Z i — Z:l

Med andre ord for o > 1 sa gjelder

) _ A
o)~ 2w oy

n=1

Denne sammenhengen vil vi fa bruk for senere.

3.4 Dirichletrekker uttrykt som eksponentialer av Dirichlet-
rekker
Videre presenteres et teorem som gjelder funksjonen definert ved en Dirichletrekke i halv-

planet der den er absolutt konvergent'. Dette teoremet blir ikke bevist, det bygger pa to
andre resultater som kan leses i Apostol: “Introduction to Analytic Number theory”[1].

Teorem 3.8. Sumfunksjonen

F(s) = Z f(?)

n

til en Dirichletrekke er analytisk i halvplanet med absolutt konvergens o > o,, 0g dens
deriverte i dette halvplanet uttrykkes ved Dirichletrekken

_ f:l f(nzllsogn’

som man far ved a derivere ledd for ledd.

Dette teoremet brukes for a vise at noen Dirichletrekker kan uttrykkes som ekspo-
nenter av andre Dirichletrekke. Det neste teoremet viser nar dette er mulig, og hvilken
Dirichletrekke som er i eksponenten.

Teorem 3.9. La

veere absolutt konvergent for o > o, og anta at f(1) # 0. Hvis F(s) # 0 for o > o¢ >
0a, 8d har vi F(s) = €% (s), for 0 > oq, der

G(s) = log (1 Z >0,

ns log n

IDet kan vises at dette gjelder for halvplanet en Dirichletrekke konvergerer, dette halvplanet kan ha med
verdier for o som er mindre enn o.
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3.4 Dirichletrekker uttrykt som eksponentialer av Dirichletrekker

her er £~ Dirichlet inversen av f og'(n) = f(n)logn.

Bevis. Siden F(s) # 0 finnes det en funksjon G(s) som er analytisk slik at F(s) =
e%(s). Ved & derivere dette finner vi F’(s) = e%(s)G’(s) = F(s)G'(s) slik at G'(s) =
F'(s)/F(s). Videre finner vi et uttrykk for G’(s) ved & se pa F’(s) og 1/F(s). Fra teo-

remet over har vi - -
f(n)logn f'(n)
I

n=1 n=1

Vi har

I ¥ ()
F(s) = n°
Dermed blir

nS

o0 ’ -1
G'(s) = _Z (" * 7))
n=2
Summen gér fra 2 siden log 1 = 0. Ved a integrere dette far vi

(f *f~H)(n)

n®logn

)

G(s)=C+ i
n=2

C er integreringskonstanten. Denne kan vi finne ved & la 0 — oo, det gir

lim G(o +it) =C.

g —00

Sammen med teorem 3.2 gir dette

f(1) = lim F(o +it) = e,

g —00

Dermed er C' = log f(1). O

Dette kan vi bruke til 4 uttrykke ((s) = e%() for ¢ > 1. Nar f(n) = 1 far vi
f'(n) =logn og f~1(n) = u(n). Dirichletkonvolusjon gir ssmmen med likning 2.2 at
_ n
("5 7)) = Y logdu() = Aln).
d|n

Det vil si

G(s):i An)_ (3.5)
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Kapittel 4

Analytisk fortsettelse av zeta

I dette kapittelet er malet & definere zetafunksjonen for hele det komplekse s-planet. Dette
gjgres ved analytisk fortsettelse, som man kan lese om i Gamelin: “Complex analysis”[4].
Fgrst ma vi vite litt om gammafunksjonen

4.1 Gammafunksjonen

Her presenteres egenskaper ved gammafunksjonen uten bevis. Man kan lese mer om gam-
mafunksjonen i Gamelin: “Complex analysis”[4]. For o > 0 har vi fglgende integralrep-
resentasjon for gammafunksjonen

F(s):/ e dx.
0

Den funksjonen kan fortsettes utover linja o = 0 til en funksjon som er analytisk over hele

s-planet utenom enkle poler i punktene s = 0, 1,2, - - - med residue
—1)"
(=1) for s = —n.
n!

For gamma funksjonen holder
0

T(s)T(1 - s) = @.1)

sin s

4.2 Integralrepresentasjon for zetafunksjonen

Vi har sett at Dirichletrekken for zetafunksjonen konvergerer absolutt for ¢ > 1. I alle
halvplan ¢ > 1 + § med 6 > 0 er denne konvergensen uniform. Dette kan man se av

=01 =1 =1
PP B DD D
n=1 n=1 n=1

Dette fgrer videre til at {(s) er analytisk i halvplannet o > 1.
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Kapittel 4. Analytisk fortsettelse av zeta

Teorem 4.1. For o > 1 har vi integralrepresentasjonen

xsflefw

Mo = [T dn

l—e®

For a bevise dette brukes Levis konvergens teorem, og litt om Lebesgue integraler.
Dette blir ikke gjennomgatt her men kan leses mer om i Apostol: Mathematical Analysis

[2].

Bevis. Dette vises fgrst for reelle s, og deretter for komplekse s ved & bruke analytisk
fortsettelse. La x = (n + 1)t, der n > 0, dette gir

I'(s) = / e (n+ 1)5/ o~ (nF1)tys—1 dt,
0 0

det vil si -
(n+1)"°T(s) = / e et Tt
0

Ved a summere over alle n > 0 gir dette

T :Oo Oo—nt—ts—ld.
C(s)I'(s) 7;)/0 e et t

Rekken til hgyre er konvergent for o > 1. Ved a se pé integralet som et Lebesgue integral,
og se at integranden er ikkenegativ kan man bruke Levis konvergens teorem, som sier at

[eS)
E efm‘/efttsfl

n=0

konvergerer nesten overalt til en funksjon som er Lebesgue integrerbar pé intervallet [0, c0),
og at vi kan bytte plass pa integralet og summen. Dermed har vi

C(s)I(s) = Z/ e et gt :/ Ze*"te*ttsfl dt
n=0"0 0 n=0

Fort > 0 har vi 0 < e~? < 1 og dermed har vi en geometrisk rekke der summen blir

oo
1—et
n=0

Dermed har vi

e —t1s—1
b —t,s— e ‘'t
E e nte tts 1 . -
— e_
n=0

nesten overalt pa [0, co) og dermed har vi
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4.2 Integralrepresentasjon for zetafunksjonen

= Co)

Figur 4.1: Konturen C

O

w

O

for reelle s > 1. For a utvide dette til alle s med 0 > 1 ma det vises at dette er analytisk,
fra fgr vet vi at bade ((s) og I'(s) er analytiske. For & vise at integralet pd hgyre side er
analytisk, vil vi vise at integralet konvergerer uniformt pa alle striper 1 + 0 < o < ¢, der
¢ > 1o0gd > 0. Paen slik stripe har vi

e e] e—tts—l tta' 1 —tto' 1
[l [T () e
0 1 — e 0 1 — e 1 — e
Merk at fort > Qeret —1 > togfor0 <t < lerto1 < t‘S.Dettegir

1 —tiyo—1 1 046 1
¢ t 1
/ %dtﬁ/ - dtg/ -1t = =
o 1l—e o e t—1 0

Fort > lert ! <¢¢=1 dette gir

oo —tyo—1 oo —tyc—1
/ CEA g/ i C it < T(s)C(s).
1 1

1—et —e

Det vil si at integralet konvergerer uniformt i alle striper 1 + 6 < o < cder § > 0, og
representerer dermed en analytisk funksjon i alle slike striper og dermed ved analytisk
fortsetteles for alle s i halvplanet o > 1. O

I det neste teoremet skal vi undersgke et konturintegral. Konturen er som pa figur 4.1.
C er veien langs C1, C5 og C3. Cs er veien rundt en sirkel som har radius ¢ < 2.

Teorem 4.2. Funksjonen definert ved konturintegralet
1 Zs—l e?
I(s)=— [ 24
() zm'/c 1—e
er en analytisk i hele s-planet. Videre har vi ((s) = T'(1 — $)I(s) for o > 1.

Bevis. P4 O er 2° = r°e™™ og pa C3 er 2° = r®e™*, Integranden er en analytisk
funksjon for alle s. For 4 vise at I(s) er analytisk i hele s-planet md vi vise at integralene
langs C; og C3 konvergerer uniformt for alle disker |s| < M. Langs Cy har vi, forr > 1

|Zs—1‘ _ ,r,a—l|e—7r1(<7—1+1t)| — To—lemt < ,,,M—leﬂ'M

siden |s| < M. Langs C3 har vi for r > 1

|51 = ra—l‘eﬂ'z(a—l-&-zt)‘ = polemmt < pM—1 nM
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Kapittel 4. Analytisk fortsettelse av zeta

Dermed har vi fglgende uttrykk for absoluttverdien av integranden langs bade Cy og Cs
forr > 1.

s—1,z

e T,IbffleﬂMefr erleﬂ'I\/I

Z fr—

1—e*|— l—eT™ el

For » > 1 har vi " — 1 > ¢"/2. Dermed blir integranden bundet av ArM—=1le=7 der
A = e™ /2 det vil si A er ikke avhengig av r. Siden integralet

o0
/ pM—le=r dr,
C

konvergerer nar ¢ > 0, konvergerer integralene langs C; og C's uniformt pa alle kompakte
disker |s| < M. Dermed er I(s) analytisk pa hele s-planet.
For & vise sammenhengen mellom zetafunksjonen og I(s) skriver vi

omil(s) = (/Cl—&-/cz—i—/03>zs_1g(z)dz7

z

der

e
9(2) = -

P4 C) og Cs har vi g(z) = g(—r), og pa Cs kan vi skrive z = ce’?, der — < 0 < 7.
Dermed blir

C T
2mil(s) :/ o leT ™ g(—r) dr +i/ Lm0 et g (') dh
—|—/ rste™ S g(—r) dr

s

= 2 sin (7‘(‘5)/ r*lg(—r) dr—l—z’cs/ efg(ce') db.
c

Vi deler pa 2i og forenkler uttrykket ved & gi intergralleddene navnene I (s, ¢) og I2(s, ¢)
wl(s) = sin (ms)I1(s,c) + Ix(s, ).
Videre vil vi undersgke disse uttrykkene nar ¢ — 0. Ved & bruke teorem 4.1 far vi
lim Iy (s, ¢) = / e T(s)C(s)
c—0 o 1—e™"

hvis o > 1. Videre ser vi pa Iz(s,c) nr ¢ — 0. Legg merke til at g(z) er har en
fgrsteordens pol i z = 0, men ellers er analytisk for |z| < 2. Dermed er zg(z) ana-
lytisk overalt i disken |z| < 27, da er den ogsé bundet. Sa det eksisterer en konstant A slik
at vi har 4

l9(2)] < 5k

der |z| < 2. Dette forer til at

o ™ A
|I2(s, )| < %/ e 0 2dh < Aemltleot

. c
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4.3 Utvidet definisjon av zetafunksjonen

Hvis 0 > 1 og ¢ — 0 fér vi I5(s,¢) — 0. Dermed har vi
wI(s) = sin (ws)'(s)C(s)

Ved & kombinere dette med liknning 4.1 far vi {(s) = I'(1 — s)I(s). O

4.3 Utvidet definisjon av zetafunksjonen

Vi har altsd ((s) = T'(1 — s)I(s) for o > 1. Siden funksjonen I'(1 — s) og I(s) er definert
for alle s i det komplekse planet bruker vi dette til & definere ((s) for o < 1.

Definisjon 4.1. Hvis 0 < 1 defineres ((s) ved likningen
C(s) =T —s)I(s).

Denne likningen gir oss den analytiske fortsettelsen av zetafunksjonen slik at den er
definert pa hele det komplekse planet. Videre har vi fglgene teorem for zeta.

Teorem 4.3. ((s) er analytisk for alle s untatt en enkel pol i s = 1 med residue 1.

Bevis. De eneste s-verdiene som kan gi poler for {(s) er polene i I'(1 — s) det vil si for
s=1,2,3,---.Frafgrhar viat {(s) er analytisk i alle disse untatt i s = 1. Dermed trenger
vi bare & undersgke denne. Dersom s er et heltall, s = n, vil integranden i konturintegralet
for I(s) ta samme verdier for C; og C3 og integralet langs C; og C3 kanselerer hverandre.
Dermed blir

1 n—1,z n—1,z
I(n)=— Z C dr=Res—°
2mi Jo, 1 —¢? z=0 1 —e*
Dermed gir s = 1
e* . ze? . z .o —1
I(1) = Res = lim = lim = lim — = -1

2=0 1 — e# z—01 — e? z—01 — e? z—0 e*?
Ved 4 bruke dette regnes residuen av {(s)is =1

lim (s — 1)¢(s) = — lm (1 = )D(1 = 5)I(s) = —I(1) lm T(2 — 5) = D(1) = 1.

Det vil si {(s) har en enkel poli s = 1. O

Videre bevises en formel for zetafunksjonen ved & bruke Eulers summasjonsformel.

Teorem 4.4. For et hvilket som helst heltall N > 1 og o > 0 har vi

1  N'-s -t
((s):Z;nLS_lfs/N ts+L1Jdt. (4.2)
n=1
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Kapittel 4. Analytisk fortsettelse av zeta

Bevis. Teoremet vises fgrst for o > 1 ved 4 bruker Eulers summasjonsformel med f(t) =
% og heltall z og y slik at 0 < y < z. Dette gir

x

1 1 Tt |t
Y == —dt—s/ Lljdt.
ns J, t° , t°t

y<n<z
Lay = N ogx — oo:
(o)
1 <1 Ct— |t
S o= [Cha-s [T (43)
n:NJrln N N
Ved a bruke
A =1
=3+ 3 X
n n
n=1 n=N+1
far vi
N
1 > q ¢ — |t
((8)—712_31718—1—/]\/ tfsdt—s/ pre] dt
N ,
1 Ni=s <t —|t]
= — — dt.
n:1n5+571 S/N tstl

Na er teoremet bevis for o > 1. Dersom o > § > 0 sa er integtalet dominert av

<1
\/]v téﬁdt.

Sa for ¢ > ¢ konvergerer integralet uniformt. Dette fgrer fil at integralet representerer
en analytisk funksjon i halvplanet ¢ > 0. Ved analytisk fortsettelse holder teoremet for
o> 0. O

32



Kapittel 5

Bevis for primtallsteoremet

I dette kapittelet bevises primtallsteoremet. Planen i beviset er fgrst a uttrykke en ekvi-
valent pastand til ¢(x) ~ x ndr x — oo, som dermed ogsé er ekvivalent med primtall-
steoremet. Denne pastanden handler om funksjonen 1 (x), som vi videre uttrykker som
et konturintegral der vi har zetafunksjonen i integranden. Det vises at vi kan undersgke
integralet langs linja o = 1, for & vise dette trenger vi & undersgke ((s) pa linja o = 1. Til
slutt brukes Riemann-Lebesgue lemma, som er bevist i Appendix, til & bevise pastanden
som er ekvivalent med primtallsteoremet holder.

5.1 ¢(z) og ()

Vi definerer ¢y (z) = [, ¥(x)dt. I dette delkapittelet vil vi finne et annet uttrykk for
1 (z) og vise at

da(a) ~ 527 = o)~

Lemma 5.1. For en hvilken som helst aritmetisk funksjon a(n), der A(x) = >, . a(n)
0g A(z) = 0 forx < 1, s gjelder B

x

> (z—n)a(n) = /jA(t) dt.

n=1

Bevis. For a vise dette tar vi utgangspunkt i Abels identitet, teorem 2.4, med y < 1 slik at
vi har A(y) = 0. Itillegg lar vi f(¢) = ¢ slik at f’ er kontinuerlig

S a(n)f(n) = A(@) f(x) - /1 AW dt =23 a(n) - /1 A(t) dt.

Dermed har vi

og lemmaet er bevist. O
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Kapittel 5. Bevis for primtallsteoremet

Vi kan né finne et uttrykk for ¢;(x). La a(n) = A(n) i lemmaet, dette valget gir
A(x) = ¢(x) og siden ¢(x) = 0 nar 2 < 1 har vi

x

> (z—n)A(n) = / ") dt = i (2) (5.1)
n=1 1
Teorem 5.1. )
P1(x) ~ ixQ = ¢Y(x) ~x

Bevis. Ved & anta at den asymptotiske formelen
145
Y1(x) ~ 5@ nire — oo

1/J(ﬂﬂ)

stemmer. Skal vi finne verdien av . Vi begynner med & finne

lim sup M
x

r—00

Fra fgr har vi at

— S A(m) og wi(x /¢

n<zx

og at A(n) > 0 for alle n. Dermed er t(z) en stigende funksjon. Vi velger en a > 1 og
far

¥r(az) — /’w a>/ (@) dt = wip(a)(a — 1)
1(ax 1 1 1lax) 5 1(x
s ae) < w(a)—1w():>w;)§a—1(¢(ofx)2) _wx<2>>

N4 bruker vi antagelsen 1 (x) ~ %xQ nar x — oo, og lar « vere fiksert. Dette gir

lim sup <
z—oo X a—1

%ﬁ£)<:4;L,(1 9 1) _ la?—1

20 2/ 2a-1

Til sluttlar viaw — 1T

) 1
lim sup — - lim .
r— 00 X 2 a—1+t a—1

Dette er et 0 over 0 uttrykk, ved a bruke L"Hopitals regel far vi

21 2
im &7 = im 22—,
a—1t aa—1 a—1t 1
Dermed har vi
1
lim sup ¥(z) =—--2=1.
T—00 X 2
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5.2 du(x) uttrykt som et konturintegral

Videre vil vi finne
lim inf M

T— 00 X

Metoden er liknende. Vilar 0 < 5 < 1 og far
0@~ () = [ v [ o= -9

Dermed har vi

x(x) > 7(@@1( ) — 1 (Bz)) => 7/1;55) > 1 (7/11( ) ﬂzwl(ax)>

Ved a bruke antagelsen og la 3 veere fiksert far vi

@) 1 1 1, 11-p2
timinf =2 > o (5 - 507) = 575

2 2

Na lar vi § — 17, videre bruker vi igjen LHopitals regel og far

1 1-— 32 1 -2 1
fminf Y& > L g, 1287 L R
Tr—00 x 2 B—1— 1 — ﬁ 2 ﬁ—»l* —1 2
N4 har vi
1 < liminf —= ¥(z) < lim sup ¥(@) <1
Tr— 00 €T T— 00 €T
Dermed ma
lim M =1,
Tr— 00 €T
dette er ekvivalen med det pastanden i teoremet. O

Med dette teoremet og videre ekvivalens til primtallsteoremet trenger vi a vise at
1(z) ~ le nar x — oo for & bevise primtallsteoremet. Dette skal vi gjgre. Vi begyn-

wl(w)

ner med & uttrykke som et konturintegral.

5.2 wl( ) uttrykt som et konturintegral

Vi vil trenge fglgende resultater som gjelder for ¢ > 0 og u > 0:

1 etooi =2 1—u hvisO<u<l,
— — dz =
270 Jo—ooi 2(24+1) 0 hvis u > 1
og
1 fetoot u”? J 1(1—w)? hvisO<u<1,
- — _dz =
270 Jorooi 2(z+1)(2+2) 0 hvis u > 1

Disse resultatene kan man vise ved residuregning, men de bevises ikke her.
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Kapittel 5. Bevis for primtallsteoremet

Teorem 5.2. Hvisc > 1 o0g x > 1 har vi
s—1

T efooi g (s
w1 (<)

2 2mi Jo_o; s(s+1)

Bevis. Fra likning 5.1 fglger

zbl;x) _ Z (1= ")),
n=1

Fra resultatet over har vi med u = n/x, der n < x har vi
1 c+o01 (a,;/n)é

Ln_ 1 (a/n)*
r  2mi ; s(s+1)

2mi c—001

ds.

Ved sette inn dette far vi

c+o01 a:/n
ZQm/ s(s+1) ds - A(n)

0 for w > 1 kan vi summere over alle n-verdier, dette gir

w4 An) /)’
ZQm/ Cs(s+1) ds.

n=1

Siden integralet =

Na gnsker vi a bytte om rekkefglgen pa summen og integralet, for a vise at vi kan gjgre

dette definerer vi f,,(s) slik at

T oo c+oot
’l/}l( ) _ Z/ fn(s)ds,

€ —001

n=1

det vil si 1 Am) (/)
n)(x/n)®
I = o s v
Dersom
5.2)

c+oo1
Z / [fals) ds

er konvergent, kan vi na bytte om rekkefglgen pa summen og integralet. For alle delsum-

mer har vi
c+ooi A N A c+o0t c N A
c—001 27T| ||8 + 1| n=1 ne c—oot 27T|SHS + 1| n=1 ne

Her konvergerer integralet, vi har kalt verdien integralet konvergerer mot A. Dermed kon-
vergerer summen i likning 5.2, og man kan endre rekkefglgen pa summen og integralet.
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5.3 Zetafunksjonen pa linja o = 1

Dette gir

ct+ooi 0 1 c+o001 s o0 A

(@) :/ S fuls)ds = — Ty A
x c—coi =1 210 Joooi S(s+1) = n
1 c+oo1 s /!
_ b x (_ ¢ (s)) ds
2mi c—001 S(S + 1) C(S)

ved a bruke likning 3.4. Til slutt dividerer man med x og teoremet er bevist. O

Teorem 5.3. Hvisc > 1 og x > 1 har vi

() 1(1 _ 1)2 _ 1 /Hm 2 1h(s) ds,

z2 2 x 2mi

—001t

her er

¢'(s)
hs) = 5(511)(_ C((s) a sil)

For k = 2 kan vi kreve at ¢ > 1 og derfor bytte ut s med s — 1. Dette gir

1 1\2 1 feteet 51
z (1 — ,> = —————ds
2 x 270 Jorooi (s—1)s(s+1)

Ved 4 trekke fra dette i teorem 5.2 far vi

x2 2

X

() 1(1 1)2 1 fereet gs=l (U(s) x51)( 1 )ds

T 2mi eooi S(s+1)C(s)  s(s+1)\s—1

c+ooi /(s
:% xs_l(s(s{i—l)<_<§((s)>_si1>>ds

c—o01

Her ser vi at den ytre parantesen i integranden er h(s).

5.3 Zetafunksjonen pa linja o = 1

Teorem 5.4. For alle A > 0 eksisterer en konstant M avhengig av A slik at |((s)| <

Mlogt og |C'(s)| < Mlog*t for alle s med o > %ogt >eogo>1-— ﬁ.

Bevis. Det kan vises at ((2) = %2 og at [¢'(2)] < oo derfor holder teoremet for o > 2.
For % < 0 < 2o0gt > e har vi ssmmenhengene

Is| <o+t<2+t<2t

og
ls—1>1+t-1=t =

1 1
< —
[s—1] = ¢
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Kapittel 5. Bevis for primtallsteoremet

Ved 4 bruke dette i teorem 4.4 far vi

N N
1 nt=c * 1 1 nt=c 2t
K(S)'SZE+T+%/N A=) ot

n=1 n=1

Videre lar vi N = |t]. Dermed far vi N <t < N + 1 oglogn < logt nirn < N.

— < —elogt S —e
ne n n n n

n

1 l=o 1 ' 1 plogn 1 1
n :76(1—0')1()8,77/ Al AZO( )

Her har vi brukt 1 — o < @ som fglger av betingelsen til o. Valget av N fgrer til at de
at de andre leddene blir O(1). Dermed har vi

N

<) =0( 3 2) +0(1) = Olog ).

n=1

Det vil si at |((s)| < M logt for en konstant M. For & finne ulikheten med (’(s) starter vi
med & derviere uttrykket for {(s) i teorem 4.4 og far

logn N'"5logN  N'—s
"(s) = — N _ _
¢'(s) nz_:l ns s—1 (s —1)2

+S/°°x—LxJ10gxdx_/°°m—LxJ i

N QZ‘S+1 N xs—&-l

Dermed har vi

logn N!'7=%logN N!'=° * logz > 1
!/
|C(S)|§ glN o + + +2t/ dCC—F/];] de

t 12 N pro+1
logn N!'7%logN N'=° 2t 2tlog N
< N
Nt T T T T v e

n=1

Her er det bare den fgrste summen som ikke er O(1). Fra eksempelet pa Eulers sum-
masjonsformel far vi at
I¢'(5)] < Olog™ 1)

Dette betyr at |¢’(s)| < M log” t for en konstant M. O
Lemma 5.2. 3+ 4cosf + cos20 >0
Ved a bruke den trigonometriske identiteten cos 20 = 2 cos? @ — 1, far vi
3+4cosf+cos20 =3 +4cosf +2cos’f — 1 =2(1 + cosh)* > 0.
Na kan vi bevise det neste teoremet.

Teorem 5.5. Hvis o > 1 har vi

¢ (o)l¢(o +at)[*|¢(o + 2it)] > 1
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5.3 Zetafunksjonen pa linja o = 1

Bevis. Vi har ifglge likning 3.5 identiteten ¢(s) = e“(®) for o > 1 der

= A(n) 1
)_glogng'

Legg merke til at

A(n) {Tln hvis n = p™ der p er et primtall og m > 1,

logn |0 ellers.

Dermed far vi sammenhengen

-y

p m=1

—imtlogp

mpms Z Z mpma

p m=1

Dette gir
C( ) Z Z cos WLtyzggp )

Ved & regne ut ¢3(0)|¢ (o + it)|*|¢ (o + 2it)| blir eksponenten

9

Z Z 3 + 4 cosmtlogp + cos2mtlogp
—~ —= mpma

men i fglge lemmaet er telleren i summen alltid > 0, sa ekponenten er alltid > 0 og derfor

holder teoremet. O

Teorem 5.6. (1 + it) # 0 for alle reelle tall 1.
Bevis. Fort = 0 har zetafunksjonen en pol, det vil si den er ikke lik 0. For & bevise dette
for t # 0 brukes sammenhengen fra forrige teorem, den gir

(0 —1)C ‘Ca—i—zt

1
\ o +2it)] > — (5.3)

Dette gjelder for o > 1. La videre o — 17. Dette gir ((o — 1)¢(c))® — 1 siden ((s) har
residue 1 i polen s = 1. |((o + 2it)| — |¢(1 + 2it)|. Anta at det eksisterer en ¢y # 0 slik
at (1 + itg) = 0. Dette gir

C(o — itg) ‘4

o—1

(o +itg) — C(1 +ito) |*

oc—1

lim ’

o—1+

:lim‘

o—1+

= |¢'(1 + ito)|*.
Dermed reduseres venstre side i likning 5.3 med ¢ = % til
(€ (1 + ito) |*I¢ (1 + 2ito)|

Ifglge teorem gar dette mot en endelig grense mens ﬁ — oo for 0 — 14. Dette er en

motsigelse. Dermed kan det ikke finnes noen ¢ slik at {(1 4 it) =0 O
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Kapittel 5. Bevis for primtallsteoremet

Teorem 5.7. Det eksisterer en konstant M > 0 slik at

‘C ‘<M10gt og‘C ‘<M10

naro > 1 ogt > tg, der ty er en konstant som er > e.

Bevis. Ved a bevise den fgrste av disse ulikhetene fglger den andre umiddelbart fra teorem
5.4. For o > 2 holder teoremet siden vi har fra likning 3.1 at

e f)%s

Dermed gir teorem 5.4 at det holder for den andre ulikheten ogsé nar o > 2. Videre anta
atl < o < 2o0gt > e. For disse o-verdiene er (o — 1)((o) bundet. Det vil si at det
eksisterer en konstant M slik at (o — 1)((¢) < M. Dermed er

1
&

for 1 < o < 2. Videre gir teorem 5.4 at {(o + 2it) = O(logt). Dermed far vi fra teorem
5.5 at

1 < M3 (logt)s
IClo+it)]| = (0 —1)3
Sa det finnes en konstant B > 0 slik at
(o +it)| > (5.4)

forl < o <2o0gt > e, deteropplagt at dette ogsd holder for o = 1. Viderela 1 < o < 2,
dersom 1 < o < awogt > esa far vi ved a bruke teorem 5.4

IC(o +it) — (a +it)| < /a|('(u +it)| du < (a — o)M log®t < (a — 1)M log® t.

Videre gir trekantulikheten

[¢(o +it)| = [¢la+it)| — |¢(o +it) — ((a+it)|
> [¢(a+it)| — (a — 1)M log®t
B(a—1)3
> (log )} —(a—=1)Mlog~t

Dette holder for 1 < o < « og siden (o — 1)3/* > (a — 1)?/* gir 5.4 at det ogsi holder
for « < o < 2. Videre lar vi « avhenge av ¢, og gjgre det forste leddet dobbelt sa stort
som det andre ved a la Bt 1

o + oM

1og9 t
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5.4 Fullfgring av primtallsteoremet

Herer1l < a < 2fort > ty. Dermed har vifor 1 <o < 2o0gt >ty

A
(o +it)| > (a — 1)M log” t = ——
log' ¢
Dermed er den fgrste ulikheten i teoremet bevist, ved a bruke teorem 5.4 ser vi at den andre

ulikheten ogsa holder.
O

5.4 Fullfgring av primtallsteoremet

Her vises det at funksjonen

dls) 1

C(s) s—1

er analytisk i s = 1. Deretter fullfgres bevise av primtallsteoremet. Fgrst trengs et lemma.

F(s)=—

Lemma 5.3. Hvis funksjonen f(s) har en pol av orden k i s = o sd har f'(s)/f(s) en
forste ordens poli s = o med residue —k.

Bevis. Vi kan skrive f(s) pa formen

der g(s) er analytisk i @ og g(«) # 0. Videre deriveres f(s) i nerhetem av « det gir

£(s) = g'(s) — _kg(s) _ g(s) (—k +9’(S)).

(s—a)f  (s—a)ftt (s—a)f\s—a  g(s)

Dermed far vi

fs) k. gs)
f5) s—a g

Siden g(s) er analytisk i s = « er ogsé ¢’(s)/g(s) analytisk s = «, og derfor er lemmaet

bevist. O
Teorem 5.8. Funksjonen

!

1

C(s) s—1
er analytisk i s = 1.
Bevis. Fra fgr vet vi at ((s) har en fgrsteordens pol i s = 1, dermed gir lemmaet at
—(’(s)/¢(s) har en fgrsteordens pol i s = 1 med residue 1. Siden 1/(s — 1) ogsa har en
forsteordens pol der med residue 1 er differansen analytiski s = 1. O

Videre vises det at teorem 5.3 ogsé gjelder for ¢ = 1.
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t 1+iT cHiT

Figur 5.1: Rektangelet R

Teorem 5.9. For x > 1 har vi

Y@ 1o 1y 1 /°° L itlog
1—— — 1 1t logx
( ) o | h(1 +it)e dt,

2 2 x

der h(1 + it) er som i teorem 5.3.

Bevis. Vi starter med a undersgke integralet

ctooi
/ 5 h(s) ds,
c

—001

i rektangelet, R, vist pa figur 5.1. Siden integranden er analytisk i hele R, er integralet
rundt R lik 0. Videre vises det at integralet langs de horisontale linjene — 0 nar ' — oo.
Integranden har samme absoluttverdi for like absoluttverdier av ¢. Vi trenger altsa bare &

undersgke for ¢ = T'. Vi har ) )
T <
‘ s(s+1) ’ -T2

og

1 1
[
s(s+1)(s—1) T2
Fra teorem 5.7 har vi ogsa at det eksisterer en konstant M slik at
¢'(s)
¢(s)

foro > 1o0gt > ty. For T' > tg gir dette

‘ < Mlog9 t,

Mlog’ T
|h(s)| < 2
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5.4 Fullfgring av primtallsteoremet

Dermed har vi

c+iT c M1 9T 1 9T
’/ xs’lh(s)ds’ S/ xcfloig do = Ma¢™! ng (c—1).
14T 1 T T

Dette — 0 nar 7" — oo. Dermed har vi

c+oo1 14001
/ 2" h(s)ds = / 257 h(s) ds

—o001 1—o01
For o = 1 skriver vi s = 1 + it, dette gir

1 14001 1 01
¥ h(s) ds

1—o01 2 —o0t

— h(1 4 it)ettoe® gt
211

Dermed er teoremet bevist. O

Videre vil vi vise at

/OO h(1 + it)| dt

— 00
konvergerer. Dersom dette stemmer kan vi bruke Riemann-Lebesgue lemma' til 4 vise at

integralet — 0 nar z — oo.

Teorem 5.10. Integralet

/ Ih(1 + it)| dt,

—00

konvergerer.

Bevis. Vi kan dele opp integralet i 3 deler

/O:O|h(1+it)|dt_ (/:+/t: +/too>|h(1+it)|dt

Integralet fra —t til o er endelig, siden ¢ er endelig og |h(1 + it)| ikke har noen poler.

For integralet fra ¢y til oo har vi
. M log9 t
|h(14it)| < e

som fgrer til at integralet konvergerer. PA samme mate har vi at integralet fra —oo til —t,
konvergerer. Dermed konvergerer integralet

/oo IR(1 + it)] dt.

— 00

ISe Appendix
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Kapittel 5. Bevis for primtallsteoremet

Siden log  — 0o nar  — oo gir Riemann-Lebesgue lemma na at

1 e ;
— h(1 4 it)e''°e* dt — 0 nérz — oo.
2mt J_ o

Dette fgrer videre til at ()
Pi(z) 1
- 50
x2 2
nér x — 0o. Med andre ord v; (z) ~ 2% /2 ndr z — oo. Dette er ekvivalent med ¥(x) ~ x
ndr z — oo som igjen er ekvivalent med primtallsteoremet.
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Appendix

Riemann-Lebesgue lemma
La f veare en kontinuerlig funksjon og la integralet over f konvergere absolutt. Da har vi

£ _i > —iwt °
f(w)—%/_mf(t)e dt =0 nir || — oo

Bevis. Antaat [w| >> 1oglaT =t+ T.Dafér vi

[ A Dt =g [ g =) =

Dermed har vi

2/(@) = o [ (0= e+ Dyerar

Videre kan vi ta absoluttverdi og dele opp integralet, her lar vi L >> 1 og fa

L
pfl< g [ 1ses sl vaes [ o

— 2w )5 w m

Grunnen til at grensen er || > L — 1 er for at [t +- Z| > L. Siden integralet konvergerer
absolutt kan vi gitt € > 0 fiksere en L. sa stor at

1

— / lf(®)|dt < e

T Jp>Le-1

Siden f er uniformt kontinuerlig pa intervallet [—L — 1, L + 1] eksisterer en ¢, slik at

€

max [£(t+ 5y -5 < L

nar |w| > ¢.. Dermed har vi

m2L.€
2L,

. 1 L 1
|2f(w)|<—/ |f(t+ )—f(t)|-1dt+/|t>L_1|f(t)|dt< +e= 2,

~2m J_ g s

IS

nar |w| > ¢.. Dermed er Riemann-Lebesgue lemmaet bevist. O
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