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Sammendrag [ denne rapporten sammenligner vi tre varianter av Markov
Chain Monte Carlo (MCMC) - simulering av Isingmodellen. Vi sammenlign-
er enkeltnode-oppdatering, naiv blokkoppdatering og rekursiv blokkoppdatering.
Vi begynner med & gi en generell introduksjon til markovfelt og Isingmodellen.
Deretter viser vi det teoretiske fundamentet som MCMC-metoder hviler pa. Etter
det gir vi en teoretisk introduksjon til enkeltnode-oppdatering. Sa gir vi en inn-
foring i naiv blokkoppdatering som er den tradisjonelle metoden & utfgre blokkop-
pdatering pa. Deretter gir vi en tilsvarende innfgring i en nylig foreslatt metode
for & gjennomfere blokkoppdatering, nemlig rekursiv blokkoppdatering. Blokkop-
pdatering er en metode som har vist seg nyttig med hensyn pa miksing nar vi
simulerer. Med det menes at blokkoppdatering har vist seg nyttig i forhold til a
utforske utfallsrommet til fordelingen vi er interessert i med feerre iterasjoner enn
enkeltnode-oppdatering. Problemet med naiv blokkoppdatering er imidlertid at
vi raskt far en hgy beregningsmengde ved at hver iterasjon tar veldig lang tid. Vi
prgver ogsa ut rekursiv blokkoppdatering. Denne tar sikte pa a redusere beregn-
ingsmengden for hver iterasjon nar vi utfgrer blokkoppdatering pa et markovfelt.
Vi viser sa simuleringsalgoritmer og resultater. Vi har simulert Isingmodellen
med enkeltnode-oppdatering, naiv blokkoppdatering og rekursiv blokkoppdater-
ing. Det vi sammenligner er antall iterasjoner fgr markovfeltet konvergerer og
spesielt beregningstiden pr iterasjon. Vi viser at beregningsmengden pr iterasjon
gker med 91000 ganger med naiv blokkoppdatering dersom vi gar fra en 3 x 3
blokk til en 5 x 5 blokk. Tilsvarende tall for rekursiv blokkoppdatering er en
gkning pa 83 ganger fra en 3 x 3 blokk til en 5 x 5 blokk.

Vi sammenligner ogsa tiden det tar fgr Isingmodellen konvergerer. Nar vi
benytter naiv blokkoppdatering finner vi at Isingmodellen bruker 15 sekunder
pa a konvergere med en 3 x 3 blokk, 910 sekunder pa a konvergere med en
4 x 4 blokk og 182000 sekunder med en 5 x 5 blokk. Tilsvarende tall for rekursiv
blokkoppdatering er 3.74 sekunder for en 3 x 3 blokk, 72 sekunder for en 4 x 4
blokk og 141.2 sekunder for en 5x5 blokk. Nar vi benytter enkeltnode-oppdatering
bruker feltet 6.6 sekunder pa & konvergere.
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1 Innledning

Innen romlig statistikk gnsker man typisk a modellere romlige fenomener med
statistiske modeller. Vi gnsker altsa a tilpasse en modell til en mengde data, for
deretter, for eksempel, & estimere verdien i noder som ikke er kjente ved hjelp
av modellen. En node betegner her en generell stokastisk variabel i en romlig
modell. Typiske eksempler pa slike problemer kan veere hvilken type bergart vi
har i en spesiell node i rommet under havoverflaten gitt bergarten i de neerliggende
punktene, genetiske sammenhenger mellom fugler gitt deres geografiske posisjon
eller intensiteten av kriminalitet i forskjellige deler av en bykjerne.

Markovfelt (MRF) brukes til & modellere et stort antall fenomener innen
naturvitenskapen, spesielt der vi gnsker & modellere romlige sammenhenger mel-
lom kvantitative variabler. MRF har den egenskapen at en node i et MRF er
betinget uavhengig alle andre noder i et MRF dersom de naboene som er med i
nabolaget til den noden er kjente. For & kunne benytte MRF til & modellere sam-
menhenger som vi nevnte ovenfor ma vi benytte bayesiansk inferens og Markov
chain Monte Carlo (MCMC) simulering.

Den mest brukte metoden for a utfgre MCMC-simulering i MRF har veert
enkeltnode-oppdatering. Enkeltnode-oppdatering betyr i praksis a oppdatere en
og en node i et MRF om gangen. Vi simulerer hver node i feltet ved hjelp av
den fulle betingede fordelingen til det punktet. Problemet med denne metoden
er at den typisk gir treg miksing av nodene i feltet, som medfgrer at sannsyn-
ligheten for at en node endrer tilstand i en iterasjon er lav. Dette kommer av at
nodene i et MRF i stgrre eller mindre grad er avhengige av de nsermeste naboene
i feltet, avhengig av hvilken nabolagsfunksjon vi benytter i modellen. Nabolags-
funksjonen i en slik modell sier hvilken avhengighet det er mellom nabonoder i
feltet. En metode som kalles blokkoppdatering er foreslatt for a forbedre miksin-
gen i MCMC-simuleringen av MRF. Blokkoppdatering gar ut pa a beregne den
betingede sannsynligheten til en mengde av noder i et MRF' gitt resten av nodene
i feltet, og oppdatere alle nodene i samme iterasjon i simuleringen. Gjennom em-
piriske forsgk er det vist at en slik mate a simulere pa vil gke antall noder som
endrer tilstand 1 hver iterasjon betraktelig. Dette vil typisk veere avhengig av
blokkstarrelsen vi velger, altsa hvor mange noder vi gnsker a simulere i samme
iterasjon, og dette har gitt oss et nytt problem, nemlig uhandterbare beregn-
ingsmengder. Som vi skal se senere i rapporten vil kjgretiden nar vi benytter
naiv blokkopdatering gke eksponensielt med blokksteorrelsen, der stgrrelsen av
utfallsrommet er grunntallet i eksponenten. I problemer av en viss kompleksitet
blir dette fort vanskelig & handtere. I denne rapporten vil vi derfor utforske en
metode som vil kunne redusere denne beregningstiden betraktelig, og som dermed
vil gjgre blokkoppdatering mer nyttig innen komplekse problemer. Dette kalles
rekursiv blokkoppdatering.

I kapittel 2 vil vi forklare den grunnleggende teorien bak MCMC-simulering.
Her vil vi ogsa forklare de tre metodene vi skal sammenligne, enkeltnode-oppdatering,



naiv blokkoppdatering og rekursiv blokkoppdatering. Vi vil videre ogsa forklare
hvordan disse metodene kan implementeres for isingmodellen. I kapittel 3 vil vi
sammenligne miksing og kjoretid for de tre metodene. I kapittel 4 vil vi diskutere
forslag til forbedringer i metoden rekursiv blokkoppdatering.

2 Teor

I denne delen av rapporten vil vi gi en oversikt over den teorien som ligger til
grunn for beregningene vi har gjort. I kapittel 2.1 vil vi gi en introduksjon til
MCMC-simulering. Deretter vil vi gi en innfgring til markovfelt og Isingmod-
ellen. Siden vil vi forklare teorien bak henholdsvis enkeltnode-oppdatering, vanlig
blokkoppdatering og rekursiv blokkoppdatering i kapittel 2.3, 2.4 og 2.5. I disse
kapitlene vil vi ogsa diskutere hvordan vi kan implementere disse metodene for a
simulere fra en bestemt type MRF, nemlig Isingmodellen.

2.1 Isingmodellen

Anta et generelt stokastisk felt X med n noder, som blir nummerert ved i € S =
{1,...,n}. La Q veere utfallsrommet til hele feltet. Mengden av noder 0(i) definert
rundt node ¢ definerer et nabolag rundt ¢ hvis ¢ ¢ 9(i) og i € 9(j) < j € I(i).
Dette betyr at en node ikke kan veere nabo til seg selv, og at dersom node ¢ er
med i nabolaget til node j sa ma ogsa j veere med i nabolaget til . Mengden av
noder i 0(7) betegner naboene til i.

Et stokastisk felt x = (21, xa, ..., x,) er et markovfelt med hensyn pa et nabolag
0=20(i):i €S hvis

T(Xs = 2| Xy = 255V) € S;j #1) = (X = 23| X; = 25,5 € 9(d)). (1)

Dette betyr at vi har et markovfelt dersom den betingede fordelingen for en
bestemt node i feltet gitt alle andre noder i feltet kun er avhengig av nabolaget til
noden. I denne rapporten vil vi konsentrere oss om en spesiell type MRF, nemlig
Isingmodellen. I modellen vi skal benytte, bruker vi fgrste ordens nabolag. Dette
vil si at hver node kun er avhengig av de fire nsermeste naboene (nord, sgr, gst
og vest). Simultanfordelingen for Ising-modellen er gitt ved

7(x) =c-exp (ﬂ : Z I[x; = xj]) : (2)

i~
der m(z) angir simultanfordelingen for hele feltet, ¢ er en ukjent normaliser-
ingskonstant, 7 ~ ¢ betyr at j er nabo til 7, og summen i eksponenten sier da at
vi skal summere over alle nabopar slik at node 7 er nabo til node 7. Uttrykket i
eksponenten kalles en potensialfunksjon og er gitt ved

V(z)=p5-Y Iz = ;). (3)

i~vg
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Vi definerer ogsa h(z) ved

h(z) = exp (ﬁ : Z I[z; = wj]) : (4)

i~j
Utfallsrommet til Ising-modellen er gitt ved z; € A = {0,1}. Den betingede
fordelingen til en node gitt alle andre i Ising-modellen kan utledes direkte fra

simultanfordelingen, gitt i . La x_; betegne alle nodene i et MRF unntatt
node 7. Vi kan da skrive fra definisjonen av betinget sannsynlighet

m(z) 7(x)
m(xilr_;) = = . (5)
m(z_i) Za:ieAﬂ-(‘r = (i, ;)
I dette uttrykket kan vi na sette inn . Ved a trekke ut de leddene som inneholder
x; fra summene far vi sa

¢ exp <5 . ij. Iz; = xz]> - exp (ﬂ . Zgz Iz, = m])

v~y

m(2lz—;) = .
D pien €7 €XP (5 : iji I[z; = xz]) * exXp (5 : Zuﬁ Iz, = xv])
VF£L

(6)
Ved a forkorte de delene som ikke omhandler ¢ og j mot hverandre i @ far vi til

slutt
r(zilo_i) = o (0 Tpulln =) (7)

Senexp (B3, Tl = i)
Som vi ser er dermed den betingede fordelingen til en node i Ising-modellen, gitt
alle andre nodene i feltet, kun avhengig av nabolaget (i) til noden. Ettersom vi
bare har to verdier i utfallsrommet kan vi sette opp de betingede fordelingene til
hele utfallsrommet direkte. Vi setter fgrst inn x; = 1 og far

o0 (35, 1, = 1)

o0 (5 Sl =) v (5 Bl =)

— 1 |
1+ exp (5 <ZjNiI[:vj = 0] — I[z; = 1]>> (9)

Dersom vi setter inn tilsvarende for z; = 0 far vi

(= 0|0 (z:)) = 1 o)

1 + exp <ﬁ (ijij[xj =1~ Iz; = OD)

For mer detaljert og komplett informasjon om markovfelt vil vi henvise til Besag
(1974).

m(x; = 1|0(x;)) =




2.2 Markov Chain Monte Carlo simulering

Direkte metoder for & simulere fra MRF finnes ikke og vi ma derfor benytte
MCMC-simulering. Ideen bak MCMC-simulering er & lage en markovkjede bestaende
av stokastiske variabler x med utfallsrom A av stgrrelse k& verdier og grensefordel-
ing m(z) og deretter produsere (avhengige) realisasjoner fra m(x). I denne rap-
porten skal vi beskrive tre mater a gjgre dette pa, men forst vil vi forklare teorien
litt mer generelt.

En av de mest brukte metodene for a generere realisasjoner fra en vilkarlig
grensefordeling () er Metropolis-Hastings metoden. I denne metoden konstruer-
er man en markovkjede som har 7(z) som sin grensefordeling. Deretter simulerer
man markovkjeden lenge, og bruker de simulerte realisasjonene til & estimere de
parametrene man er interessert i. Ettersom vi gnsker en markovkjede som skal
generere realisasjoner fra m ma vi finne en overgangsmatrise P slik at markovk-
jeden er aperiodisk, irredusibel og oppfyller

m(y) = Zw(x) - Py, Vy € Q. (11)

€S

Her angir P, , et element i overgangsmatrisen P, nemlig sannsynligheten for a ga
fra tilstand z til tilstand y. 7(z) angir punktsannsynligheten for a vaere i tilstand
x. Na er situasjonen at alle verdiene 7 (z) er kjente, mens P fremdeles er ukjent.
Vi har ogsa et problem siden vi har mange flere ukjente enn vi har ligninger. Gitt
at det er k utfall i utfallsrommet, har vi fra P k? ukjente, mens vi kun har k
ligninger.

Vi vet at

7T(l‘) ’ Px,y = W(y) ’ Py,x = 7T<y) = Z?T(ZL’) ’ Px,y- (12>

e

En markovkjede som oppfyller kalles tidsreversibel, og vi velger & kreve dette.
Til tross for at vi krever tidsreversibilitet har vi imidlertid fremdeles flere ukjente
enn ligninger. Na velger vi overgangssannsynligheter slik at

Pry=Quy- uy;x # Yy, (13)
Poo=1-Y Py (14)
zFy

Her er Q = {Quy}syen en vilkarlig overgangsmatrise og o = {a,y}syen €r

sansynligheter slik at o, € [0, 1]. Fra tidsreversibiliteten har vi at
ﬂ-(z) ’ Qx,y CQg gy = W(y) ’ Qy,w Oy, Y 7é xT. (15)

Hvis vi na definerer en ny variabel r,, ved

Tx7y = ﬂ-('r) ’ Q%y ’ O{x,y, (16>
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far vi at r;, = 1, .. Videre far vi pa grunn av dette at

Ty

gy = —F— . (17

') -G )

For at markovkjeden skal veere tidsreversibel og for at « skal veere en gyldig
sannsynlighet, ser vi dermed at folgende krav ma veere oppfylt:

1. Toy = Ty
2. 0y €00,1] & 1yy €[0,m(x) - Quyl

Det vi er interessert i nar vi gjor en MCMC-simulering er typisk et estimat
for forventningsverdien til en fordeling. Vi lar i betegne en estimator for for-
ventningsverdien vi er interessert i. Fra Peskun (1973) har vi at dersom man
har to overgangsmatriser P og () som begge har 7(z) som grensefordeling, og
Py > QuyVazy sa vil Var[ip] < Var[fig|. Dette resultatet sier i klartekst at der-
som vi finner en overgangsmatrise som har gjennomgaende hgyere sannsynlighet
for & endre tilstand enn en annen overgangsmatrise, sa vil det gi sikrere estimater
for parametrene vi gnsker a estimere dersom vi bruker den overgangsmatrisen.
P& grunn av dette resultatet er det derfor interessant a finne den verdien av r, ,
som maksimerer o, , og samtidig oppfyller krav 1. og 2. ovenfor. Dette medfgrer
at vi ma maksimere 7, ,, samtidig som krav 2. er oppfylt og dette gir at vi ma ha

7'%
Q{x7y = m S = ’I"Ly S W(y) . Qx,y' (18)

Samtidig vet vi at

Ty
Qyo=—""———<1Er,, <7y Quau. (19)
Y ﬂ-(y) ’ Q;L’,y Y Y
Vi ser lett at bade krav 1. og 2. er oppfylt dersom vi velger r,, = min{r(x) -
Quy, ™(Y) - Qy o} Dersom vi setter inn dette i uttrykket for a, , far vi da at den
optimale oy, er gitt ved

1 . . 7T<y) : Qy x
Qpy = ———— - {minm(x) - Quy, 7(y) - Qya} = {mln 1, ———===>%. (20)
Y 7T(.1') X Qz,y { ) Y Yy } 7_(_(1,) X Qm,y
Ettersom 7(x) er kjent behgver vi bare & velge @) for & kunne simulere fra 7(z).
Det har selvsagt betydning for simuleringen hvordan vi velger ), men i prinsippet

er det nok at @) er en gyldig overgangsmatrise.

2.3 Enkeltnode-oppdatering

Prinsippet bak enkeltnode-oppdatering er intuitivt. Vi gnsker a oppdatere en og
en node i et MRF og nar vi gjor dette antar vi at alle andre noder i feltet har
kjente, fikserte verdier for hver iterasjon.



Dersom vi gnsker a gjgre en enkeltnode-oppdatering av nodene i et markovfelt,
sa vil dette bety at vi beregner sannsynligheten for at noden endrer tilstand, gitt
naboskapet. Et viktig poeng er at vi kun oppdaterer en og en node om gangen. En
vanlig metode a gjgre dette pa er ved Gibbssampling. Nar vi simulerer ved hjelp
av en Gibbssampler sa tar vi utgangspunkt i Metropolis-Hastings-algoritmen som
vi utledet i forrige kapittel. Vi velger en vilkarlig node i feltet og oppdaterer noden
med sannsynlighet o = 1.

Anta et vilkarlig markovfelt med n noder, inititert med tilfeldige verdier i
tidspunkt 0. Vi skriver da

z(0) = (21(0), 22(0), ..., 2,-1(0), 2,(0)) (21)

hvor x(0) betegner markovkjedens tilstand i tidspunkt 0. Nar vi simulerer trekker
vi en tilfeldig node som vi betegner ved s. Vi far da en ny foreslatt verdi x,(t),
hvor s angir posisjonen i feltet, mens ¢ betegner hvilket tidspunkt verdien er
simulert fra. Siden vi alltid aksepterer det nye forslaget til tilstand, sa blir da
neste tilstand for feltet

z(t) = (z1(t — 1), 22(t = 1), .o, z5(t), ooy xp1(t — 1), 2, (t — 1). (22)

Det sier er at tilstanden til feltet i tidspunkt ¢ er den nye verdien, z4(t)
kombinert med verdiene i feltet fra forrige tilstand. Merk at x4(t — 1) kan veere
lik x4(t). Dersom denne algoritmen kjgrer lenge nok kan det vises at feltet vi
starter med konvergerer mot et MRF med korrekte, statistiske egenskaper. Anta
et markovfelt x som over. Anta ogsa at for hver node vi gnsker a oppdatere
velger ut denne noden, s, tilfeldig. I ¢’te iterasjon blir forslaget til ny tilstand da
x(t) = (x1(t = 1), z2(t — 1), ..., xs(t), .., Tp1(t — 1), 2,(t — 1)). Den tilstanden vi
er ived tidspunkt t —ler z(t —1) = (z1(t —1), 22t — 1), ..., xs(t = 1), ..., zp 1 (t —
1),z,(t — 1)). T et generelt markovfelt blir forslag til ny tilstand generert ut
ifra overgangssmatrisen til markovfeltet. I Ising-modellen kan hver node bare
veere 1 to tilstander. Markovfeltet kan na ga til tidspunkt ¢ og velge mellom to
tilstander i dette tidspunktet. Fra Metropolis-Hastings har vi at markovkjeden
endrer tilstand fra z(t — 1) til x(¢) med sannsynlighet o og at sannsynligheten
for at den ikke endrer tilstand er 1 — «. Vi kaller den nye tilstanden ¢, altsa den
tilstanden markovkjeden kommer til i tidspunkt ¢t — 1 dersom den endrer tilstand
fra tidspunkt ¢ — 1. La Q,(1—1),2,(+) angi sannsynligheten i overgangsmatrisen for
at markovkjeden endrer tilstand. Fra kapittel 2.2 har vi at

s )=t s zs(t—1),x
o(o(7)) = min (1, mieo(t) =trow) Qe S“)
T(zs(t) = 2s(t — D|zas)  Pruw)eat-1)

(23)

Hvis vi na velger st(t—l),xs(t) - W(Is(l) - st(t - 1)|x6(s)) og Q:cs(t),zs(t—l) =
m(xs(t) = t|lwas)) sa ser vi at a(wz(t)) alltid vil veere lik 1. Dette kalles gibbs-
sampling og er den mest vanlige metoden for & utfgre enkeltnode-oppdatering i
et markovfelt. Det vi oppnar er at vi alltid aksepterer den foreslatte tilstanden i
hver iterasjon.



2.4 Naiv blokkoppdatering

Som vi nevnte i innledningen sa er forskjellen pa blokkoppdatering og enkeltnode-
oppdatering at vi i blokkoppdatering oppdaterer flere noder samtidig, betinget pa
resten av nodene i feltet, mens vi i enkeltnode-oppdatering oppdaterer en enkelt
node, gitt resten av nodene i feltet. Rent prinsipielt gjor vi blokkppdatering med
en 1 x 1 blokk nar vi gjgr enkeltnode-oppdatering. Grunnen til at blokkoppda-
teringen gir bedre miksing enn enkeltnode-oppdatering er todelt. For det forste
sa er simultanfordelingen til en blokk mye bredere enn den betingede fordelingen
til en node. Dermed er sannsynligheten for & velge en endret verdi mye stgrre
enn tilfellet er i tilfellet med en node. For det andre sa vil nodene som ligger
langt unna kantene i blokken veere mindre avhengig av de fikserte nodene utenfor
blokken og dermed ha stgrre frihet til & endre tilstand. I sum gir dette bedre
miksing.

Problemet nar vi blokkoppdaterer er a beregne den betingede sannsynligheten
til en blokk gitt resten av nodene i feltet. Den fulle betingede fordelingen til ett
enkelt punkt gitt resten av feltet er oftest kjent. Dette gjelder ikke for en blokk av
vilkarlig stgrrelse. Derfor tar vi utgangspunkt i simultanfordelingen til et vilkarlig
markovfelt.

m(x) = c-exp(V(x)). (24)

Vi har ogsa at
h(z) = exp(V(z)). (25)

Her er ¢ normaliseringskonstanten til fordelingen og V(z) er en nabolags-
funksjon. La n beregne antall noder i blokken og la n = m?. La i og j betegne
indekser til noder i et MRF. La xg betegne alle nodene i feltet som ikke er med
i blokken vi gnsker & oppdatere, og la x4 angi nodene som er med i blokken.
Nodene i g anses som fikserte nar vi simulerer. La x_; betegne en mengde noder
i et MRF slik at z; = {z; : j < i}. For & gjore en blokkoppdatering gnsker vi
a begynne med den noden i blokken som har lavest indeks-verdi. Vi vil da fgrst
simulere en ny verdi i denne noden ved hjelp av sannsynligheten m(z;|z<;, 25)
som vi kjenner verdien av for alle verdier av z;. Etter at x; er oppdatert med en
ny verdi, vil vi la den nye verdien representere en kjent verdi i feltet og saledes bli
en del av xp fra figur 1, altsa den mengden noder som anses som konstante mens
vi oppdaterer blokken. Deretter vil vi beregne 7(x;11|r<;11, Tp) pad samme méate
som vi beregnet 7(xz;|x<;, xp) og oppdatere punktet ved hjelp av sannsynligheten
T(xip1|T<iy1, xp). Vi vil gjenta prosessen for alle punkter i blokken inntil vi har
gjort oss ferdige med siste node i blokken. I det gyeblikk vi er ferdig med siste
node i blokken har vi utfgrt en blokkoppdatering, finner en ny blokk tilfeldig og
gjentar prosessen. Det er viktig a understreke at nar vi utferer en blokkoppdater-
ing av nodene i et MRF sa beregner vi fremdeles individuelle sannsynligheter for
hver node i blokken. Deretter benytter vi denne sannsynligheten til & simulere en
verdi i den noden, fgr vi gar videre til neste node i blokken. Til sammen utgjgr
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Figur 1: Figuren viser et markovfelt hvor de nodene som er kjente tilhgrer xp og en
5 x 5 blokk 1 feltet.

de enkeltverdiene vi simulerer i blokken et utfall fra den betingede fordelingen til
blokken gitt resten av verdiene i feltet, altsa fra

m(xalzp). (26)

Hvordan beregner vi sa sannsynlighetene 7(x1|z<1,xp), 7(x2|x<, z5) opp til
T(xp|T<n, xp)? I figur 1 ser vi et eksempel pa hvordan et MRF kan se ut med en
blokk som vi gnsker & oppdatere. Vi betinger pa nodene i x som i hver iterasjon
anses som fikserte. Strategien vi folger gar ut pa forst & beregne m(x|xp). For
a beregne denne tar vi igjen utgangspunkt i simultanfordelingen for feltet gitt i
(2). Ettersom alle noder utenfor blokken i feltet anses for & veere konstanter, er
denne fordelingen simultanfordelingen til de stokastiske variablene x1, xo, ..., z,,.
For & beregne m(x1|zp) mé vi summere ut de ukjente variablene i 7(z), ved &
summere over utfallsrommet til hver enkelt av de ukjente variablene. Dersom vi
lar A veere utfallsrommet til variablene i markovfeltet sa far vi at

(x| Xp,x<;) = c- Z Z Z Zh(mi,miﬂ,...,xn_l,a:n|x3,a:<i) (27)

$i+1€A $i+2€A Tn_1EAN TR EA

xc- Z Z Z Zh(a:i,:ciﬂ,...,xn,l,xn,xB,xQ). (28)

:L‘i+1€A x¢+2€A Tn_1EN TnEA
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Vi har dermed et uttrykk for a beregne de sannsynlighetene vi trenger for a
utfgre en enkelt blokkoppdatering. Vi mangler imidlertid én variabel, normaliser-
ingskonstanten c. Vi kan imidlertid beregne den direkte etter at vi har beregnet
h(z;|xp, x<;), Yx; € A pa grunn av at sannsynlighetene ma summere til 1, som
medfgrer at ¢- > o h(ri|rp, v<;) = 1. Vi far dermed

c- Z hxi|zp,xe) =1 (29)

;€A

1
we ineA h(zi|rp, v<i) (30)
som medfgrer at vi har alt vi trenger for a utfgre en blokkoppdatering.

Det er imidlertid ikke vanskelig & se at dette er en metode som vil bruke mye
beregningstid. For en vilkarlig blokk med n noder og et utfallsrom pa stgrrelse &
vil vi for & beregne (x|, xp) veere ngdt til & summere over k" kombinasjoner.
Med et utfallsrom med 4 elementer og en blokk av stgrrelse 6 x 6 = 36 elementer
blir dette altsa et tall i storrelsesorden 102!

2.5 Rekursiv blokkoppdatering

I denne delen av rapporten vil vi gi en oversikt over teorien for rekursiv blokkop-
pdatering og diskutere naermere hvordan man kan implementere denne metoden
for a simulere MRF.

Som vi sa i forrige kapittel sa er mulighetene for a gjgre naiv blokkoppdatering
med blokker av en viss stgrrelse begrensede pa grunn av at beregningstiden blir
hgy. Dette er et problem siden gevinstene i henhold til miksing i simuleringene
jevnt over gker jo stgrre blokk man bruker. I prinsippet gnsker vi & utfgre en
blokkoppdatering pa samme mate som nar vi gjor enkeltnode-oppdatering. Vi
kan si at enkeltnode-oppdatering er blokkoppdatering der vi benytter en 1 x 1
blokk. Dette prinsippet illustreres i figur 1 og 2. Som vi ser av figurene sa er
prinsippet det samme, men det som kompliserer utfgrelsen av blokkoppdateringen
er at de enkeltvise sannsynlighetene for hver node i blokken méa beregnes. Nar
vi gjor enkeltnode-oppdatering kjenner vi de fulle betingede sannsynlighetene til
nodene. Dette er ikke tilfelle i en n x n blokk. Til grunn for den metodikken vi
benytter for a utfgre rekursiv blokkoppdatering, ligger et teorem fra Bartolucci
(2002).

La U, V og W veere diskrete, tilfeldige variabler. Da har vi at forholdet mellom

dem kan skrives som .
7 (w|u, v)
7 (ulv) = {Z m} . (31)

Dette resultatet kan vises ved

m(w,ulv)  w(wlv) - 7(u|w,v)

(32)

) = S0y T T )



Figur 2: Figuren viser et markovfelt hvor de nodene som er kjente tilhgrer xp og x4
er en 1 x 1 blokk i feltet.

Videre far vi ved innsetting av i at

ﬂ-(wlu7 U) ! o 7T(w|v) . 7T(u|w71)) -
{Ewﬂ-(u’|v7 w) } N {Z 7T(U|’U) . 71'('lj,|u)7 U) } (33>

w

Dersom vi forkorter teller mot nevner pa hgyre side i star vi igjen med

() et o @

Vi vil na anvende dette resultatet pa en bestemt mate for a utfgre rekursiv
blokkoppdatering. La 27 angi alle nodene i e¢ MRF 2 med indeks mindre eller lik
J. Hvis vi na i en blokk med n elementer i et MRF lar u = ;, v = 2. og w = x;
sa far vi at .

7T<$i|x<j7xB) _ Z ﬂ-(‘rj|$<j7xB> . (35)

m(zilr<j1), 2B

Tj €A

Det som i praksis star her er at den betingede sannsynligheten for en node i
blokken gitt alle andre noder i blokken opp til node j, samt de fikserte nodene i
feltet utenfor blokken, kan beregnes ved & summere ut x;. Dette betyr selvsagt at
vi ma beregne 7(z;|r<;) og m(x;|r<jy1) forst. Og ved a erkjenne dette er vi ved
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kjernen i hvordan vi kan benytte dette resultatet til blokkoppdatering av et MRF.
Hvis vi begynner i node n i en blokk i et MRF, altsa den noden som har hgyest
indeks i blokken, sa kan den fulle betingede fordelingen for denne noden beregnes,
altsd 7(x,|r<,, zp). Deretter beregner vi sa den fulle betingede sannsynligheten
for node n — 1 i feltet, altsa m(z,,—1|x<p, xp) for alle verdier av node n. Vi har da

ved a benytte at

7T(;En71|x<n,1,333) _ {Z 7T($n|$<n,IB) } ) (36)

— T (Tn-1|T<n, Tp)
n

Hvis vi na benytter den samme teknikken for node n — 2 og ned til node 1 i
blokken sé& star vi til slutt igjen med 7 (z1|xp). Denne sannsynligheten benytter
vi sa til & simulere en ny verdi i node 1. Nar vi har gjort dette, sa kan vi hente ut
en sannsynlighet vi allerede har beregnet for a simulere neste node i blokken, altsa
2, gitt verdien vi simulerte i node 1. Grunnen til at vi kun henter ut en sannsyn-
lighet vi allerede har beregnet nar vi skal simulere den 2. noden i blokken er at nar
vi beregner oss nedover i blokken fra node n til node 1 sa ma vi samtidig beregne
sannsynlighetene til den noden vi star i betinget pa alle noder den er avhengig av.
Et eksempel pa hvordan en slik avhengighetsstruktur kan se ut er illustrert i figur
3. Her har vi en 5 x 5 blokk. Vi ma na for hver node i blokken fra node 25 til node
1 beregne (x;|x<;) ved hjelp av (36). For & beregne disse sannsynlighetene riktig
ma vi begynne med a beregne den fulle betingede sannsynligheten til nodene, og
disse ma beregnes for alle konfigurasjoner av naboene som er inne i blokken. Det
vil si at vi ma beregne sannsynlighetene for alle verdier naboene kan ha i utfall-
srommet A. Generelt ma hver sannsynlighet beregnes for alle konfigurasjoner av
de nodene som vi betinger pa som noden ikke er betinget uavhengig av. Dette kan
illustreres med figur 3. I denne illustrasjonen gnsker vi & beregne P(x13]|x<13, ).
De nodene i blokken som x13 er avhengig av eller blir avhengig av etterhvert som
vi summerer ut nodene ved hjelp av (35) er merket i mgrkt gratt. Vi ma forst
og fremst beregne P(x13|Ts, T12, T14, T13) 0g deretter benytte denne til & summere
ut alle variablene merket med lyst gratt, det vil si nodene 14, 15,16, 17, 18. Dette
ma gjores for alle konfigurasjoner av nodene 13,14, 15,16,17,18. I tillegg ma vi
ta hensyn til de nodene som har lavere indeksverdi enn 13, men som vil komme
til & bli avhengige av x13. Dette gjelder nodene fra og med node 8 til og med node
12. Disse er merket i en mgrk grafarge. Dermed er den totale mengden noder som
denne beregningen innbefatter 10 noder, i tillegg til noden selv.

Denne fremgangsmaten ma fglges for alle nodene i blokken. Fgrst ma vi iden-
tifisere de nodene som vil innga i beregningen, deretter beregner vi sannsyn-
lighetene P(x;|z<;, xp). Disse sannsynlighetene tar vi siden vare pa. Grunnen til
at vi tar vare pa de er at vi benytter dem til a simulere nye verdier i noden de
representerer nar vi har funnet P(xi|xg) og simulerer oss ned til x5 i blokken
igjen. Disse sannsynlighetene kan da benyttes direkte til & simulere nye verdier
i nodene, gitt at vi allerede har simulert verdiene i blokken som har lavere in-
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Figur 3: Figuren viser et markovfelt hvor de nodene som er kjente tilhgrer xp samt en
5 x 5 blokk i feltet. De nodene som har lavere indeks enn x13 og som samtidig
inngar i beregningen av P(z13|x<13,xp) er merket i en lys gra farge. Vi har
merket nodene som har hgyere indeksverdi enn 13 i en mgrk gra farge. Node
13 er merket spesielt i en veldig mgrk farge.

deksverdi enn noden vi star i. Da vi skulle implementere denne metoden forsgkte
vi a gjore dette pa en sa generell mate som mulig. Det viste seg at mange av
nodene i prinsippet kunne beregnes pa samme mate. I praksis matte vi imidlertid
gjore mange spesialtilpasninger i forhold til de individuelle nodene og hvordan
de kunne beregnes. Til slutt kom vi frem til et skjema som illustreres i figur 4.
Det figuren viser er i praksis at de to nederste radene i en blokk ma behandles
spesielt. I tillegg ma fgrste rad, altsa gverste, behandles spesielt. Den delen av
blokken som kan veaere gjenstand for reell generalisering er radene mellom andre
og nest siste rad. I disse radene vil nodene og deres tilhgrende sannsynligheter be-
handles likt bade i teori og praksis. Det er ogsa slik vi har implementert rekursiv
blokkoppdatering. For mer detaljert informasjon om hvordan vi har implementert
rekursiv blokkoppdatering henviser vi til Appendiks.

3 Resultater

Vi gjorde alle simuleringer pa et markovfelt med 100 x 100 noder. Vi fulgte samme
skjema for de simuleringene vi gjorde med naiv blokkoppdatering og rekursiv
blokkoppdatering, hvor vi simulerte for tre forskjellige verdier av (3 for blokker
av storrelse 3 x 3, 4 x 4 og 5 x 5. Figurene viser hvor stor prosent av nodene i
feltet som har verdien 1. Grunnen til at vi benytter et slikt mal er at dette gir
en indikator pa nar feltet konvergerer med forskjellige verdier for 3. For ( verdi
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Figur 4: Figuren viser et markovfelt hvor de nodene som er kjente tilhgrer zp samt
en 5 x 5 blokk i feltet. De nodene som ble implementert p& samme maéte er
innlemmet i samme rektangel av fet strek.

0.1 skal feltet konvergere mot 50% av verdien 0 og 1. Med 3 = 1 eller 5 = 3 skal
feltet konvergere mot tilnsermet 100% av kun en av verdiene. Nar vi simulerer
med $ = 0.1 bruker vi et felt med samtlige verdier lik 1 som starttilstand for
4 se hvor raskt feltet konvergerer mot tilnsermet 50% av verdiene til 1. Nar vi
simulerer med 3 = 1 eller § = 3 bruker vi en starttilstand der feltet er jevnt
fordelt mellom 0 og 1 for & se hvor raskt feltet konvergerer mot tilnsermet 100%
av kun en av verdiene. I tillegg simulerte vi en serie med enkeltnode-oppdatering
for & kunne sammenligne antall iterasjoner som kreves for konvergens. I figur 5
ser vi tre serier med rekursiv blokkoppdatering med 3 = 0.1. I fgrste plott ser vi
simuleringen for en 3 x 3 blokk, i den andre for en 4 x 4 blokk og i det tredje ser
vi simulering med en 5 x 5 blokk. I figur 6 ser vi tilsvarende plott for § = 1 og
i figur 7 ser vi dette for § = 3. I figur 8, 9 og 10 ser vi de tilsvarende grafene
for simuleringer med naiv blokkoppdatering. Til slutt kan vi i figur 11 se en
tilsvarende serie for enkeltnode-oppdatering. Merk her at antall iterasjoner ma
multipliseres med 100. I tabell 1 har vi samlet de dataene vi gnsker & sammenligne
mellom de tre metodene, hvor mange iterasjoner som trengs for feltet konvergerer
og hvor lang tid hver iterasjon tar.
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Figur 5: Figuren viser en serie simuleringer med rekursiv blokkoppdatering hvor vi
bruker 50000 iterasjoner med henholdsvis en 3 x 3 blokk, en 4 x 4 blokk og en
5 x 5 blokk. Vi har brukt § = 0.1. Y-aksen viser hvor stor andel av nodene i
feltet som har verdien 1.
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Figur 6: Figuren viser en serie simuleringer med rekursiv blokkoppdatering hvor vi
bruker 50000 iterasjoner med henholdsvis en 3 x 3 blokk, en 4 x 4 blokk og
en 5 x b blokk. Vi har brukt § = 1. Y-aksen viser hvor stor andel av nodene
i feltet som har verdien 1.
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Figur 7: Figuren viser en serie simuleringer med rekursiv blokkoppdatering hvor vi
bruker 50000 iterasjoner med henholdsvis en 3 x 3 blokk, en 4 x 4 blokk og
en 5 x 5 blokk. Vi har brukt § = 3. Y-aksen viser hvor stor andel av nodene
i feltet som har verdien 1.
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Figur 8: Figuren viser en serie simuleringer med naiv blokkoppdatering hvor vi bruker
50000 iterasjoner med henholdsvis en 3 x 3 blokk, en 4 x 4 blokk og en 5 x 5
blokk. Vi har brukt g = 0.1. Y-aksen viser hvor stor andel av nodene i feltet
som har verdien 1.
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Figur 9: Figuren viser en serie simuleringer med naiv blokkoppdatering hvor vi bruker
50000 iterasjoner med henholdsvis en 3 x 3 blokk, en 4 x 4 blokk og en 5 x 5
blokk. Vi har brukt g = 1. Y-aksen viser hvor stor andel av nodene i feltet
som har verdien 1.
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Figur 10: Figuren viser en serie simuleringer med naiv blokkoppdatering hvor vi bruker
50000 iterasjoner med henholdsvis en 3 x 3 blokk, en 4 x 4 blokk og en 5 X 5
blokk. Vi har brukt 8 = 3. Y-aksen viser hvor stor andel av nodene i feltet
som har verdien 1.
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Figur 11: Figuren viser en serie med simuleringer hvor vi bruker 100000 iterasjoner
med enkeltnode-oppdatering og fra venstre § = 0.1, 6 =1 og 8 = 3. Y-
aksen viser hvor stor andel av nodene i feltet som har verdien 1.
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Metode Blokkstorrelse | 3 | Konvergens | Sek. til konvergens | Sek. pr iterasjon
Enkeltnode 1x1 0.1 50000 5.5 0.00011
Enkeltnode 1x1 1 60000 6.6 0.00011
Enkeltnode 1x1 3 60000 6.6 0.00011

Naiv 3x3 0.1 15000 15 0.001
Rekursiv 3x3 0.1 11000 3.74 0.00034
Naiv 4 x4 0.1 7000 910 0.13
Rekursiv 4 x4 0.1 9000 71.82 0.00798
Naiv 5x5 0.1 2000 182000 91.0
Rekursiv 5 X b 0.1 1500 42.36 0.02824
Naiv 3x3 1 20000 20 0.001
Rekursiv 3x3 1 25000 8.5 0.00034
Naiv 4 x4 1 12000 1560 0.13
Rekursiv 4 x4 1 9500 75.81 0.00798
Naiv 5x5 1 4000 364000 91.0
Rekursiv 5x5H 1 5500 155.32 0.02824
Naiv 3x3 3 25000 25 0.001
Rekursiv 3x3 3 25000 8.5 0.00034
Naiv 4 x4 3 12000 1560 0.13
Rekursiv 4 x4 3 8500 67.83 0.00798
Naiv 5 x5 3 5000 455000 91.0
Rekursiv 5 XD 3 5000 141.2 0.02824

Tabell 1: Tabellen viser de data vi hentet ut fra simuleringene vi har vist i figur 5-11

Det vi ser fra tabellen er at enkeltnode-oppdatering faktisk er den raskeste
metoden i forhold til kjgretid for Isingmodellen. I dette tilfellet konvergerer feltet
etter 60000 iterasjoner med denne metoden. Dersom vi tar den billige kjgreti-
den pr iterasjon i betraktning ser vi at det billigste med hensyn pa kjgretid for
denne modellen vil veere a benytte enkeltnode-oppdatering. Dette var et uven-
tet resultat. Vi hadde forventet at rekursiv blokkoppdatering skulle veere raskere
enn enkeltnode-oppdatering. Vi tror imidlertid dette ville veert tilfelle dersom
vi hadde simulert rekursiv blokkoppdatering med en stgrre blokk, eller dersom
vi hadde prgvd ut denne metoden for en modell hvor enkeltnode-oppdatering
har reelle problemer med miksing. Dersom vi sammenligner de to metodene for
blokkoppdatering sa ser vi at for 3 x 3 blokken sa er naiv blokkoppdatering ca 3
ganger dyrere med hensyn pa kjgretid pr iterasjon enn rekursiv blokkoppdater-
ing. For 4 x 4 blokken er dette forholdet gkt til storrelsesorden 10!. For en 5 x 5
blokk er dette forholdet gkt til 103.

Hvis vi sammenligner tiden det tar for feltet konvergerer med de forskjellige
metodene sa ser vi fgrst og fremst at enkeltnode-oppdatering konvergerer hurtigst
for denne modellen. Det som er mer interessant er a sammenligne de to metodene
for blokkoppdatering. Her ser vi en drastisk gkning i tiden det tar for feltet
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konvergerer med naiv blokkoppdatering fra 8.5 til 20 sekunder for en 3 x 3 blokk
til hele 455000 sekunder for en 5 x 5 blokk. Det er interessant & merke seg at
tiden det tar fgr feltet konvergerer med en 5 x 5 blokk stiger til maksimalt 155.32
sekunder for en 5 x 5 blokk med rekursiv blokkoppdatering.

4 Diskusjon

Nar vi sammenligner resultatene for de tre metodene vi har undersgkt, enkeltnode-
oppdatering, naiv blokkoppdatering og rekursiv blokkoppdatering sa ser vi at
enkeltnode-oppdatering gjor hver iterasjon pa kortest tid. Dette var forsavidt
som ventet, og det samme var det faktum at vi oppnar mindre miksing pr it-
erasjon ved a benytte denne metoden. I modeller hvor det er betraktelig stgrre
avhengighet mellom variablene vi simulerer enn det som er tilfelle i Isingmod-
ellen, er denne metoden ikke mulig & benytte. Hver iterasjon vil fremdeles ta mye
kortere tid enn hver enkelt iterasjon med de to metodene for blokkoppdatering,
men vi vil matte simulere mye lenger for at markovfeltet skal konvergere. Derfor
er det mest interessant a sammenligne de to metodene for blokkoppdatering. Ut
fra resultatene ser vi at gevinsten med a bruke rekursiv blokkoppdatering blir
stgrre for hver dimensjon vi gker blokken med. I tabell 1 kan vi se at de to meto-
dene presterer like godt nar det kommer til miksing, hvilket ogsa er som ventet
ettersom de simulerer feltet pa samme mate. For naiv blokkoppdatering sa ser vi
at kjoretiden gker med 130 ganger fra en 3 x 3 blokk til en 4 x 4 blokk, og med
700 ganger for en 5 x 5 blokk fra en 4 x 4 blokk. Til sammen gker kjgretiden med
91000 ganger pr iterasjon fra en 3 x 3 blokk til en 5 x 5 blokk. For de simulerin-
gene vi utfgrte med rekursiv blokkoppdatering, gker kjoretiden pr iterasjon med
23 ganger fra en 3 x 3 blokk til en 4 x 4 blokk og med 3.53 ganger fra en 4 x 4
blokk til en 5 x 5 blokk. Til sammen gker kjgretiden pr iterasjon med 83 ganger
fra en 3 x 3 blokk til en 5 x 5 blokk nar vi simulerer med Isingmodellen.

Som vi kan se sa er det stor forskjell pa de to metodene nar det gjelder kjgretid
pr iterasjon. Ut ifra de resultatene vi har, er det naturlig a tro at denne forskjellen
vil bli enda stgrre dersom vi gker antall dimensjoner pa blokken vi bruker. Dette
er interessant ogsa for andre modeller hvor vi simulerer markovfelt. Isingmodellen
er en modell som ikke er veldig krevende i forhold til beregningsmengde. Dersom
man benytter en modell med stgrre nabolag der det er stor avhengighet mellom
variablene og meget treg miksing ved bruk av enkeltnode-oppdatering vil vi fa et
problem dersom vi prgver & benytte naiv blokkoppdatering. Sannsynligvis vil vi
ikke engang kunne simulere med en 5 x 5 blokk. En annen situasjon som kan veere
meget interessant med tanke pa bruk av rekursiv blokkoppdatering er dersom vi
vil simulere markovfelt i 3 dimensjoner. I en slik situasjon vil selv en 2 x 2 x 2
blokk inneholde 8 noder og med de resultatene vi har sett i denne rapporten er
ikke en slik blokkstgrrelse handterbart dersom vi benytter naiv blokkoppdatering.

Implementasjonen av de to metodene er ogsé sveert forskjellig. A implementere
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naiv blokkoppdatering er forholdsvis ukomplisert. A implementere rekursiv blokkop-
pdatering har veert en tidkrevende affzere selv for en sapass elementaer modell som
Isingmodellen. Dette ma selvsagt tas i betraktning dersom man gnsker a benytte
denne metoden pa andre modeller. Vi har beskrevet selve implementeringen av
den rekursive blokkoppdateringen i detalj i Appendiks.
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APPENDIKS

I appendikset skal vi forklare mer detaljert hvordan vi implementerte rekursiv
blokkoppdatering. Som nevnt i rapporten sa har vi 12 distinkte mater & beregne
sannsynlighetene i blokken pa. Vi vil forklare litt mer detaljert hvordan vi har
beregnet disse. Noen av disse matene er relativt enkle a forsta, mens andre er
generalisert for & omhandle sa mange noder som mulig. Vi tar her utgangspunkt
i en blokk av stgrrelse n = m x m. Vi gnsker a beregne alle sannsynligheter i
blokken som er slik at for en vilkarlig node i sa har vi P(x;|z<;, 25). Vi indekserer
alle disse sannsynlighetene i en matrise med tre dimensjoner, hvor den fgrste
dimensjonen angir indeksen til noden vi star i, den andre dimensjonen angir en
indeks for hvilken konfigurasjon av nabolaget vi bruker og den tredje dimensjonen
angir hvor mange noder vi har igjen & summere ut ved hjelp av (35). Maten vi
indekserer pa er at vi tar utgangspunkt i blokkstgrrelsen og sier at den noden vi
star i har rangen m. Nar vi beregner indeksen [ for konfigurasjonen av noder far
vi da

I = a:i_m-20—|—:1:i_m+1-21+...+:z:i_1-2m_1—|—xi-2m—|—...+xi+m_1-2m+m_1+a:i+m-2m+m.

(A-1)
Selvsagt vil hvilke noder som inngar i indeksen veere avhengig av hvilke noder
som er med i hver iterasjon. Grunnen til at vi gjor dette er fordi vi gnsker a
lagre alle sannsynligheter med en unik identitet. Denne unikheten frembringer
vi med a bruke et polynom med grunntall 2. Som vi ser av sa er denne
indeksen avhengig av verdien av nodene som er med i beregningen, slik at ingen
konfigurasjon av noder vil gi samme verdi.

Nar vi skal beregne sannsynlighetene vi behgver for a gjgre en blokkoppdater-
ing, begynner vi med siste node i blokken, altsa den noden som har hgyest indeks.
Den er plassert nederst til hgyre i blokken. Vi skal beregne P(x,|z,,zg). Siden
dette er siste node i blokken slipper vi & benytte formelen gitt i (35) og kan bereg-
ne sannsynligheten ved & benytte den fulle betingede fordelingen, gitt i (18) og
(19). Hvis vi ser tilbake pa figur 3, s& ma vi fglge tilsvarende skjema ogsa for x,, og
beregne P(z,|t<p,xp) = P(zp|Tn_1, Tnm,xp), altsd for alle mulige verdier z,,
Tp_1 0L Tn_m kan ta. Indeksen I blir da beregnet ved x,,_,-2°+x,,_1 -2 1 4-2,,-2™.
Til slutt vil vi da lagre 2° = 8 sannsynligheter for P(z, |, 1, Zn_m, Tp), noe som
gjelder uansett blokkstgrrelse for Isingmodellen. Grunnen til at vi lagrer alle ver-
diene er todelt. Den ene grunnen er at vi kommer til & beregne sannsynlighetene
for alle mulige konfigurasjoner av nodene som den noden vi gnsker a beregne
sannsynligheten for er avhengig av. Dette er en fplge av at nar vi har bereg-
net sannsynligheten P(x|zp) for den noden med lavest indeks i blokken, skal
vi simulere nye verdier for alle nodene i blokken. Nar vi skal gjore dette og har
beregnet sannsynlighetene for alle konfigurasjonene av nodene som den noden vi
gnsker a simulere er avhengig av, kan vi hente ut en sannsynlighet vi allerede
har beregnet ved a se pa de allerede simulerte verdiene i blokken og sette dem
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inn i og ved hjelp av den unike indeksen hente ut riktig sannsynlighet og
simulere en ny verdi for noden vi star i direkte.

Videre sa har nodene mellom siste node i blokken og forste node pa siste
rad, n — m + 1, like egenskaper nar vi skal beregne sannsynligheter. Vi utviklet
derfor en generell algoritme for & beregne disse sannsynlighetene som tilpass-
er seg blokkstgrrelsen. Vi lar en ytre lgkke ga gjennom de m — 2 nodene vi
skal beregne sannsynlighetene for. Det som kompliserer denne algoritmen er at
nodene far et forskjellig antall noder som de blir avhengige av. Nar vi bereg-
ner P(z,_1|t<,_1,7p) behgver vi kun & summere ut node n. Nar vi beregner
P(zp—s|T<n—2,2p), ma vi summere ut node n — 1. Dette medfgrer at noden vi
star i, blir avhengig av tilsvarende flere noder pa raden over, som selvsagt ma
inkluderes i indeksen, I. I figur 12 ser vi hvordan oppsettet blir for den fgrste
noden vi beregner av de nodene som er mellom hjgrnene pa siste rad. Som vi
ser av figuren sa blir node 24 avhengig av node 20 nar vi summerer ut node 25.
Tilsvarende blir node 23 avhengig av node 19 og 20, samt 18, nar vi summerer
ut node 24.

Siste node pa siste rad, node n — m + 1 i blokken, beregnes spesifikt ved &
anvende (35) pa akkurat den noden. Vi generaliserer selvsagt slik at beregningen
er uavhengig av blokkstgrrelsen. Grunnen til at denne beregnes spesifikt og ikke
inkluderes i algoritmen for de nodene som ligger fra og med n —m + 2 til og med
n — 1 er at denne har flere naboer som er fikserte, altsa de tilhgrer B (se figur 1).

Nodene pa nest siste rad behandles ogsa spesifikt, det vil si at de algoritmene
vi benytter kun gjelder for denne raden i blokken. Dette har sammenheng med
at indeksverdiene fra siste rad, som vi benytter pa nest siste rad, blir annerledes
enn for nodene i resten av feltet. Grunnen til dette er at nodene pa siste rad ikke
blir avhengige av nodene pa samme rad som har lavere indeks enn naboen til vest
for den noden vi star i. Dette gjgr det vanskelig & lage en generell algoritme for
nest siste rad som ogsa gjelder for resten av blokken, ettersom de indeksene vi
genererer nar vi skal hente ut allerede beregnede sannsynligheter for & anvende
i (35) genereres forskjellig fra de indeksene vi genererer nar vi ikke skal hente
ut sannsynligheter fra siste rad. Pa denne raden begynner vi med a beregne
P(n — m|z<y_m,xp). Denne beregner vi ved & benytte (35). Vi har igjen gjort
beregningen av sannsynligheten uavhengig av blokkstgrrelsen. Grunnen til at
denne noden beregnes spesifikt er igjen at den er en hjsrnenode og har flere
noder fra B i nabolaget enn de andre nodene pa samme linje.

Nodene fra og med n — m — 1 til og med n — m — m + 2, altsd de som
ligger imellom ytterpunktene pa raden, er av lik karakter og kan beregnes med
en generell algoritme for denne raden. Som for tilsvarende noder pa siste rad i
blokken, laget vi en ytre lgkke som gikk gjennom indeksverdien til nodene i feltet.
Vi laget dessuten en indre lgkke som passer pa hvor mange noder som gjenstar
a summere ut. Siste node pa raden, n —m —m + 1 beregnes ved & anvende (35).
I figur 13 ser vi hvilke noder nodene mellom hjgrnenodene pa nest siste rad er
avhengige av. Dersom vi anser gverste rad i blokken som rad 1, sa kan radene
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Figur 12: Figuren viser hvilke noder som er involvert nar vi beregner sannsynligheten
for nest siste node pa siste rad. De lyse gra nodene er den noden vi skal
summere ut, node 25. De nodene som er merket i mgrkt gratt er de som
node 24 blir avhengige av nar vi summerer ut node 25.
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Figur 13: Figuren viser hvilke noder som er involvert nar vi beregner sannsynligheten
for nest siste node péa siste rad. De nodene som er merket i mgrkt gratt er
de nodene vi skal summere ut, node 19 til og med node 23. De nodene som
er merket i lyst gratt er de som node 18 blir avhengige av nar vi summerer
ut nodene 19 til og med 23. Node 18 er merket som mgrkeste node i blokken
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2 til og med rad m — 2 estimeres i en enkelt algoritme som er uavhengig av
blokkstgrrelsen. Vi lager fgrst en ytre lgkke som holder orden pa hvilken rad vi
star i. Deretter har vi en ny lgkke som holder orden pa hvilken kolonne vi star
i. For hver rad beregner vi fgrst sannsynligheten til hjgrnenoden pa slutten av
linjen, deretter sannsynlighetene som tilhgrer nodene mellom hjgrnenodene pa
linjen, og til slutt hjgrnenoden med lavest indeks. Da kan sannsynlighetene for
nodene mellom hjgrnene beregnes generelt safremt vi holder styr pa hvor vi star
pa radene. I figur 14 ser vi hvordan skjemaet for disse nodene blir med hensyn
pa hvilke noder node 13 er avhengige av.

Pa siste rad valgte vi a implementere beregningen av sannsynlighetene for
hver node hver for seg. Dette hadde sammenheng med at det viste seg vanskelig
a finne et generelt forhold i maten de ble beregnet pa, samtidig som vi bare
implementerte den rekursive blokkoppdateringen opp til en 5 x 5 blokk.

29



Figur 14: Figuren viser hvilke noder som er involvert nar vi beregner sannsynligheten
for nest siste node péa siste rad. De nodene som er merket lyst gratt de
nodene vi skal summere ut, node 14 til og med node 18. De nodene som er
merket i m@rkt gratt er de som node 13 blir avhengige av nar vi summerer
ut nodene 14 til og med 18. 13 selv er merket i den mgrkeste gra fargen.
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