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Oppgavetekst

Oppgaven gar ut pa & studere grunnleggende teori om hyperfunksjoner med
vekt pa fouriertransformasjon av hyperfunksjoner. Det skal skrives en over-
siktlig introduksjon i teorien som kan veere til hjelp i studiet av mer avansert
litteratur. Fouriertransformasjon av hyperfunksjoner skal sammenlignes med
noen tidligere definisjoner av generalisert transformasjon.






Forord

Denne oppgaven representerer mitt avsluttende arbeid med mastergraden i
matematikk pa NTNU. Det er na snart fem ar siden jeg startet pa NTNU pa
linjen energi og milj@, men jeg hoppet over til matematikk bachelor etter kort
tid. Deretter gikk veien videre til master i matematikk, med spesialisering i
analyse.

Masteroppgaven har gatt over to semestre, hgst -07 og var -08. Til tross for at
jeg syntes et helt ar med oppgaveskriving hgrtes skremmende ut, har det veert
fint & kunne fordype seg i ett prosjekt i lang tid uten forstyrrende elementer
som andre fag eller jobb. Mangelen pa forelesninger og faste rammer har
imidlertid fgrt til at en vanlig arbeidsdag denne varen har begynt mellom
12 og 18 og vart til 16 eller 04, alt ettersom. Idet innleveringsfristen naermet
seg, ble dggnet forsgkt utvidet med flere og flere nattetimer for & rekke alt
jeg ikke hadde gjort tidligere.

Nar jeg na begynner a se slutten pa arbeidet, vil jeg gjerne rette en takk
til min gode venninne og medstudent Kjersti S. Eikrem for mange koselige
lunsjpauser og opplysende diskusjoner, ettersom vi begge har hatt hyper-
funksjoner som et gjennomgangstema dette aret. I tillegg vil jeg selviglgelig
takke min flinke veileder Eugenia Malinnikova som har hjulpet meg tilbake
pa riktig spor nar argumentasjonen eller integrasjonen har sporet litt av, og
talmodig svart pa all slags spgrsmal til alle dggnets tider.

Trondheim, mai 2008, Maria Skartseseterhagen






Sammendrag

Oppgaven handler om fouriertransformasjon av generaliserte funksjoner, med
spesiell vekt pa fouriertransformasjon av hyperfunksjoner. Transformasjonen
pa hyperfunksjoner er deretter sammenlignet med Carlemans fouriertrans-
form, som er en av de tidlige generaliseringene av den klassiske fouriertrans-
formen. Det er vist at begge transformene er symmetriske, det vil si at in-
vers fouriertransform er ogsa definert pa samme rom. Videre vises det at
begge transformene generaliserer bade den klassiske fouriertransformen og
Schwartz’ fouriertransform av distribusjoner med kompakt support.
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Kapittel 1

Introduksjon

Fouriertransformen
f(§ = /Re_mgf(w)dac

ble introdusert av franskmannen Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
i begynnelsen av 1800-tallet [Kre06]. Fouriertransformen har mange anven-
delser, blant annet innen lgsning av partielle differensialligninger. Integralet
1 formelen setter imidlertid strenge krav til hvilke funksjoner den kan brukes
pa. I L'(R) er integralet veldefinert, men den transformerte funksjonen f
ligger ikke ngdvendigvis i L'(R), si for at den inverse transformen F _1]?
skal gjelde, mé flere krav oppfylles.

Mange har forsgkt & generalisere fouriertransformen til en stgrre klasse av
funksjoner, fortrinnsvis et rom der den inverse transformen ogsé gjaldt. En
av dem var svensken Torsten Carleman (1892-1949). Han konstruerte en
transform som gjelder for komplekse funksjonspar (f1, f2) som er holomorfe
i henholdsvis gvre og nedre halvplan med visse vekstbetingelser. Denne trans-
formen er symmetrisk; den sender tilbake pa samme rom og har en invers.
Carlemans teori ble publisert i 1944, selv om han hadde gitt forelesninger pa
temaet allerede ni ar tidligere. |Liit82]

I 1947-48 utvidet franskmannen Laurent Schwartz (1915-2002) fouriertrans-
formen til & gjelde for tempererte distribusjoner. Fra [Liit82|: "En av de store
fordelene med distribusjonsteorien er nettopp den enkle generaliseringen den
gir av fouriertransformen.” Det var ogséd Schwartz som mellom 1945 og 1949
utviklet hovedtrekkene i teorien om distribusjoner som generaliserte funk-
sjoner. Mange matematikere hadde brukt lignende konstruksjoner tidligere,
men Schwartz samlet det i en helhetlig teori.

Til tross for at Carleman og Schwartz’ teorier begge omhandlet generalise-
ringer av fouriertransformen, gjorde de selv ingen forsgk pa & knytte de to
teoriene sammen |Liit82]. Det ble senere vist at Carlemans transform er mer
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10 KAPITTEL 1. INTRODUKSJON

generell enn Schwartz sin: Carlemans funksjonspar inneholder alle distribu-
sjoner og det finnes ogsa funksjonspar som ikke svarer til en distribusjon.
Carlemans funksjonspar peker framover mot den teorien japaneren Mikio
Sato (fedt 1928) introduserte i 1958; teorien om hyperfunksjoner.

Sato var ikke den fgrste til & bruke konseptet hyperfunksjon; andre hadde tid-
ligere forsgkt pa det samme, men med ulik tilnserming. Sato regnes imidlertid
som grunnleggeren av hyperfunksjonsteorien og betegnelsen hyperfunksjon
stammer ogsé fra ham [Sch87|. Hyperfunksjoner slik Sato definerte dem, er
kort sagt ekvivalensklasser av holomorfe funksjoner pa C\V, der V' C R, slik
at to funksjoner er ekvivalente dersom differansen mellom dem er holomorf

1 hele C.

En av motivasjonsfaktorene for utviklingen av hyperfunksjonene var gnsket
om & generalisere fouriertransformen til en stgrre klasse enn Schwartz’ distri-
busjoner [Kan88|. Hyperfunksjonene definerer da ogsé fouriertransformen pa
en storre klasse av funksjoner enn de tempererte distribusjonene. At Carle-
man hadde arbeidet med & fouriertransformere lignende type funksjonspar
rundt tjue ar tidligere ble man ikke klar over for i 1961 |Liit82].

Denne oppgaven har til hensikt a gi en oversikt over Carlemans fouriertrans-
form og sammenligne den med fouriertransformasjon av hyperfunksjoner.

1.1 Oversikt og kildebruk

I kapittel 2 blir den klassiske fouriertransformen definert pa L' og LZ.
Enkelte egenskaper og teoremer er med, og vi ser hvilke svakheter den har.
Sist i kapitlet defineres Schwartz fouriertransform péa distribusjoner. Alt er
hentet fra C. Gasquet and P. Witomski: Fourier Analysis and Applications
[GW9S|, bortsett fra selve definisjonen. For & lettere kunne sammenligne
den klassiske transformen med de utvidede versjonene har jeg valgt a bruke
definisjonen fra Erwin Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics [Kre06].

I kapittel 3 blir det gitt en forholdsvis detaljert framstilling av Carlemans
teori. Dette er det stgrste kapitlet i oppgaven og ogsa det jeg har brukt mest
tid pé, spesielt delen som handler om den inverse Carlemantransformen. Kil-
dene har i hovedsak veert artikkelen av Christer O. Kiselman: Generalized
Fourier Transformations: The work of Bochner and Carleman viewed in the
light of the theories of Schwartz and Sato |[Kis02| som gir en knapp beskri-
velse av teorien. De fleste bevis har jeg derfor utledet selv, med noen unn-
tak. Utledningen av den inverse Carlemantransformen er hentet fra Torsten
Carleman: L’intégrale de Fourier et questions qui s’y rattachent : lecons pro-
fessées a UInstitut Mittag-Leffler [Card4]. For & gjore stoffet mer oversiktlig
er et par lange utregninger flyttet til en egen seksjon bakerst i kapitlet.
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I kapittel 4 introduseres konseptet med hyperfunksjoner som generaliserte
funksjoner gjennom endel elementeere egenskaper og eksempler. Det er lagt
vekt pa at kapitlet skal veere oversiktlig og forstaelig selv om man aldri har
hgrt om hyperfunksjoner fgr. Derfor er det mange eksempler og bare korte
beviser med. Framstillingen er basert pa artikkelen av Henrik Schlichtkrull:
Introduktion til hyperfunktioner [Sch87] og til dels pa boka Carlos A. Be-
renstein og Roger Gay: Complex Analysis and Special Topics in Harmonic

Analysis [BG95|.

Kapittel 5 har til forméal & definere fouriertransformen péa hyperfunksjoner.
Boka av A. Kaneko: Introduction to Hyperfunctions [Kan88| er brukt som
kildemateriale, men gir en sveert formell framstilling av emnet. Jeg har for-
spkt i gi en mer elementeer omhandling med flere eksempler og uten store
bevis. Vi definerer fouriertransformen fgrst pa hyperfunksjoner med kom-
pakt support, for vi tar for oss mer generelle hyperfunksjoner. Til slutt er
en sammenligning av det mest generelle fourierhyperfunksjonsrommet med
Carlemans funksjonsrom.

1.2 Bakgrunnsstoff fra analysen

Jeg presenterer her en del definisjoner og resultater fra analysen som vil bli
brukt i oppgaven.

1.2.1 Funksjonsrom

CP-rom

La I veere et intervall i R og p veere et naturlig tall. Rommet av funksjoner
i CP(I) er definert ved

CP(I) ={f:1 — R(eller C)|f er p ganger kontinuerlig deriverbar}.

Nar f € CP(I) sier vi at f er av klasse CP.

En funksjon f sies & veere uendelig deriverbar eller av klasse C*° pa [ hvis

feriCP(I) for alle p € N.

LP-rom

La p > 0 veere et positivt tall og la I veere et intervall i R. Da betegner
LP(I) rommet av malbare funksjoner f : I — R(eller C) slik at |f(z)[P er
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integrerbar pa I, det vil si

/|f(a;)|pdx < +00.
1

LY (R), p > 1 betegner rommet av mélbare funksjoner fra R til R eller C

slik at |f|P er integrerbar pa alle begrensede intervall i R. Det kan vises at
LP(R) C Lio(R),

for alle p € N.

Rommet D(R)

D(R) betegner rommet av funksjoner i C°°(R) som har begrenset support.

Rommet S(R)

En funksjon f : R — C sies a avta raskt hvis, for alle p € N,

lim |2Pf(x)| = 0.

|z|—o0

S(R) betegner rommet av funksjoner f : R — C som har fplgende to egen-
skaper:

1. f er uendelig deriverbar

2. f og alle dens deriverte avtar raskt
Rommet kalles Schwartzrommet etter matematikeren Laurent Schwartz.
D(R) er et underrom av S(R).
1.2.2 Distribusjoner

Alt hentet fra [GW9S].

Definisjon

En distribusjon er en avbildning 7' : D(R) — C som er linezer og kontinuerlig.

Variabelen ¢ € D(R) kalles en testfunksjon. Verdien av T i ¢ betegnes med
T(p) eller (T, p).

Rommet av alle distribusjoner betegnes med D'(R).
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Distribusjoner som generaliserte funksjoner

Hvis f € L] (R) sa er

7y(0) = [ " f@)p(a)da (1.1)

en distribusjon.

Avbildningen er veldefinert og en-til-en. Dermed kan vi identifisere L] (R)

med bildet i D'(R). Derfor kalles distribusjonene for generaliserte funksjoner.

Tempererte distribusjoner

S'(R) betegner vektorrommet av kontinuerlige, linesere funksjonaler T defi-
nert p4 S(R). Elementene i S'(R) kalles tempererte distribusjoner.

Siden D(R) € S(R), er §'(R) € D'(R). Det kan vises at funksjonene i LP(R)
er tempererte distribusjoner for alle p € N.
1.2.3 Resultater fra reell analyse

Alt hentet fra [Mal].

Dominert konvergens

La {f,} veere en fplge av malbare funksjoner. Anta at f, — f n.o. og at det
finnes en g € L! slik at |f,| < ¢g n.o. for hver n. Daer f € L' og

[~ . f 1

Korollar

Anta at {f,} C L' og 3, [ |fuldm < +o00. Da konvergerer > f,(x) n.o.
til en funksjon f € L' og

/ > fadm =" / frdm.
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Fubinis teorem

La f :R? — R veere en integrerbar funksjon, det vil si

/RQ\fldmg <=/R</R\f(x,y)ydy> dx) < oo
/R2 fdmzz/R</Rf(a:,y)dy> dw:/R</]Rf(x7y)dy) dy.

1.2.4 Resultater fra kompleks analyse

Da er

Hentet fra [Kre06| og [Gam01].

Holomorfe funksjoner

En kompleks funksjon f sies & veere holomorf i et apent omrade W C C
hvis den er kompleks deriverbar i hvert punkt av W. Vi betegner dette med
f € O(W). Begrepet analytisk brukes ofte om det samme, her bruker vi
analytisk om de reelle funksjonene:

En reell funksjon g sies a veere (reell) analytisk i et &pent omrade V' C R hvis
g har deriverte av alle orden og den stemmer med Taylorrekkeutviklingen i
hvert punkt av V. Vi skriver da at g € A(V).

Cauchys teorem og integralformel

Hvis f(z) er holomorf funksjon pé et enkeltsammenhengende omrade D og
~ er en enkel lukket kurve i D, sa har vi

}{ f(z)dz =0 (Cauchys teorem)
.

og hvis z ligger innenfor ~,

fo) = o § L

C2mi J btz

dt (Cauchys integralformel).

f(2) har komplekse deriverte av alle ordner pa D, gitt ved

n! t
FM(z) = 9 %{ =t _f(Z))nH dt.



Kapittel 2

Den klassiske
fouriertransformen

I 1811 introduserte Fourier fourierintegralene

= /OO f(x) cos pxdx
0
0g .
:/ f(x) sin pxdz
0

og deres inverser i sin publikasjon om varmediffusjon (heat diffusion) [Liit82].
Fouriers cosinus- og sinustransformer og den komplekse fouriertransformen
kan enkelt utledes fra disse [Kre06]. Vi skal bruke den komplekse versjonen.

2.1 Fouriertransformen pa L!(R)

2.1.1 Definisjon

Gitt f € LY(R) har vi
FE) = 7€)

Hvis ogsa f € LY(R) har vi

-1 i€z 7 n.o. .
fla)= - / 7(&)de = f(a) (2.2)

- / ) (2.1)

Ff= fkalles fouriertransformen til f og F~!f kalles den inverse fourier-
transformen til f.

Fordi |e*%%| = 1 ser vi at disse integralene er veldefinerte for f € L'(R).

15
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2.1.2 Eksempel

La f = x|—1,1) veere den karakteristiske funksjonen til intervallet [—1,1]. Vi
bruker definisjonen og finner fouriertransformen til f:

~ 1 r 1 [emie=]! e —e~%
_ - —ilx — _
fo=y5 [ e ] -

Fordi e = cos & +isiné og e = cos& —isiné far vi at e’ —e % = 2isin €
og svaret kan skrives som

fler =2 55,

som forgvrig ikke ligger i L*(R).

Eksempelet viser at det finnes funksjoner i L' der den transformerte ikke
er i L', og hvor (2.2) fglgelig ikke kan brukes. Vi trenger en utvidelse av
fouriertransformen som gjelder for alle L!-funksjoner, slik at vi alltid har en
invers som kan brukes til & rekonstruere den opprinnelige funksjonen. Vi skal
i slutten av dette kapitlet se en slik utvidelse.

2.2 Egenskaper

2.2.1 Linearitet

Siden integrasjon er en lineser operasjon, er fouriertransformen en lineser
operator: La f,g € L'(R) og a,b € C. Da eksisterer fouriertransformen av
af+bg og

Flaf +bg) =aF(f)+bF(g).

2.2.2 Deriverte

Hvis f € C"(R) N L'(R) og alle de deriverte f*), k =1,2,...,neri L'(R),
s& er

—

f®©) = (i) F(©),
fork=1,2,...,n.
Hvis z¥ f(z) € L'(R) for k = 0,1,2,...,n, s er
Fa*f(2))(©) = i* P (©),

fork=1,2,...,n.



2.3. UTVIDELSER AV FOURIERTRANSFORMEN 17

2.2.3 Translasjon

Den translaterte 7, f av f er definert ved 7, f(x) = f(z — a). For f € L}(R)
har vi

Tl (€) = e f(g).

2.2.4 Konvolusjon

Konvolusjon av to funksjoner f og g er gitt ved
Frat@) = [ fla =gt = [ fgle—win

Hvis f,g € L'(R) saer f*g € L'(R) og

— -~

fg(&) = F(&)g(6)

for alle £ € R.

2.3 Utvidelser av fouriertransformen

2.3.1 Fouriertransformen for >

Fouriertransformen F og dens invers F~! kan utvides til & gjelde for funk-
sjoner i L?. Til forskjell fra fouriertransformen pa L' sa ligger f i L? hvis
f € L?. Derfor gjelder den inverse transformen uten flere antagelser.

L'(R) er imidlertid ikke inneholdt i L?(R), men pa L'(R) N L?(R) er utvi-
delsen og fouriertransformen (2.1) like.

2.3.2 Fouriertransform av distribusjoner

For & kunne fouriertransformere distribusjoner trenger vi et rom av test-
funksjoner ¢ slik at @ ligger i samme rom. Dette er ikke tilfelle for D(R).
Schwartzrommet S(R) er imidlertid invariant under fouriertransform ¢ €
S(R) = ¢ € S(R). Vi kan altsa definere fouriertransformen pa de temperer-
te distribusjonene S’(R).

Anta at T € S§’(R). Fouriertransformen pa T defineres ved

SF(T)(¢) = (T, ) = (T.§) (2.3)

for alle ¢ € S(R).
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Transformen sender tilbake pa seg selv; SF(T)(p) € S’'(R) og den inverse
transformen er gitt ved

SF™HT)(p) = (F T, ) = (T, F o).
For alle T' € S'(R) gjelder,
FF T =F'FT =T.
Vi kaller denne fouriertransformen SF(T) for Schwartz’ fouriertransform
etter Laurent Schwartz. Siden funksjonene i L' og L? er tempererte distri-

busjoner, ser vi at Schwartz’ fouriertransform er en utvidelse av den klassiske
fouriertransformen til et stgrre rom.

[GW98, Kis02]



Kapittel 3

Carlemans fouriertransform

Fouriertransformen (2.1) gjelder for funksjoner i L' og L?. Har vi isteden en
funksjon f € Llloc kan vi ikke ta fouriertransformen av denne pa vanlig mate.
Men hvis f oppfyller betingelsen

[ 1s@lde = 0(at) 0t

der k € N, kan vi definere to nye funksjoner

0
0@ = o= [ ey (3.1)

0g
1 oo

92(2) = “ s ) e f(y)dy. (3.2)

g1 er veldefinert i gvre halvplan og gs i nedre halvplan siden e %Y f(y) =
e~ Re(2)yeIm(2)y £(4)) . Dette er integrerbart hvis Im(z) > 0 og y < 0 eller
motsatt (se 3.3.1). Begge funksjonene er holomorfe.

Hvis f € L' kan vi fra g; og go finne den vanlige fouriertransformen ved &
la v =Im(z) — 0:

1 o0 .
I ) — ga(u — iv) = —— —iY £ () dy.
Jim g1+ i0) = go(u— i) = —— | e

Likheten kan vises ved & bruke dominert konvergensteoremet, se 3.3.3.

Sa fouriertransformen av f € L! kan skrives som grenseverdien av en dif-
feranse av to holomorfe funksjoner g; og g2, definert i hvert sitt halvplan.
Carleman brukte dette til a utvikle en fouriertransform som tok inn et par
(f1, f2) av holomorfe funsjoner definert i hvert sitt halvplan og ga ut et annet
par (g1, g2) av samme type.

19



20 KAPITTEL 3. CARLEMANS FOURIERTRANSFORM
3.1 Carlemantransformen

3.1.1 Definisjon av Carlemanpar

La f; og fo veere holomorfe funksjoner definert for henholdsvis Imz > 0 og
Imz < 0. Anta at det finnes a, 3 > 0 og A(6y) for 6y € (0,7/2) slik at

|f1(re®)| < A(Bo)(r™ + 7 P) forr > 0,00 <8 <m—"6 (3.3)

og
|fo(re?)] < A(Bo)(r™ +77P)  forr>0,—m+60 <0< -6y  (3.4)
« er for & sikre at funksjonene ikke vokser ubegrenset mot uendelig, mens

B er for & sikre at de ikke vokser ubegrenset mot origo. (fi, f2) kalles et
Carlemanpar av klasse (o, 3) eller sies & veere Carleman av klasse (a, 3).

to

Figur 3.1: Omradet hvor f; ma oppfylle betingelsen 3.3

3.1.2 Definisjon av GG og H

Vi antar forelgpig at § < 1. De holomorfe funksjonene G og H er gitt ved

G(z) = \/12? /L e f1(y)dy (3.5)
og
1) = —= [ = pyin (3.6

der L er en linje i gvre halvplan som starter i origo og samme med L’ i nedre
halvplan. Vi skal i neste avsnitt se hvor z ligger.
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Definisjonsomrader for G:

%J/LV L1

S

Definisjonsomrader for H:

L@Z
@L/ 71 F%
Figur 3.2: Definisjonsomrader for G' og H med ulike straler L og L’

3.1.3 Pastand: G og H er veldefinerte for Im(zy) <0

Vi viser at uttrykkene ovenfor er veldefinerte nar Im(zy) < 0. La z vaere gitt

ved ‘
z =re? =r(cosf + isinh)

og L parametrisert ved

y = pe'® = p(cos ¢ + isin @)

der ¢ € (0,m).
o = S s
— fzrp cos 0+i sin 6)(cos ¢+i sin ¢) i i¢d
= Fipe™)edp

rpsm 9+¢) —irpcos(0+¢) fl (p@ ) i¢dp

ke

For at integralet skal vaere definert, ma e”?5(0+9) < 1. Det betyr at rp sin(6+
¢) < 0, som er akkurat det samme som at Im(zy) < 0.
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Siden [ < 1, blir absoluttverdien av integranden
’erpsin(é’—‘r(t)) fi (peidn)‘ < A(eo)erp sin(6+¢) (pa + p—ﬁ)

som er integrerbar ved 3.3.1.

For H(z) blir uttrykket det samme som for G(z) bortsett fra at ¢ € (m, 27)
og f1 byttes ut med fs. Definisjonsomradet for G og for H er vist i figur 3.2.

3.1.4 Pastand: G er uavhengig av linjen L

Vi vil ha at

/L )y = | eiway

Lo

der Lj og Lo er linjer i gvre halvplan som starter i origo. Vi velger 6 slik at
begge linjene ligger i omradet mellom 8y og m — 6y. Da ma z ligge i omradet
der bade Im(y12) < 0 og Im(y22) < 0 for y; € Ly og y2 € Lo.

For a kunne bruke Cauchys teorem konstruerer vi to sirkelbuer yr og ~,
som vist i figur 3.3. Vi lar D veere omradet avgrenset av stralene L; og Lo
og sirkelbuene v og 7.

YR

Ye Ll

Figur 3.3: Stralene Ly og Ly og sirkelbuene vr og v, danner en lukket kurve.

Cauchys teorem sier at [, e~**¥ f(y)dy = 0 dersom e~"*¥ f(y) er holomorf pé
omradet D. f(y) er holomorf for Imy > 0 per antagelse, dermed er e~ f(y)
ogsa holomorf pa dette omradet og vi far

/d )y =
= /L1 e " f(y)dy + /VR e "V f(y)dy — /L2 e_izyf(y)dy+/ e "V f(y)dy

Ye
= 0.
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Na& trenger vi bare & vise at sirkelbueintegralene gar mot null nar R gar mot
uendelig og € gar mot null. Vi regner ut integralet over vr nar z og y er
parametrisert ved

z = Re" = R(cos + isinf)

og A
y = pe'® = p(cos ¢ + isin ).

lim
R—o0

@
/ e—izyf(y)dy‘ —  lim ‘/ 2 e—irR(cos(@—l—d))—i—i sin(0+¢))f(Rei¢)RZ~ei¢d¢
TR 1

R—o0

IA

P2 )
A(QO) Rli_lgo(Ra—‘rl_i_Rl—B)/ erR51n(6+¢)d¢
1

IN

A(fo) Jim (RO + Rl (g — )

a+1

< A0o)(d2 = ¢1) lim
= 0

e—Rrn

der n = maxg, <g<¢, sin(d + ¢). Siden bade sin(6 + ¢1) og sin(d + ¢2) er
negative, folger det at for alle verdier av ¢ € (¢1,p2) sa er sin(6 + ¢) < 0.
Dermed er n < 0.

Tilsvarende for ~.:

lim
e—0

/ eizyf(y)dy‘ < A(f) (¢ — ¢1) lin[1) el=Beren 7 definert som ovenfor

= 0

siden =% — O nare — 0 og B < 1.

Dette betyr at forskjellige L gir samme funksjon G, men med ulike defini-
sjonsomrader. Det samme er tilfelle for H. Ved & lime sammen disse defini-
sjonsomradene far vi at G er definert pa til sammen hele C\{0, co}, mens H
blir definert pa4 C\{—o00,0}. Dermed er H — G definert pa C\R.

3.1.5 Problemet nar g > 1

Hvis 8 > 1 vil ikke G og H veere veldefinerte slik det er gjort ovenfor. For &
bgte pa dette definerer vi de m-te deriverte av G og H som fglger

GM(2) = —= / (i)™ fy () dy (3.7)
og
HIE) = o [ I s (3:8)
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der m > — 1.

G og H(™) er veldefinerte, da (—iy)™ opphever singulariteten som (3 skap-
te. Nar § > 1 bruker vi G™ og H(™) istedenfor G og H.

3.1.6 Definisjon av Carlemantransformen

Carlemans fouriertransform CF(f1, fo) av Carlemanparet (f1, fo) er paret
(g91,92) definert ved

91(2) = H(z) — G(2) for Imz > 0 (3.9)

0og

92(2) = H(z) — G(z) for Imz < 0. (3.10)
Dersom (B > 1 regner vi fgrst ut g%m) og gém) via G og HM Ved &
integrere m ganger far vi g1 og gs, som er unike opp til et polynom av grad
m — 1.

I neste seksjon viser vi at Carlemantransformen ogsa er et Carlemanpar.

3.1.7 Pastand: (g1, ¢2) er et Carlemanpar

Vi ma vise at g1 og g2 er holomorfe funksjoner som tilfredsstiller lignende
ulikheter som de for f; og fo. Forst finner vi estimater for ‘G(rew)‘ og
|H (re?)).

Gitt vilkarlig 6, setter vi g slik at 0y < 6 < m — 6y. Vinkelen ¢ til linjen L
velger vi til & veere ¢ = 77—%0. Daer 0+¢ > 7, som medfgrer at sin(0+¢) < 0.

Dersom 3 < 1 regner vi ut |G(re®)| slik:

. 1 0o . ' | |
oot T Vo / rpsin(6+¢) ,—irpcos(6+¢) i9) i g ‘
‘ (T'e )‘ \/ﬂ ) e e f1(pe )e ,
A(bo) /°° B )
< TPH oz+ B d
Var Jo € (b +p™")dp
_ A() <F(a +1) T g))
\/% (’f’u)aJrl (’I“/,L)lfﬁ
g B(QO)T_BI
der
i 1 . 90
h= 90<9H<1£—90 |sin(f + ¢)| = sin 5

g = max{a, —B} + 1
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og
_ A(%) , T(8)
B(y) = o 2 )7

Vi far samme ulikhet for |H (re)|. Dersom 8 > 1 mé vi bruke (3.7) og (3.8).
Det vilgi ' =a+m+1,der m < 3—1som i3.1.5.

N4& kan vi finne estimater for g; og go:

‘gl(rew)) < ‘H(rew)‘ + ‘G(Tew)‘ < 2B(00)T’8/ (3.11)
for r > 0,00 <0 <m—60y og

‘gg(rew)} < ‘H(rew)‘ + ‘G(reie)‘ < 2B(6)r” (3.12)

forr > 0,—7m+0p <0 < —0.
Det betyr at (g1, g2) er et Carlamanpar av klasse (0, ).

Siden vi hadde antatt § < 1 for (f1, f2), fikk vi et Carlemanpar (g1, g2)
av klasse (o/, ") hvor o alltid er null. T det generelle tilfellet vil vi fa et
Carlemanpar der o kan veaere stgrre enn null.

3.1.8 Eksempel: deltafunksjonen

Vi skal senere se at Diracs deltafunksjon kan uttrykkes som et par av holo-
morfe funksjoner, gitt ved

1

filz) = ~%mi2 for Imz > 0
1
fa(z) = ~ e for Imz < 0.

Det er lett & se at dette er et Carlemanpar av klasse (a,3) = (0,1). Vi
regner ut Carlemantransformen av (f1, f2). Fordi 8 = 1, ma vi bruke G’ og
H'. Nar vi skal finne g; ligger z i gvre halvplan. La z = re” og y = pe’?, der
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¢ > max{0, T}, slik at ¢ er en vinkel i gvre, venstre kvadrant.

G(z) = m/ Y (iy) fy(y)dy
—zz 1
- 27‘1’2\/%/ y ydy

= e
21/ 21 /L Y
efiprei(%’-‘rf?)dy

ip
2w/ 21 /L

] o0
= cr [—16“”} a = —ire'(#t0)
2w/ 27 a 0
_ 1
 27iV272

For H' far vi akkurat det samme, bare ¢ er byttet ut med —¢ siden L’ skal

ligge i nedre halvplan:
1

omiN2rz

H'(z) =

Néar z ligger i nedre halvplan, velger vi linjer L og L’ i hgyre halvplan, men
vi far samme resultat for G’ og H'. S& integrerer vi for & finne G og H:

1
G(z) = log |z| 4+ dargz) for 0 < argz < 27
(2) 27m.\/%( g 2| g2) g
og .
H(z) = log |z| 4+ dargz) for — 7w < argz <
(2) 27m.\/%( gz g2) g

H(z) gjor et sprang pa —2mi idet man beveger seg fra gvre til nedre halvplan
over R_, mens G(z) gjor et tilsvarende positivt sprang idet man beveger seg
fra gvre til nedre halvplan over R.. Det gir

(=0 og ) o 1
Z) = Zz) = — = — .
g & 92 oriver 2

Siden (g1, g2) begge er konstanter er dette et Carlemanpar av klasse (0, 0).

3.2 Egenskaper

3.2.1 Carlemantransformen er linezer

La (f1, f2) og (h1, ha) veere Carlemanpar av klasse (a1, 31) og (aw, 52) hen-
holdsvis og la a, b veere skalarer. Da er a( f1, f2)+b(h, hy) Carleman av klasse

(max{a, as}, max{f1, 32}) og
CF(a(f1, f2) + b(h1, h2)) = a CF(f1, f2) + b CF(hy, ha)
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siden integralet er en lineser operator.

3.2.2 CF(fi+ P, fo+ P)= CF(fi, f2)

Vivil vise at paret (f1+ P, fa+P), der P er et polynom, gir samme transform
som (f1, f2). Siden Carlemantransformen er linezer sa holder det & vise at
CF(P,P) = (0,0) for P(y) = y", der n € N. Alle andre polynomer kan da
skrives som en linezerkombinasjon av denne.

Regner ut G og H for P(y) = y™

gl ‘1 n!
— _1)° : - _
= \/%( 1) ) ved 3.3.1 med b z
B n!(—i)"t
/2 zmtl
H(z) = L ey dy
V2T Jr

1 — o0
= — e*(ia)"ida Yy =ia
V2T /0
,l'n—l-l 0
= — ae**da
V2T J

Z-nJrl

n!
n

m(_l) ontl

n!(_i)n-i-l

/2 ontl

Siden G blir lik H vil bade g1 og g2 bli lik null, det vil si at transformen blir
(0,0).

ved 3.3.1 med b = —z

3.2.3 CF(fy, fo) = F(f) nar f e L'

Her kommer vi tilbake til noe av det dette kapitlet startet med; om vi lager
et Carlemanpar av en funksjon i L!, sa vil Carlemantransformen bli den
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samme som den klassiske fouriertransformen:

La f € L'. Definerer f; og fo ved Cauchy-transformen:

_ > [

filz) = i) - Zdt for Imz > 0
_ > [

fo(z) = i) - Zdt for Imz < 0

(f1, f2) er et Carlemanpar av klasse (0,1) siden begge funksjonene er holo-
morfe og

0 o
re < dt nar g < 0 < mw — 6
m<>\_¢%/wpmm : :
dt
< 2T / 7 sin 90
< A(Go)r~
der A(00) = grstgs J o [ (D)|dt = S22 P& samme méte blir

| fa(re®)| < A(6)r™! nar —m + 6y < 6 < —6y.

Vi vil vise at Carlemantransformen av (f1, f2) er (g1,92) gitt ved (3.1) og
(3.2). Regner forst ut g;(z). z méa da ligge i gvre halvplan. Siden 3 = 1 bruker
vi G’ og H' istedenfor G og H i den videre utregningen.

Gw>=¢‘/WWwwmm

_ iz f(t)
N \/%27‘(‘ / "y ydtd
B zzyy
= \/ﬂzﬂ/_oof(t)/L ——

1) = o= [ i) i
B -1 00 e—izyy
= Vo 10 ], e

I siste linje av begge utregningene brukes Fubinis teorem til & bytte rekkefglge
pa integralene: Vi parametriserer z ved z = re’®. Vet fra 3.1.4 at G og H
ikke avhenger av linjene L og L'. Det samme gjelder for G’ og H'. Vi bruker
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to spesifikke linjer:

L:y=pei og L' 1y =pe™ ™ der T < ¢y < 7 og ¢ > 0.
—ZZ,O67'¢0 z¢ f(t) i¢0

‘ (ipe )7t e e dtdp

I
_ /0 / (rPsin(0+¢o) p‘t ‘_f;t)itqutd
/ / dtd

erP sm(0+¢>o |f( )‘

<

- psmgb

_ rpsin(@—l—d)o)d > Hdt
e p [l

1

= KK
sin¢0 12

< o0

der K, K5 er konstanter. Dette betyr at det er uproblematisk a bytte rekke-
fglge pa integralene.

b0

L/ \

Figur 3.4: Til venstre definisjonsomradet til g; med de valgte stralene L og
L', til hgyre konstruksjon av sirkelbuen g

Vi regner deretter ut ¢,

0= [0 [
91 o - . t—y yat,

der s er sammensetningen av —L' og L.
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e—izyy . iz
— dy, siden ye™"*¥ er holomorf

Vi bruker Cauchys integralformel pa |,
som funksjon av y.

Sa konstruerer vi sirkelbuen ygr som vist i figur 3.4. Nar R — oo vil v
sammen med s gi en lukket kurve i venstre halvplan.

*”yyd N e*”yyd [ 27mi(—te”®*) hviste D
s t—y =y Y=o hvis t ¢ D

der D er omradet avgrenset av den lukkede kurven yr + s.

Fordi integralet over sirkelbuen 7r gar mot null nar R — oo (dette vises
nedenfor) og t € R, far vi

”yyd B —2mite™™* hvis t < 0
t—y 0 hvis ¢ > 0.

Setter inn i g}:

/ 1 / . izt
z) = —— t)2mite dt
i(2) = |t

— t ’thdt
\/277/ f(wyite

g5(z) regnes ut pa lignende vis: z ligger da i nedre halvplan og L og L' er
linjer i hgyre halvplan. Folger ellers samme prosedyre som for gj(z). Det gir

z) = ite Pt
92 \/%/ f

Vi integrerer for & finne g og go:

n) = e
= ﬁ// f(t)ite " dtdz
T
= \/T / f(t)it / —Zt o dt ved Fubinis teorem
I
—zzt
B m / (it
= E /_ f(t)e " at
() = [aea

- 7 S

dzdt
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Ser at g1 og go er akkurat som i 3.1 og 3.2, som var det vi gnsket & vise.

N4& gjenstar bare argumentasjonen for at

get
lim

iy Sy s L

Vi parametriserer vz ved £ = Re" = R(cosf + isinf), 5 < ag < 0 <
2T —ag < 3{ Ser at for alle 6 er cos8 < 0.

£ef B
/m ¢ — (—itz) dg’ a

2T —a Rcosf
< / Re X Rds
ag

[

< Refteoseo(2r — 2ay) ML-estimat

Rie®do

7" Ret0 ¢Ficos 0+isin 0)
/ R(cos 9 +isinf) — (—itz)

R Rcos@da

Nar s& R — oo:

[Jim Refteos20 (2 — 204) = 0.
—00

3.2.4 Invers fouriertransformasjon

Carlemantransform har ogsa en invers CF ! som sender paret (g1, g2) tilbake
til (f1, f2). Fra seksjon 3.1.7 vet vi at (g1, g2) er et Carlemanpar av klasse
(/,3"). Dermed er det mulig & ta Carlemantransformen av (g1, ¢g2). For & fa
(f1, f2) tilbake méa vi imidlertid gjore om litt pa (g1, g2) forst.

Paret (g1, g2) er gitt som tidligere ved,

(91,92) = (H(2) = G(2), H(2) — G(2)),

som definert i seksjon 3.1.6.
La

T((91,92)) = (92(2), 91(Z)) = (ha, h2).

Definerer

(1,52) = T(CF((h, ha))) = (H*(z) = G*(2), H*(z) = G*(z))  (3.13)

hvor H* og G* er definert som i seksjon 3.1.5 med hi og ho istedenfor fi og
fo, det vil si:
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Gm(z) = \/ﬂ/ T (—iy) " ha(y)dy
- = / 9 (—iy)" (H(5) - G@))dy
_ (\_/22)7:” /L ey (H(y) — G(y))dy
1) () ~isvym(HG) - C@))dy

vV 27r L’

Vi skal vise at (j1,72) = (f1, f2), altsd at (ji,j2) er den inverse transformen
til (g1, g2). Bruker de m-te deriverte av G* og H* fordi ' kan veere storre
enn 1. m er derfor et heltall stgrre enn 3’ — 1. Linjene L og L’ velger vi til &
ligge i hgyre halvplan slik at L’ er L speilet om den reelle aksen.

L/

z

Figur 3.5: Linjene L og L' og definisjonsomradet til G* og H*

Ved a sette inn z for z i uttrykkene over og ta konjugerte pa begge sider, far
vi:

GE) = m — [ T - G
= o= [ ) - cw)ay
og
00 = S [ =y (11() = Gl
:(m)

Na kan vi regne ut j;
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dm

jgm)(z) = dzm(H*() G(¥))
- J’;ﬂ vy € W) = Gl

Fordi H er holomorf i hgyre halvplan kan det vises at

/ eizyymH(y)dy =0.
L(~L")

Dette er begrunnet i seksjon 3.3.4.
(m)

Dermed kan j; ' reduseres til

.(m) _ zzy m 4 / 2y, m _
z) = G(y)dy + — e G(y)dy = J1 + Js.
1 ( \/27r/ Jdy V2m Jr Y (y) 4 ! 2

N4 stgter vi imidlertid pa problemet med at vi ikke vet hvilken Carleman-
klasse (o, 3) som (f1, f2) er i og dermed ikke hvordan G ble definert. Vi
starter med det enkleste og antar at § < 1 fgr vi ser pa det generelle tilfellet.

Utregning av (ji,j2) nar g < 1

For at J; skal veere definert, ma G(y) ligge i gvre halvplan. Det betyr at linjen
som ble brukt til & definere G bgr ligge i venstre kvadrant i gvre halvplan.
Vi kaller denne linja Ly. For Jo ma G(y) ligge i nedre halvplan. Folgelig ber
linjen som definerer G ,og som vi kaller L{, ligge i hgyre kvadrant av gvre
halvplan. Lg er Lo speilet om den imaginsere aksen, som vist i figuren.

Vi skriver forst ut G(y), deretter bytter vi rekkefplge pa integralene ved hjelp
av Fubinis teorem.

J1 = ZZymGal
1 \/ﬁ )y

S

— _L zzy —iyt )dtd
o /LO fi(t)dtdy

im —1 —z m
= - fl()/Le YE=2)ym gyt

:m

B ; m) o om! fi1(?)
= -5 fl( )Wdt - _27”/1;0 (t— Z)m“dt
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YR

Lo L

Figur 3.6: Linjene Lo og L

Den siste linja holder for Re(—iy(t — z)) > 0, som betyr Im(y(t — z)) > 0
ved seksjon 3.3.2.

,[:m

e
27 J

= Z/ eizyym/ e~ W f1 (t)dtdy
2T / L

;
= 127 / fi(t) / e~ W2y iyt
Lg /
" m! m/! fi(?)
= — t) e df = e [ g}
o /L3 Ul >(z'(t—z))m+1 2 /L (t — z)m+1

*
0

Jy = Wy G (y)dy

Den siste linja holder for Im(y(t — z)) > 0 ved seksjon 3.3.2.

Ved Cauchys integralformel far vi

_m! f1(?) _ p(m)
Ji+J2 = 2mi ) posrs (E— Z)m+1dt = f"(a)

siden integralet over sirkelbuen yp — 0 nar radien R — oo ved en tilsvarende
utregning som den i slutten av seksjon 3.2.3. vg er her sirkelbuen som knytter
Ly sammen med L, som vist i figuren.

Ved & integrere m ganger finner vi j(2):
J1(z) = fi(z) + p(2),
der p(z) er et polynom av grad m — 1. Tilsvarende far vi at
J2(2) = fa(2) + p(2).
Ved seksjon 3.2.2 far vi at (j1,72) = (f1, f2), som var det vi ville vise.
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Utregning av (ji,j2) nar g >1

Nar 8 > 1 er G gitt ved den n-te integrerte av

G™(2) e~ (—iy)" f1(y)dy,

v

for n > B — 1. Derfor bruker vi likheten

Gly) = — ) / "y - om 16 (6

(n—l' 0

i den videre utregningen.

-m . Y
hom g [ [
= 2?(7:1 W/ / Ot [ e ue)ardedy
Lo
B ( 1)n+1 m+n " it o0 zz n_1l
_ W_U/Lotfl(t)/Le [/5 vy — &) \dy| dedt

ved Fubinis teorem. Vi ser forst pa det innerste integralet. Bruker variabel-
byttet w = y—¢&. Videre bruker vi binomialformelen (z+y)" = > _ (}) 2" *y*
og teoremet for dominert konvergens:

|:/£ eizyym(y o g)nldy:| — eiz&/() eizw(w —f—f)m’wnild’w
— eizg/ zsz( >€m ]w] n— 1dw
— e’zfz< )gm J/ I T L dw
0

=0
u“ m_i(j+n—1)!
= ¢ gz ( >§ ey _ZZ)J-Fn

Jj=

.

Den siste likheten holder nar Im(zw) > 0. Dette er begrunnet i seksjon 3.3.2.

Setter sa inn i det midterste integralet, ogsa her bruker vi dominert konver-



36 KAPITTEL 3. CARLEMANS FOURIERTRANSFORM

gens og resultatet fra 3.3.2, som holder nar Im((z — t)§) > 0:

/Le_i&5 [/:O ey (y — &) 1dy] d¢

(—1)"/ e
n L jzzzo

) <Zﬁ>§m_j Gtn =1t

zJtmn

.7 — 1) . .
<m> J+ n 1) / ez(z—t)fgm—]dg
J ZI+n L

(m\ (j+n—1)! (m — j)!
()

R e aa

TL

i

_ (=1 i m\ (G+n—-1" (m—j)
= gntm+1 = ] 2Jtn (Z _ t)m*j+1

Til slutt kan vi regne ut Ji, igjen ved hjelp av dominert konvergens:

=D n o (m\ (GHn—1)! (m—j)
ho 27”'(”_1)!/Lot fl(t)]z% <J) ZItn (z—t)m*jﬂdt
) & fm\ G- 1)! (m—j)
_ 2m'(n_1)1j:0< j> e /L Gopethod
_1ym 4 m—i .
- (27r)i Z(_l)]< >d2J< >/Lo (Z(_W,;J_)jﬂt fi(t)dt
Den siste likheten kommer av at

& (1 (n+j-1! 1
dzj(z”>:(1)] (nil)! ETEeR

Deretter regner vi ut Jo pa tilsvarende mate,

j=

der L er stralen Lg speilet om den imaginaere aksen.

Nar vi skal regne ut J; + Jo merker vi oss at

IR [ R = R
Lo—L§

2mi z —t)m—i+l
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ved Cauchys integralformel.

dm=J

A = ht = ﬁ;( )i (5) (2l
- (5=t ))(m)sz”(z)

= j1(z) = fi(z) +p(z) og Jja(z) = fa(2) + p(2),
som i forrige delseksjon. Dette gir at (j1,72) = (f1, f2)-

3.2.5 Distribusjoner og Carlemanpar

Det kan vises at de tempererte distribusjonene, S'(R) er Carleman: Hvis T’ €
S'(R) er en distribusjon, kan T representeres ved et Carlemanpar, (f1, fa).
Da er Carlemantransformen og Schwartz fouriertransform like,

CF(f1, f2) = SF(T).

([Kis02], teorem 9.1)

S'(R)

Carlemanpar

Figur 3.7: Diagram som viser rommet av tempererte distribusjoner inneholdt
i Carlemanparene

3.3 Utregninger

Denne seksjonen inneholder et par lange utregninger fra tidligere seksjoner i
kapitlet, i tillegg til noen mye brukte resultater.
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3.3.1 [Tt tdt = ;%5 for b> 0

/ tetdt = / (f)aefs— bt = s
0 o b b

1 o0
= o / s%e ®ds
0

I'(a+1)
ba+1
al

= hatl hvis og bare hvis a er et heltall

3.3.2 [, 2% "dz = ;4; for Re(bz) >0

Her viser vi at 3.3.1 ogsa gjelder for komplekse integral, der L er en strale
som starter i origo. Vi bruker delvis integrasjon:

—1 -1
/ 2% %dz = [2° <) e %) — / az?! () e %dz
L b L b

_ CL' 0,_—bz

= i Lz e *dz

al

ba+1

3.3.3  limy_op g1 (u +iv) — gaou —iv) = = [T e " f(y)dy

Vi bruker dominert konvergensteoremet til & vise likheten.

Har

lim  gi(u+ ) — ga(u —iv) =

v—07F
1 0 Lo 0
1 0 i L
_ I S £ )y 4+ / ~iu )y d>
Tom A (/Ooe fy)dy L c fy)dy

der n = % og vi vil ta grenseverdien inni integralene.
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Siden
@) e () - e p(y)
e f(y) — ’“‘yf(y)
b) \e“+ V)| = et rw)| < If vy <0
ool ol <

s& kan vi skrive

0 ; C iu—i

\/127771113;0 </_ e—i(u+;)yf(y)dy+/0 e"(“_n)yf(y)dy> =
0 ; * i(u—%

< / lim e~ f(y)dy + / lim e—““—n)yf(y)dy)
—oo MTee 0 "
0 , *°

([ s+ [ msma)

/ Z e f (y)dy

o-8l- 8-
3 3 3

3.3.4 fHH,) ey H (y)dy = 0

Fordi H er holomorf i hgyre halvplan kan det vises at

/ e"*y™H (y)dy = 0,
L4(-1)

der L og L’ er straler som starter i origo og ligger 1 henholdvis gvre og nedre
kvadrant i hgyre halvplan slik at L = L’ (se figur 3.5).

Til dette bruker vi Cauchys teorem. Vi konstuerer en sirkelbue som knytter
sammen L og —L', A:y= Re’®, R — oo. Vi viser at integralet over A blir
lik null:

lim
R—o0

/ ey H (y)dy‘ =0
A

Forst regner vi ut integralet ved & bruke parametriseringen z = p(cos € +
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isin @) og estimat for |H (Re'?)| fra seksjon 3.1.7:

/A ey H (y)dyl =

_ ’/ao eipR(cos 0+isin 0)(cos ¢+i sin ¢) Rmeim¢H(Rei¢)iRei¢d¢

—ap

@0 . .
< R / e fr sin(6+p) |H(R€Z¢)‘d¢

@Q

0
<RMTBENG) [ e g

—ap

[0}

_ Rm—'ye—Rpa(G)K’

der K er en konstant og a(f) = min_, <g<q, sin(@+¢) > 0. Ved 4 la R — oo
far vi
lim R™ Ve fre) K = .

R—o0



Kapittel 4

Hyperfunksjoner

Som student lot Sato seg imponere av Schwarts nye teori; distribusjonste-
orien. Han var imidlertid ikke helt forngyd med rommet av testfunksjoner,
D(R), siden elementer i D(R) har begrenset support og dermed ikke kan
veere analytiske. Noen ar senere var han framme ved sin egen versjon; teori-
en om hyperfunksjoner. En av fordelene med hyperfunksjonene i forhold til
distribusjonene er nettopp at resultater fra kompleks analyse kan brukes.

Hyperfunksjoner kan betraktes fra to forskjellige synsvinkler: som randverdi-
er av holomorfe funksjoner eller som analytiske funksjonaler. Satos forgjen-
gere hadde brukt analytiske funksjonaler, mens Sato selv - som antageligvis
ikke kjente til de tidligere arbeidene - definerte sine hyperfunksjoner som
randverdier av holomorfe funksjoner. Det er den versjonen vi skal bruke her.

Vi skal holde oss til hyperfunksjoner i en variabel og vi skal se at mange av
disse ogséa er Carlemanpar.

4.1 Definisjoner

4.1.1 Kompleks omegn

La € veere et apent intervall i R. La W C C veere en apen mengde slik at
W NR = Q. Da kaller vi W en kompleks omegn av €, se figur 4.1.

4.1.2 Hyperfunksjoner

La Q C R. La Wy og Wy veere komplekse omegner av €2 og la f; og fo veere
holomorfe funksjoner pa henholdsvis Wi\Q og W)\Q. Parene (W7, f1) og
(Wa, f2) kalles ekvivalente hvis det finnes en holomorf funksjon g pa WiNW,

41
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@

L. s
_/

Figur 4.1: Kompleks omegn av 2

slik at fi — fo = g pa W1 N Wy. Mengden av alle ekvivalente par (W, f;)
kalles en hyperfunksjon.

Det kan imidlertid veere enklere a tenke pa hyperfunksjonen som “spranget”
over (), det vil si det hoppet en representant f gjor idet den krysser €. Alle
representantene vil gjore det samme hoppet ettersom differansen mellom
hver av dem er en holomorf funksjon.

4.1.3 Eksempel: Nullfunksjonen

(W,0) er en representant for hyperfunksjonen som bestar av alle funksjoner
som er holomorfe i en kompleks omegn om €2, altsa som er holomorfe ogsa
pa €. Dette er “nullfunksjonen” blant hyperfunksjoner, for spranget over {2
vil veere lik null.

Dette var derfor et trivielt eksempel. Det er forst og fremst funksjonene som
ikke er holomorfe pa €2 som er interessante nar det er snakk om hyperfunk-
sjoner.

4.1.4 Eksempel: Evivalente representanter

La ; )
2 for Im(z) >0
1) = { 0 for Im(z) <0
og
[ 1  forIm(z) >0
9(2) = { —1 for Im(z) <0

Da representerer (R, f) og (R, g) samme hyperfunksjon.
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Den komplekse omegnen har ingen betydning for hvilken hyperfunksjon man
ender opp med, som vist i proposisjon 1.2.2 i [BG95|. To ulike komplekse
omegner av {) gir altsd akkurat samme hyperfunksjon. Det er 2 som er av
betydning. Mengden av alle hyperfunksjoner pa €2 betegnes derfor med B(€2).

4.2 Egenskaper

Néar vi skal utfgre operasjoner pa en hyperfunksjon F' € B(Q) skjer det som
regel ved & utfgre operasjonen pa en tilfeldig representant f € O(W\Q).
Resultatet blir uavhengig av valget av representant.

4.2.1 Addisjon

La Fi, F5 € B(€Q)) med representantene f; € O(W1\Q) og fo € O(W2\Q).

Definerer addisjon ved
Py + Fy = (W, f1) + (Wa, fa) = (WinNWa, fi + f2) = I}

der F3 er en ny hyperfunksjon.

Definisjonen er uavhengig av valg av representanter: La g1 € O(V1\Q) og
g2 € O(Vo\Q) veere to andre representanter for F og Fb.

=>F+F=V,0)+Va,9)=ViNnVa, g1 +g2) = Fy

Fra definisjonen av hyperfunksjon vet vi at fi — g1 = h og fo —go = s der h
og s er holomorfe funksjoner. Dette gir at (f1 + f2) — (g1 + g2) = h + s som
er holomorf pa (Wi N Wa) N (V4 N Va), noe som betyr at F3 og Fy er en og
samme hyperfunksjon.

4.2.2 Multiplikasjon
Vi kan ikke multiplisere hyperfunksjoner med hverandre, men vi kan multi-
plisere en hyperfunksjon med en analytisk funksjon:

La F € B(Q) veere representert ved (W, f). La ¢ veere en reell analytisk
funksjon, ¢ € A(Q2). Da finnes det en ® € O(U) slik at ®|q = ¢, der U er en
kompleks omegn av €.

Produktet ¢F' defineres ved
OF = (U N W, f)

og er en ny hyperfunksjon som er uavhengig av valg av representanter.
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4.2.3 Linearitet

Ved 2.1 og 2.2 gar det fram at B(f2) er en lineser modul med hensyn pa
analytiske funksjoner.

4.2.4 Derivasjon

Den deriverte av en hyperfunksjon F' € B(Q) defineres til & veere den deri-
verte av representanten f € O(W\Q), det vil si

d

—F = f(z
Den deriverte er en ny hyperfunksjon som er uavhengig av valg av represen-
tanter.

4.2.5 Restriksjon

LaQY C Q CRogla F € B(Q) veere en hyperfunksjon pa €2 med representant
(W, f). For & definere restriksjonen av F' til Q' bruker vi W' = (W\Q) U
Y som kompleks omegn. Restriksjonen blir definert ved paret (W', f) og
betegnes med F'|q.

4.2.6 Support

En hyperfunksjon F' € B(2) sies & ha support K C Q dersom K er den
minste lukkede mengde slik at F|o\ x = 0.

4.2.7 Integrasjon

La F € B(Q) og (W, f) en representant for F'. Anta at F' har support inne-
holdt i intervallet [a,b] = K C €. Da har f en holomorf utvidelse til W\ K.
Vi betegner denne med f. La ¢ veere en lukket sammenhengende kurve som
omslutter K og er inneholdt i W, som vist i figur 4.2.

Na kan vi definere integralet av F"

/adem: —/Cfdz.

Det fglger av Cauchys teorem at integralet av F' er uavhengig bade av valgene
av representanter og av kurven c¢. Dette er imidlertid ikke en hyperfunksjon,
men et tall.
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Figur 4.2: Integrasjon over [a, b

4.3 Eksempler

4.3.1 Carlemanpar

Carlemanparene bestar av holomorfe funksjoner i gvre og nedre halvplan
og representerer derfor en hyperfunksjon. Definisjon av Carlemanpar star i
seksjon 3.1.1. Vi vil i de neste eksemplene sjekke om hyperfunksjonen ogsé
er et Carlemanpar.

4.3.2 Enhetsfunksjoner
Definerer
Ct ={z € C:Im(z) > 0},
C™ ={z € C:Im(z) <0},
C*=C\R og
Q=C'uQ.

La x4 vaere den karakteristiske funksjonen til mengden A. Da er (Q, xc+)
og (2, xc-) hyperfunksjoner pa € som betegnes med henholdsvis 1?’2 og 1g.

Fordi

<S~27X(C+) + (Q7X(C*) = (Qa X(Cﬁ) = (Q7O>

s er
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Begge enhetsfunksjonene oppfyller dessuten kravene til Carlemanpar:
X+ < A(Qo)(za + Z_ﬁ)

der « = 3 =0 og A(fy) er en positiv konstant.

4.3.3 Analytiske funksjoner
Hvis ¢ er en analytisk funksjon pa 2, sa finnes en kompleks omegn U av (2
og en holomorf funksjon ® slik at ®|q = .

Definerer
b= 3®(z)  for Im(z) >0
| —3®(2) for Im(z) <0

Ekvivalensklassen til (U, ¢) er da en hyperfunksjon.

Dersom ¢ er et polynom av grad n vil ¢ veere et Carlemanpar av klasse

(@, B) = (n,0).

4.3.4 Integrerbare funksjoner

La f € L'(R). Definerer Fy € O(C\R) ved

Fy(z) = 2;/00 o

Da er ekvivalensklassen til (C, Fy) en hyperfunksjon.

Fordi
1 1

1l = —=lIflx

|F¢(2)] < max ()

teR |t — z|
far vi at for z = re® og 0y € (0,7/2) sa er

1

Fi(re?)| <
| f(re ) r sin 6y

11l = A(8o)r™*,

der A(6y) = ﬁHle. Dermed er Fy et Carlemanpar av klasse (a,3) =
(0,1).

4.3.5 Distribusjoner med kompakt support

La S € &'(R) der &'(R) betegner rommet av distribusjoner pa R med kom-
pakt support. Definerer Fg € O(C\R) ved

Fs(z) = S(p2) for z € C\R
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der ¢, er en C'°°-funksjon gitt ved

1 1

— forteR
2mit — z

Pz (t) =

Ekvivalensklassen til (C, Fis) er en hyperfunksjon.

Vi kan identifisere distribusjonen S med hyperfunksjonen gitt ved Fs dersom
avbildningen S +— Fg er en-til-en: La h € O(R). Siden integralet av en
distribusjon over en lukket kurve c er gitt ved [ (S,) = (S, [ 4), som vist
nedenfor, far vi

/ab h(z)Fs(z)dz = /Ch(z)FS(z)dz - /h(z) < S, 0, >dz

= <8, —/h(z)cpzdz >= S(h) (4.1)

der den siste likheten kommer fra

/ h(2)s(t)dz = % thfidz — _ht)

c

ved Cauchys teorem.

N& kan vi vise at S — Fg er en-til-en: la T, S € &'(R). Via ligning (4.1) far
vi
Fr=Fs=T=025,

for alle h € O(R). Siden S og T er distribusjoner med kompakt support er
det nok a vise dette nar h er holomorf.

E'(R) er Carleman

Enhver hyperfunksjon som svarer til en distribusjon med kompakt support
gir et Carlemanpar, fordi den kan skrives som endelig kombinasjon av deri-
verte av kontinuerlige funksjoner (teorem 31.4.3 i [GW98|): Hvis T € &'(R),

har vi
T=> 1"

j=1
der f; er kontinuerlige funksjoner med kompakt support.

Ved & bruke denne representasjonen far vi

p p
Fy(z) = <S,¢z>=<z ") ) = S 00y = Y o)
j=1 7j=1

p
1
- Z : 27r)z / fi®) (t — z)mtl =y
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Ettersom f; € L'(R), er summen ovenfor en sum av hyperfunksjoner av
samme type som i 4.3.4, bortsett fra at det er de deriverte av f; vi starter

med. For fj(k) vil vi finne at den tilsvarende hyperfunksjonen er Carleman
av klasse (o, ) = (0,k+1). Det betyr at Fg er Carleman av klasse (a, 3) =
(0, max;n; + 1).

Bevis for at fC<S,1/J> = (S, fc (L)

Vi skriver det bestemte integralet som et Riemann-integral og siden distri-
busjoner er kontinuerlige kan vi flytte grenseverdien utenfor.

(8. [wdz) = (5. Jim Y0 - )
¢ i=1

= Y S ) = (800

4.3.6 Deltafunksjonen

Siden 6 € £'(R) kan vi bruke forrige eksempel til & finne deltafunksjonens
hyperfunksjon. La 2 = R og den komplekse omegnen veere hele C. Hyper-
funksjonen er definert ved (C, F) der F(z) = —5=-1

2mi z°

Som vist i eksempel 3.1.8 er dette ogsa et Carlemanpar med a =0 og 3 = 1.

4.3.7 Distribusjoner

Distribusjoner uten kompakt support er ogséd hyperfunksjoner, da enhver
distribusjon kan skrives som en sum av distribusjoner med kompakt support

(side 283 i [BGI1]).

Det finnes imidlertid hyperfunksjoner som ikke er distribusjoner, se eksempel
nedenfor.

4.3.8 Tillmanns vekstbetingelse

Vi gnsker & bestemme for hvilke funksjoner f € O(W\) den tilsvarende
hyperfunksjon pa €2 er en distribusjon. H. Tillmann viste at distribusjonene
karakteriseres ved fglgende vekstbetingelse pa f:

For alle kompakte delmengder K C €2 finnes C > 0, ¢ > 0 og N > 0 slik at

sup |f(z +iy)| < Cly|™ for 0 < |y| < e.
zeK
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4.3.9 En hyperfunksjon som hverken er Carleman eller dis-
tribusjon

La © = R og den komplekse omegnen veere C. Funksjonen f € O(C\R) gitt
ved f(z) = e~ er ikke en distribusjon:
La z = x 4 iy. Vi bruker Tillmanns vekstbetingelse med K = {0}

1
sup e | = ev > Cly| ™Y
zeK

for alle C, N nar 0 < |y| < € og € er liten nok.

f er ikke Carleman siden den ikke er begrenset av et polynom i origo.
|f(1"ei0)|§e%—>oo, nar r — 0

Hadde det fantes en holomorf funksjon h € O(C) slik at f + h oppfylte (3.3)
og (3.4), ville hyperfunksjonen til f ogsa veert Carleman, men vi ser at h méa
veere av samme form som f og dermed ikke holomorf i origo.

4.3.10 En hyperfunksjon som er Carleman, men ikke en dis-
tribusjon

AN

Figur 4.3: Hvordan finne M

1
La F(z) =e =4 for a € R og z # a.

Fgrst viser vi at F' er Carleman: La 6y € (0,5), z = x + iy = ret?, der
0 € (0p, ™ — 6p) og la M veere en konstant slik at 0 < M < (x — a)? + y°.
Fordi z # a og Im(z) = y = 0 bare i origo, kan vi alltid finne en slik M.

Da far vi:
1 i(@—a)+y

F(z) — e i@—a)—y = e(z—a)?+y?

[yl
‘F(Z” = e<zia)y2+y2 S e(zfa?2+y2 S 6\/%
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, 1
= |F(re')| < A(y)  der A(fy) = Kevii, K <0
Derfor er F' Carleman med o = 3 = 0. Samme resultat fas for nedre halvplan.

F oppfyller imidlertid ikke Tillmanns vekstbetingelse. For K = {a} far vi

1
ey

1
Sup 6_ i(z—a)
zeK

som ved 4.3.9 ikke er en distribusjon.

Hyperfunksjoner

S'(R)

Carlemanpar

Figur 4.4: Diagram som viser sammenheng mellom distribusjoner, Carleman-
par og hyperfunksjoner

De to foregdende eksemplene antyder at vi har fglgende inklusjoner:
distribusjoner (S’(R)) C Carlemanpar C hyperfunksjoner,
som illustrert i figur 4.4.



Kapittel 5

Fouriertransformasjon av
hyperfunksjoner

I forrige kapittel sa vi at hyperfunksjonene utgjgr et rom som er stgrre enn
bade distribusjonene og Carlemanparene. Fra kapittel 2 og 3 vet vi at bade
de tempererte distribusjonene og Carlemanparene har en fouriertransform og
en invers fouriertransform. Na gjenstar det & se pa hvilke hyperfunksjoner
fouriertransformen og dens invers er definert, og om dette rommet utgjgr et
stgrre rom enn Carlemanparene.

5.1 Hyperfunksjoner med kompakt support

5.1.1 Definisjon

Vi kan definere fouriertransformasjonen av hyperfunksjoner med kompakt
support pa folgende mate: La F' € B(£2) veere en hyperfunksjon med support
K = [a,b],

~

b
F(&) = \/12?/ e R () d. (5.1)

5.1.2 Eksempel: deltafunksjonen

La F' veere hyperfunksjonen til Diracs deltafunksjon,

Fley— -1

omi 2

51
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Vi regner ut fouriertransformen ved hjelp av (5.1),

~ 1 b1
F = — e dy fora<0<b
() 2min/ 2w /a T
1 /eimgd e~ 108 1
= xr = =
2miN2m Jo X V2T V2T

ved Cauchys integralformel. ¢ er en lukket kurve i C som omslutter [a, b].

5.1.3 Nar F er en distribusjon med kompakt support

Hvis F' kommer fra en distribusjon med kompakt support, F' = Fyg, sa er
F = SF(S), der SF(S) er Schwartz fouriertransform pé distribusjoner. Fra
4.3.5 vet vi at

~

b
Fe) = Jlﬁ / e By () dar = \/12?5(6—1'935).

Teorem 31.5.1 1 [GW9S§]| gir oss fouriertransformen pa &'(R), hvis T' € £'(R),

T(¢) = jﬂ

der T, indikerer at integrasjonen er med hensyn pa z.

(T, e,

Det betyr at den distribusjonsmessige transformen sammenfaller med trans-
formen péa hyperfunksjonene.

5.1.4 Paley-Wiener-Ehrenpreis’ teorem

Fouriertransformen av en hyperfunksjon F(x) med support inneholdt i en
kompakt mengde, K = [a,b], er en hel funksjon, og for alle ¢ > 0 finnes
C. > 0 slik at

|F(€)] < CeeléltHr(m©) (5.2)

der Hg (n) = supg<,<p 21

Figur 5.1: lllustrasjon av integrasjonskurven c
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Bevis:

At F(€) er hel folger av at €7 er hel. For & vise ulikheten antar vi at kurven
c ligger i en e-omegn av K. Vi skriver z = xg + 0 der xg € [a, b] og |0] < e.

POl = | [ R

< = / e €| F (2)]d=
< C(c)max e
= C(c) exp{max(wolm(§) + Im(6¢))}
< Cle) exp{Hr(Im(€)) + €[¢[}
der C(c) = ﬁﬁ(c) max.e. |[F(z)|. Vi vet at maksimumsverdien ekstiste-

rer fordi funksjonen er kontinuerlig, real-valuert og definert pa en kompakt
mengde (teorem side 39 i [Gam01]). £(c) betegner her lengden av kurven c.

Merknad

Den motsatte implikasjonen gjelder ogsa.

5.1.5 Egenskaper

Det kan vises at fouriertransformen (5.1) har de samme egenskapene som
den klassiske fouriertransformen i kapittel 2:

1. F(EF) = (i€)*F

2. F(z°F) = i*%F

=1 dz®
3. F(F(z —a)) = ¢ "¢F

4. F(F+Q)=FG

5.1.6 Ulemper

En av de viktige egenskapene de generaliserte fouriertransformene bgr inne-
ha, er invers transform. Fra teorem 5.1.4 (Paley-Wiener-Ehrenpreis’) kan vi
imidlertid slutte at det ikke eksisterer noen invers fouriertransform pé rom-
met av hyperfunksjoner med kompakt support.
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5.2 Eksponensielt avtagende hyperfunksjoner

5.2.1 Definisjon av raskt avtagende reelle analytiske funk-
sjoner

La f € OR x1I)oglad > 0. f sies & avta eksponensielt med type —9 hvis
det for hver kompakte delmengde K C I og hver € > 0 finnes en Cx > 0
slik at

1f(2)] < Ok e OIR@ 2 e R X K. (5.3)

Figur 5.2: Omradet R x I

Jo storre 4, jo raskere avtar f langs den reelle aksen. Mengden av slike
funksjoner betegnes med O~%(R x I).

Py kalles rommet av raskt avtagende reelle analytiske funksjoner og er defi-
nert som

P. = JUORxT) =

150 6>0
= {fslikat fe OR x 1) foren Iy 50 0g 35 >0

slik at | f(z)| < Ok e”OIRE 5 e R x K.}

5.2.2 Eksempel: e

Funksjonen f(z) = e~ er holomorf i hele det komplekse plan. Nar Rez er

stor og Imz begrenset har vi Rez? > |Rez|, som gir

|6_22‘ — e—Rez2 < 6—|Rez|‘

For at ulikheten ogsé skal gjelde nar Rez er liten, velger vi

M for k = max Y,

CK =€
“ yeK
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der K er en hvilken som helst kompakt delmengde av R. Da far vi
e < C’K@e_‘Rez‘ Vz eR x K.

Det betyr at f € O~1(C); f avtar eksponsensielt med type —1.

5.2.3 Proposisjon
L FO(R x (=7,7))) = OV (R x (=6,6)

Det er klart at 2) fplger av 1). Bevis for 1) er gitt i proposisjon 8.2.2 i [Kan88|.

5.2.4 Definisjon av eksponensielt avtagende hyperfunksjoner

La F = (fy,f-) der F € B(R). Anta at fy € O 9(R x (0,b)) og f- €
O~%(R x (a,0)) der a < 0 < b.

F kalles en eksponensielt avtagende hyperfunksjon med type —6. Rommet av
alle I betegnes med £79.

5.2.5 Integrasjon

Integral pa £ kan defineres som

/R F(z)da = /R Fi(z +iy)da — /R fo(z — iy)de (5.4)

for y < min{—a,b}. Definisjonen er uavhengig av y : La y1,y2 € R slik at
0<yi <yroglaleR. Daer

Y1 -l Y2
frigdyt [ fularip)dos [ fu(-Lrig)dy =0
l

1

l
/l f+ (.Z‘+Zy2)dx+

Y2

ved Cauchys teorem. Nar vi lar [ — oo vil integralene langs den imaginaere
aksen ga mot null, ettersom f, da gar mot null. Det fgrer til at

[ i = [ perinde = [ gt ins

5.2.6 Fouriertransform

Vi kan da definere fouriertransformen pa rommet:

~

F(&) = \/127/]1%61"’”517(3:)(1:0 ¢eC (5.5)
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5.2.7 Teorem

Fouriertransformen av en eksponensielt avtagende hyperfunksjon er en sakte
voksende funksjon.

F(L%) = O x (—4,4))
(teorem 8.2.6 1 [Kan88])

5.2.8 Ulemper

Teorem 5.2.7 viser at heller ikke pa dette rommet kan vi finne en invers
fouriertransform.

5.3 Sakte voksende hyperfunksjoner

5.3.1 Definisjon av sakte voksende funksjoner

f € O(R x1) kalles sakte voksende dersom det for hver kompakte delmengde
K C I og hver € > 0 finnes en Cg . > 0 slik at

1f(2)] < O eBe@l 2 eRx K. (5.6)

Betegnes O(R x I) og er det samme som & sette 6 = 0 i definisjon 5.2.1.

5.3.2 Eksempel: sin z

Funksjonen sin z er holomorf i hele C og

et _ iz

57 (e*y + ey) ,

N | =

|sinz| = <

2

sa for CK}E = e brea

der a = maXycy Y 0g b= minyel Yy, er

|sin z| < CK7665‘Re(Z)|

og dermed sakte voksende.

5.3.3 Eksempel: polynomer

La p veere et polynom av grad n og la M veere en positiv konstant slik at
Ip(2)| < M |2"|. La e > 0. Vi ma finne hva C ¢ skal veere for fglgende ulikhet
skal gjelde,

M ‘Zn’ = Mr" < CK7566‘R62| — CK,eeE‘COSQIT VzeRX K
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Figur 5.3: Oppdeling av R x I for & finne Ck

Nar 0 ¢ [§ —0,5 +0]U[-F —d,—F +6] for 0 <6 < F vil 1 > [cosf| > m,
for en konstant m. I dette omradet vil vi kunne finne en verdi for Cg .
som gjelder helt uavhengig av K. Vi kaller denne forelgpige verdien av Cx
for Cp. Ved a lgse ulikheten ovenfor med hensyn pa Ck . og deretter finne
maksverdien far vi at

Co = b(%), der b(r) = exp{ln M + nlnr — emr}.

Nar 6 € [§—6, 5 +6]U[—F —0, =5 +6] bruker vi det kompakte intervallet K
til & finne maksimumsverdien for p. Vi kaller omradet begrenset av vinklene

5—90,5+0o0g K for D. D er det skraverte omradet i figur 5.3.

max p(z) = M max|z|" = vV2M maxy = C}(= konst)
zeD zeD yeK

Ved & velge Cx . = max{Cp, C1} har vi vist at p(z) er sakte voksende i hele
C.

5.3.4 Eksempel: rasjonale funksjoner

La f(z) = Z 8 , der vi for enkelhelts skyld antar at alle nullpunktene til ¢
ligger i origo. Anta at p er av grad m og ¢ er av grad n slik at n > m. La M
veere en positiv konstant slik at det folgende gjelder:

(2)
(2)

f er holomorf i C\{0}, s& vi mé velge intervallet I C Ry eller I C R_.
Vi ser at |f(z)| vil veere begrenset i hele det komplekse plan, bortsett fra

M M

1=

— ’Z’n—m T opn—m’
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nar r nermer seg origo. Der vokser funksjonen mot co. Siden det bare en
ngdvendig at (5.6) holder for hver kompakte delmengde K C I, vil vi oppfylle

denne ved a la o
Cke> T der k = ;rg}r{ly

I det generelle tilfellet der vi ikke setter noen krav til ¢, vil ‘;Lj) veere sakte

voksende i alle omrader R x I som ikke inneholder noen av nullpunktene til
q.

5.3.5 Definisjon av sakte voksende hyperfunksjoner

La F = (fy,f.) der F € B(R). Anta at f, € OR x (0,b)) og f_ €

O(R x (a,0)) der a < 0 < b.
F kalles en sakte voksende hyperfunksjon. Rommet av alle F' kalles L.

5.3.6 Fouriertransform

Siden fi og f_ ikke behgver & avta mot uendelig er det tydelig at vi ikke
kan bruke definisjon 5.5 her, da dette integralet ville blitt uendelig. Isteden
kan vi definere den slik:

Fo) = <\/;Tr /R Fr(w+iy)e T — f (g —iy)e W dz,
1

T L e o e s )

I motsetning til 5.5 er F her en hyperfunksjon.

5.3.7 F er en sakte voksende hyperfunksjon

Fouriertransformen sender L tilbake pa seg selv:

F:L—>L

(lemma 8.3.3 i [Kan88])

Resultatet impliserer at £ er et rom hvor den inverse fouriertransformen
eksisterer. Fra teorem 8.3.4 1 [Kan88| har vi at

FFl=rFlFr=id

holder for sakte voksende hyperfunksjoner.
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5.4 Sammenligning med Carlemans teori

Vi skal na se naermere pa likheter og forskjeller mellom de sakte voksende
hyperfunksjonene og Carlemansparene.

5.4.1 L versus Carlemanpar

Det nevnes i [Kis02], seksjon 6, at hyperfunksjoner med infra-eksponensial
vekst (= sakte voksende hyperfunksjoner) er mer generelle en Carlemans
funksjonspar. A vise dette er verre. I og med at Carlemanparene er definert
pa et annet omrade enn de sakte voksende hyperfunksjonene, er de vanskelige
4 sammenligne.

For at et Carlemanpar (fi, f2) av klasse (a, 3) skal ligge i £, ma vi ha at
fi € O(Cy) og fo € O(C_). Mellom vinklene 6y og m — 6 folger dette av
eksemplene 5.3.3 og 5.3.4. Det vil imidlertid alltid veere et omrade utenfor
disse vinklene som vi ikke vet noe om, se figur 5.4.

Figur 5.4: De skraverte omradene viser hvor Carlemanparene ikke trenger
oppfylle vekstbetingelsene

Enklere er det & vise at hvis Carlemanparene er inneholdt i £, s& er det en
ekte inklusjon: Fra delseksjon 4.3.9 vet vi at funksjonen f(z) = e~ iz ikke er
Carleman. Vi viser at f er sakte voksende:

Lae>0 ) .
|67E| <er < CK7666|R6Z‘
for
1 .
Cke>em, der m = miny,
yeK

der K er et kompakt intervall i Ry (eller R_).

Det finnes altsa funksjoner i £ som ikke er Carleman.
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5.4.2 Fouriertransformasjon

Vi starter med & se tilbake pa hva vi vet fra for om sammenhengen mellom
Carlemantransformen og fouriertransformen pa L. I seksjon 5.1.3 viser vi
at for en distribusjon med kompakt support, vil fouriertransformen av den
tilsvarende hyperfunksjonen sammenfalle med Schwartz’ fouriertransform av
distribusjoner. I seksjon 3.2.5 finner vi samme resultat for Carlemantrans-
formen pa de tempererte distribusjonene. Siden &'(R) C S'(R) betyr dette
at de to transformene i hvert fall er like pa &'(R).

Vi vi imidlertid gjerne gjgre en mer genrell sammenligning og starter med a
se pa definisjonene:

Hvis (f1, f2) er et Carlemanpar, si er Carlemantransformen gitt ved,

(01(2),02(2)) = ( N / iy - o [ Ry,

,zzy fl dy>

fzzyf2

m/ )y - m/L

der L og L} er linjer i venstre halvplan slik at L1 = L}, tilsvarende for Lo
og L), 1 hgyre halvplan.

Hvis (f1, f2) ogsa er i L, s& er fouriertransformen av F' = (f, f2) som hy-
perfunksjon gitt ved,

~ 1 —iz . L —iz
F(z) = <\/%/R+iqf1(y)e Ydy M/R_iqu(y)e Ydy,

1 —izy 1 .
[ 1z d o zzyd
= /R Ry /R e y)

for ¢ € R4. I denne seksjonen kaller vi F for (j1,j2) for & gjgre sammenlig-
ningen med (g1, g2) enklere.

Det gar tydelig fram at definisjonene er like med unntak av hvilken linje i
hver kvadrant man integrerer over. Vi vil forsgke & vise at foruertransformen
er uavhengig av hvilken av de to definisjonene vi bruker, det vil si at

(91(2), 92(2)) = (J1(2), Ja(2)) + w(2),

der w er en holomorf funksjon i hele C.

La (f1, f2) veere et Carlemanpar som ogsa er i £. Anta at fa(z) = 0. (Det
generelle Carlemanparet kan deretter skrives som en linesgerkombinasjon av
(f1,0) og (0, f2).) La L veere en linje i gvre halvplan, venstre kvadrant. K er
en kompakt delmengde av R .



5.4. SAMMENLIGNING MED CARLEMANS TEORI 61

t

[ i
i K

h_g Ly z {

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, /R+Zq
ho q
90 >
a

Figur 5.5: Tilfellet for venstre, gvre kvadrant

Siden det er snakk om integrasjon av holomorfe funksjoner vil vi bruke Cau-
chys teorem i hver kvadrant. Figur 5.5 viser tilfellet for gvre, venstre kvad-
rant.

Det vi trenger & vise er at integralet over de to horisontale linjene hg og h_,
(nar a — oo) blir lik null eller lik en holomorf funksjon. Integralet over hg
blir det samme for g; og go, sa det faller bort. Det gjenstar & se hva integralet
over h_, blir.

La z = s+t € Cy. Velger Ly og g slik at z ligger til hgyre eller ovenfor
disse linjene, se figur 5.5. La y = —a + b, der a — 00 og k < b < 0o. Siden
vi skal integrere over et omrade som ligger utenfor vinkelen (6, ™ — ) kan
vi ikke bruke estimatet av |f1(z)| for Carlemanpar (3.3). Isteden bruker vi
estimatet for sakte voksende funksjoner i gvre halvplan, |f;(2)| < O ceRezl.
Vi starter med & regne ut integralet nar a er endelig. Da er gvre grense for
b gitt ved atan ¢, der ¢ er vinkelen mellom R_ og L;.

) atan ¢
/ e_”yfl(y)dy' < / 271 f1(a + ib)|db
q

—a

atan @
< CKﬁeftaeea / esbdb
k

_ CK7€€7(t76)a1 (esatango - esq)

S
Cke ( _(t— _ (i
— )€ (6 (t—stangp e)a_eske (t e)a>
S
Na lar vi a — oo,
lim CK,G <e—(t—stan4p—e)a o 6sk€—(t—e)a) =0,
a—oo S
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som gjelder nar ¢t > stan ¢ +e€. Men det er samme krav som at z skal ligge til
hgyre for linja L1 og det har vi allerede antatt oppfylt. Dermed blir integralet
over h_, nar a — oo lik null.

Med bruk av en litt sterkere betingelse enn sakte voksende, har vi vist at
Carlemantransformen og fouriertransformen er like nar vi starter med et
element som er inneholdt i bade £ og i Carlemanparene. Betingelsen sakte
voksende betyr mindre enn eksponensiell vekst pa alle kompakte intervaller
av den imagineere aksen, vi har brukt at funksjonen er sakte voksende pa et
intervall som ikke er kompakt.

Eksempel: polynom

Hvis vi starter med et polynom p(z) = 2", s& er det vist i seksjon 3.2.2 at
Carlemantransformen av (p,p) blir (0,0). Siden polynomer er holomorfe i
hele C, er F = (p,p) = (0,0) som hyperfunksjon. Det betyr at den fourier-
transformerte av F er (0,0).

Eksempel: deltafunksjonen

Fra 4.3.6 vet vi at deltafunksjonen er en hyperfunksjon gitt ved

1

filz) = ~3ri2 for Imz > 0
1
fo(z) = ~5— for Imz < 0.

Fouriertransformen av (fi, f2) som hyperfunksjon er regnet ut i eksempel
5.1.2 og funnet lik \/% Carlemantransformen av (f1, fo) er regnet ut i ek-

sempel 3.1.8, hvor vi fikk ¢g1(z) = 0 og g2(2) = som medfgrer at

differansen er —— som ovenfor.

Var

1
Var’



Kapittel 6

Konklusjon

Teorien om hyperfunksjoner er i matematisk historie en forholdsvis ny gren.
Den representerer en generalisering av Schwartz’ distribusjoner, definert ved
holomorfe funksjoner heller enn Schwartz sine noe oppkonstruerte rom av
testfunksjoner. Det gjor at sterke resultater fra kompleks analyse, som blant
annet Cauchys teorem, kan anvendes pa hyperfunksjonene og gjsr dem enk-
lere & arbeide med. Fouriertransformen er definert pa alle sakte voksende
hyperfunksjoner; det er rommet av funksjoner som vokser saktere enn en-
hver eksponensialfunksjon og som blant annet inneholder alle polynomer.

En av de tidligere generaliseringene av fouriertransformen var det Torsten
Carleman som sto for. Carlemantransformen gir en metode for a fouriertrans-
formere en klasse funksjoner som er stgrre enn Schwartz’ distribusjoner, selv
om sammenhengen med distribusjonene ikke ligger helt i dagen. Til gjengjeld
er det lett a se at konstruksjonen av Carlemanpar har mye til felles med hy-
perfunksjonene. Ut fra definisjonen er Carlemanparene en undermengde av
hyperfunksjonene og jeg har vist mange eksempler pa hyperfunksjoner som
er Carleman, men ogsa eksempler som ikke er Carleman, sa de to funksjons-
rommene er ikke like.

Det er ikke lett a4 sammenligne de sakte voksende hyperfunksjonene, £, med
Carlemanparene. Den eneste av kildene som sa noe om begge disse rommene,
[Kis02|, konstaterte at Carlemanparene var en undermengde av den andre.
Jeg er ikke sikker pa om dette stemmer, da rommene er definert pa forskjellige
omrader som gjor pastanden vanskelig & bevise. Det som er sikkert er at £
inneholder funksjoner som ikke er noe Carlemanpar.

Fouriertransformen pa henholdsvis Carlemanpar og hyperfunksjonene L ser
sveert like ut av definisjon og jeg har ogsa med en litt sterkere betingelse vist
at dette er tilfelle.
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