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Sammendrag

I denne oppgaven vil vi definere og vise eksistens av haarmal pa kompakte kvante-
grupper, se pa hvordan vi ved hjelp av haarmalet kan konstruere en hgyreregulaer
representasjon. Vi vil sa gjore dette ganske eksplisitt for kvante-SU(2).
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Kapittel 1

Innledning

Denne oppgaven er skrevet varen og sommeren 2006 som avsluttning pa master-
studiet i teknologi linje for fysikk og matematikk ved NTNU. Den skal representere
20 ukers arbeid, ikke inklusive helligdager. Oppgaven er ment som en fortsettelse
av en prosjektoppgave [2], som ble skrevet hgsten 2005 ogsa som en del av master-
studiet.

1.1 Anbefalte forkunnskaper

Denne masteroppgaven er ment som en fortsettelse av et prosjekt [2] som ble gjen-
nomfert hgsten 2005. Det vil derfor antas at leseren er fortrolig med de begrepene
som ble innfgrt der. Noen endringer vil vi likevel gjgre, og dette er kommentert
i avsnitt 1.3. Ut over dette dett anbefales det & ha en viss bakgrunn i elementaer
funksjonalanalyse, elle enda bedre & ha veert litt borti grunnleggende begrep innen
studiet av operatoralgebraer.

1.2 Notasjon

Her folger en liste med noen av de mest brukte symbolene, og hva de blir brukt om.



z Den komplekskonjugerte av det komplekse tallet z.

* Involusjonen pé en *-algebra, vi bruker normalt a* om *(a).

A* Dualen til en kompakt kvantegruppe eller C*-algebra A.

* Konvolusjonsprodukt.

-op Den motsatte multiplikasjonen, a -°? b = ba.

<z,y> Indreproduktet av x med y.

<A> Idealet generert av mengden A.

]| Normen til et element x i et normert rom.

0 Den additive identiteten i et vektorrom.

1 Den multiplikative identiteten i en algebra, samme symbol vil bli
brukt om identiteten i forskjellige algebraer.

14 Den multiplikative identiteten pa algebraen A.

A Diagonalavbildningen eller en komultiplikasjon, avklares i hvert

enkelt tilfelle.

AR®°B Om A og B er C*-algebraer, er A ®° B en C*-algebra som inngar
i et C*-algebratensorprodukt av A med B.

A" B Om A og B er hilbertrom, er A ®" B et hilbertrom som inngar i
et hilbertromtensorprodukt av A med B.

B(H) C*-algebraen av kontinuerlige linesravbildninger fra og til
hilbertrommet H.

By(H) C*-algebraen av kompakte operatorer pa hilbertrommet H.

C De komplekse tallene.

clin(X) Tillukningen til det linesere spennet til mengden X.

1d Identitetsavbildningen pa en eller annen mengde, samme symbol
vil bli brukt om identiteten pa forskjellige mengder.

Idy Identitetsavbildningen pa mengden A.

Im(f) Bildet til avbildningen f.

Ker(f) Kjernen til avbildningen f.

lin(X) Det linezere spennet til mengden X.

M(A) Multiplikatoralgebraen til en algebra A.

N De naturlige tallene, vi inkluderer 0.

R De reelle tallene, her ser vi pa de reelle tallene som mengden av
komplekse tall med imagineerdel 0.

Xm,n Den karakteristiske funksjonen til mengden {(m,n)}.

Sa kan vi nevne noen antagelse vi gjgr som vil gjelde i hele oppgaven.

Alle algebraer i hele oppgaven antas & ha et ikkedegenerert produkt.

For ethvert vektorrom V, hilbertrom H og for enhver C*-algebra A vil vi alltid
bruke (V,-), (H,-) og (A,-) som tensorprodukt, hilbertromtensorprodukt, og C*-
algebratensorprodukt av V' med C, H med C og A med C der - i alle tilfellene er
skalarmultiplikasjon.

Sa kan vi definere fplge og vise et eksempel pa var bruk av disse. En folge i en
mengde X er en avbildning f : N — X. Vi kan i denne oppgaven for eksempel ha en
fglge g av avbildninger fra en algebra A til de komplekse tallene. I dette tilfellet vil
vi skrive g(n)(a) om det komplekse tallet vi far om vi evaluerer det nte elementet i
folgen i elementet a i algebraen.

1.3 Definisjonsendring fra prosjektet

I prosjektet ble en kompakt kvantegruppe (A, A) definert som et par bestdende
av en unital C*-algebra A og en komultiplikasjon A : A — M(A ®° A) pa A,
som oppfyller enkelte krav. Det ble ogsd kommentert at siden alle algebraene i
definisjonen var unitale, var de isomorfe med sin multiplikatoralgebra. Her vil vi la
komultiplikasjonen ha et C*-algebratensorprodukt av A med A som kodomene, og



dermed droppe multiplikatoralgebraen. I prosjektoppgaven krevde vi videre av en
komultiplikasjon at det eksisterte C*-algebratensorprodukt (A ®° A, ¢) av A med
A (AR°ARCA V) av A Amed A og (AR°A®A, V") av A med A®° A slik
at for alle (a,b,c) € A x A x A ville:

V' (¢(a,b),c) = ¥"(a, $(b, c)) (1.1)
(A®°Id)o¢ =T o (A x Id) (1.2)
(Id®°A)op=9"0(Idx A) (1.3)
(A®°Id)o A= (Id®°A)oA. (1.4)

Den endringen vi vil gjgre her er & definere en kompakt kvantegruppe som et
trippel (4, A, ¢) der A og A er som for, og (AR A, ¢) er et C*-algebratensorprodukt
av A med A slik at det eksisterer to balanserte avbildninger ¥’ og ¥ som oppfyller
kravene 1.1-1.4.

Vi vil na vise at for en gitt A avhenger eksistensen av tensorprodukt (A ®°
AR AT og (AR A A,T") slik at kravene 1.1-1.4 er oppfyllt av valg av
C*-algebratensorprodukt (A ®° A, ¢).

Siden de eneste endringene vi kan gjgre med ¥’ eller U” slik at parene (A ®°
A®CAT) og (AR A®° A T") fremdeles er C*-algebratensorprodukt, er & sette
sammen med en automorfi pa A ®° A ®° A, vil koassosiativiteten ikke avhenge av
hvilke avbildninger ¥’ og ¥ vi velger, bare de oppfyller de kravene vi har stilt.
Det at de eneste endringene vi kan gjore er a sette sammen med en automorfi, er
teorem 11.1.3 i [6].

Sa kan vi se pa et eksempel som viser at koassosiativiteten til A forutsetter noe
om valg av balansert avbildning ¢. La G veere en kompakt gruppe, og A = C(G),
mengden av kontinuerlige avbildninger fra G til C. Vi legger punktvise algebraop-
erasjoner pa A og vi bruker punktvis komplekskonjugering som involusjon. Med ten-
sorproduktet (A®° A, ¢) der AR°A C C(GxG) og ¢(f,9)(z,y) = f(x)g(y) for alle
(f,9) € A x A, og komultiplikasjon A : A — A ®° A gitt ved at A(f)(z,y) = f(zy)
med f € Aog (z,y) € G X G, er A koassosiativ. Na kan vi se hva som skjer om vi
bytter ¢ med ¢’ gitt ved at ¢/(f, g)(x,y) = f(z)g(y™).

Da ma vi bytte minst en av U’ og U” for at ¥/ o (1 x ¢') = ¥” o (¢’ x 1) skal
holde. Vi velger A ®° A®° A C C(G x G x G) og definerer ¥ : A x (A®° A) —
AR AR A ved at for alle (f,g) € Ax (A®°A) og (z,y,2) € Gx G x G er
U(f,9)(z,(y,2)) = f(x)g(y, z). Dermed ma ¥ : (A®°A)x A — AR° AR A veere
slik at U (g, £)((z,y),2) = g(x,y~ 1) f(z71) for at W o (Idx ¢') = U" o (¢ x Id) skal
veere oppfylt. N& kan vi legge merke til at med f € A®° A og (z,y,2) € GXG X G
er (A®°Id)(f)(x,y,2) = flzy™* 2) og (Id@° A)(f)(x,y,2) = f(z,(yz)"!). Sa
er det bare & regne ut ((Id ®° A) o A)(f)(z,y,2) = A(f)(z, (y2)™1) = f(z(yz)~h)
mens ((A ®°Id) o A)(f)(x,y,2) = A(f)(zy~t, 2) = f(wy~12), og det eksisterer en
kontinuerlig funksjon f fra en kompakt gruppe inn i C slik at det eksisterer element
7, y og 2 med f(zy~'2) # f(2(y2)"").

1.4 Kapitteloppbygging

Forst i enkelte av kapittelene er det et avsnitt om valg og betingelser pa C*- og
hilbertromtensorprodukt som vil bli brukt i kapittelet. Grunnen til at dette er samlet
forst i hvert kapittel og ikke der det kan veere behov for denne informasjonen er
at det ofte vil fremgd av sammenhengen hvilke betingelser som er gjort, og at
valg av tensorproduk ofte ikke er hovedsaken der tensorproduktet brukes. Om det
likevel skulle vaere uklart, er det mulig & sla opp i starten av kapittelet. Dersom det
er uklart om det eksisterer valg som oppfyller kravene som stilles, vil dette vises
eller sannsynliggjores etter at alle betingelsene er stilt. Det anbefales ikke & lese



valgavsnittene for man leser resten av kapittelet, men heller bruke det som oppslag
om noe skulle vaere uklart. Derfor vil ogsad symbolene som brukes i disse avsnittene
ofte veere definert der valget blir gjort, og ikke i valgavsnittet.

1.5 Takk til

Sa vil jeg takke de som har hjulpet meg med denne oppgaven. Spesielt vil jeg
nevne Sigurd Segtnan og Asgeir Steine som har hjulpet til med korekturlesing, og
med nyttige diskusjoner underveis. Sist men ikke minst vil jeg takke min veileder
Magnus B. Landstad som har gitt meg en interessant oppgave, og som har veert
tilgjenngelig for spgrsmal underveis.



Kapittel 2

Egenskaper ved C*-algebraer
og C*-algebratensorprodukt

2.1 Valg

I definisjon 6 er Id ®° € og £ ®° Id definert med hensyn pa ¢ og skalarmultiplikasjon
i Aog ¢ ®°¢ med hensyn pa ¢ og multiplikasjon i C.

I utregningene etter definisjonen av konvolusjon er I'd ®° g og Id ®° h definert
med hensyn pa ¢ og skalarmultiplikasjon i A, mens f ®°g og h ®°n er definert med
hensyn pa ¢ og multiplikasjon i C.

2.2 Ordning og tensorprodukt av avbildninger

I dette avsnittet vil vi definere positive element i en C*-algebra, og bruke dette til
& definere en delvis ordning, utlede noen enkle egenskaper ved denne ordningen,
samt a gjenngi noen resultater om generelle C*-algebraer. Mye av innholdet i dette
avsnittet er hentet fra [6] og [7].

Forst tre definisjoner fra [6].

Definisjon 1 (positive element i en unital C*-algebra). Et positivt element
i en unital C*-algebra er et selvadjungert element hvis spekter er inneholdt i de
ikkenegative reelle tallene.

Definisjon 2 (positiv lineserfunksjonal). En lineerfunksjonal p pd en unital
C*-algebra A er positiv dersom Im(p|p+) C {x € R|lz > 0}, der M er de positive
elementene i A.

Definisjon 3 (hermitesk lineserfunksjonal). En lineerfunksjonal p pé en unital
C*-algebra A kalles hermitesk om p(a) = p(a*) for alle a € A.

Definisjon 4 (tilstand). En tilstand pd en unital C*-algebra A er en positiv
lineerfunksjonal som sender 14 pd 1c.

Definisjon 5 (C*-algebratensorprodukt av avbildninger). La A, B,C og D
vere C*-algebraer, C*-algebratensorprodukt (AR B, ¢) av A med B og (C®°D, ).
Dersom vi har avbildninger f: A — C og g: B — D vil f ®°g definert med hensyn
pd @ og Y veere en avbildning f ®°g: AR B — C ®° D slik at (f ®° g)(¢(a,b)) =
P(f(a),g(b)) for alle (a,b) € A x B.

I en del tilfeller vet vi at det eksisterer ngyaktig en avbildning som i defin-
isjonen over, som oppfyller noen ekstra egenskaper. Vi skal bare ramse opp noen



resultat som sier noe om eksistens og entydighet av slike. I alle tilfellene nedenfor
er avbildninger av typen f ®¢ ¢ som i definisjonen over definert med hensyn pa
de C*-algebratensorproduktene som er nevnt og skalarmultiplikasjon om den ene
algebraen er C. I hele resten av oppgaven vil vi bare referere til avbildninger av
typen f ®°¢g, og da mene en avbildning som oppfyller de ekstra kravene som er gitt
nedenfor. Meningen er at hvilke ekstra egenskaper det er snakk om skal avgjgres ut
fra hvilken av de tre neste teoremene f og g oppfyller kravene til.

Forst skriver vi ned et spesialtilfelle av korallar 3.2.7 i [3], beviset for resultatet
er a finne i [3].

Proposisjon 1 (Korrolar 3.2.7 i [3]). La f € A* og g € B* veere kontinuerlige
linecerfunksjonaler pa C*-algebraene A og B respektivt. Det eksisterer ngyaktig en
kontinuerlig lineerfunksjonal f ®° g pd A ®°¢ B. Normen til f Q¢ g er dessuten gitt

ved || f @° gl = [[fIlllg]l-

Sa et resultat som gir oss eksistens av sakalte “slice maps”.

Proposisjon 2 (Teorem 1 i [9]). La A og B vere C*-algebraer. For enhver
kontinuerlig lineeravbildning ¢ : A — C og for enhver kontinuerlig lineceravbildning
Y B — C eksisterer det en kontinuerlig surjektiv lineeravbildning Ry : A ®°
B — B og en kontinuerlig surjektiv lineeravbildning Ly : A ®° B — A slik at
qu(Z(a,b)eD €(a,b)) = Z(a,b)eD ¢(a)b og Lw(2<a,b)ep €(a,b)) = Z(a,b)ep arh(b),
der (A ®° B,&) er et C*-algebratensorprodukt av A med B og D er en wvilkdrlig
endelig delmengde av A x B. Disse avbildningene vil dessuten kommutere, i den
forstand at for alle x € A®° B er (¢po Ly)(z) = (¢ o Ry)(z) = ¢ @ (x). Vi har
dessuten at for enhver ikkenull © € A ®° B eksisterer det en tilstand ¢ pd A og en
tilstand v pd B slik at Ry(x) # 0 # Ly(x).

Med R4 og Ly som i proposisjonen over vil avbildningene R, vil herfra bli
betegnet ¢ ®° Id og L., vil bli betegnet I'd ®° 1.
Sa et spesialtilfelle av proposisjon 11.1.3 i [6], beviset er & finne i [6].

Proposisjon 3 (Proposisjon 11.1.3 i [6]). La A, B,C og D vere C*-algebraer
ogla f: A— C ogg: B — D vere*-homomorfier. Det eksisterer ngyaktig en
*-homomorfi f ®°¢ g. Dersom bade f og g er injektive er f ®° g ogsd injektiv.

Da kan vi merke oss at avbildninger pa formen (Id ®¢ p) eller (p ® Id) bevarer
involusjon om p er hermitesk.

Sa fglger noen resultater om C*-algebraer vi ikke vil bevise her, men referere
disse til andre kilder.

Sa gjengir vi proposisjon 5.2 og 5.3 fra [8, s. 21-22].

Proposisjon 4 (Proposisjon 5.2 i [8]). Dersom m: A — B er en *-homomorfi
fra en involutiv banachalgebra A inn i en C*-algebra B, er |n(z)|| < ||z| for alle
x € A.

Proposisjon 5 (Proposisjon 5.3 i [8]). La A vere en C*-algebra og B en invo-
lutiv banachalgebra. Om 7 : A — B er en injektiv *-homomorfi, er |m(x)| > ||zl
for alle x € A.

Proposisjon 6 (Korolar 4.3.7 i [6]). Alle kontinuerlige lineerfunksjonaler pi en
unital C*-algebra kan skrives som en linecerkombinasjon av maksimalt 4 tilstander.

Nar vi i tillegg vet at dualen til ethvert banachrom skiller punkter i banachrom-
met, ma tilstandene skille punkter i C*-algebraen.

Proposisjon 7 (Teorem 4.3.2 i [6, s. 256-257]). Om M er et selvadjungert
underrom av en unital C*-algebra A og M inneholder identiteten i A, er en lineer
funksjonal p pé M positiv hvis og bare hvis ||p|| = p(Id).



Proposisjon 8. Alle positive lineerfunksjonaler er hermiteske.

Bevis. Alle element a € A kan skrives pa formen a1 + tap der a; og as er sel-
vadjungerte. Vi kan la a1 = %(a +a*) og az = 5(a* — a). Dermed vil for enhver
linezerfunksjonal p,

som er null om imaginzerdelen til p(x) er null for alle selvadjungerte x € A.

Dersom a € A er selvadjungert, ligger spekteret til a i intervallet [—|a|, ||all],
slik at ||a|]|1 — a er positiv.

Om p er positiv og a er selvadjungert vil derfor p(a) = 1 (p(|lal|1+a)— p(|lal[1—
a)) € R, og p ma vaere hermitesk. O

Her kommer en definisjon av konvolusjon, og noen enkle egenskaper. Vi fglger
[10].

2.3 Konvolusjonsprodukt

Definisjon 6 (konvolusjon). La £ og &' veere kontinuerlige linecerfunksjonaler pd
den kompakte kvantegruppen (A, A, @), og la a € A. Ni kan vi definere

§xa=(Ide"€)(Aa))
ax§ = (& Id)(A(a))
§x&=(E@°¢)oA

Uttrykkt ved konvolusjon blir definisjonen av et haarmal h pa (A, A, ¢) at for
allea € Aer

axh=hxa=h(a)ld.

La (A, A, ¢) veere en kompakt kvantegruppe og la F' vaere mengden av avbild-
ninger fra A x A til C med endelig stgtte. Vi vet at det for alle a € A eksisterer
en folge x : N — F slik at limy—oc 304, ay)eaxa 2(0)(a1, az)d(ar, az) = A(a). Na
fglger en noe grisete utregning for a vise at for kontinuerlige linesrfunksjonaler f



oggpd Aer f(gxa)=(gx* f)(a) for alle a € A,

flgxa) = f((Id®°g)(Ala)))
= f(Idefg)(lim Y x(n)(ar,az)d(ar,as)))

n—oo

(a1,a2)EAXA

lim f((Id®° g)( > x(n)(a1,a2)$(ar,a2)))

(al,az)eAXA

= lim f( Y w(n)(a1,a2)g(az)ar)

n—oo

(al,ag)eAXA

=1lim > f(z(n)(ar,a2)g(az)ar)

n—0oo
(al,ag)GAXA

= lim Z z(n)(ai,az)g(az)f(ar)

n—oo

(a1,a2)EAXA

= lim Z z(n)(ar,a2)(f ®° g)(P(ai,az))

n—oo

(a1,a2)EAXA

= lim Z (f ®° g)x(n)(a1, a2)(P(ar,az))

n—oo

(a1,a2)€EAXA

= nlingo(f ®°g) Z z(n)(a1, az)(d(a1, az))

(a1,a2)€EAXA

=(fefg) lim Y w(n)(a1,a2)(¢(a1, a2))

n—oo

(a1,a2)EAXA
= (f®°9)A(a)
= (g f)(a).
Pa tilsvarende mate blir f(a* g) = (g * f)(a).

Dersom h er et haarmal pa en kompakt kvantegruppe (4, A, ¢) vil for enhver
kontinuerlig lineaerfunksjonal 7 og alle a € A

(n* h)(a) = (n @ h)(A(a))

(1d ®° h)(A(a)
(h(a)Id)
(a
(

1d
Id

)n(Id)

h® 1d)(A(a))
= (h @ n)(A(a))
= (hxn)(a)

n
n
h
n

Det vil altsa si at
(nxh) = (h=n)=n(1)h. (2.1)

2.4 GNS-konstruksjon

Vi vil hente innholdet i dette delkapittelet fra [6, s. 274-285].
Husk at en *-representasjon av en C*-algebra A pa et hilbertrom H er en *-
homomorfi fra A til B(H).

Definisjon 7. La A vere en C*-algebra og H et hilbertrom. En *-representasjon
7w A — B(H) kalles syklisk med syklisk vektor & € H om mengden {m(a)(&) | a €
A} ligger tett i H.
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Proposisjon 9. La p vere en tilstand pa en C*-algebra A, A : A — A x A vere
diagonalavbildningen, * vere involusjonen pdé A og -°P vere den motsatte multip-
likasjonen pd A, med dette mener jeg at ab ="b-°? a. La videre y = po -°P o (Idx*),
dvs y(a,b) = p(b*a) for alle (a,b) € A x A.

Da vil mengden I = {a € A| p(a*a) = 0} = ker(yoA) veere et lukket venstreideal
i A, og y induserer et indreprodukt pdé A/I.

Bevis. Siden y(—,a) : A — A, definert ved at y(—,a)(b) = y(b,a) for en gitt a € A,
er en sammensetning av linegere avbildninger er y linezr i fgrste faktor. At et bytte
av argumentene til y gir en komplekskonjugering er proposisjon 8. At y(a,a) € R
og y(a,a) > 0 folger av at a*a er positiv og at p er positiv.

Na vil I veere lukket under venstremultiplikasjon fra A fordi Cauchy-Schwartz
ulikheten, [6, s. 256], gir oss |y(a,b)|*> < y(a,a)y(b,b) for alle b € A, og om a € I er
dermed y(a,b) = 0. Spesielt gjelder dette om vi lar b = ¢*ca for en vilkarlig ¢ € A.
Slik ser vi at 0 = y(a,b) = p(b*a) = p(a*c*ca) = y(ca,ca) = (y o A)(ca) og at ca
ligger i I for alle ¢ € A.

At I er lukket kommer av at det er kjernen til en kontinuerlig avbildning. For
a vise at I er et undervektorrom av A ser vi at Iy = [({ker(y(—,a)) | a € A} er et
vektorrom siden det er et snitt av kjerner til linezravbildninger. Cauchy-Schwartz-
ulikheten gir oss at om b € I er for alle ¢ € A, |y(b,c)|> < y(b,b)y(c,c) = 0 slik at
bel. At I; C I ser vifordi om b € I er y(b,a) = 0 for alle a € A og spesielt
for a = b*, slik at I = I;. Dermed er I et undervektorrom og et venstreideal. N&
induserer y en avbildning y pad A/I definert ved at y([a]) = y(a) for alle a € A. At
y er et indrepodukt pa A/I folger né siden vi har vist at y er linezer i forste faktor,
bytte av argumentene gir komplekskonjugering, y(a,a) > 0 og y(a,a) = 0 hvis og
bare hvis [a] = [0] 1 A/I der [] er restklasser i A/I. O

Sé la oss bare skrive ned et enkelt resultat om kvotientrom.

Proposisjon 10. Gitt topologiske rom T 09 T", en ekvivalensrelasjon ~ pa T og en
kontinuerlig avbildning f : T/ ~ — T'. Hvis avbildningen f : T — T, definert ved

at f(x) = f([z]), er kontinuerlig, da er ogsd f kontinuerlig.

Bevis. Lap: T — T/ ~ veere avbildningen slik at p(¢t) = [t]. En mengde A1 T/ ~
er dpen hvis og bare hvis p~1(A) er apen i T, dermed er en avbildning g : T/ ~— T’
kontinuerlig hvis og bare hvis g o p er kontinuerlig. N ser vi at fop = f slik at f
er kontinuerlig hvis og bare hvis f er kontinuerlig. O

Sa har vi endelig det vi trenger for & vise eksistensen av en GNS-representasjon.

Proposisjon 11. GNS-Representasjon.

Dersom p er en tilstand pd en C*-algebra A eksisterer det en syklisk representasjon
7w : A — B(H) pi et hilbertrom H med syklisk vektor & der ||&|| = 1 slik at for alle
a€Aerpla) =<mn(a),§>.

Bevis. La y = po - o (Idx*) der -°? er den motsatte multiplikasjonen i A. La
I = ker(goA) der A er diagonalavbildningen. N4 blir, som i proposisjon 9, K= A/l
et indreproduktrom med y som indreprodukt, der y er avbildningen indusert av ¥.
Kompletteringen K av K blir et hilbertrom. La na L(KC) veere algebraen av lineare
operatorer pa K med punktvis addisjon og skalarmultiplikasjon, samt sammenset-
ning som multiplikasjon. Vi vil fgrst vise at avbildningen 7 : A — L(K), definert
ved at for alle a € A og [b] € K er #(a)([b]) = [ab], der [] er ekvivalensklasser, er
en algebrahomomorfi. At 7 faktisk avbilder inn i L(K) fglger av bilineariteten til
produktet i A.
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Lineariteten fglger siden 7(az + cy)([z]) = [(ax + cy)z] = [azz] + [cyz] =
(T(az) +7(by))(z) for a og bi C og z, y og z i A, dette er distributiviteten av mul-
tiplikasjon i A. Multiplikativiteten holder siden 7(zy)([z]) = [zyz] = T(x)([yz]) =
7(x)(7(y)([2])) = (7(z) o T(y))([z]). P4 denne maten blir 7 en algebrahomomorfi.
Pa grunn av at multiplikasjonen i A er kontinuerlig gir proposisjon 10, oss at alle
elementene i I'm(7) er kontinuerlige og dermed kan utvides kontinuerlig til opera-
torer pa K. La 7 : A — B(K) sende a € A til den kontinuerlige utvidelsen av 7(a)
for alle a € A. Pa denne maten blir 7 en kontinuerlig algebrahomomorfi. Fgr vi viser
at 7 er en *-homomorfi ser vi pd sammenhengen mellom p og indreproduktet pa K.

Vi kan bruke [1] som syklisk vektor. Siden p er en tilstand er ||[1]|| = 1. Vi
har at < 7(a)([1]),[1] >=< [a],[1] >= p(a). Vi ser ogsa at < 7(a)*([z]), [y] >=<
[], 7(a)([y]) >= p(y*a*x) =< 7(a*)([x]), [y] > og dermed 7(a)* = 7(a™) pa en tett
delmengde og 7 er involusjonsbevarende.

O
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Kapittel 3

Haarmal

3.1 Valg

I definisjon 8 er avbildningene h ®°¢ Id og Id @° h definert slik at (Id ®° h)(¢p(a, b))
= ah(b) og (h ®° Id)(¢(a,b)) = h(a)b for alle (a,b) € A x A.

I definisjon 10 og utregningen etter wy ®° ws, wiws ®° w3 0g wy ®° wows definert
med hensyn pa ¢ og multiplikasjon i C, Id ®° A o A ®° Id er definert med hensyn
pa et par av balanserte avbildninger ¥ og W’ slik at kravene i 1.1 til 1.4 i avsnitt
1.3 er oppfyllt, 0g w1 ®° we ®° w3 er definert med hensyn pa ¥ og multiplikasjon i
C.

I beviset for lemma 2 er Id ®° A og A ®° Id definert som kommentert forst i
beviset, Id ®° h og Id ®° w definert med hensyn pa ¢ og skalarmultiplikasjon i A,
h ®¢ p er definert med hensyn pa ¢ og multiplikasjon i C, h ®° p ®°h er en kortform
for (h ®° p) ®° h som er definert med hensyn pa ¥ og multiplikasjon i C.

I beviset for teorem 1 er w ®° h definert med hensyn pa ¢ og multiplikasjon i C,
mens Id ®° h er definert med hensyn pa ¢ og skalarmultiplikasjon i a.

3.2 Haarmal

I dette avsnittet definerer vi haarmal pa en kompakt kvantegruppe.
Vi henter fgrst to definisjoner fra [1].

Definisjon 8 (invariant lineserfunksjonal). La (A, A, ¢) vere en kompakt kvan-
tegruppe. En linecerfunksjonal h er venstreinvariant om for alle a € A, er ((Id®°h)o
A)(a) = h(a)l, og hpyreinvariant om for alle a € A, er ((h®° Id)o A)(a) = 1h(a).

Definisjon 9 (haarmal). En tilstand som er en venstreinvariant linecerfunksjonal
kalles et haarmdl.

Definisjon 10 (dual). La (A, A,¢) vere en kompakt kvantegruppe. Da er A*
mengden av kontinuerlige lineerfunksjonaler pa A. Vi gir A* en vektorromsstruktur
ved @ gi den punktvis addisjon og punktvis skalarmultiplikasjon. Vi gjor sa A* til en
algebra ved @ legge pd en multiplikasjon definert ved at for alle (w1, ws) € A* x A*
0g a € A er wiwa(a) = (w1 ®°wa)(Al(a)).

For & vise at multiplikasjonen pa den duale definerer en normert algebra med op-
eratornorm ma vi vise at de distributive lovene holder, at for alle (wq,ws) € A* x A*
vil |wiws|| < [Jwi||||ws]|, samt at multiplikasjonen er assosiativ. Vi begynner med as-
sosiativitet. Vi bruker de samme C*-algebratensorproduktene som i proposisjonen.

13



Na vil
(wiw2)ws(a) = (wiw2 ®° w3)(A(a))
= ((w1 ®°wa ® w3) o (A®°Id)oA)a)
= (w1 ®° w2 @ w3) o (Id @° A) o A)(a)
= w1 ®° waws(A(a))

= w1 (waws)(a)

for alle (w1,ws,ws) € A* x A* x A* og a € A s& multiplikasjonen er assosiativ.

De distributive lovene gjelder siden A er linezr, og avbildningen som sender
(w1, wa) til w; @°ws er bilineaer. Siden ||wiws|| = |[(w1 ®°w2) 0 Al < [|wi @uwal|||A|l <
lwi|[||ws]|, ser vi at denne multiplikasjonen gjor den duale til en normert algebra.

Vi vil vise at venstremultiplikasjon med et element w er en kontinuerlig av-
bildning ogsd om vi bruker svak*-topologi fglger av, proposisjon 2. Definer av-
bildningen (w,—) : A* — A* ved at (w,—)(x) = wz. Vi kan se pad mengden
G={{aeA*|g(y)eT} |y AogT er apeniC}. Vivet at G er en underbasis
for svak*-topologien pa A* og at inversbilde kommuterer bade med snitt og union.
Dermed holder det & vise at (w, —)1(g) € G for alle g € G. La R,, vaere avbildningen
i proposisjon 2, ogla g = {f € A* | f(z) € T}. Siden wh = (W®°h)oA = hoR,0A
for alle h € A* ma

(w,=)"H9) ={f €A |wf(x) e T}
={feAd" [ (foR,oA)(z) €T}
={feA" | f(R,oA)(x)) €T}
Dermed er (w, —) kontinuerlig ogsd om vi bruker svak*-topologi bade i domene og
kodomene. Pa tilsvarende mate kan vi vise at hgyremultiplikasjon med gitt element

er kontinuerlig.
S& noen mer trivielle resultat som vil brukes videre.

Proposisjon 12. Mengden av tilstander pa en unital C*-algebra A er svak*-lukket.
Bevis. La M™ veere mengden av positive element i A og for enhver a € A la
fa: A" —=C
w i w(a).

Svak*-topologi er definert som den minste topologien som gjgr alle disse funksjonene
kontinuerlige. N& vil de positive linezerfunksjonalene veere

P= ﬂ{f ({zeR|z>0})|me Mt}

Dette blir en lukket mengde siden inversbildet til lukkede mengder under kontin-
uerlige funksjoner er lukket og vilkarlig snitt av lukkede mengder er lukket. Til-
standene vil veere P ffAl({lc}) og dermed lukket. O

Vi kan sa folge fremgangsmaten i [1], for & vise at det pa enhver kompakt kvan-
tegruppe eksisterer ngyaktig et haarmal. Begge lemmaene og teoremet er hentet fra

[1].

Lemma 1. La w vere en tilstand pd en kompakt kvantepruppe (A, A, ¢). Det ek-
sisterer en tilstand h pd (A, A, ¢) slik at hw = wh = h.

Bevis. Definer folgen = : N — A* der z(n) = 23" | w". N& vil for alle n € N,
z(n) igjen veere en tilstand. Detta ser vi fordi vi vet at x(n) er en sum av positive
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linezerfunksjonaler og dermed positiv, og at x(n)(1) = 1, slik at x(n) har norm 1
fra teorem 4.3.2 1 [6]. At w™(14) = 1¢ viser vi induktivt. At w(1l4) = 1¢ er allerede
antatt. Dersom vi vet at w™(14) = 1¢ ser vi at

W' (14) = (w@° W")(A(14))
= (w®°w")(1a)
=1¢ - 1c.

Pa grunn av at enhetsballen er kompakt i svak*-topologi (Banach-Alauglus teo-
rem) mé = ha en svak*-konvergent delfglge. La h veere en svak*-grense av en slik
konvergent delfglge. Na ser vi at for alle a € A er

[z(n)(a) = (z(n)w)(a)| < [z(n) — z(n)w|l]a]

1

P n+l
e w|lall
2

< —|all
n

slik at i grensen er hw = h, og tilsvarende for venstremultiplikasjon med w. O

Lemma 2. La w og h vere tilstander pa den kompakte kvantegruppen (A, A, ¢) slik
at hw = wh = h. Dersom p € A* 09 0 < p <w sd er p(1)h = ph.

Bevis. Velg C*-algebratensorprodukt (A ®° A ®° A,v¢) av A®° A med A og (A ®°
A A ) av A med A®° A slik at: ¥(¢(a,b),c) = ' (a, d(b,c)), (AR Id)o¢p =
Yo (AxId), Id®°A)ogp=1'o(Idx A), (AR Id)oA = (Id®°A)oA.

La a € A og definer b = (Id ®° h)(A(a)). I utregningene som kommer vil
det veere praktisk & velge en avbildning f fra A x N til mengden av avbildninger
med endelig stotte fra A x A til de komplekse tallene, slik at for alle a € A vil

Afa) = limp o0 Do gyeaxa f(an)(d,a")p(a’,a”).
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N3 vil

(Id ®&° w)(A(b)) = (Id @° w)(A((Id & h)(A(a))))
= (Id@° w)(A(Id@° h)(lim >

n_}oo(a’,a”)eAxA
fla,n)(d’,a")(a’,a"))))
Udefw)(A(lm Y flan)(d,a")ah@")

(a’,a”")EAXA

lim (Id ®°w) Z fla,n)(a’;a”)h(a")A(a)

n—oo
(a’,a"")EAXA

lim (1d®cw)( S flan)(aa")h(a")
e (a’,a"")EAXA
m > f(am)(d,d")o(d,d"))
mﬁmeAﬂeAxA
= lim lim Z
nﬁKMWHm(wJNwaQGAxAxAxA
fla,n)(a’,a”) f(a',m)(d',d")h(a")(1d & w)(¢(d', d"))
= lim lim Z
nﬂdﬂmﬁw(w@”dherAxAxAxA
fla,n)(a’,a”) f(a',m)(d',d")h(a")w(d")d
= lim lim (/d®°w ®°h) >
e mTee (a’,a’,d",d")EAXAXAXA
fla,n)(d’,a”)f(a',m)(d,d")p((d',d"),a"))
= lim ([d@°w&°h) >

n—oo
(a’,a")EAXA

flan)(a’,a)( im Y f(a’,m)(d,d")g(d',d"),a")

(d’,d"")EAX A

= lim (/d ®° w ®° h)( Z fla,n)(a’,a")p(A(d"),a"))
e (a’,a”)EAXA
=(Id®°w®" h)o(A®Id) lim (

n—oo

(a’,a")EAXA

fla,n)(a’,a")p(a’,a"))
= ((Id®°w®°h)o (A®°Id)oA)(a)
=((Id®°w®°h)o (Id®°A)oA)(a)
= (1d ®@° wh)(A(a))
(Id® h)(A(a))
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Vi har ogsa at

(1d @° w)((A(b) — ¢(b,1))"(A(b) — 6(b, 1))

= (Id®@° w)(A(b"D) — ¢(b", 1) A(b) — A(b") (b, 1) + ¢(b7D, 1))

= (Id®°w)(A(b"D)) — (Id ®° w)(d(b", 1)A(b)) — (Id ®° w)(A(b")p(b, 1)) + b"b
= (Id@° w)(A(b*D)) — (Id ®° w)(¢(b",1) lim_ >

(a’,a")EAXA

Fb,n)(d a")e(d’ a") — (Id@°w)( lim )~
(b ,b")EAX A

FB,n) (¥, 0")p ()", (B7) ") (b, 1)) + b7
= ([d@°w)(AVD) ~(Id®°w) lim (Y f(b,n)(d,a")p(b"d,a"))~

n—oo

(a’,a’")eAXA

(Idfw)(lim Y f(b,n) (b, 6")e(()b, (b)) + b7

(b ,b")eAX A

= (Ide W) AGD) ~ lm (3" f(b e a" ) aw(a”) -

(a’,a’)EAXA

dim (> )L )W) (b)) + b7

(b ,b")EAX A
= (Id ®@° w)(A(b*D)) — b*(Id @° w)(A(b)) — (Id @° w)(A(b*))b+ b*b
= (Id 8° w)(A(b*D)) — b*D.

Husk at proposisjon 2 gir oss at ho (Id ®° w) = wo (h®° Id) = (h ®° w) Slik vil
B((1d @ w) (A(B) — 6(5, 1)) (A®B)) — 6(b, 1)) = h((1d 0 w) (AB7)) — b)
h((Id ® w)(A(b"b))) — h(b"D)

= (h®w)(A(b*b)) — h(b*b)
hw(b*b) — h(b*b)

h(b*b) — h(b*b)
0.

—_ —

Siden p < w vil

p((h @ Id)(A(b) = ¢(b, 1)) (A(D) — &(b,1)))

< w((h @ Id)(A(b) — ¢(b,1))"(A(b) — ¢(b,1)))
= (h @ w)(A(b) — ¢(b,1))"(A(b) — ¢(b, 1))
=0.

Cauchy-Schwarz-ulikheten (se for eksempel teorem 4.3.1 i [6, s. 256]) gir oss na at
for alle ci A er

® ;
(h @ p)((A(b) = &(b, 1)) (A(b) = 6(b, 1)) (h ®° p)(¢(c, (e, 1))"

det vil si at (h ®° p)(é(c, 1)*(A(b) — ¢(b,1))) = 0. Dersom vi putter inn for b =
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)(A(D) = ¢(b, 1))
o(c, D(A((Id @° h)A(a)) = ¢((1d ©° h)(A(a)), 1))
Y DA((Id @ h)(Aa))))—
¢(c*, 1)o((Id @° h)(A(a)), 1))
o DA(Id@ )(lim > flan)(a,a")g(d’,a"))))~

(a’,a”)GAXA
(h& p)(o(c", Do((Id @ h)(lim >~ f(a,n)(d’,a")p(a’,a"), 1))

n—oo

(a’,a")eAXA

=(h " p)(o(c, DA(lm 3" fa,n)(d,a")a'h(a")))

(a’,a")EAXA

— (e )@ DE(lim Y fla.n)(aa")ah(a"),1))

(a’,a’)EAXA

—(he*p)(lm Y flan)(@,a")é(c, DA )h(a") -

(a’,a’)EAXA

A~ N~~~
o,

lim Y fla,n)(a’,ad")h(c"d)p(1)h(a")

(a’,a”")EAXA
—(h&° p@° h)((d(c, 1), 1)(A &° Id)(A(a))) — p(1)(h &° h)((e, )A(a)),
pa denne maten blir
(h @ p&°h)(¥((c, 1), 1)(A & Id)(A(a))) = p(1)(h ®° h)(d(c; 1)A(a)).  (3.1)
Siden

P(¢(c, 1), (A @° Id)(A(a))) = (¥(d(c, 1), )((Td @° A)(A(a))))
(Id @° A)((6(c, 1)) A(a)),

og element pa formen ¢(c,1)A(a) ligger tett i enhver kompakt kvantegruppe og
(Id ®@° A) er kontinuerlig vil likheten (3.1) gjelde ogsa for alle element pa formen
¢(1,q). Vi setter inn ¢(1, q) for ¢(c,1)A(a) og far

(h &% p&°h)(Id®° A)(¢(1,q))) = p(1)(h & h)p(1,q)

og da h(1) =1 vil

(p®°h)(A(g)) = p(1)h(q)
for enhver g € A. O

Teorem 1. For enhver kompakt kvantegruppe (A, A, @) eksisterer det ngyaktig et
haarmdal. Haarmdlet er ogsa hgyreinvariant.

Bevis. Igjen henter vi beviset fra |1|. For enhver positivw € A* la K, = {h € A* |
h er en tilstand og wh = w(1)h}. La videre P vaere mengden av tilstander pa A. Na
vil K, = f71(0) N P der
fo i A — A*
h+— wh —w(1)h.
P& denne méaten blir K, en svak*-lukket delmengde av den lukkede enhetsballen, og

dermed svak*-kompakt. P4 grunn av lemma 1 vil det for enhver positiv w # 0 eksis-
tere en tilstand h slik at % = h da ﬁ er en tilstand, og dermed er K, ikketom.

18



Lemma 2 sier oss at om 0 < p <w er K, C K,. Dermed vil K,,, 1o, C K., N K,
for alle positive wq og wy. P4 denne maten er NA # () for alle endelige delmengder
A av {K,, | w er en positiv linezrfunksjonal pd A}, og siden enhetsballen er kom-
pakt medfgrer dette at snittet av alle er ikketomt. Dermed har vi at det eksisterer
en h € ({Kulw € A*, w > 0} slik at (w ®° h) o A = w(1)h for alle positive
linegerfunksjonaler w. Og siden positive linezrfunksjonaler skiller punkter i A betyr
dette at for alle a € A er (Id ®° h) o A(a) = h(a)la, og dette definerer ven-
streinvarians. Vi har dermed vist at det eksisterer minst en venstreinvariant til-
stand. Pa tilsvarende mate kan vi vise at det eksisterer en hgyreinvariant tilstand,
la L, = {h € A* | her en tilstand og hw = w(1)h}. Snittet av alle L, er ikke-
tomt av samme arsak som for K, sa vi ma ha minst en hgyreinvariant tilstand.
La h veere en venstreinvariant og h' en hgyreinvariant tilstand. N& ma h € Ly s&
hh/ =KW (1)h =h og h' € Ky, s& hh/ = h(1)h' = h' og h = }/. O

19



Kapittel 4

Hgyreregulaer representasjon

Dette delkapittelet er hentet fra kapittel 5 i [1], forskjellen er forst og fremst at be-
visene her gjores i litt mindre steg og at vi her ikke gar fullt sa langt. Vi vil na innfgre
en del symboler for dette kapittelet. La m¢ : A — B(K) vaere en kontinuerlig in-
jektiv *-homomorfi slik at Im(mx) har en ikkedegenerert virkning pa hilbertromet
K. La (A, A, ¥) vaere en kompakt kvantegruppe, der C*-algebratensorproduktet
(A®° A, V) er definert med hensyn pa 7 i begge faktorene og hilbertromtensor-
produktet (K @ K, ¢'). La videre 73, veere en GNS-representasjon med hensyn pa
haarmalet h, av A pa H med syklisk vektor &y, og I veere den naturlige inklusjonen
av Bo(H) i B(H).

Da vi definerte C*-algebratensorprodukt i [2], hentet fra [6], definerte vi ten-
sorprodukt med hensyn pa injektive representasjoner av hver faktor og valg av
hilbertromtensorprodukt.

Na kan vi velge hilbertromtensorprodukt

(He" K,¢) avH med K
(Ho" Kef K,0) av H®" K med K
(HoP K@P K,0) avH med K@ K
slik at for alle (§,m1,7m2) € H x K x K er O(¢(§,m),m2) = O'(&, ¢ (m,n2)). At det
eksisterer slike valg fglger av “assosiativiteten” til tensorproduktet som blant annet
er vist i [6, s. 847].
Dersom vi na definerer C*-algebratensorproduktene

C*-algebratensorprodukt: med hensyn pa

(B(H) ®° B(K), A) av B(H) med B(K) Id, Id og (H®" K, ¢)

(B(H) ®° A,Q) av B(H) med A Id, T og (H@H K, ¢)

(Bo(H) ®° A, Qp,ryxa)  av Bo(H) med A I, mc og (H®°K, ¢)

(Bo(H) @ A®° A, (') av Bo(H) med A®°A I, 7 @7 7 og
(Bo(H) @7 A &f
A, 0.

(Bo(H) @ A®° A, () av B(H)@“ Amed A I ®° mg, @ o

(Bo(H) 2" Acf A, 0)
La til slutt (A ®° A ®° A, ¥’) veere et C*-algebratensorprodukt av A ®@° A med A,
og (A®° A®® A, V") et C*-algebratensorprodukt av A med A ®° A med A slik at
kravene 1.1-1.4 i avsnitt 1.3 er oppfyllt.

Alle utvidelser av par av avbildninger (f : B — D, g : C' — FE) mellom par av al-
gebraer eller hilbertrom forskjellig fra C blir gjort med hensyn pa tensorproduktene
som er valgt over, og vil bli betegnet (f ®%/¢g) : B&H/¢C — D®"/¢E. Der super-
skriptet til ® er avhengig av om det er C*-algebra- eller hilbertromtensorprodukt
vi utvider til.

N4 kan vi merke oss at med vare valg er fplgende oppfyllt for alle £ € H, &' € H,
nek,meknekacAdeA o €A zeB(H),yec B(K)ogzg € By(H):
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1. A AC B(K®H K)

2. (m @° mie)¥(a, a')(d(€,m)) = d(mr(a)(§), mic(a’)(n))
3. Bo(H) ®° AC B(H®" K)

4. Q(z,a)(0(&,m)) = p(x€, T (a)n)

5. Bo(H) ®° A = clin(Im(Q|gy(r)xa))

6. Bo(H) ®° A®°AC B(He" KoM K)

7. ('(z0, ¥(a,a'))(©(4(&,m),m2)) = O(d(20, mrc(a)m), mic(a’)n2)
8. ((Qzo,a),a’) =" (xg,¥(a,a))

9. Az, mic(a)) = Qx,a)
10. ©((&m),m2) = ©'(&, &' (n1,72))
11 Az, y)(¢(&m)) = ¢(x&, ym)
12. V' (¥(a,a’),a”) =" (a,¥(d,a"))
13. (A®°Id)o A= (Id®°A)o A
4. < o(&m), o€ me) >=<&,& ><m,me >

og det er disse egenskapene vi vil bruke videre.
Vi vil sa gjenta definisjonen av multiplikatoralgebra fra [2].

Definisjon 11 (Multiplikatoralgebra). Multiplikatoralgebraen M (A) til en alge-
bra A er mengden av par (p1,p2) av lineeravbildninger fra og til A slik at for enhver
(a,b) € A x A er ap1(b) = p2(a)b med punktvis addisjon og skalarmultiplikasjon og
multiplikasjon definert ved at for alle multiplikatorer (p1, p2) og (o1,03) er

(p1,p2)(01,02) = (p1 001,02 © p2)

og involusjon definert ved at

(p1,p2)" = (01,02)
der o1(a) = p2(a*)* og oa2(a) = p1(a*)* for alle a € A.

Vi vil bruke M (A) om multiplikatoralgebraen til en algebra A. Om vi har en al-
gebrahomomorfi f fra A til en algebra B vil vi bruke M (f) om algebrahomomorfien
fra M (A) til M (B) som oppfyller at for alle a € A er M(f)(p1, p2) = (p1,p2) der py
er venstremultiplikasjon med a og ps er hgyremultiplikasjon med a, p; er hgyremul-
tiplikasjon med f(a) og p2 er venstremultiplikasjon med f(a). Dersom B er unital vil
vi bruke m(f) om avbildningen fra M (A) til B som oppfyller at m(f)(p1, p2) = f(a)
for alle a € A.

Dette var all den kapittelspesifikke notasjonen, na vil vi hente noen resultater
fra [1]. Bevisene er hentet rett fra kilden, men vi gjor ting i litt mindre steg.

Proposisjon 13. Det eksisterer noyaktig en uniter operator u pi H @ K slik at

w(p(mr(a)éo,n)) = (mn @° mc)(Ala))(é(80,n)) (4.1)

for allea € A ogn € K.

21



Bevis. Siden 3 er syklisk med syklisk vektor &, er mengden {7 (a)éy | a € A}
tett i H. Dermed ligger lin({¢(r(a)éo,n) | (a,n) € A x K}) tett i H @ K. Pa
denne maten kan det maksimalt vaere en uniteer operator slik at (4.1) er oppfyllt.

For & vise at det eksisterer minst en lineser avbildning som oppfyller (4.1) ser
vi forst pa lin(Im(¢)). Vi kan velge en vektorromsbasis B for I, og velge en del-
mengde By av A slik at By = {my(a)€ | a € B4} er en basis for det tette under-
romet {7y (a)lo | a € A} av H. Her vil Im(¢|p, xB, ) véere en basis for lin(Im(e)).
Dermed vet vi at det eksisterer en linezer avbildning @ : lin(Im(@|iin(B,)xBe)) —

H @ K slik at @(d(my(a)éo,n) = (mn @ mc)(A(a))(d(€o,n)) for alle (a,7) €
BA X BK.

Dersom f: B4 — C og g : Bk — C har endelig stgtte vil

Ao Y fla)mn(a)o, Y gln)m)

a€B4y ne€BKk

=a( Y fl@gme(rn(a)éo, )

(a,m)EBAXBk

= > fla)gn)ag(myla),n)

(a,m)EBAXBk

= Z f(a)g(n)(mn @° mxc)(A(a))(o(€o,m))

(a,m)EBAXBk

=Y (et m (A (@)a) 6(E gm)

(a,n)€BaX Bk

= (2 M) (ALY F@)a)(é(6o, S g(mm))

a€EBa nEBk

slik at (4.1) holder pa lin(Im(d|iin(B,)xic)) som ligger tett i H&T K. Dermed holder
det & vise at det eksister en kontinuerlig .

Vi kan sé vise at det eksisterer en isometrisk u. La N veere en endelig delmengde
av lin(Ba)x K. La ogsa for alle a og a’ i A, fuq veere en folge av endelige delmengder
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av H x K slik at A((a')*a) = limm—oo D, yer. ,(m) Y(@,y). Na vil

[ Y (elmnla)éo,n))|?

(am)eN

= Y (o @ ) (A(a)é (o, )|
(am)eN

=< S (@ T (A @), S (7TH®C7T)C)(A(@'))¢(§07U/)>
(a,n)EN (a’,m")EN

= > ((rr @° mc) (A(a)) (€0, ), (3 @ i) (Ala))$(€0, 1))

((a,n),(a’,n"))ENXN

= > (2 ®° mic)(A((a)"a)) 6 (&0, m), ¢(€0, 1))

((a,n),(a’,n"))ENXN

= lim_ > > (@ ) (¥, )b (S, ), (o, m))
((a;n),(a/,n"))ENXN  (2,y)€faar (m)

= lim > > (mrl@)éo, &) (r(w)n, ')
((a’ﬁ)’(a’m’))GNXN (w’y)efaa’(m)

= lim_ > Y hla) {mey)n)
(@) (@' 0 )ENXN  (2,9)Efqqr (m)

= lim > > (m((he Id)(Y(z,y)mn)

((a’n)’(al’n/))eNXN (Z,y)efaa/(m)

= > (mic(((h @° Id) o A)((a')"a))n, ')

((a,m),(a’,n"))ENXN

= > h((a’)*a) (n, ')

((a,m),(a’,n"))EN XN

=l Y dlmr@)éo,n)?

(a,n)EN

der den siste likheten kommer av maten vi definerte indreproduktet pa i GNS-
representasjonen. Dermed er @ isometrisk og har dermed en kontinuerlig utvidelse
til en lineser isometri u pa hele H @ K.

Vi vet, fra 2.4.6 i [6], at en operator pa et hilbertrom er uniteer hvis og bare hvis
den er normbevarende og surjektiv. Siden enhveer komplett delmengde av et kom-
plett metrisk rom er lukket, se for eksempel teorem 1.4-7 i [4], og isometrisk bilde
av en komplett mengde er komplett, ma bildet til en isometri mellom to komplette
metriske rom vaere komplett. Derfor holder det a vise at bildet til u ligger tett.
Na& har vi fra definisjonen av kompakt kvantegruppe at mengden lin({A(a)¥(1,d) |
(a,b) € A x A}) ligger tett i A ®° A, og siden my er syklisk med syklisk vektor
&o, ligger mengden {¢(m(a)éo,b) | (a,n) € A x K} tett i H @ K. Slik ser vi at
(m ®° i) (P(a, 1))(P(&0,m)) kan tilnzermes med linezerkombinasjoner av element
pa formen ((mx ®° mc)(A(D)¥(1,¢)))(¢(§0,n) = (T @° mic) (A (b)) (6(0, xc(c)n))
der b og c ligger i A og n ligger i K. Da (my ®° mic)(A(b))(¢d(&o, mic(c)n)) =
u(m(b)o, mic(c)n) ma {p(my(a)éo, T (b)n) | (a,b) € A x A} ligge i tillukkningen
til I'm(u) og bildet til u ma ligge tett. Men siden bildet til u er lukket ma dermed
u veere surjektiv og dermed uninzer da u er normbevarende. O

Proposisjon 14. Med u som i proposisjon 13 ligger paret (p1, p2), der p1 : Bo(H)®°
A — Bo(H) ®@° A er definert ved at p1(z) = uzx og ps : Bo(H) @ A — By(H) ®°
A er definert pd tilsvarende mdte ved at pa(x) = wxu, i multiplikatoralgebraen til
Bo(H) ®° A.
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Bewvis. Husk at Bo(H) er tillukningen av det linesere spennet til mengden av rang-
1-operatorer pa H.
Definer sa p; : B(H @ K) — B(H ® K) som venstremultiplikasjon med u og
B(H ®" K) — B(H ® K) som hgyremultiplikasjon med u.

Vi mé vise at definisjonen av p; og po gir mening, altsd at om y € Bo(H) ®° A
ligger uy og yu i Bo(H) ®° A. Dette er ekvivalent med at Im(p1|p,(rygca) C
Bo(H) @ A og Im(pa] g, (rymea) C Bo(H) ©° A.

La x vaere en rang-1-operator pa ‘H, a et element i A og &; et element i H slik at
for alle £ € H er € =< £, & > m(a)éy der & er den sykliske vektoren med hensyn
pa GNS-representasjonen som nevnt i starten av delkapittelet.

Vi viser fgrst at p1(Q(z,b)) € Bo(H)®° A for alle b € A. Vi har at for alle b € A,
& € Hogne K gjelder

(01 (Q2(2,0)))(d(&:m) = w(S2(z, b)) (9(€, 7))
= u(@(< &, & > mr(a)éo, T (b)n))
=< &, &1 > u(p(mr(a)éo, i (b)n))
=< §,61 > (mn ®@° ) (A(a))(9(6o, T (b))
=<6 > (mn @ i) (A(a) (1, 0))(d(E0,m))-

Siden lin(Im(¥)) ligger tett i A ®° A kan vi velge en folge f av avbildninger
med endelig stotte fra A x A til de komplekse tallene slik at A(a)¥(1,d) =

lim,, o0 Z(a’,a")eAXA fn)(d,a")¥(a',a"). La yu.& =< £,& > mr(a')ép da vil
<& & > (e @ me) (Aa)¥(1,0))(¢(E0, 1))
=<&& > lm o Y f(n)(aa")(m @ me)((a',a")) (6 (6o, )

(a’,a”)EAXA

= lim (> f(n)(d,a")(QUyar,d")) (D n)))-

n—oo

(a’,a"")EAXA

N& kan vi legge merke til at for alle par (£,7) € H x K og alle n € N er

7 ( Q) (SEm) = D fn)(d, ")y, a”)(@(E )]

(a’,a’"")EAXA
= || < €& > (rr 8 M) (A @W(L,6) ($(60.m) -
<€&a> Y @) (m et mo) (B a") (@G )|

(a’,a")EAXA
= <&& > I (e & me) (A@)w(1,5)-

> s a)eE,a)) 66|

(a’,a"")EAXA
< llgleal||(mw &° mc) (A(@)® (1, )
> @ a) (a6,

(a’,a)EAXA

< el Migollmllmr & mo)ll|A@w,B) = 37 ), a")¥(a’,a")
(a’,a”)EAXA

= [l o€ mll(mr & mo)ll|A@W(L, ) = - f)(aa")W(a’,a")
(a’,a”")EAXA
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og siden normen til (7 ®° m) er 1 har vi na at for alle n € N er

|ac@em - 3 feea) @)

(a’,a’”)EAXA

<lallsla@ean - 3 o))

(a’,a")EAXA

Siden y,  har rang en for alle o/, har vi na en folge g av element i By(H) ®° A som
konvergerer mot u((Q(z,b))). Pa grunn av at Bo(H) ®° A er komplett, medferer
dette at u(Q(z,b)) € Bo(H) ®° A.

Siden alle rang-1 operatorer x pa H kan skrives pa formen z§ =< £,&; > & for
en eller annen (£1,&2) € H x H og mengden Te = {my(a)éo | a € A} ligger tett i
H, ligger mengden {x € B(H) | det eksisterer a € A og &; € H slik at for alle £ €
Her x€ =< £,& > m(a)ép} tett 1 mengden av rang-1 operatorer. Dette kan vi
se ved & merke oss at om vi har en rang-1 operator x med norm 1 gitt ved at
€ =< &£,& > & og en folge z i Te som konvergerer mot &y vil ||z§— < £,& >
)| <[ <&& > (& —2(n)] < [IEllll&ll|(&2 = 2(n)]) som gar mot null. Siden
venstremultiplikasjon med u er en kontinuerlig avbildning og By(H) ®° A er lukket,
ma u(Q(z,b)) € Bo(H) ®° A for alle rang-1 operatorer x.

La y veere en rang-1 operator pa H, da eksisterer det (£1,&2) € H x H slik at for
alle £ € H er y£ =< £,& > &. Na vil y* veere gitt ved at y*& =< &,& > £ ogsa
veere en rang-1 operator.

Vi vil vise at p2(Q(y, b)) € Bo(H)®° A for alle rang-1 operatorer y og alle b € A.
Da p2(Q(y, b)) = Qy, b)u = (u*Q(y*,b*))* og Bo(H) ®° A er *-invariant holder det
a vise at u*(Q(y,b)) € Bo(H) ®° A for alle rang-1 operatorer y og for alle b € A.

La igjen x veaere en rang-1 operator pa H som sender alle £ € H til < £,& >

mic(a)ép for en eller annen & € H og a € A. Definisjonen av x gir oss at for alle
be Aer

w (2, b)) (D(&m) =< &, & > u™(d(mr(a)éo, mic(b)n))
=< &6 > u ((my @° 7 ) (¥(a, b)) d(So, m))-

P4 grunn av at mengden lin({o € A®A | det eksisterer (a’,a”) € Ax A slik at o =
A(a')¥(a”,1)}) ligger tett i A®° A kan vi velge en fplge f av avbildninger med en-
delig stotte fra Ax A til de komplekse tallene slik at ¥(a,b) = limp—o0 >4 wyeaxa
f(n)(a',a”)A(a’)¥(1,a"). Nar vi i tillegg vet at u er uniteer slik at u* = u~!, kan
vi sette inn dette inn i ligningen over og far at for alle n € N er

<&&E>ut Y (f(n)(da") (@ mie) (A(a) ¥ (L, a")) (6, 1))

(a’,a’")EAXA

=<&a>ut Y (fn)(da")(mr @ m)(A(d)) (9o, me(a”)m))

(a’,a")eAXA

—<a> Y (F)(d.a")é(d's,a"n)

(a’,a")eAx A
= > f)(d,d")(Qyar,a")eE )
(a’,a"")EAXA

der yo/ (&) =< £,& > m(a’)éo slik at y, er en rang-1 operator for enhver a’. Na
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kan vi merke oss at for alle (§,7) € H x K og n € N gjelder

@ )GE) — D f)a,a)(@Qyar, a")o(E )|

(a’,a’)EAXA
ut < &6 > (mn @ ) (Y(a, b)d(§o,m)
—<ga>u Y ))& me) AL 0", )|

(a’,a")eAXA
<lIgNENle€o, mIHIC
ut Y fn)(aa")A(d)¥(1,a")

uw* U (a,b)—

(a’,a’)EAXA
<léllélliéo Vb - > f)aa)A@)w(,a")|
(a’,a’)EAXA
<llo(&, il llgo S )@ a)AW) (L")
(a’,a’)EAXA

slik at nar vi vet at ||[u*]| =1er

Qb)) - > f)a ) Qe a”))|

(a’,a’")eAXA

< lallsll] 2@ - 3 e, a)A@) )|

(a’,a’)EAXA

Dermed har vi en folge av element i Bo(H) ®° A som konvergerer mot u*(2(x,b)).
Siden By(H) ®° A er komplett betyr dette at u*(Q(x,b)) € Bo(H) ®° A og dermed
at (Q(z*,b%))u € By(H) ®° A.

Siden alle rang-1 operatorer pa ‘H kan skrives pa formen z€& =< £,& > & for
en eller annen (£1,&) € H x H og mengden {my(a)ly | a € A} ligger tett i H,
ligger mengden {z € B(H) | det eksisterer a € A og & € H slik at for alle £ €
Her € =< &,& > m(a)éo} tett i mengden av rang-1 operatorer. Og siden hgyre-
multiplikasjon med w er en kontinuerlig avbildning ma (Q(z, b))u € By(H) ®° A for
alle rang-1 operatorer z.

Vi vet at alle operatorer pa H av endelig rang ligger i det linezre spennet til
rang-1 operatorene, og at By(H) ®° A er et vektorrom. Dermed ma p2((2(z,b))) €
Bo(H) ®°¢ A for alle x av endelig rang. Da operatorene av endelig rang ligger
tett i Bo(H) og Bo(H) ®@° A er lukket vil Im(p1|p,(r)zea) € Bo(H) @ A og
Im(p2|By(Hyzea) € Bo(H) @° A.

Da har vi vist at kravet i proposisjonen gir mening, og p1 = p1|B,(H)gca 08
P2 = p~2|Bg(H)®CA-

O

Proposisjon 15. Med py og pa som i proposisjon 14, og u som i proposisjon 13 vil
for allea € A,

(mr @° i) Ala) = (p1 0 p3)((mn @ mx) ¥ (a, 1))
Bevis. Med (a,b) e Ax AogneKer

p1((mr @ mi)¥(a, 1)) (¢(b€o, 1)) = (mr ©° i) Alab)p(&o, )
= (mn ®@° mic)(Ala) o AD))(6(80, 1))
= (mn @° mx)(Ala) o u)(B(bo, 1))
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slik at u(my ®@° 1) ¥(a, 1) = (7 @° i) A(a)u. Her kan vi sette sammen med u* =
u~! pa begge sider av likhetstegnet & fa (7 @7 )A(a) = u(my @ 7)) ¥ (a, 1)u*
p1op3((mrn @° 1) ¥(a, 1)),

o

N& gnsker vi at v = (p1, p2) der p1 og p2 er som i proposisjon 14, skal vaere en
representasjon. La fio veere avbildningen fra B(H @ K) til B(H @ K @ K)
som sender enhver avbildning z € B(H @ K) til den kontinuerlige lineaerav-
bildningen x15 som oppfyller at x12(©(d(&,m1),72)) = O(z(P(€,m1)),n2) for alle
(€,m1,m2) € Hx K x K. La videre T : H@" K@% K — H @ K@ K definert ved
at T(O(6(€,m),1m2)) = O(S(€, 12),m) og definer fr3 : B &F K) — B(H 2™ K)
ved at for alle z € B(H®H K) er fi3(x) = To fia(x) oT. Vi vil bruke u12 om fi2(u)
og uy3 om f13(u). Om vi husker definisjonen av representasjon fra [2], ser vi at det
som mangler er & vise at M (Id ®° A)(v) = v(12)v(13)-

Proposisjonen under har jeg ikke greid a bevise i det generelle tilfellet. Om vi
antar at det eksisterer en w € B(K ® K) slik at (7 ®° mx)(A(a)) = w(me ®°
7ic)¥(a, 1)w* kan vi vise det. Det vil bli kommentert etter beviset av dette spe-
sialtilfellet hvor dette beviset bryter sammen i det generelle tilfellet, selv om det
nok er ganske klart.

Proposisjon 16. Multiplikatoren v = (p1, p2) der p1 og pa er som i proposisjon
14, er en representasjon av (A, A, V) pd H.

Bevis. Det som mé vises er som nevnt fgr proposisjonen at M (Id ®° A)(v) =
v(12)v(13) der v er definert som i proposisjon 14.

Definer C C B(H ® K) ved at C = {:c € B(H®" K) | for alle y € Bo(H) ®°
A) er xy € By(H) ®° A og yx € Bo(H ®° A} og D C B(H®" K@ K) ved at
D= {m € BHT K" K) | foralley € By(H) ®° A®° A) er 2y € By(H) ®°

A®° A og yz € Bo(H ®CA®°‘A)}. Vi har na inklusjoner I av C' i M(Bo(H) ®¢ A)
og Ip av D i M(Byo(H) ®° A ®° A), som sender ethvert element i C eller D til
venstre- og hgyremultiplikasjon med dette elementet. Dersom u;s og wis ligger i
D kan vi legge merke til identiteten holder alt invariant, og at C' og D dermed
er unitale, dermed vil M (A ®° Id) = Ip o m(A ®° Id), slik at det holder & vise
u12yu1z) = m(A @ Id)(Ic(u)).

N& ber vi forst vise at Im(fi2|c) € D og Im(fi13lc) C D. Vi ser forst at med
(z,y,2) € Bo(H) x A x A er u12((¥(z,y),2) = ((u¥(z,y),z) € Bo(H) @ A®° A
0g ((Y(z,y), 2)urz = ((¥(z,y)u, z) € Bo(H) ®° A@° A, slik at Im(f12|c) € D og
siden T € D mé ogsa Im(fi3|c) C D.

Da ser vi at med u som i proposisjon 13 er v = Io(u). Na er v1o definert som
V12 = ID(ulg) og V13 definert som V13 = ID(ulg).

Da kan vi begynne & vise at ugi2yunzy = m(A ®° Id)(Ic(u)). La f veaere en
fglge av avbildninger med endelig stgtte fra A ®° A til de komplekse tallene slik at
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Afa) = limp o0 Y4 ameaxa f(n)(a',a”)¥(a’,a”), da har vi at

U12U13(9(¢( ( )50,771) ))

= u12(T(u12(T(O(d(mr(a)o, M), m2)))))

12(T(O(ug(m(a)So, n2),m1)))

= u12(T(O((my ®@° 7xc) Ala)d(S0, m2),m1)))
(T(6(

(
= uz(T(O((mr @ me)(lim Y f(n)(a’,a")¥(a’,a"))p(Eo, 12), 1))
(a’,a”")EAXA

=1lm > f)(d,a" ur(T(O((mr(a'), mxc(a”)n2),m)))

n—oo

(a’,a”")EAXA

=1lm > f)(d,a" ) ura(0(b(mr(d)o,m), e (a”)n2))

n—oo

(a’,a”")EAXA

—lm Y )@ a")O (e & me) A )(o, m), mc(a” )

(a’,a"")EAXA

=lm Y f(n)(d,a")(¢(Ad), a")(O(E,m), n2))

n—oo

(a’,a”")EAXA

= ((A®° Id) o A)(a)(©(d(Eo,m)s 12))-

\
=

Og siden vi har antatt at det eksisterer en w € B(K @ K) slik at (mx ®@°mx)A(a) =
w(me @ i) (¥(a, 1))w* vil

(A ®° Id) o A)(a)(O(¢(€0,m ), m2))

= ((Id®° A) o A)(a)(©(9(&0,m),m2))
= w23(A(a) ®° Id)w330(¢ (€0, M), 12)
= w23u12®'(a€07 U)*QS/(UM 772))

= wazu12w330(d(alo, M), 72)

= (Id ®° A)O'(ao, ¢' (11, 132))

= (Id®° A)O(p(abo,m),m2)

slik at proposisjonen er bevist i dette spesialtilfellet.

Det er naturligvis i denne siste utregningen der vi viser at

(A ®°Id) o A)(a)(O(e(8o,m),n2)) = (Id @ A)O(¢(alo, n1),n2)

beviset bryter sammen om vi ikke har antatt eksistensen av en slik w. I [1] er denne
likheten brukt uten & anta noe om en slik w, men jeg har ikke greid a verifisere det
som er gjort der. Jeg vil likevel anta resultatet i kapittel 5.2.
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Kapittel 5

Kvante-SU(2)

5.1 Haarmalet pi kvante-SU(2)

Vi vil i dette avsnittet finne en eksplisitt formel for haarmalet pa kvante-SU(2), og
vil hente resultatene fra [10]. Fgrst innfgrer vi litt lokal notasjon for dette kapittelet
og kapittel 5.2. . .

La Ap veere en unital *-algebra, med B = {a,v} C Ag en undermengde av Ay
slik at for enhver avbildning  : B — K der K er en unital *-algebra, eksisterer
ngyaktig en *-homomorfi y : Ay — K slik at y(1) = 1 og y|g = z. Videre vil
A€ (0,1) C R, A = Ao/({aa* + Ny7* — 1,a%a + 97" = 1,97" — 7" v,09" —
M*a, ay — Aya}) og vi definerer en norm pa Ay ved at for alle a € Ay er |a| =
sup{||¢(a)]| | ¢ er en *-representasjon av Ay pa en C*-algebra}. Da kan vi definere
A som kompletteringen av Ag, (A ®° A, ¢) som et C*-algebratensorprodukt av A
med A. La videre A : A — A ®° A vere den kontinuerlige *-homomorfien som
oppfyller at A(1) =1, A(a) = ¢(a, @) = Ap(7*,7) 0g A(7) = ¢(7, @) + ¢(a”, 7). Pa
denne méaten blir A en komultiplikasjon, og (A, A, ¢) blir en kompakt kvantegruppe,
bevis for dette er & finne [2] som egentlig er antatt kjent i denne oppgaven. I resten
av denne oppgaven vil dessuten 7 : A — B(L?(N x Z)) veere *-representasjonen gitt
ved at

(@) (Xmn) = i om0
() (Xm,n) = VI=X"y, 4, om m>0
(V) (Xm,n) = A" Xm,n+1

der X, n er den ekvivalensklassen som inneholder den karakteristiske funksjonen til
{(m,n)}. Her vil

7T(O‘*)(Xmm) =v1- >‘2(m+1)Xm+1,n
(V") (Xmn) = A" Xm,n—1-
Proposisjonene 4 og 5 sier oss at m er normbevarende, og dermed en isomorfi
mellom A og I'm(m).
Vi vil, for & forenkle notasjonen noe bruke o, a*,v og v* bade om de nevnte
elementene i Ay, om ekvivalensklassene i A eller Ay. P4 samme mate vil vi bruke
Xm,n bade om den karakteristiske funksjonen til {(m,n)} og om ekvivalensklassen

i L?(N x Z). Sa er det bare & hépe pa at dette ikke vil fgre til misforstaelser.
Et bevis for at dette definerer en kompakt kvantegruppe er a finne i [2].

Proposisjon 17. Mengden
B = {a*(y")™y" | (k,m,n) € NxNxNYU{(a*)*(v*)™y" | (k,m,n) € Nx N x N}
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er lineert uavhengig.

Bewis. Det holder & vise at I'm(w|g) er linezert uavhengig. La oss forst vise at meng-
den M = {7(v*"4™) | (m,n) € N x N} er linezert uavhengig. La f veere en avhbild-

m

ning f : M — C med endelig stgtte slik at Z(m’n)eNxN fry" ) ("4 = 0.

Dette medforer at -, ) cnxn Fry" YN a (" y)(xi;) = 0 for alle i og j. Vi
kan evaluere,

0= > ()" Nm((r)™") (i)

(m,n)eNXN

= S AT )X

(m,n)eENxN

D IE TR SR (G (G0 St P el

kEZL z>max(0,—k)

Siden de karakteristiske funksjonene til ettpunktsmengder er linesert uavhengig er
alle de innerste summene null, og dermed er ogsa

S N () ) = 0

z>max(0,—k)

for alle i € N og k € Z. Dette betyr at for alle £ € Z er X' en rot for poly-
nomet 3500 k) F(r((y*)®y®tF))y®=+k) i C. Siden mengden {\*(*+F) | 2 >
max(0, k)} ikke er endelig ma f definere koeffisientene til polynom i variabelen y i
C med uendelig mange rgtter sa f = 0.

La Bye = {n(ah*" ™) | (m,n) € N x N} og B, = {m(a*y*"9") | (m,n) €
N x N}. La f : B — C ha endelig stgtte og anta at >, _; g(b)b = 0. Siden 7(c)
og m(a*) skifter forsteargumentet til de karakteristiske funksjonene hver sin veg,

og bare en av m(a) og 7(a*) kan veere med i hver summand, har vi at for alle
keNmaj), p g )b = ZbEB L 9(0)b = 0. Om vi lar": B — B veare defin-

ert ved at ~(7T(04* ) = Ta((aFy" ™)) = 7(v*"4™), og bruker notasjo-
nen b om ~ (b), far vi at ZbeB L 9(0)b = T7(a k)ZbEB " g(b)bog > icp o g(b)b =

(o )ZbeB L g(b )b. Dersom det eksisterer en Xi; slik at ZbeB N g(b)g(xij) #0
vet vi at ZbeBak 9Ob(xirk) = TEVI=N Y, 9(0)b(xis) # 0 0g m(a*)

er injektiv. _ B
Dermed mé& >, p  g(b)b=00g > .5 , g(b)b = 0. Da mengden {m(y*" ™) |

(m,n) € N x N} er linezert uavhengig ma f = 0. O

Proposisjon 18. Mengden B = {a*y*" 4" | (k,m,n) € Nx N x N} U {a*kpy*’",yn |
(k,m,n) € Nx N x N} er en basis for et tett underrom av A.

Bevis. Proposisjon 17 sier at B er linezert uavhengig sa det holder a vise at det er
en generatormengde. Vi vet at det linesere spennet til mengden P av produkt av
element i mengden G = {«, a*,v,7*} er tett i A. Vi vet at G C B og dermed ligger
i spennet til B. Na ma vi bare vise at lin(B) er lukket under hgyremultiplikasjon fra
G. At B er lukket under hgyremultiplikasjon med v og v* er klart da de kommuterer.
Vi ser sa pa hgyremultiplikasjon med a og a*,

1 *"71
aky va—ynav "ann = e
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m m
Oék"}/* ’}/nOl* _ )\nak,y* Oé*’)/n
_ )\mnak * k"

ary 'Y
_ { Ay A k=0
T AR = N2y )y A k>0
B Nt A k=0
- { A gk 1,}/ A — )\mn+2ak—1,y*m+1,yn+1 E>0

T oYY
_{ )\mna,y ,-Y k:O
B A ¢ B P k>0
Wa’y ’Y k=0
1™ _ m+41 =
— X’%ak 1'7 ,yn_ﬁak l,y* ,yn+1 k0
k>0

m

a*k,y*m,yna* _ AnOé*k’}/*mO[*’}/n — )\mna*kJrl,y* ,yn
Dermed er lin(P) C lin(B) og siden lin(P) ligger tett ma lin(B) ligge tett. O

Vi kan som Woronowicz innfgre notasjonen

ka*x™Am k>
Akmn = { L o 20 (51)

o "y"Am om k<0
der k er et heltall, og m og n er naturlige tall, denne notasjonen vil bli brukt ut
dette kapittelet.

Vi vet at vi har et haarméal pa kvante-SU(2), siden det er en kompakt kvante-
gruppe, vi skal né fplge fremgangsmaten i [10] og se hva dette gjor med element i

denne basisen. _ _
La f : Ay — C veere -homomorfien gitt ved at f(1) =1, f(a) = A~% og f(7) =

der i = /—1. Her vil f(a*) = X og f(v*) = 0 slik at
f(oza + A 1) = AN —1=0
f(aoz—&—v'y —D=XXA""—-1=0

)
)
Fov =) =
floy" =My a) =

Flay = o) =

dermed induserer fen *-homomorfi f : Ag — Cog pa grunn av vért valg av norm er
alle *-homomorfier inn i C*-algebraer kontinuerlige slik at f har en entydig utvidelse
til en kontinuerlig *-homomorfi f : A — C.

Na kan vi se pa konvolusjonsprodukt,

fra=(1deC f)(A)
= (Id@° f)(¢(a, @) = Ap(7",7))
=a\!
frar =(1de% f)(AY))
= (Id@° f)(¢(a®,a*) = Ap(7,7"))

=a*\
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fry=(Ide% [)(A®M))
= (Id®° f)(d(v, ) + (", 7))
=27
eyt =TdR% f)(AKHY))
= (Id&° f)(s(v", ") + ¢(, "))
oy

ax f=(f®° 1d)(Aa))
= (f ®@“ Id)(¢(a, ) — AB(7v", 7))
=\"ta
o 5 f = (f & Id)(Aa"))
= (f @ Id)(o(a", a") = Ap(7,7"))
= Na*

f=(fe Id)(A(V))
= (f®@°Id)(d(y, ) + ¢(a”, 7))
Vo f = (f @ Id)(A(Y"))

= (f@°Id)(s(7", ") + d(c, "))

— )\—z,_y*
Siden (Id ®¢ f) o A er en algebrahomomorfi vil f * agpm, = A(ktm—n)ig, og
Umn * fATFE=TH)E Do f(1) = 1 gir ligning (2.1) oss at (h* f) = h slik at
ha) = (b * f)(a) = h(f a) = NFm=min(a) og hia) = (f * h)(a) = h(a* f) =
N=k=mtn)ip (g). Dermed ma h(agm,) =0 om ikke —k +m —n= -k —m+n =0
altsa m =n og k = 0.

Sa vil vi for forste gang i dette avsnittet avvike litt fra det Woronowicz gjorde.

Her brukte Woronowicz et teorem vi ikke har innfgrt, men vi vil vise resten pa en
mer direkte mate. For & finne ut hva haarmalet gjor med ag.,,, ser vi pa noen av

konsekvensene av & vaere venstreinvariant. Vi vil evaluere (h ®° Id)(A((y*y)™)), s&
la oss se litt pa A((y*y)™) forst. Siden A er en algebrahomomorfi er

A((y ™) =A((v )™

AMAHE)™

(o(y, @) + (o™, V) ((v", ) 4+ p(a, v))™

Py, aa )+¢(7a,a7 )+ ¢a™y",va") + glata, yy))™

(7, 1= Xy"y) + %ﬁ(a% ay")+
Ap(a™y*, ) + ¢(1 =", 9y")™

=(o(v* 7, 1) = A2o(y*y,7*y) + %sb(av, ay") + Ag(a’y", aty)+
(L, vy") — o(v" . Y )™

=00 1) + 61— (14 X2)779,77) + 10,07+
Ag(a’y, ay))™

(
(
(
=(¢
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Da haarmaélet skal vaere venstreinvariant mé
h((v*)™)1 = ((h ®° Id) o A)((v*7)™).

Begge sidene av likhetstegnet kan uttrykkes ved basisen fra proposisjon 18, og det
holder for oss & se pa koeffisienten forran y*~. Na er

AV )™ = (d(v* 7, 1) + (1 — (14 X)y*y,v*y) + %b(a% ay®) + Ap(a*y", aty))™
:b —c \T

=e

summen over alle produkt av m instanser av de fire elementene b, ¢, d og e. Na kan
vi evaluere (h®€ Id) i summen av alle produkt av m element i b, ¢, d og e. De eneste
produktene som kan gi bidrag til koeffisienten forran v*v er de med m — 1 instanser
av b og en instans av c eller m — 2 instanser av b og en instans av hver av d og e. Na
ser vi at bc = cb siden v og v* kommuterer, la oss se pa de noen andre relasjoner,

1
bd =¢(7"y, 1) 3 ¢, 7")

zié(v*va% ay”)
:%aﬁ(v*aﬂ ay”)
:% (™%, a7%)
:%Ma’w*% ay”)

1

og

be =p(v"y,1)A¢(a™y", o)

=Ap(y" ey, a"y)

=)\2¢>(7*a*’y*'y, a*’y)

=X¢(a* (v*)*y, a*)

=\2eb.
Pa denne maten ser vi at bde = deb. Siden det er m mater a plassere c pa i et produkt
av m element vil de produktene med en instans av ¢ gi et bidrag m(h®°Id)(cb™~ ') =
m(h((y*y)™ 1) — (1 4+ A2)h((y*y)™))7*y. For en instans av hver av d og e deler vi
opp i to tilfeller, der d er lengst til venstre, og der e er lengst til venstre. I hvert

av tilfellene er det m — ¢ — 1 mater a plassere d og e med i instanser av b imellom.
Dermed blir koeffisienten forran v*~v i utrykket ((h ®° Id) o A)((v*v)™) lik

m(h((v* 7)™ 1) = (L4 X)h((y*y)™)+
(m —i = DA ()™ 1) = h((v ) ™)+
(m —i — DA (R((y*y)™ ) = X2h((v*9)™))

men siden ((h ®° Id) o A)((v*y)™) = h((v*y)™)1 méa koeffisienten forran ~*~y
veere null. Da far vi en ligning & lgse med hensyn pa h((y*v)™). Dette gir oss
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m+22252(m7i71) ()\72(1'+1)+)\2(71+1))

t h * m —
at h((v*y)™) (1+/\2)m+zzn¥—02(m7i71)()\72(i+1)+)\2(11+2)

oss at

)h(('Y’Y*)m_l), og Maple sier

m A+ S m — i — 1) (AT20FD) N2+ 1 a2m
14+ X)m+ Z;’Z)Z(m — i — 1)(A26+D § 26+2)) 1 - \2(m+1)

er en noe enklere formulering av det samme utrykket. Siden A(1) = 1 ma dermed
—1 _y\2m 2
h((ﬂy*’Y)m) = H;n;o 1,1)\2/}m+1) = 1,1\2(i\n+1)-

For & oppsummere, vi har et haarmal h pa (A, A, ¢) og

2 (5.2)

h( ) 0 om k#Oellerm#n
Akmn) = _
* oy om k=0o0gm=n.

Da ¢gnsker vi & vise at haarmalet er trofast og fglger fremgangsmaten foreslatt i
[5], selv om han refererer til [10] for det meste av beviset.

Forst kan vi vise at for alle a € A er h(a) = (1 —A?)lim;_o Zgzo N <
X(i,0)s T(@)X(5,0) >- Vi kan se at dette stemmer ved & regne ut dette utrykket for
a4 = Qkmn,

J
(1-2%) lim. Z; N < X0y, 7 (@kmn)X(i0) >
j .
=(1-X% fm ; < X(0,0) T(@kmo) N T x5y >

J
= (1= Jim D7 < x50, X (ak00) X m) > -
1=0

Né ser vi at om k # 0 eller m # n vil alle indreproduktene bli null fordi x4 m—n)
og Xj,0 er ortogonale for alle ¢. Dersom k = 0 og m = n blir dette

v P
1—2%) 1 < X(i,0), AR in-m) > = (1 =A%) Ii AZmHD
( )pggo ZZ:% X(i.,0) m(ar00) X, ) ( )pggo Zz:%
1=
T 1= a2(mt1)”

Legg merke til at denne formen av h gir oss at for enhver positiv a € A med
haarmal 0 ma < X(m,0), T(@)X(m,0) >= 0 for alle m. Na vil vi vise at for enhver
positiv, og dermed selvadjungert, a € A slik at h(a) = 0 ma w(a)xmo = 0 for
alle heltall m. Vi kan vise dette ved en motsigelse, anta at a er positiv, h(a) = 0
og at det eksisterer en m slik at 7(a)x(m,0) # 0. Vi vet at det eksisterer en folge
f av avbildninger med endelig stgtte fra N x Z til de komplekse tallene slik at
(@)X (m,0) = My oo Y ienxz [(P)(9)X:. Siden a er positiv vil ea veere positiv for
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enhver ikkenegativ e. Na vil
< Xmoy =€ im > F@)(0)xi; em(@) (Ximoy — € Hm > fp)(0)xi) >
zeNxZ zENxZ

=< X(m.0) €T(a) X (m,0) > — < X(m,0), €7(a )6 lim Z f)(@)xi >
’LENXZ

- < li 79 m >
e lim > F(p)(0)xi; en(a)xm0) > +

1€ENXZ
<ep1ingo Z F®) (@)X, em(a ehm Z flp
1€ENXZ zGNxZ
=< X(mO)vEﬂ—( )X(mO) >—<e hm Z f sze hm Z f Xz > =
zENXZ 1€N><Z
<elim > fE)xie lim > fR))x >+
1€ENXZ zGNxZ
<ep1Lr£10 Z Ff)@)xs, em(a ehm Z flp
1ENXZ ZENXZ
= 267 hm Z F()(@)xill*+
1EN><Z
¢ <m(a plggto i, lim > f(p)(
1ENXZ 1ENXZ

< (€llm(a)l* = 2¢*) (@) Xm0 I

og dette er negativt for alle 0 < € < ﬁ, og vi har en motsigelse siden vi har funnet
et element y € A slik at < y, m(a)y >< 0 og positive element forblir positive under
en injektiv *~homomorfi. Dermed mé antagelsen at det eksisterer en positiv a € A,
og m € N slik at h(a) = 0 0g aX(m,0) 7 0 ma veere gal.

Sa kan vi legge merke til at operatoren D som sender X(m n) til X(mn41) kom-
muterer med w(a), 7(y), 7(v*) og m(a*) og dermed med alle 7(a), der a € A. Da
far vi at om h(a) = 0 er m(a)X(m,n) = aD"X(m,0) = D"aX(m,0) = 0 slik at a = 0.
Dermed har vi vist at kjernen til haarmalet restriktert til de positive elementene i
A er {0} og haarmaélet er trofast.

5.2 Hgyreregular representasjon pa kvante-SU(2)

N& som vi vet hvordan haarmaélet ser ut pa kvante-SU(2) kan vi gjore den samme
konstruksjonen pa kvante-SU(2), som vi har beskrevet generelt i kapittel 4.

Laihele dette kapittelet (A, A, ¢) veere den kvante-SU(2) som i forrige kapittel, h
vaere haarmélet pa kvante-SU(2) som beskrevet i kapittel 5, og lay = ho-°Po(*xId)
der -°P er den motsatte multiplikasjonen pa A, og * er involusjonen.

La sa K veere en ortonormal basis for L?(N x Z) bestiaende av de karakteristiske
funksjonene til ettpunktsmengder, og B en basis for et tett underrom av A bestaende
av {akmn | (k,m,n) € Z x N x N} der agpmy, er som i ligning 5.1.

Na blir A et hilbertrom med y som indreprodukt, la oss kalle dette hilbertrommet
‘H. Representasjonen p av A pa H er avbildningen som sender ethvert element
a € A pa venstremultiplikasjon med a. Videre er 14 en syklisk vektor i H. La
(H®f L?(N x Z), 1) veere et hilbertromtensorprodukt av H med L?(N x Z). Vi lar
7: A — B(L*(N x Z)) veere den samme representasjonen her som i forrige kapittel.

Na kan vi regne ut hva u som i proposisjon 13 gjgr med element pa formen
Y(@kmn; Xay), der Xzy er den karakteristiske funksjonen til mengden {(z,y)} € NxZ
0g Ggmp €r som i ligning 5.1. Med den forenklingen at # er * om k er ikkepositiv
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og identiteten om k er positiv far vi at

U(¢(akmn7 Xay))

=( ) A(Ahrmn )t (LX&:y)

= (p ®° m) A(aro0) A(aomo)A(aoon) (1, Xay)

= (p®° 7T)A(aszgn k)OO)l |A(ag10)™A(ago1) (1, Xay)
=(p@°m)

1) (B, @) = Ap(v*, I ((8(7, @) + pla*,7))™)"
(d)( ,Oé) (b( 77)) ¢(17X:vy)7

s& kan vi for alle (k,m) € Zx N la E* vaere mengden av strenger av lengde |k| i de to
symbolene (p®°m)p(a, ) og (pR°m) — Ap(7*,7), og F™ veere mengden av strenger
av lengde m i de to symbolene (p ®° m)d(v,a) og (p ®° 7)d(a*,~). Identifiser s&
enhver streng av element i A ®° A med produktet av elementene. Da vil

(p®° ) ((d(a, @) — Ad(v, )N * (67, @) + B(a”,7)™)"
(607, @) + (@, 7)™ (1, Xay)
- Z a#b*cw(l,xw).

(a,b,c)EEF x Fm x Fn

Slik vil u evaluert i et vilkarlig element

lim Z f(p) (a/> a//)¢(akmn> Xry)

p— 00

(a’,a’")eEBXK

bli

u( lim Z f(p)<a/7a”)¢(akmn7X:vy))

p—©
(a’,a")eEBXK

=lim Y f() ") u(A(akmn, Xay))

p—0o0
(a’,a")eBXK

—lm Y @) Y Vel

(a’,a’”)EBXK (a,b,c)EEk x Fm x Fn
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I hele oppgaven brukes (C,-) som tensorprodukt av C med C. Antar alle alge-
braer har ikkedegenerert produkt.

En virkning av en C*-algebra pa et hilbertrom kalles trofast om alle elementene
i C*-algebraen har forskjellig virkning pa hilbertrommet.

En virkning av en C*-algebra A pa et hilbertrom H kalles ikkedegenerert om
U{Im(a) | a € A} =H.
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