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Kapittel 1

Litt historikk og mengdeteori

Some people hate the very name of statistics, but I find them full of beauty and
interest. Whenever they are not brutalized, but delicately handled by the higher
methods, and are warily interpreted, their power of dealing with complicated
phenomena is extraordinary. They are the only tools by which an opening can
be cut through the formidable thicket of difficulties that bars the path of those
who pursue the Science of man.

F.Galton (1908)

1.1 Kort om statistikkfagets historiske utvikling

Moderne matematisk statistikk vokste frem fra sannsynlighetsteorien og beskrivende statistikk slik
som indikert i figur 1.1. I det etterfglgende gis en kort gjennomgangen av statistikkfagets historikk
og derved gis ogsa et inntrykk av noen av de mange mulige anvendelsesomradene for teorien.
Egyptiske gravsteder vitner om terningspill. Dermed synes det klart at de tidligste sivilisas-
joner hadde et forhold til sannsynlighetsbegrepet. Utviklingen av den matematiske teorien for
sannsynlighetsberegninger kan oppsummeres ved noen av hgydepunktene:

1654 Korrespondanse mellom Blaise Pascal og Pierre de Fermat anngaende beregningen av sannsyn-
ligheter i forbindelse med terningspill. Dette regnes av mange som starten pa den matema-
tiske sannsynlighetsteorien.

1657 Christiaan Huygens, kjent for sine arbeider innen optikk, publiserte De Ratiocintiis in Alea
Ludo (Beregninger i sjansespill). Dette er den fgrste publiserte avhandling om sannsynlighet.

1713 Jacob Bernoullis avhandling Ars Conjectandi (Kunsten & gjette) ble publisert etter hans
ded. Avhandlingen inneholder blant annet et teorem for grenseverdien til en sannsynlighet
knyttet til gjentagelsen av et enkelt sjanseeksperiment. Lignende grenseverdibetraktninger er
fortsatt et forskningstema. Denne avhandlingen er en milepel i sannsynlighetsteoriens fgdsel.

Sannsynlighetsteori, 1654— Statistiske slutninger, 1662—
(Sjansespill) (Sosiale forhold)

\ /

Moderne statistikk, 1812—

Figur 1.1: Den historiske utviklingen av moderne matematisk statistikk.
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14 KAPITTEL 1. LITT HISTORIKK OG MENGDETEORI

1919 Richard von Mises publiserte Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung hvor den em-
piriske definisjonen av sannsynlighet ved relativ frekvens ble formulert.

1933 Andrei Kolmogorov ga sannsynlighetsteorien et aksiomatisk fundament ved publiseringen
av Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitrechnung. Arbeidet bygde pa den abstrakte teorien
for mal og integrasjon som hadde blitt grunnlagt av blant annet Henri Lebesgue og Mau-
rice Fréchet. Kolmogorovs aksiomer vil ogsa veere vart utgangspunkt for den matematiske
formuleringen av teorien.

Ordet statistikk vil i var sammenheng benyttes i to betydninger. Ordet betegner en samling
av data, som i f.eks. Statistisk Arbok, men betegner ogsa en metode for & trekke slutninger pa
grunnlag av en samling med data. Statistikk i ordets forste betydning har sine rgtter tilbake til
skrivekunstens vugge. Utviklingen av teorien for statistiske slutninger kan oppsummeres ved noen
hgydepunkter:

1662 John Graunt publiserte boken Natural and Political Observations Made upon the Bills of
Mortality som var basert pa fodsels- og dagdsrater for befolkningen i England som var rammet
av pest.

ca 1662 Sir William Petty begynte utviklingen av en teori for the art of reasoning by figures upon
things relating to government.

1700 Edmund Halley, kjent for a ha en komet oppkalt etter seg, publiserte arbeider knyttet til
dgdelighetstabeller og forventet levetid. Etter disse arbeidene fremsto statistikken som en
egen livskraftig vitenskap.

Det logiske fundamentet for den matematiske statistikken er gitt ved den matematiske formu-
leringen av sannsynlighetsteorien. En kan dermed se pa sannsynlighetsteorien som en viktig del
av statistikkfaget, eller alternativt se pa den matematiske statistikk som en naturlig viderefgring
av sannsynlighetsteorien.

Utgangspunktet i sannsynlighetsteorien er a beregne sannsynligheter for visse utfall nar en
sannsynlighetsmodell er gitt. Ved statistiske slutninger snus dette pa hodet ved at en forsgker a
finne den eller de blant flere mulige sannsynlightesmodeller som beskriver gitte data best mulig.
Oppdagelsen av samspillet mellom sannsynlighetsteori og statistikk kan sees pa som fgdselen av
den moderne matematiske statistikk. En kort historikk er gitt ved:

1812 Pierre-Simon Laplace publiserte boken Theorie Analytique de Probabilities som oppsum-
merte teorien til da, og ga en mengde anvendelser av sannsynlighetsregningen. En av anven-
delsene var analysen av feilobservasjoner i eksperimentalfysikk.

ca 1812 Adolphe Quetelet, en student av Laplace, reiste rundt i Europa og demonstrerte bruken
av sannsynlighetsmodeller i beskrivelsen av sosiale og biologiske fenomen.

1908 Francis Galton publiserte Natural Inheritance.

1930 Ronald Aylmer Fisher publiserte The genetical theory of natural selection og etablerte derved
en syntese av Darwinismen og Mendelismen. Fisher er antagelig den enkeltperson som har
hatt sterst innflytelse pa utviklingen av den matematiske statistikken i dette arhundre.

1.2 Litt mengdeteori

Abstrakt mengdeteori star sentralt i Kolmogorovs formulering av sannsynlighetsteorien. I det
folgende vil vi ikke gjgre noe forsgk pa a bygge opp mengdeteorien aksiomatisk, men vil ta som
gitt at leseren har en viss fortrolighet med manipulering med mengder. Hovedinnholdet her blir
da a fastlegge noen notasjons- og spraklige konvensjoner.

Paranteser av type {- - - } benyttes for & beskrive mengder. Noen eksempler pa endelige mengder
er gitt ved {a, b, c} og {1,2,...,n}. Den tomme mengden () er ogsa endelig, den har ingen elementer.
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Vi har ) = {w|w # w}. Symbolet | leses i denne sammenhengen som slik at og brukes generelt til
definisjon av mengder. Mengden av de naturlige tall betegnes med N = {1,2,3, ...}, og mengden
av de reelle tall betegnes med R = {z| —0co < & < c0}.

En mengde I er tellbar dersom den er i en-en korrespondanse med en endelig mengde eller
mengden av de naturlige tall. Dette betyr at vi kan liste opp alle elementene i I ved i1, i2, .. .. Dette
burde forklare navnet. Bortsett fra mengden R av reelle tall er dermed alle overnevnte mengder
tellbare.

Vi skriver a € A dersom a er et element i mengden A. Symbolet € leser vi som er et element
i. Symbolet ¢ leser vi tilsvarende som er ikke et element i. To eksempler er gitt ved b € {a,b, c}
og d¢{a,b,c}.

En mengde A er en delmengde av en mengde B dersom alle elementer i A ogsa er elementer
i B. Vi benytter notasjonen A C B for dette. Vi har da at « € A = a € B. Tegnet C leses som
er en delmengde av. Tegnet = leses som medfprer at. Tre eksempler er gitt ved {1,100,14} C N,
0 C R og {a,b,c} C {a,b,c}. Merk: Den vanligste metoden for & bevise at A = B er gitt ved a
vise at A C B og B C A.

Anta at A, er en mengde for hvert element ¢ i en mengde I. Da er {A,}, v € I, en indeksert
familie av mengder. Et eksempel er gitt ved A, = [1,00) for ¢t € R, {A,} = {[;,0)}, t € R.

Unionen og snittet av mengdene i familien {A;} er gitt ved henholdsvis

UAZ-:{wHi, we A} og ﬂAi:{w\W, we A}

i€l icl

Tegnet 3 leses som det eksisterer en. Tegnet V leses som for alle. Unionen er dermed mengden av
elementer i €2 som er inneholdt i minst en A; og snittet er mengden av elementer som er inneholdt
i alle A;. Her har vi antatt at alle mengdene A; er delmengder av en mengde 2. To eksempler
er gitt ved U g[t,00) = R og N, r[t,00) = 0. T noen sammenhenger er det underforstatt eller
uviktig hva indeksmengden I er og union og snitt skrives kortere pa formen U; A; eller N; A;.

Komplementet til A i Q er gitt ved A° = {w|w & A}, dvs komplementet til A er mengden av
alle elementer i Q som ikke er elementer i A. F eks gir Q@ = {1,2,3,4}, A ={1,3} at A° = {2,4}.

Differansen mellom A og B er mengden av alle elementer som er inneholdt i A men ikke i
B. Formelt noteres dette som A\ B = {w|w € A,w ¢ B}. Det fplger at A\ B = AN B° og at
A =Q\ A. Et eksempel er gitt ved R\ N = (—00,0] U (US2;(n — 1,n)).

To mengder A og B sies a vere disjunkte dersom de ikke har noen felles elementer, dvs dersom
AN B ={.F eks er mengdene gitt ved intervallene (0,1) og (1,2) disjunkte.

En union av to disjunkte mengder noteres som AW B. Operasjonen W er kun definert for
disjunkte mengder. Nar vi skriver AW B, sa er det underforstatt at mengdene A, B er disjunkte.
Denne konvensjonen er sammenlignbar med at vi ofte skriver f(z) for verdien til en funksjon f i
et punkt x uten & eksplisitt skrive ned at vi antar at = er et element i definisjonsmengden til f.
Notasjonen W; A; benyttes tilsvarende for unionen av en vilkarlig familie disjunkte mengder. Dette
siste betyr at i # j = [4; N A; = 0]. Et eksempel er gitt ved

{1

teR

Relasjoner mellom mengder og operasjoner pa mengder som gjelder generelt vil ogsa matte
gjelde for delmengder av et rektangel i planet. Dette gir muligheten til illustrasjon av sammen-
henger som ellers kan virke uoversiktlige i Venn-diagram. Noen eksempler er gitt i figur 1.2.

1.3 Oppgaver

La Q =R? = {(z,y) | z,y € R}, dvs Q er mengden av punkter i planet. Illustrer delmengdene
{(@,y) |z =5}, B={(z,y)|z > 5}, C={(z,y)[z > yz}v D=C\B, E={(z,y)|z =y},
CNE,G=FUA, H=N? = {(z,y)|z,y € N}.

Er H tellbar?

1
A=
F:

Definisjon:
tellbar

Definisjon:
€, element
i

Definisjon:
C, del-
mengde

Definisjon:
{4},
indeksert
familie
Definisjon:
U, union
N, snitt

Definisjon:

(---)¢, komple-

ment
Definisjon:
\, differans
Definisjon:
disjunkt
Definisjon:
W, disjunkt
union
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Union Snitt
A A B
A\ B
Komplement Differans

Figur 1.2: Venn-diagram.
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2 LaQ, vere mengden av alle positive rasjonale tall, dvs Q = {m/n|m,n € N}. Er Q, tellbar?
Er mengden av rasjonale tall tellbar?

3 Kontroller om fglgende regneregler gjelder: AN(BUC) =(ANB)U(ANC), AU(BNC) =
(AUB)N(AUC), (AuB)N(CUD) =(ANCYU(AND)U(BNC)U(BND), (AUB)¢ = A°NB°,
(AN B)¢ = A°U B“.

Illustrer konklusjonene med Venn-diagram.

Kan regnereglene generaliseres til union/snitt av vilkarlige familier av mengder?

4 LaA,=10,1/n]. Finn B=UX,A4,, C=nlY A4, D=n2,A4,, E=UX A,.

5 La A, B veere delmengder av €. Vis at Q = AW A°.
Visat Q = (AUB)*W(ANB)W(A\ B)W (B\ A). Illustrer dette i et Venn-diagram.
Kan du generalisere dette til tilfellet hvor vi tar utgangspunkt i tre delmengder A, B, C'?
Hva med tilfellet med n delmengder, eller et tellbart antall delmengder?
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Sannsynlighetsteori
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Kapittel 2

Sjanse-eksperiment og
Kolmogorovs aksiomer

The situations we are going to model can all be thought of as random experi-
ments. Viewed naively, an experiment is an action which consists in observing
or preparing a set of circumstances and then observing the outcomes of this sit-
uation. We add to this notion the requirement that to be called an experiment
such an action must be repeatable, at least conceptually. The adjective “random”
s used only to indicate that we do not, in addition, require that every repetition
yield the same outcome, although we do not exclude this case. What we expect
and observe in practice when we repeat a random experiment many times is that
the frequency of each of the possible outcomes will tend to stabilize. This “long
term frequency” is to many statisticians, including the authors, the operational
interpretation of the mathematical concept of probability. In this sense, almost
any kind of activity involving uncertainty, from horse races to genetic experi-
ments, falls under the vague heading, “random experiment”.

P. J. Bickel og Kjell A. Doksum (1977)

2.1 Utfallsrom og eksperiment

Folgende definisjoner bygger pa mengdeteorien og er utgangspunktet for Kolmogorovs matematiske
formulering av sannsynlighetsteorien.
Definisjon:

Et utfallsrom er en ikke-tom mengde. Et utfall er et element i utfallsrommet. I gz;‘zﬁsrom

Et eksempel pa et utfallsrom Q er gitt ved enhetsintervallet, dvs = [0, 1]. T dette eksemplet
er w = 1/2 et utfall, mens w = —1 er ikke et utfall. Et annet eksempel er gitt ved utfallsrommet
0 = N. Isa fall er ikke w = 1/2 et utfall, mens w = —1 er et utfall.

Definisjon:
Hendelsesfamil
hendelse

En familie av delmengder av utfallsrommet er en hendelsesfamilie dersom
1. Komplementet til en hendelse er en hendelse.

2. En tellbar union av hendelser er en hendelse.

En hendelse er et medlem av hendelsesfamilien.

Merk: En familie £ av delmengder er det samme som en mengde av delmengder, dvs at dersom
A € € sa er A en mengde. Spesielt betyr dette at en hendelse er en delmengde av utfallsrommet.
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De to aksiomene for en hendelsesfamilie £ kan skrives

[Ecél=[E°céE], [Aict]l=[ e,

hvor det siste aksiomet skal gjelde for enhver tellbar familie {A;} av hendelser.

Begrepet hendelsesfamilie er identisk med begrepet o-algebra av mengder. Denne siste beteg-
nelsen er den vanlige i generell integrasjonsteori. Vi benytter betegnelsen hendelsesfamilie fordi
dette ligger nsermere sprakbruken ellers i sannsynlighetsteorien.

Det fglger av aksiomene at den tomme mengden er en hendelse fordi ) = U;cgA;, og dermed
er utfallsrommet selv ogsa en hendelse. Et tellbart snitt av hendelser er en hendelse fordi N; A; =
[UlA;’]C

Det er kanskje en bekymring for leseren at overstaende er meget generelt. Vi ser pa tre konkrete
eksempler for a belyse begrepene og for & vise anvendelsen i forbindelse med modellering av
eksperiment.

Eksempel 2.1.1 (Eksperiment: Tre myntkast i rekkefglge) Resulatet av et enkelt myntkast er M (mynt)
eller K (krone). Utfallsrommet for eksperimentet gitt av tre myntkast i rekkefglge er Q = {MMM, MMK, MK M,
MKK,KMM,KMK,KKM, KKK} og bestar dermed av 8 enkeltutfall. Vi lar hendelsesfamilien £ vaere familien
av alle delmengder. La £ = {MKK, KMK, KKM, KKK} og anta at utfallet av eksperimentet ble w = MKK.
Da inntraff hendelsen E, dvs vi fikk w € E. A si at hendelsen E inntraff er det samme som & si at vi fikk flere krone
enn mynt.

Et alternativt utfallsrom i dette eksemplet er Q= {000, 001,010, 011,100, 101,110,111} ved 4 identifisere 0 med
mynt og 1 med krone. Fordelen med dette valget er at alle de mulige utfallene kommer fram ved & telle binaert.

Eksempel 2.1.2 (Eksperiment: Gjentatt myntkast inntil resultatet er krone) Ut-fallsrommet er Q = {K,
MK, MMK,MMMK, ...} og vi kan la hendelsesfamilien £ veere familien av alle delmengder.

Eksempel 2.1.3 (Eksperiment: Levetiden til en lyspaere) La eksperimentet vaere & male tiden det tar for en
nyinnkjgpt lyspaere brenner ut. Det naturlige utfallsrommet er mengden av alle positive reelle tall, dvs Q = (0, 00).
Det er naturlig & kreve at mengden E = [a,00) er en hendelse for alle vilkarlige a > 0 fordi dette er hendelsen at
levetiden er stgrre enn eller lik a. Dette kravet gir at enhver union av intervall, at alle apne delmengder og at alle
lukkede delmengder av 2 er hendelser. Den naturlige familien £ av hendelser er den minste familien av hendelser
som inneholder alle overnevnte hendelser.

I det foregaende eksemplet var den naturlige familien € av hendelser lik den minste familien
av hendelser som inneholder alle apne mengder. Dette er det samme som at £ er familien av
Borelmengder i Q). Eksistensen og entydigheten til slike familier behandles i videregaende kurs.
Her ngyer vi oss med & fastsla at det finnes delmengder av €2 som ikke er Borelmengder. Dette
gjelder ikke bare for @ = R (talllinjen), men ogséa for Q = R? (planet), @ = R* (rommet) og for
Q = R" (generelt euklidsk rom). Dersom en insisterer pa at alle delmengder skal veere hendelser i
disse eksemplene sa leder dette til problemer nar alle disse skal tilordnes en sannsynlighet.

De foregaende eksemplene viser at utfallsrommet 2 kan veere en endelig mengde, en tellbar
mengde, eller en mengde som ikke er tellbar. Ordet eksperiment stammer fra det latinske experiri
som betyr prove. 1 det foregaende og i det som fglger vil ordet eksperiment bli brukt i en mer
generell betydning. Spesielt vil aldri ordet eksperiment bli definert som et matematisk begrep.

Med et eksperiment mener vi enhver prosess hvor de mulige resultatene av
eksperimentet kan identifiseres med elementer i en mengde. Denne mengden er
utfallsrommet for eksperimentet.

Identifiseringen av utfallsrommet for et eksperiment er forste skritt i den matematiske beskriv-
elsen av eksperimentet.
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2.2 Sannsynlighet og statistiske eksperiment

La Q veere et utfallsrom med en hendelsesfamilie £. En fordeling P for Q2 er en
funksjon slik at enhver hendelse E er tilordnet en sannsynlighet P(E) > 0 med
P(Q) =1 og slik at addisjonsregelen

P(&J Aj) = ZP(A»

gjelder for enhver tellbar familie {A;} av disjunkte hendelser.
Et sannsynlighetsrom er et utfallsrom 2 utstyrt med en hendelsesfamilie £ og
en fordeling P.

En fordeling er dermed en funksjon P : £ — [0,00) som oppfyller to krav. Dersom normalis-
eringskravet P(Q) = 1 fjernes, sa sies P & vaere et mal. En fordeling er dermed et normalisert
mal. Dersom addisjonsregelen bare kreves for endelige familier, sa sies P & veere en endelig additiv
fordeling. I det fglgende vil vi bevise noen av de viktigste regnereglene for fordelinger. Det vil
fremga av bevisene at mange av regnereglene ogsa er gyldige for endelig additive mal fordi det
kun er den endelige addisjonsregelen som benyttes.

Ligningen ),y PA; = 0 gir

P0)=0
Spesialtilfellet P({ceqa 5y C) = PA+ PB gir

| P(AWB) = PA+ PB]

Inklusjonen A C B gir B= AW (B\ A),sa PB=PA+ P(B\ A) > PA, dvs P er monotont
voksende:

|Ac B= PA< PB|

Spesialtilfellet A C Q av det foregaende gir

En generell union kan skrives som en disjunkt union ved AUB = (A\ B)W (AN B)W(B\ A).
Dette gir P(AUB) = P(A\B)+P(ANB)+P(B\A). Ved B = (B\ A)W(ANB) og addisjonsregelen
folger P(B\ A) = PB— P(ANB), og P(A\ B) = PA— P(AN B) bevises tilsvarende. Innsetting
gir den mer generelle addisjonsregelen

|P(AUB) = PA+ PB— P(AN B)]

I mange problem kan det vaere enklere a beregne sannsynligheten til den komplementzere
hendelsen. Likheten P(Q2) = P(AW A°) = PA+ PA° gir at sannsynligheten til hendelsen deretter
kan finnes ved:

| P(4) =1- P(A°)

En fordeling benyttes for a beskrive graden av usikkerhet i sjanse-eksperiment. I

Vi ser pa noen eksempler for a belyse dette.

Eksempel 2.2.1 (Sjanse-Eksperiment: Terningkast) Utfallsrommet for et terningkast er
Q=1{1,2,3,4,5,6}.

Definisjon:
fordeling,
addisjons-
regelen,
sannsynlig-
hetsrom
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Ved symmetri er det rimelig & anta at hvert enkelt utfall er like sannsynlig, dvs P{w} = p. Sannsynligheten til

en generell hendelse E er da gitt ved addisjonsregelen, dvs PE = }_ ., P{w}. Normaliseringen gir 1 = PQ =

g:l P{w} = 6p gir p = 1/6, og det fglger at P er en fordeling, Nar fordelingen er gitt kan f eks sannsyn-

ligheten for at terningkastet gir 5 eller 6 gyne beregnes ved P{5,6} = Ew€{576}p = 2p = 1/3. Videre finnes
P(odde antall gyne) = P{1,3,5} =1/2.

Eksempel 2.2.2 (Sjanse-Eksperiment: To myntkast) Utfallsrommet er

Q={MM MK, KM, KK}.

Det er rimelig & anta at enkeltutfallene er like sannsynlige. Dermed kan en f eks beregne P(To kronesider opp) =
P{KK} = 1/4, og P(Minst en myntside opp) = 1 — P(Ingen myntsider opp) =1 — P{KK} = 3/4.
Dersom myntene er identiske og eksperimentet er a kaste de samtidig, sa er utfallsrommet

Q = {07 1) 2}?
hvor enkeltutfallene teller antall myntsider opp. I dette tilfellet er en rimelig fordeling gitt ved P{0} = P{2} =1/4
og P{1} =1/2, som kan begrunnes ved likheten med eksperimentet hvor myntkastene ble utfort i rekkefplge.
Eksempel 2.2.3 (Sjanse-Eksperiment: Fotballkamp) La eksperimentet veere gitt ved Norges neste hjemme-
landskamp i fotball med utfallsrom
Q={0-0,0-1,1-0,1—-1,0—3,...}.
En mulig vurdering er gitt ved P(Norge vinner) = P{1 —0,2—-0,2—1,3—1,...} = 80%.

I alle eksemplene over er eksperimentene karakterisert ved et utfallsrom, og utfallet av eksper-
imentet er usikkert. Slike eksperiment kaller vi sjanse-eksperiment.

Et sjanse-eksperiment er et eksperiment hvor det er knyttet usikkerhet til ut-
fallet av eksperimentet.

Dersom resultatet av et eksperiment er w, sa sier vi at hendelsen E har inntruffet dersom w € E.
En mulig modell for et sjanse-eksperiment er gitt ved at utfallsrommet er et sannsynlighetsrom.
Fordelingen P gir sannsynligheten P(E) for at hendelsen E inntreffer. Sannsynligheten tolkes i
dette tilfellet som en vurdering av rimeligheten for at hendelsen E inntreffer.

En sannsynlighetsmodell for et sjanse-eksperiment er gitt ved en 1-1 korrespon-
danse mellom de mulige utfallene i eksperimentet og utfallene i et sannsynlighet-
srom.

Bortsett fra fotballkamp eksemplet, sa kan alle overnevnte eksperiment gjentas et vilkarlig
antall ganger.

Et statistiske eksperiment er et eksperiment som kan gjentas et vilkarlig antall
ganger.

La nA vere antall ganger hendelsen A inntreffer nar et statistisk eksperiment er utfort n
ganger. Den relative hyppigheten til A er da definert ved

nA

Det folger at P, er en fordeling (bevis dette!).
Et eksperiment er et statistisk lovmessig eksperiment dersom grenseverdien
PE = lim P,(E),
n—oo
eksisterer for alle hendelser E. Det fglger at dette definerer en endelig additiv fordeling P. Det

kan ogsa bevises (Vitali-Hahn-Saks teoremet) at P er en fordeling. Denne unike fordelingen er den
empiriske fordelingen. Konklusjonen er da:
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I et statistisk lovmessig eksperiment er enhver hendelse F tilordnet en entydig
empirisk sannsynlighet P(FE). Vi sier i sa fall at hendelsen F inntreffer i P(F) -
100% av eksperimentene nar eksperimentet gjentas flere ganger.

I praksis vil et eksperiment kun gjentas et endelig antall ganger, men vi vil analysere eksper-
imentet ved a tenke oss at eksperimentet kan gjentas et vilkarlig antall ganger. I praksis vil
observasjonen av en statistisk lovmessighet veere gitt ved at den relative frekvensen til en hendelse
synes a na en grenseverdi nar eksperimentet gjentas mange ganger. De filosofiske sidene knyttet
til hva vi egentlig mener med at eksperimentet kan gjentas et vilkarlig antall ganger lar vi vile.

2.3 Oppgaver

6 Hva er utfallsrommet for et enkelt terningkast?

Hva er utfallsrommet for gjentatt kast med terning inntil resultatet blir seks gyne? Hva er
sannsynligheten for at terningen ma kastes 2 ganger? Hva er sannsynligheten for at terningen ma
kastes n ganger?

7  En student som snart er ferdig med utdannelsen er innkalt til tre jobbintervju. Hun vil karak-
terisere et intervju som en suksess dersom det resulterer i en invitasjon til en omvisning pa arbei-
dstedet. I motsatt fall karakteriseres intervjuet som en fiasko.

Definer et utfallsrom € for dette eksperimentet.

Hvilke utfall er inneholdt i hendelsen A = “andre suksess forekommer i tredje intervju”?

Finn hendelsen B = “fgrste suksess forekommer aldri”.

8 En urne inneholder 6 brikker som er nummerert fra 1 til 6. Tre brikker trekkes fra urnen.
Hvilke utfall er inneholdt i hendelsen “den nestminste verdien er 3”7

9 I et terningsspill (craps) kastes to terninger. Kasteren vinner dersom resultatet er 7 eller 11,

og taper dersom resultatet er 2, 3 eller 12. Dersom resultatet er noe annet, anta 9, sa fortsetter

kastingen inntil resultatet er 7 (tap) eller inntil resultatet 9 fra det forste kastet gjentas (vinst).
Karakteriser utfallene i hendelsen “kasteren vinner med en 9”.

10 Studentsamskipnaden viste filmen “Ny student i byen” to ganger i lgpet av orienteringsdagen.
Av totalt 2000 nye studenter var det 850 som sa pa den fgrste forestillingen, 690 sa pa den andre
forestillingen, mens 730 unnlot & se filmen. Hvor mange nye studenter sa filmen to ganger?

11 La PA=1/3, PB=1/20g P(AUB) = 3/4. Finn P(AN B), P(A°U B°) og P(A°N B).

12 Et eksperiment har to mulige utfall. Det ene har sannsynlighet p og det andre har sannsyn-
lighet p?. Finn p.

13 To kort trekkes i rekkefglge fra en kortstokk med 52 kort. Hva er sannsynligheten for at det
andre kortet som trekkes er stgrre enn det forste kortet?

Hint: Enten er kortene like store eller sa er det forste storst eller sa er det andre stgrst. Disse
tre hendelsene er disjunkte.

14 La Q veere et utfallsrom utstyrt med en hendelsesfamilie. Vis at () og 2 er hendelser.
Vis at et tellbart snitt av hendelser er en hendelse.

15 Vis at den relative hyppigheten er en fordeling.
Vis at den endelige addisjonsregelen gjelder for en empirisk fordeling.
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16 La &; veere hendelsesfamilier i 2. Vis at F = & N &; er en hendelsesfamilie.

Vis at G = N;&; er en hendelsesfamilie.

Anta at {&;} er familien av hendelsesfamilier i {2 som inneholder alle &pne mengder. Vis at G
er familien av Borel-mengder.



Kapittel 3

Sannsynlighetstetthet

Tyche, in Greek religion, the goddess of chance, with whom the Roman Fortuna
was later identified; a capricious dispenser of good and ill fortune. The Greek
poet Hesiod called her the daughter of the Titan Oceanus and his consort Tethys;
other writers attributed her fatherhood to Zeus, the supreme god. She was also
associated with the more beneficent Agathos Daimon, a good spirit, protective of
individuals and families, and with Nemesis, who, as an abstraction, represented
punishment of overprosperous man and so was believed to act as a moderating
influence. She was often shown winged, wearing a crown, and bearing a scep-
tre and cornucopia; but she also appeared blindfolded and with various devices
signifying uncertainty and risk. Among her monuments was a temple at Argos,
where the legendary Palamedes is said to have dedicated to her the first set of
dice, which he is supposed to have invented.

Britannica Online (1997)

Fortuna, in Roman religion, goddess of chance or lot who became identified with
the Greek Tyche; the original Italian deity was probably regarded as the bearer
of prosperity and increase. As such she resembles a fertility deity, hence her
association with the bounty of the soil and the fruitfulness of women. Frequently
she was an oracular goddess consulted in various ways regarding the future.
Fortuna was worshiped extensively in Italy from the earliest times. At Praeneste
her shrine was a well-known oracular seat, as was her shrine at Antium. Fortuna
1s often represented bearing a cornucopia as the giver of abundance and a rudder
as controller of destinies, or standing on a ball to indicate the uncertainty of
fortune.

Britannica Online (1997)

En funksjon f er en tetthet for fordelingen P med hensyn pa u dersom sannsynligheter kan
beregnes ved integrasjon som ved

PA) = [ Fntd).

Vi skal se pa tilfellet hvor uA = antall punkter i hendelsen A. I dette tilfellet er integralet over
definert ved summasjon og vi sier at f er en diskret tetthet. Et annet tilfelle er gitt ved at
utfallsrommet er tallinjen og pA = sterrelsen til A, hvor spesielt pfa,b] = b — a. Dersom f
er stykkevis kontinuerlig er integralet over gitt ved Riemann-integralet. I dette tilfellet er f en
tetthet for R. Et poeng med innferingen av tettheter er at det kan veere enklere a spesifisere en
fordeling P ved en tetthet f fremfor a spesifisere P direkte.
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Figur 3.1: Atomene til en diskret fordeling og en hendelse.

3.1 Diskrete fordelinger

La Q veere et utfallsrom. En funksjon f: Q2 —[0,00) er en diskret sannsynlighetstetthet dersom

> flw)y=1

w€eN

Et utfall w er et atom dersom f(w) > 0. Det kan vises at det overstaende gir det finnes hgyst et
tellbart antall atomer wy,ws, .. ..
En fordeling P er en diskret fordeling dersom det finnes en diskret sannsynlighetstetthet f slik

P(A) =) fw).

w€eA

at

Spesielt gir dette at P{w} = f(w). Dersom f er en diskret sannsynlighetstetthet, sa kan P
defineres ved formelen over. En diskret fordeling for € er karakterisert av atomene wq,ws,... og
sannsynligheten p; = P{w;} til hvert atom w;. Dette er illustrert i figur 3.1.

Eksempel 3.1.1 (Tettheten tilsvarende to myntkast) Utfallsrommet er @ = {MM, MK, KM, KK}, og det
er rimelig & anta at alle utfallene er like sannsynlige. Dette gir P{w} = 1/4. Definer f ved f(w) = P{w}. Det fglger
at f er en diskret sannsynlighetstetthet og at P(A) = > 4 f(w). Dermed er P en diskret fordeling.

Et utfallsrom Q er et diskret utfallsrom dersom € er tellbar og er utstyrt med en hendelses-
familie slik at alle enpunktsmengder {w} er hendelser. Eksperimentet over kunne beskrives ved en
diskret sannsynlighetstetthet fordi utfallsrommet var diskret. Dersom  er et diskret utfallsrom,
sa folger det generelt at P er diskret. Det neste eksemplet viser at P kan veere diskret uten at €2
er diskret.

Eksempel 3.1.2 (Endelig empirisk tetthet ved pilkast) Utfallsrommet er Q = {BOM }U

{(x,y) | 2%+ y? < R?}. Her er z,y pilens horisontale og vertikale koordinater med origo (0, 0) i sentrum av blinken
som har radius R. Anta at en person har kastet n ganger med resultat wq,...,wn. En mulig fordeling for det neste
pilkastet er gitt ved PA = nA/n, hvor nA er antall ganger A inntraff i de foregiende pilkastene. Med andre ord er
nA antall j slik at w; er i A. Formelt kan dette skrives som nA =" | 14(w;), hvor 14 er indikatorfunksjonen til

A. Tettheten er gitt ved
n{w 1o, (w

n - n
7

En diskret fordeling er uniform dersom det kun er et endelig antall ulike atomer wy,...,wn,
og P{w;} = p uavhengig av i. Det folger at p = 1/n. Dette er den viktigste diskrete fordelingen. I
gode tilfeller kan symmetriargumenter benyttes for & konkludere at en uniform fordeling er rimelig.
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Figur 3.2: Den geometriske rekken 1/24+1/4+1/8+--- = 1.

F eks vil vi anta at det er 1/6 sannsynlighet for & fa en 5%r i et terningkast dersom terningen
er symmetrisk, dvs dersom det ikke er noen forskjell pa de seks sidene pa terningen. Det neste
eksemplet viser at uniforme fordelinger kan benyttes til utledning av andre fordelinger.

Eksempel 3.1.3 (Myntkast inntil resultatet er krone) Det diskrete utfallsrommet Q = {K, MK, MMK, ...}
bgr veere selvforklarende. Vi vil na finne en fordeling ved & finne sannsynligheten til hvert enkeltutfall. Vi antar at
mynten er symmetrisk og konkluderer at P{K} = 1/2. Konklusjonen P{M K} = 1/4 folger fordi hver av de fire
utfallene MM, MK, KM, KK i eksperimentet hvor en mynt kastes 2 ganger er like sannsynlige ved symmetri med
hensyn til kastrekkefglgen og myntens to sider. Utfallet M K i dette siste eksperimentet gir sannsynligheten for
utfallet M K i 2 fordi betingelsene for dette utfallet er like i de to eksperimentene. Tilsvarende kan sannsynligheten
for hvert enkeltutfall i {2 finnes ved sannsynligheten for et tilsvarende utfall i et eksperiment med 2" like sannsyn-
lige utfall. Dette gir generelt at P{w} = 1/2™ hvor n er antall myntkast tilsvarende w. Vi kan kontrollere at P er
normalisert ved PQQ =1/2+1/4+4 1/8 + --- = 1. Dette summasjonsresultatet er illustrert i figur 3.2. Generelt er
summen av en geometrisk rekke a + ak + ak? + -+ = a/(1 — k) dersom |k| < 1. Vi kan n4 regne ut sannsynligheten
for mer kompliserte hendelser. F' eks er sannsynligheten for at vi ma kaste mynten et odde antall ganger for vi far
krone lik 2/3:

P{K,MMK,MMMMK,..} = i <1>2¢+1 = li <1> B Y
’ ’ ’ —\2 24\4 21—-1/4
3.2 Kontinuerlige fordelinger
La utfallsrommet veere R = “de reelle tall”. Fordelingen P er kontinuerlig dersom Definisjon:
kontinuer-
P(A) = / f(x)dz. lig
A fordeling

Generelt defineres [, f(z)dz = [1a(x)f(x)dx hvor 1, er indikatorfunksjonen til A. Funksjonen
f er sannsynlighetstettheten til sannsynlighetsfordelingen P. Kravet P(A) > 0 gir at f > 0.
Normaliseringen P2 = 1 gir normaliseringsbetingelsen

/ Z f@)dz =1,

dvs f er normalisert. Generelt er en tetthet f for tallinjen en funksjon f : R — [0,00) som er nor- Definisjon:
malisert. Det er en-en korrespondanse mellom kontinuerlige tettheter og kontinuerlige fordelinger. tetthet for
Hendelsesfamilien tilsvarende P er familien av alle Borel-mengder, dvs den minste hendelsesfami- R
lien som inneholder alle intervall.

Det at en kontinuerlig tetthet definerer en fordeling er en egenskap til integralet. Addisjon-
sregelen kan bevises ved

P&, E;) = /

oo
Wiz

_ fla)da = / Lo, (2) f (2)dex = / >t @@ir =3 / 1, (2) () da

= ZP(EZ»).

Den endelige addisjonregelen er illustrert i figur 3.3.
Noen tettheter er sa viktige at de har fatt egne navn. Vi vil nevne tre eksempler her.
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Figur 3.3: Addisjonregelen for en kontinuerlig tetthet tilsvarer addisjon av areal under grafen.
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Figur 3.4: Tettheten til en uniform fordeling.

Tettheten til den uniforme fordelingen pa [a,b] er gitt ved (se figur 3.4)

1
:b_a,agxgb.

f(x)

Det er her underforstatt at f(x) = 0 nar x ¢ [a, b].
Tettheten til standard normalfordelingen er gitt ved (se figur 3.5)

1 2

fz) = ol

Tettheten til eksponensialfordelingen er gitt ved

eksponensial- (se figur 3.6)

fordelin-
gen

Det er her underforstatt at f(z) = 0 nar z <0.

Definisjon:
uniform
fordeling

(3.1)

Eksempel 3.2.1 (Fri veilengde) Den frie veilengden er avstanden et molekyl tilbakelegger mellom to kollisjoner
med andre molekyler i en gass. Det kan argumenteres for at den frie veilengden er eksponensialfordelt med parameter

. Vi definerer

midlere fri veilengde = /J;f(:c)dx = / xxefz//\d:c dely.int. A,
0
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Figur 3.5: Tettheten til standard normalfordeling.

v X

Figur 3.6: Tettheten til en eksponensialfordeling.



32 KAPITTEL 3. SANNSYNLIGHETSTETTHET

dvs parameteren A er den midlere frie veilengden. Vi kan na f eks beregne sannsynligheten for at den frie veilengden
er mindre eller lik halvparten av den midlere frie veilengden:

/2
1 1
Zem W Mg = | Z(-A)e M| =1 -2 x0,39.
A A

0

A/2
P(fri veilengde < \/2) = /
0

3.3 Oppgaver
17 La A >0. Vis at

1 A"
= (= =0,1,2,...

definerer en diskret tetthet for utfallsrommet R. Er dette utfallsrommet diskret? Hva med tilfellet
A=07?

18 La f veere en diskret sannsynlighetstetthet. Vis at da er P definert ved

P(A) =) fw)

w€eA

en sannsynlighetsfordeling.

19 Vis at dersom utfallsrommet er diskret, s méa fordelingen ogsa veere diskret. Gjelder det
motsatte?

20 Anta at P er den uniforme fordelingen pa et utfallsrom . Finn tettheten til P nar det er
gitt at  inneholder 1001 elementer. Hva med tilfellet nar 2 = N?

21 Visat 1/2+1/4+1/8+ - = 1.
22 La k veere en konstant. Finn P(Personen lever mer enn 60 ar) nar tettheten for personens

alder er
f(t) =k -12(100 — ¢)%,0 < ¢ < 100.

Hva verdien til k&7

23 Finn sannsynligheten for at det er mellom 50 og 100 dager mellom to gruveulykker nar det
er gitt at tiden mellom to gruveulykker er eksponensialfordelt med parameter A = 241 dager.

24 Vis at 1y,4, = Zl 1a,.

25 La utfallsrommet vaere tallinjen R. Vis at det er en-en korrespondanse mellom kontinuerlige
fordelinger og tettheter for R.



Kapittel 4

Betinget sannsynlighet og
uavhengighet

The concept of mutual independence of two or more experiments holds, in a
certain sense, a central position in the theory of probability.
A.N. Kolmogorov (1933)

Uavhengighet av hendelser er et meget viktig begrep. Begrepet er tildels utgangspunktet for
at sannsynlighetsteorien har utviklet seg til noe mer enn det som finnes i den grunnleggende
integrasjonsteorien. To hendelser A, B som har positiv sannsynlighet er uavhengige dersom den
betingede sannsynligheten til A gitt B er lik sannsynligheten til A. Med dette som utgangspunkt
ma vi forst si litt om betingede sannsynligheter.

4.1 Betinget sannsynlighet

Eksempel 4.1.1 (Terningkast med informasjon) En terning kastes og det er oppgitt at resultatet er et partall.
Noen rimelige vurderinger er da gitt ved P{1} = 0 (1 er ikke et partall.), P{2} = 1/3 (Det finnes 3 mulige partall.),
og P{2,4,5} = 2/3 (Hendelsen inneholder 2 av de 3 mulige partallene.). Figur 4.1 kan veere en hjelp til a4 forsta
den siste vurderingen.

Anta at vi har et statistisk lovmessig eksperiment, dvs sannsynligheten for en hendelse er det
samme som det relative antall ganger hendelsen inntreffer nar eksperimentet gjentas. Sannsyn-
ligheten P(A|€Q') for at A inntreffer gitt at ' inntreffer er gitt ved & kun telle utfallene innenfor

N

o,

/s

Figur 4.1: Terningkastet resulterte i at " inntraff.
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Q. Dette leder til

n(AnQ) . MA) poanq)
P(A | Q/) = lim T = lim nflz, = P(Q/)

Denne regningen motiverer en generell definisjon. Sannsynligheten til A gitt B defineres generelt
ved

Definisjonen av den betingede sannsynligheten P(A | B) gjelder generelt nar P er en fordeling.
Nar B fikseres gir dette en ny fordeling @ ved Q(A) = P(A| B). Vivil bevise at ) er en fordeling. Vi
har Q(A) > 00g Q(2) = P(2NB)/P(B) = 1. Addisjonsregelen fglger fordi (W; A;)NB = W;(A4;NB)

P((®;A;) N B) _ P(#i(A;NB)) _ 5, P(AiNB) _ 5 P(4;N B)

= ZQ(Az’)-

Eksempel 4.1.2 (Kortstokk) Et kort trekkes fra en kortstokk. Hva er sannsynligheten for at det er et klgverkort
gitt at det er en konge?
Svar a): Utfallsrommet bestar av de fire kongene, og en av disse er klgver. Sannsynligheten er dermed 1/4.
Svar b): Det opprinnelige utfallsrommet kan ogsa brukes ved

P(klgver og konge +
P(Klgver | konge) = % = % 1
(konge) =

Eksempel 4.1.3 (Levealder) Anta at levealderen til en person er gitt ved tettheten
f(£)=3-1077-2(100 — )%, 0 < ¢ < 100.
Hva er sannsynligheten for at en person dgr med en alder mellom 80 og 85 ar gitt at levetiden er > 70 ar? Denne
betingede sannsynligheten kan beregnes ved
P(80 < levetid < 85 N levetid > 70)
P(levetid > 70)

P(80 < levetid < 85) _ [go f(B)dt

Plevetid > 70) — [100 r(4)qp

P(80 < levetid < 85 |levetid > 70) =

)

Definisjonen av P(A | B) har en viktig omskrivning

P(ANB) = P(A| B)P(B).

Mer generelt kan sannsynligheten til snittet av n hendelser finnes ved produktet av n sannsyn-
ligheter ved gjentatt bruk av regneregelen over
PA,N---NA)=PA,|An—1N---NA)P(A_1N---NAy)
=P(A,|An—1N---NAN)P(Ap—1|Ap—2nN---NA)P(A,—2N---NAp)
=PA,|An—1N---NA)P(Ap—1|Ap—2nN---NA) - P(As| A1)P(4y).

Vi tar med et eksempel pa bruk av denne regneregelen.

Eksempel 4.1.4 (Snittet av 4 hendelser ved betingede sannsynligheter) En urne inneholder 5 hvite brikker,
4 sorte brikke og 3 rgde brikker. Hva er sannsynligheten for & trekke sekvensen (hvit, rgd, hvit, sort) nar 4 brikker
trekkes uten tilbakelegning?

Definer hendelsene A; = “hvit trekkes i 1.trekning”, Az = “rgd trekkes i 2.trekning”, A3 = “hvit trekkes i
3.trekning” og A4 = “sort trekkes i 4.trekning”. Den sgkte sannsynligheten er gitt ved (se figur 4.2)

P(A1 NAz N As ﬂA4) = P(Al)P(AQ | A1)P(A3 |A1 ﬂAQ)P(A4 ‘ A1 NAsN A3)

= ————-=0,02.
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Figur 4.2: Betingede sannsynligheter ved trekking av 4 brikker fra en urne.

Figur 4.3: En partisjon av Q.
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Definisjon:
partisjon

Definisjon:
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En familie {A;} av hendelser er en partisjon (= oppdeling) av Q dersom Q = W;A;. En
partisjon med 5 hendelser er illustrert i figur 4.3. Dersom {A;} er en tellbar partisjon av €, sa
fglger det at

P(B) = P(BNQ) = P(BN (¥;4;)) = P(¢;(BNA4;)) =Y P(BNA;)
— ZP(B | A;)P(A;).

Innsetting av dette gir Bayes formel:

_ P(A;NnB) _ P(B|Aj)P(4))
P(4;|B) = P(B) >, P(B|A;)P(A;)

Formelen gir sannsynligheten for A; gitt B ved sannsynlighetene for B gitt A; og sannsynlighetene
for A;. Legg merke til at betingelsene er snudd!

Eksempel 4.1.5 (Valg) Et valg mellom 1 republikaner og 3 demokrater foregar ved at 1 av demokratene velges
ut forst i et primservalg. Sannsynligheten for at demokrat 1, 2, eller 3 vinner primeervalget estimeres til & vaere
henholdsvis 35%, 40% og 25%. Hva er sannsynligheten for at republikaneren blir sittende i Kongressen dersom
republikaneren med sannsynlighet 40%, 35% og 60% vinner et valg mot henholdsvis demokrat 1, 2 og 37

La B vere hendelsen at republikaneren beholder sitt sete etter valget. Hendelsene A, Ag, A3 tilsvarende at
henholdsvis demokrat 1, 2 eller 3 vinner primeervalget gir en partisjon av utfallsrommet. Dermed har vi

P(B) =" P(B|A;)P(A;) = 0,400,354 0,35 - 0,40 + 0,60 - 0,25 ~ 43%.
[3

Eksempel 4.1.6 (Varsellampe) Hva er sannsynligheten for at bilen du kjgrer har for lite olje gitt at oljelampen
lyser rgdt og indikerer at det er for lite olje?
Vi antar at sannsynligheten for at oljelampen lyser ved for lite olje er 99%. Videre antar vi at oljelampen i 2%
av tilfellene lyser uten grunn. Tilslutt antar vi at det er 10% sjanse for at det er for lite olje pa bilen.
Sannsynligheten for at oljelampen lyser er gitt ved

P(varsel) = P(varsel og nok olje) P(nok olje) + P(varsel og lite olje) P(lite olje).
Dette gir den sgkte sannsynligheten

. . P(lite olje og varsel)  P(varsel|lite olje) P(lite olje)
Pite olje] varsel) = P(varsel) - P(varsel)

0,99 0,10
- ’ : ~ 85%.
0,02-0,90 + 0,99 - 0, 10

4.2 Uavhengighet

Hendelsene i familien {A;} er uavhengige dersom vi har den generelle produktregelen

uavhengighet

P(At1 mmAtn):P(AH)P(AIn)a ZJ#Zk fO’f’j?ék

Det viktigste tilfellet er gitt ved at hendelsene A, B er uavhengige dersom P(ANB) = P(A)P(B),
eller ekvivalent dersom P(A|B) = P(AN B)/P(B) = P(A) i tilfellet hvor P(B) # 0.

Dersom A og B er uavhengige er sannsynligheten til A gitt B lik sannsynligheten
til A.

Eksempel 4.2.1 (Uavhengige myntkast) Utfallsrommet tilsvarende n myntkast er gitt ved Q = {k1 ... kn | k; =
K, M}. Hver av de 2™ mulige utfallene er like sannsynlige ved symmetri. Dermed er P(A) =3 ,c 427" La A1 = “K
i l.kast” og A2 = “M i 2.kast”. Daer P(A;) = 2"~1 /2" = 1/2 og tilsvarende er P(A3) = 1/2 og P(A1NA2) = 1/4.
Dette gir P(A1 N A2) = P(A1)P(A2) og det er bevist at hendelsene A; og As er uavhengige. Det kan bevises
tilsvarende at dersom Aj,..., A, er hendelser tilsvarende resultatene i henholdsvis myntkast nummer 1,...,n, sa
er hendelsene Ay, ..., A, uavhengige.
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Tabell 4.1: Vaermelding i forhold til tilsvarende observert vaer.

Mynteksemplet ga et eksempel hvor vi kunne bevise at de gjentatte forsgkene var uavhengige. 1
det neste eksemplet er en antagelse om uavhengighet utgangspunktet for beregning av en sannsyn-
lighet.

Eksempel 4.2.2 (Uavhengige lyskryss) Pa vei til jobben passerer Eva 4 lyskryss. Anta at hvert av lyskryssene
lyser gront 40 sekunder i lgpet av hvert minutt. Anta videre at avstanden mellom lyskryssene er sa stor at hvert
av lyskryssene er uavhengige. Sannsynligheten for at Eva ma stoppe minst tre ganger er da

P{RRRR,GRRR, RGRR, RRGR, RRRG} = P{RRRR} + 4P{RRRG}
= (20/60)* + 4(20/60)3(40/60) = 1/9.

4.3 Oppgaver

26 Tabell 4.1 gir sannsynligheter for snittet av hendelser definert av henholdsvis veeret og den
tilsvarende vaermeldingen til et meterologisk institutt. Hva er sannsynligheten for at det skal bli
sol? Hva er sannsynligheten for regn dersom det var varslet sol? Hvor ofte gjetter instituttet galt?
Hvordan ville du ga frem for & lage en tabell tilsvarende Tabell 4.17

27 La fordelingen P veere eksponensialfordelingen med parameter A. Vis at
P((s+t,00)|(t,0)) = P(s,00).

Hva betyr dette resultatet dersom fordelingen tilsvarer tiden mellom gruveulykker?

28 Hva er sannsynligheten for sekvensen “sort, sort, rgd, hvit, hvit” nar 5 brikker trekkes uten
tilbakelegning fra en urne inneholdende 6 hvite, 4 sorte og 5 rgde brikker?

29 En gambler har tre kort; det 1. er rgdt pa begge sidene, det 2. er blatt pa begge sidene, det 3.
er rgdt pa den ene siden og blatt pa den andre siden. Et kort trekkes tilfeldig og legges pa bordet.
Anta at kortet som vises er rgdt. Gambleren vedder Kr 1000 pa at den andre siden av kortet er
rgdt? Bgr du vedde i mot?

30 En bgyd mynt gir krone med dobbel sa stor sannsynlighet som den gir mynt. Dersom den
viser krone, sa trekkes en brikke fra en urne med 3 hvite og 4 rgde brikker. Dersom mynten viser
mynt, sa trekkes en brikke fra en urne med 6 hvite og 3 rgde brikker. Hva er sannsynligheten for
at mynten viste mynt, nar en hvit brikke ble trukket?
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31 En sort og en hvit terning kastes. Se pa hendelsene A = “odde tall pa den sorte terningen”,
B = “odde tall pa den hvite terningen” og C' = “summen pa terningene er odde”. Vis at hver av
disse hendelsene er parvis uavhengige. Er hendelsene A, B, C' uavhengige?

32 To terninger kastes. Hva er sannsynligheten for at den ene terningen viser dobbelt s& mange
gyne som den andre?

33 Fglgende problem ble stilt til Pascal av de Méré i 1654: Hvor mange ganger ma to terninger
kastes for at sannsynligheten for & fa minst en dobbel 6’er er stgrre enn 1/27

34 Vis at (L‘HZAl) NB= L‘Hi(Ai n B)

35 La A veere en hendelse slik at P(A) > 0. Vis at familien av alle hendelser inneholdt i A
er en hendelsesfamilie i A. Vis at A blir et sannsynlighetsrom med fordeling @ nar vi definerer
Q(B) = P(B)/P(A). Hva er forskjellen pa @ og den betingede sannsynligheten gitt A?

36 Formuler og bevis Bayes teorem.

37 Vis ved a anta uavhengighet at sannsynligheten for at du ma kaste en mynt 10 ganger for
du far krone er lik (1/2)'°. Kan du gi et argument som ikke bygger pa uavhengighet?

38 Skriv opp alle betingelser som skal veere oppfylt for at hendelsene Ay, A5, A3 er uavhengige.
Er hendelsene 0, §, ) uavhengige?

39 Anta at A og B er uavhengige. Er da A og B¢ uavhengige?



Kapittel 5

Kombinatorisk sannsynlighet

In the study of simple games of chance, sampling procedures, occupancy and
order problems, etc., we are usually dealing with finite sample spaces in which the
same probability is attributed to all points. To compute the probability of an event
A we have then to divide the number of sample points in A (“favorable cases”)
by the total number of sample points (“possible cases”). This is facilitated by a
systematic use of a few rules which we shall now proceed to review.

W. Feller (1950)

Kombinatorikk er en gammel gren av matematikken. F eks har Det gamle testamentet refer-
anser til kombinatoriske problem. Avhandlingen Dissertatio de arte combinatoria (1660) skrevet
av Wilhelm Leibniz kan regnes som den fgrste faglige publikasjonen i dette feltet. Hovedproblemet
i kombinatorikken er & telle antall mulige kombinasjoner. Vi vil ha nytte av kombinatorikken for
f eks a fa beregnet antall mulige utfall i en hendelse.

5.1 Multiplikasjonsregelen og permutasjoner

I noen tilfeller er det mulig a illustrere de mulige utfallene med et tre-diagram som i det neste
eksemplet.

Eksempel 5.1.1 (Mynt + Terning) La et eksperiment veere gitt ved at vi forst kaster en mynt. Dersom re-
sultatet er krone, sa kastes mynten en gang til. Dersom resultatet var mynt, sa kastes i stedet en terning. Tre-
diagrammet i figur 5.1 illustrerer de mulige utfallene. Sannsynligheten til enkeltutfallene kan beregnes ved produktet
av sannsynlighetene langs grenene. Sannsynligheten for f eks utfallet m1 er

P(m1l) =P(m i fgrste deleksperiment)-

11
P(1 i andre deleksperiment | m i fgrste deleksperiment) = 56 13

Se pa et eksperiment gitt ved at vi forst utferer et deleksperiment med m mulige utfall. Deretter
utfgres et nytt deleksperiment. Som i Eksempel 5.1.1 kan hvilket deleksperiment som utfgres her
veere avhengig av resultatet i det foregaende. Problemet er sa a avgjore hvor mange mulige utfall
eksperimentet har. Generelt kan dette fort bli en uoversiktlig oppgave. Et tilfelle er imidlertid
enkelt: Dersom det andre deleksperimentet alltid har n mulige utfall, sa har eksperimentet m - n
mulige utfall. Dette er illustrert i figur 5.2 og 5.3. Multiplikasjonsregelen er elementeer, men
fortjener a utheves fordi den er sa viktig.

Multiplikasjonsregelen: Anta at operasjon A og B kan gjores pa hhv m og n
mater. Da kan operasjonen AB (A etterfulgt av B) gjores pa m - n mater.

Vi valgte a formulere multiplikasjonsregelen uten referanse til sannsynlighetesteorien fordi kom-
binatorikken ogsa mer generelt star pa egne ben uten referanse til sannsynlighet. Ved induksjon

39
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PO, al, )= ol

POCni)= 4

PLY=
Pfemay =
F§ a2y =
F{h"g} =
Pleat} =
Fiti} =
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Figur 5.1: Tre-diagram for et spesielt Mynt + Terning eksperiment.
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Figur 5.2: Tre-diagram for multiplikasjonsregelen.
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Figur 5.3: Matrise for multiplikasjonsregelen.

kan det vises at operasjonen A; --- A, kan gjgres pa m; - --m, mater dersom hver A; kan gjgres
pa m; mater. Dette er den generelle multiplikasjonsregelen.

Eksempel 5.1.2 (Passord) Anta at et passord er pa formen bokstav-bokstav-siffer-siffer. Fgrste operasjon er her
a velge en bokstav blant 29 mulige, og de resterende operasjonene er tilsvarende. Multiplikasjonsregelen gir da at
antall passord blir 29 - 29 - 10 - 10 = 67600.

A permutere betyr & bytte om. F eks er alle permutasjoner av abe gitt ved abe, ach, bac, bea,
cab, cba. Dette viser at det finnes 6 permutasjoner av tre elementer. Dette kunne vi ha konkludert
ved hjelp av multiplikasjonsregelen uten a ha skrevet opp alle permutasjonene. Operasjonen A
er a velge a, b eller ¢, dvs den kan gjgres pa tre mater. Operasjonen A, er a velge en av de to
gjenvaerende bokstavene, og operasjonen Aj er a velge den siste bokstaven. Multiplikasjonsregelen
gir da at operasjonen A; A3 A3 kan gjores pa 3-2-1 = 6 mater, dvs det finnes 6 permutasjoner av
3 elementer.

Dette kan generaliseres. Vi definerer n! (les: n fakultet) ved Definisjon:

1
W=n-(n-1)---1 w
og spesielt 0! = 1. Multiplikasjonsregelen gir at det finnes n! permutasjoner av n elementer
ai,as,...,a,: Operasjon A; er a velge fgrste element blant n mulige. Nar dette er gjort velges
andre element blant de n — 1 gjenveerende element. Generelt kan operasjon A; gjgres pan+1—j
mater hvor j = 1,...,n. Spesielt kan da operasjon A,, gjéres pa 1 mate fordi det bare er et element
igjen a velge. Konklusjonen er da at operasjonen Aj --- A, kan gjgres pan-(n—1)---2-1 mater.
Dette betyr at vi kan velge en permutasjon pa n! mater.

Det finnes n! mulige permutasjoner av n elementer. I

La A; veere som i det foregaende. Dersom vi bare gjor operasjon A; til og med operasjon Ay,
sa er resultatet en permutasjon av lengde k fra n elementer. Operasjonen A; - -+ Ay kan gjores pa
nn—1)---(n+1-k)-(n—Fk)---2-1  nl

(n—k)---2-1 - (n—k)!

nn—1)-(n+1—k) =

mater. Vi har dermed bevist at:
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Figur 5.4: Pascals trekant.

Det finnes n!/(n — k)! permutasjoner av lengde k fra n elementer.

F eks finnes det 4 - 3 = 12 permutasjoner av stgrrelse 2 fra mengden {1, 2,3, 4}. Dette kunne ogsa
vaert funnet ved & liste opp alle disse, dvs 12,13,14,21,23,24,31,32,34,41,42,43. Denne siste
metoden blir fort uhandterlig nar n og m er store.

5.2 Binomialkoeffisienter og kombinatoriske sannsynligheter

Pascals trekant i figur 5.4 er gitt ved at hvert tall er gitt ved summen av tallet opp til venstre og
tallet opp til hgyre. Dette gjelder for alle tallene bortsett fra tallet 1 pa toppen (linje 0) nar alle
linjene fylles ut med 0 der det ikke er skrevet noe i Pascals trekant. Ved hjelp av Pascals trekant
kan en beregne koeffisientene i (a 4+ b)". F eks gir linje 5 i Pascals trekant at

(a4 b)° =b° + 5ab* + 10a%b® 4+ 10a®b? + 5a*b + a®.

Definisjon: Tallene i Pascals trekant er binomialkoeffisientene definert ved

(%) n n!

Pascals trekant kan da skrives som i figur 5.5. Spesielt gir figur 5.4 og figur 5.5 at (g) = 10.

Systemet som gir hvordan en linje i Pascals trekant kan regnes ut fra linjen over er gitt ved den

kombinatoriske identiteten
n+1 n n
k+1 k k+1

(Z) + (k | 1) - k;!(nni PR 1)!(nni &+ 1)

Identiteten bevises ved

nl(k +1) nl(n — k)
Mkt D -k kt Dl (kt D) — )

_nlk+1+n—k) (n+1)! _<n+1>
o k+DIn—k)!  (k+Dn—-k)! \k+1/)
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Figur 5.5: Binomialkoeffisientene i Pascals trekant.

Denne kombinatoriske identiteten kan benyttes for a gi et induksjonsbevis av binomialteoremet:

(a+b)" = Zn: (Z) akpnk.

k=0

Eksempel 5.2.1 (Fikset mynt) La p veere sannsynligheten for a fa krone i et enkelt myntkast. Vi vil vise at

sannsynligheten for a fa& m kronesider ved n myntkast er

(M) —prm

La © veere mengden av alle mulige sekvenser w = wq ...wn hvor w; er lik krone eller mynt. Produktregelen gir at
utfallsrommet Q har 2™ mulige enkeltutfall. Nar vi antar at hvert myntkast er uavhengig av de andre, sa fglger det

at

P{w|wi =+ = wm = krone,wpm+1 =+ =wp =mynt} =p" (1 —p)" ™™,

og mer generelt er dette sannsynligheten til hvert enkeltutfall med m kronesider. Vi ma vise at det finnes (7””)

slike enkeltutfall. Dette er det samme som at det skal finnes (::L) ikke-ordnede utvalg av stgrrelse m fra mengden
{1,...,n} hvor det at j blir trukket tilsvarer at w; = krone. Antall ordnede utvalg av stgrrelse m er lik antall
permutasjoner av lengde m, dvs lik n!/(n — k)!. Dermed er antall ikke-ordnede utvalg lik binomialkoeffisienten

n!/[(n — k)'k!].

Det foregaende eksemplet inneholder to resultater som fortjener a utheves.

Antall ordnede og ikke-ordnede utvalg av stgrrelse m fra n elementer er gitt ved
hhv

Fordelingen som ble utledet i Eksempel 5.2.1 er binomialfordelingen. Binomialfordelingen er Definisjon:

definert ved den diskrete tettheten

flk) = (n)pk(l—p)"’“, 0<p<1,k=0,...

k

5.3 Oppgaver

40 Vis ved induksjon at operasjonen A; --- A, kan gjgres pa m,
kan gjgres pa m; mater.

, N

---m,, mater dersom hver A;

binomial-
fordelingen
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41 Hvor mange ledd er det i ekspansjonen av
(a+b+c)d+e+ fllzx+y+utw) ?

Hvilke av leddene aeu, cdx, bef, zvw finnes i ekspansjonen?

42  Stirlings formel gir at
n! ~ V2mn /27,

Bruk Stirlings formel til & approksimere 30! ved fgrst & beregne en approksimasjon til In(30!).
Sammenlign svaret med den eksakte verdien 265252859812268935315188480000000.

43  Skriv opp alle permutasjoner av elementene i mengden {1,2,3,4}. Skriv ogsa opp alle per-
mutasjoner av lengde 2. Hvordan stemmer disse to listene med multiplikasjonregelen?

44  Skriv opp alle ordnede utvalg av storrelse 4 og av stgrrelse 2 fra mengden {1,2,3,4}. Skriv
ogsa opp de tilsvarende ikke-ordnede utvalg. Hvordan stemmer listene med multiplikasjonregelen?

45 Fire menn og fire kvinner skal plasseres i en rad med 8 stoler. Hvor mange plasseringer finnes
det? Hvor mange plasseringer finnes det nar det skal sitte en mann i annenhver stol?

46 Hvor mange linjestykker kan trekkes mellom 5 punkter A, B, C, D, E i planet?

47 La M vere en mengde. En permutasjon p av elementene i M defineres ved at det er en
bijektiv funksjon p : M — M. Dette betyr at p er injektiv (m; # mg = p(m1) # p(ms2)) og
surjektiv ({p(m)|m € M} = M), eller med andre ord at p har en invers p~! som er definert pa
hele M. Skriv opp alle permutasjoner p av elementene i M = {a, b, c}.

48 Prov a gi definisjoner av ordnede og ikke-ordnede utvalg av stgrrelse n fra en generell mengde
M. Vis at definisjonene er rimelige i tilfellet n = 2 og M = {1, 2, 3}.

49 Bruk den kombinatoriske identiteten
n+1 n n
= +
k+1 k k+1
til & bevise binomialteoremet ved induksjon.

50 Bevis at binomialkoeffisientene er naturlige tall.

51 Vis at {1,...,n} har (') delmengder av storrelse m. Bruk dette til & gi et kombinatorisk
bevis av binomialteoremet.

52  Vis at tettheten til binomialfordelingen er en tetthet for utfallsrommet R.

53 Et spill er gitt ved at n personer kaster en mynt. Dersom en spiller far et resultat forskjellig
fra alle de andre, s& er denne spilleren slatt ut av spillet. Hva er sannsynligheten for at en person
blir slatt ut?

54 A somewhat inebriated conventioneer finds himself in the embarrassing predicament of being

unable to predetermine whether his next step will be forward or backward. What is the probability

that after hazarding n such maneuvers he will have stumbled forward a distance of r steps?
Hint: La x og y veere hhv antall skritt forover og bakover. Daerz +y=nogx —y=r.

55 X-ray shows that 6 of Muffy’s 32 teeth have cavities. Unfortunately, her dentist is a bit
myopic and drills 6 of her teeth at random. What is the probability that fewer than half of the
cavities are properly drilled?
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56 Fglgende oppgave (noe modernisert her) ble stilt til Sir Isac Newton av vennen Samuel Pepys
i 1693: Hva er sannsynlighetene for a fa minst en 6’er nar 6 terninger kastes, for a fa minst to 6’ere
nar 12 terninger kastes, og for a fa minst tre 6’ere nar 18 terninger kastes?
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Kapittel 6

Observatorer og tilfeldige variable

“A random variable is a quantity whose values are determined by chance.” What
does that mean? The word “quantity” suggests magnitude - numerical magni-
tude. Fver since rTigor has come to be demanded in mathematical definitions, it
has been recognized that the word “variable”, particularly a variable whose val-
ues are “determined” somehow or other, means in precise language a function.
Accordingly a random variable is a function: a function whose numerical values
are determined by chance. This means, in other words, that a random variable is
a function attached to an experiment - once the experiment has been performed
the value of the function is known.

P.R. Halmos (1950)

Teorien for tilfeldige variable og vektorer star sentralt i sannsynlighetsteorien. I Kolmogorovs
formulering av sannsynlighetsteorien er enhver tilfeldig stgrrelse assosiert til et eksperiment rep-
resentert ved en funksjon definert pa utfallsrommet til eksperimentet. Spesielt vil et tilfeldig tall
identifiseres med en funksjon som tar reelle verdier. I sannsynlighetsteorien kalles en slik funksjon
for en tilfeldig variabel. Generelt gir Kolmogorovs formulering en metode for utledning av nye
sannsynlighetsrom fra et underliggende sannsynlighetsrom.

6.1 Observatorer og fordelingen til en observator

La Q veere utfallsrommet for et eksperiment. I noen situasjoner er det ikke selve utfallet w som
er interesant, men snarere en egenskap 7T'(w) til ufallet. Dersom f eks w er en tilfeldig utvalgt
person fra en befolkning, sa er det alderen T'(w) som er relevant for & finne aldersfordelingen i
befolkningen. Vi velger a diskutere et annet eksempel mer i detalj.

Eksempel 6.1.1 (Antall kron i myntkast med n mynter) Et enkelt myntspill er gitt ved at en person velger
mynt eller krone for deretter & kaste n mynter. Dersom personen valgte krone, sa vinner han alle myntene med
kronesiden opp, og tilsvarende for mynt alternativet. La K veere antall kron i myntkastet. Utfallsrommet Qx =
{0,1,2,...,n} gir de mulige verdiene til K. Vi vil nd vise hvordan fordelingen Pk til dette eksperimentet er gitt
ved symmetriantagelser i et tenkt underliggende eksperiment. Anta at myntene er nummerert. Da er utfallsrommet
Q mengden av de 2™ enkeltutfall som fremkommer ved at mynt 1 kan ta verdien mynt eller krone, mynt 2 kan ta
verdien mynt eller krone, osv. Dersom myntene er identiske og rettferdige, sa folger det at hvert enkeltutfall i dette
underliggende eksperimentet er like sannsynlige. Dette gir da P{w} = 27 ™. Dersom resultatet av myntkastet er w,
sé er antall kron k en funksjon K av w, dvs k = K(w). Antall w som gir k = K (w) er lik antall ikke-ordnede utvalg
av sterrelse k fra {1,...,n}, dvs lik (Z) Direkte argument: 1.kroneside kan plasseres pa n plasser, 2.kroneside kan
plasseres pa n — 1 plasser osv gir n- (n — 1) ---(n — k + 1) muligheter, men rekkefglgen vi plasserer kronesidene i
endrer ikke w, sa vi ma dividere med k!. Dette gir

Pi{k} =P{w|Kw)=k} = Y. P{w}= (:)2—“.
K(o)=k

Dermed har vi funnet fordelingen Py til K. Konklusjonen er at K er binomialfordelt med parameter p = 1/2.
Denne utledningen har vi gjort fgr. Det nye her er at utledningen tar utgangspunkt i funksjonen K.

47
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I det foregaende eksemplet sa vi at vi kunne finne fordelingen til en egenskap ved utfallet i
et eksperiment. Dette kan gjgres helt generelt. Nar T er en funksjon T : Q — Qr, og A er en
delmengde av Qr, sa defineres

“TemzﬂﬂﬂweAw

I konvensjonell matematisk notasjon er (7' € A) = T—!(A). Notasjonen (T' € A) har imidlertid
den fordelen at den har naturlige generaliseringer til tilfeller med flere betingelser. Et eksempel er
gitt ved

(Te A (UeBellerVel))

som er definert lik
{w|T(w) € A, (U(w) € Beller V(w) € C)}.

I konvensjonell matematisk notasjon er overnevnte mengde gitt ved det noe mindre leselige utrykket
(T™HA) N ((UHB) U (VHO))).

La Q og Qr veere utfallsrom utstyrt med hver sin hendelsesfamilie. En observator for € med
verdier i Qr er en funksjon T : Q — Qr slik at (T € A) er en hendelse i Q for enhver hendelse A
i Qp. Det er vanlig a la veere a spesifisere 2. Formuleringen “La S, T, U vaere observatorer” skal
forstas som at det er gitt et underliggende utfallsrom slik at S, T, U alle er observatorer for dette
utfallsrommet. Vi vil konvensjonelt kalle dette utfallsrommet for Q. Mengdene Qg, Qp, Qu der
S, T, U tar sine verdier vil vanligvis spesifiseres. La P vere en fordeling for Q og la T vaere en
observator for 2 med verdier i p. Fordelingen Pr til observatoren T er definert ved

| Pr(A) = P(T € A)|

Vi beviser at Pr er en fordeling for Qp:

1. Fordi T er en observator, sa er (T € A) en hendelse for hver hendelse A. Dermed er Pr(A) =
P(T € A) > 0 veldefinert for alle hendelser A i Q.

2. Fordelingen Pr er normalisert fordi Pr(Qr) = P(T € Qr) =1 pga (T € Qr) = Q.

3. Identiteten
(T S L‘!‘JlA7) = L‘!‘Ji(T S A,)

gir Pr(w;A;) = P(W;(T € A;)) =Y, PrA;. Dette viser at Pr oppfyller addisjonsloven.

En observator T er enkel dersom den tar et endelig antall verdier tq,...,t,. Fordelingen til
T er da gitt ved den diskrete tettheten

fT(t):PT{t}:P(T:t):P{w|T(w):t}v t:tlw"vtn~

Dette resultatet har en naturlig generalisering.

Fordelingen til en observator som tar et tellbart antall verdier er diskret. I

6.2 Tilfeldige variable, vektorer og uavhengighet

Tallinjen R er antagelig det utfallsrommet som benyttes oftest, direkte eller som en byggekloss.
Dersom ikke annet er sagt sa er det alltid underforstatt at tallinjen er utstyrt med den minste
hendelsesfamilien som inneholder alle intervall. Familien av hendelser i R er dermed lik familien av
Borel-mengder i R. La det veere underforstatt at et underliggende utfallsrom er gitt. En tilfeldig
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variabel er en observator som tar reelle tall som verdier. Dersom () er det underliggende utfall-
srommet, sa betyr dette spesielt at en tilfeldig variabel X er en funksjon X : Q@ — R. Antagelsene
i definisjonen sikrer ogsa at sannsynligheten

P(a < X <) = Px|a,b]

er veldefinert for alle intervall [a, b]. Dette folger fordi (a < X < b) = (X € [a,b]) er en hendelse i
Q fordi intervallet [a, b] er en hendelse i R. Mer generelt har vi fglgende resultat.

Fordelingen til en tilfeldig variabel er en fordeling for tallinjen. I

La @ veere en fordeling for R. Fordelingsfunksjonen G til Q er definert ved G(z) = Q(—o0, z].
Fordelingsfunksjonen har fglgende egenskaper:

1. Forz e Rer 0 < G(x) < 1.

2. limy—,_ oo G(z) = 0 og lim,_,oc G(z) = 1.
3. G er monotont voksende.

4. G er kontinuerlig fra hgyre.

En fordelingsfunksjon for tallinjen er definert til & veere en funksjon som har egenskapene over.
Det kan bevises at dersom G er en fordelingsfunksjon, sa finnes en unik fordeling @ for tallinjen
som har G som fordelingsfunksjon. Utgangspunktet for beviset er sammenhengen

Q(a,b] = G(b) - G(a).

Beviset finnes i mer videregaende bgker i sannsynlighetsteori eller generell integrasjonsteori. Kon-
klusjonen er verdt a utheve.

Det er 1-1 korrespondanse mellom mengden av fordelinger og mengden av fordel-
ingsfunksjoner for tallinjen.

Et hovedpoeng med innfgringen av fordelingsfunksjoner er at det typisk er lettere a spesifis-
ere en fordeling ved a angi fordelingsfunksjonen fremfor a definere fordelingen direkte. Dette var
ogsa poenget med innfgringen av tettheter, men fordelen med fordelingsfunksjonene er at disse er
definert for enhver fordeling for tallinjen. Pa figur 6.1 er det skissert tre mulige fordelingsfunksjon-
er. Fordelingsfunksjonen Fx og tettheten fx til en tilfeldig variabel X er ved definisjon lik hvv
fordelingsfunksjonen og tettheten til fordelingen Px til X. Dette betyr at

Fx(z) = P(X < x).

Dersom X har en kontinuerlig fordeling, sa gir analysens fundamentalteorem at
fx =Fx.

Vi skal se at dette resultatet er meget anvendelig for beregning av tettheter til tilfeldige variable.

La X,Y vere tilfeldige variable. Da kan vi definere en observator 7' = (X,Y) ved T(w) =
(X (w),Y (w)). For hvert utfall w er da T'(w) en vektor i vektorrommet R?, dvs et punkt i planet.
Dette har en naturlig generalisering. FEn tilfeldig vektor er en observator som tar verdier i et
vektorrom. Spesielt betyr dette at T'(w) er en vektor for alle utfall w i Q. Hendelsesfamilien i
vektorrommet skal veere valgt slik at dersom S og T er to tilfeldige vektorer med verdier i samme
vektorrom, sa definerer lineserkombinasjonen aS(w) + ST (w) en ny tilfeldig vektor U = aS + GT.
Dersom ikke annet er sagt, sa er hendelsesfamilien til R? gitt som den minste hendelsesfamilien
som inneholder alle rektangler.

Definisjon:
fordelings-
funksjon

Definisjon:
Fx, f:r

Definisjon:
tilfeldig
vektor
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Figur 6.1: Tre typer fordelingsfunksjoner.
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A>j

Ax b

Figur 6.2: Produktet av to intervall er et rektangel.

La Ti,...,T, veere observatorer. Da kan vi definere en observator T = (T4,...,T,) ved
T(w) = (Th(w),..., Th(w)). Simultanfordelingen til observatorene Ty,...,T, er ved definisjon
lik fordelingen til observatoren T = (Ty,...,T,). Spesielt er simultanfordelingen til to tilfeldige
variable X,Y gitt ved

nyy(A X B) = P(X eAY e B)

Produktet A X B av to mengder er definert ved
Ax B={(a,b)|a € A,bec B}.

Spesielt er A x B et rektangel dersom A og B er intervall. Dette er illustrert i figur 6.2. Den
stmultane fordelingsfunksjonen Fxy til X,Y er definert ved

Fx y(z,y) = Pxy((—00,z] X (—00,y]) = P(X <z,Y <y).

La h veere en funksjon definert pa mengden
A={(z,y)|a <z <b, flz) <y<gla)}

i planet. En slik mengde kalles y-enkel fordi enhver linje paralell med y-aksen snitter mengden i
et intervall. Et eksempel er vist i figur 6.3. Integralet over en z-enkel mengde kan beregnes ved

itterert integrasjon
b g(x)
J[neizay= [ ([ wia s
4 z=a Jy=f(z)

Noen mengder er bade z-enkle og y-enkle og dette gir en verdifull frihet i valg av integrasjon-
srekkefplge. Mer generelt kan integralet over mengder i planet beregnes ved a splitte opp mengden
i mengder som er enkle.

To tilfeldige variable X,Y er simultant kontinuerlig fordelt dersom (X,Y) er kontinuerlig
fordelt, dvs dersom det finnes en fxy slik at

Pxy(A) = / / Ixy(z,y)dzdy.
A

Definisjon:
simultan-
fordeling

Definisjon:
AxB

Definisjon:
Fxy

Definisjon:
simultant
kontinuer-
lig

fordelt
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Figur 6.3: En y-enkel mengde.

Funksjonen fx y er sannsynlighetstettheten til (X,Y), og simultantettheten til X,Y. Det folger
at 52
=—Fxy.
Ixy ozdy XY
Dersom vi kjenner fordelingen til (X,Y") kan vi finne fordelingen til X og til Y. Fordelingen til
X er gitt ved
Px<A) = P(X e AY e R) = PX’y(A X R)

Fordelingen til Y finnes tilsvarende. I denne sammenhengen kalles fordelingen Px for marginal-
fordelingen til X .

Dersom X,Y er simultant kontinuerlig fordelt, sa er X og Y kontinuerlig fordelt. Sannsyn-
lighetstettheten til X, den marginale tettheten til X, er gitt ved

Ix(z) = /00 Ixy (@, y)dy

=—00

Dette bevises ved derivasjon av

t= =—00

Fx(z)=P(X<z)=P(X<zYeR)= /90 /00 fxy(t,y)dydt.
oo Jy

Tettheten til Y finnes tilsvarende.

Dersom Xj,..., X, er tilfeldige variable, sa er T' = (X1,...,X,) en tilfeldig vektor i R".
Simultanfordelingen til Xi,...,X,, er Px, . x, = Pr, dvs lik fordelingen til (X3,...,X,). De
foregaende definisjonene for X,Y generaliseres tilsvarende.

Observatorene T} og T» er uavhengige dersom P(T) € Ay, Ty € Ay) = P(Ty € A1) P(Ty € As)
gjelder for alle hendelser A1, As. Dette kan generaliseres. En familie {T;} av observatorer er en
familie av uavhengige observatorer dersom produktregelen

P(T;, € Ay,...,T;, € A,) =P(Tj, € A)---P(T}, € Ay)

gjelder for distinkte ji,...,jn. Folgende konsekvens er spesielt viktig:

Dersom de tilfeldige variablene X7, ..., X,, er uavhengige med tettheter fx,, sa
er

X (@1, ) = fx (1) - fx, (@n).
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Vi har tidligere definert uavhengighet for hendelser. Det kan vises at familien {A;} av hendelser
er uavhengig hvis og bare hvis familien {14, } av indikatorvariable er uavhengig.

Vi konkluderer med en definisjon som vil bli brukt mye i det etterfglgende. Observatorene Definisjon:
Ti,...,T, er et tilfeldig utvalg av stprrelse n fra fordelingen Q) dersom de er uavhengige og Pr, = tilfeldig
-+~ = Pp = Q. Dersom @ har en tetthet f, sa vil vi si at T1,...,T), er et tilfeldig utvalg fra utvalg
tettheten f.

6.3 Oppgaver

57 Finn fordelingen Py til observatoren Y for utfallsrommet 2 = {(1,2,0),(2,1,3),(4,1,1)} nar
Y(z,y,2) =x +y+ 2. Er Y en tilfeldig variabel?

58 LaT:Q—Qpr. Visat (1) (Te€ A% = (T € A)°og (ii) (T € U;4;) = U (T € A;).
Dette beviser at familien av mengder A slik at (T' € A) er en hendelse er en hendelsesfamilie i
Qr.
59 Bevis at (T S H’JiAi) = H’Ji(T S Al)
60 Vis at fordelingen til en observator som tar et tellbart antall verdier er diskret.

61 Hvorfor er [0,1] U [10,15] en hendelse i utfallsrommet R?

62 Anta at 5 personer, inkludert deg selv og en venn, stiller seg tilfeldig opp pa en rekke. La Y’
veere antall personer mellom deg og vennen. Finn tettheten til den tilfeldige variabelen Y.

63 La Y veare antall ess en pokerspiller mottar blant de fem forste kortene han blir tildelt. Tegn
opp fordelingsfunksjonen til Y.

64 Hva er en tilfeldig variabel X? Hva betyr det at Fx er fordelingsfunksjonen til X7

65 Tegn grafen til en fordelingsfunksjon hvor den tilhgrende fordelingen hverken er kontinuerlig
eller diskret.

66 Prov a bevise at fordelingsfunksjonen F'x til en tilfeldig variabel har egenskapene
1. Forz e Rer 0 < Fx(z) <1.
2. lim, .o Fx(z) =0 og lim, .o Fx(z) = 1.
3. Fx er monotont voksende.

4. Fx er kontinuerlig fra hgyre.
67 En tilfeldig variabel Y har en fordelingsfunksjon gitt ved

0 y<0
Fy(y)=qy* 0<y<1
1 y>1

Finn tettheten fy til Y. Beregn sannsynligheten P(% <Y < i)
68 Hva er en tilfeldig vektor? Vi skal senere definere hva som menes med et konfidensintervall

J. Spesielt er et konfidensintervall et tilfeldig intervall. Prgv & gi en definisjon av hva som menes
med at J er et tilfeldig intervall.
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69 Hva menes med en z-enkel mengde? Tegn en z-enkel mengde i planet. Hva tror du er defin-
isjonen av en z-enkel mengde i rommet?

70 La X vere en tilfeldig variabel med kontinuerlig fordeling. Definer Y = 2X. Er da X,Y
simultant kontinuerlig fordelt?

71 La en diskret tetthet veere definert ved

fX,Y(wvy) = cry, (x,y) € {(17 1)7 (27 1)7 (27 2)7 (37 1)}

Finn konstanten c¢. Finn den marginale tettheten til X.

72 La X og Y vare hhv antall konger og antall damer som trekkes nar fire kort trekkes fra en
kortstokk. Finn tettheten fx y.

73 Se pa eksperimentet gitt ved at en mynt og en terning kastes samtidig. La X veere antall
kronesider som vises og la Y veere antall gyne som vises pa terningen. Definer utfallsrommet
Q tilsvarende dette eksperimentet. Hvordan er funksjonene X og Y definert nar disse skal veere
observatorer for 2? Finn Fx y (1,2) og gi en tolkning av dette tallet. Hvordan vil grafen til Fix y
se ut?

74 Finn fx og fy nar

1
fxy=-,0<y<z, 0<z<l.
x

75 Vis at dersom
fxiox, (@, xn) = fx (1) - fx, (@),

sa er Xy,...,X, uavhengige.
76 Anta at levetiden X (i timer) til en lyspeere har en tetthet

1

fx(z) = me_ﬁ’“-

Finn simultantettheten fx, x, x, x, tilsvarende levetidene til fire lyspeerer innstallert i et kontor.
Hva er sannsynligheten for at alle fire fortsatt lyser etter 1050 timer?

77 Hva betyr det at X1,...,X,, er et tilfeldig utvalg fra binomialfordelingen med parametre
p =1/2 og n = 10?7 Finn simultantettheten til X7,..., X,,.

78 TFinn konstanten k nar
fxy@,y) =k 0<2,y<1, 24+y<1

er simultantettheten til X, Y. Gi et geometrisk argument som viser at X og Y ikke er uavhengige.
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Forventningsverdi

The relative frequency of the repetition is the “measure” of probability, just as
the length of a column of mercury is the “measure” of temperature.
R. von Mises (1950)

La x1,...,z, vere resultatet vi far ved & gjenta et statistisk forsgk n ganger. Selv om resulatet
x; varierer fra gang til gang, sa vil noen typer eksperiment veere statistisk lovmessige ved at

middelverdien
xl + P + x’I’L

n

T =

konvergerer mot et tall i nar n vokser. Dette tallet y er eksperimentets empiriske forventningsverdi.
Anta at eksperimentet over kan modeleres ved et tilfeldig utvalg Xi,..., X, fra en fordeling

P. Det kan da bevises at

Xi(w) + -+ Xn(w)

n

X(w) =

konvergerer mot forventningsverdien E(X) nar n vokser. Dette konvergensteoremet kalles store
talls lov. I det fplgende vil forventningsverdien E(X) defineres og droftes. Spesielt vil det framga
at E(X) ikke avhenger av w. Ved identifiseringen X;(w) = x; folger det derfor at store talls lov gir
en forklaring pa den observerte lovmessigheten til Z ved at p = E(X).

Dersom vi lar Y; = 14(X;), sa gir store talls lov at det relative antall ganger (= 3) hendelsen
(X; € A) inntreffer konvergerer mot sannsynligheten til denne hendelsen (= E(14(X)) = P(X €
A)). Store talls lov kan dermed sees som en forklaring pa R. von Mises tolkning av den observerte
relative frekvensen som en maling av sannsynligheten til en hendelse.

7.1 Definisjon av forventningsverdi og substitusjonsforme-
len
La X vaere en tilfeldig vektor for utfallsrommet 2 utstyrt med fordelingen P. Spesielt kan X vaere

en tilfeldig variabel.
Forventningsverdien E X til X er definert ved integralet

E[X] = /X(w)P(dw).

Notasjonen E(X) er mao en kort skrivemate for integralet av X med hensyn pa fordelingen for
utfallsrommet. I det fglgende vil vi indikere hvordan det generelle integralet over er definert.
Dersom X tar verdiene x1,...,%,, sa er integralet definert ved

/ X(@)Pld) = S eP(X = 22).

95

Definisjon:
EX

Definisjon:

J X (w)P(dw)
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Dermed har vi gitt mening til forventningsverdien til en enkel tilfeldig vektor. Spesielt folger det

at
P(A) =E(1a)

Generelt kan integralet defineres ved

/X P(dw) —hm/X

hvor X7, Xo, ... er en folge enkle tilfeldige vektorer som konvergerer mot X. Fordi hver X; er enkel
er dermed det generelle integralet definert som en grense av endelige summer.

For beregning av forventningsverdier er det spesielt to tilfeller som er viktige. Dersom P er
kontinuerlig med en tetthet f, sa kan det bevises at

— [ X

Dersom P er diskret med tetthet f, sa kan det bevises at

X]=) X(w)fw)

Disse to tilfellene viser at den generelle definisjonen av forventningsverdi generaliserer bade sum-
masjon og Riemann-integralet.

Metoden med substitusjon for beregning av Riemann-integralet har en generalisering. La P
veere en fordeling for utfallsrommet 2, og la T" vaere en observator for {2 med verdier i utfallsrommet
Qr. Anta tilslutt at ¢ er en tilfeldig vektor for utfallsrommet Q7. Det kan da bevises at fglgende
formel for variabelskifte holder generelt

/ H(T(w)) Pdw) = / o(t) Pr(dt).

Et bevis av substitusjonformelen for tilfellet at P er diskret er gitt ved

Z(b W)IP{wy =Y > ¢(Tw)P{w} = Zaﬁ Y. Ploy =) o¢)P(T =1).

t T(w)=t T(w)=t

Spesielt har vi benyttet at dersom P er diskret, sa er Pr diskret med tetthet

fr(t)=Pp{t} =P(T=t)= Y Plw}.

T(w)=t

Konsekvensen av det generelle tilfellet er meget sentral i sannsynlighetsteorien og verdt a
understreke.

Forventningsverdien til en funksjon av en observator er lik integralet av funksjo-
nen mhp fordelingen til observatoren.

Tilfellet T'= X og ¢(X) = X gir spesielt

EX = /xPX(da:)

Formelen for substitusjon betyr at det i mange sammenhenger er ungdvendig a spesifisere det
underliggende sannsynlighetsrommet 2. Det er tilstrekkelig a spesifisere fordelingen til 7. Derfor
er det lett a glemme hva en observator er. Vi repeterer:

En observator T er en funksjon T : Q — Qrp slik at (T € A) er en hendelse for enhver hendelse
A.
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Fordelingen Pr er kun én av egenskapene til T'. Det er f eks umulig a avgjgre om T er uavhengig
av en gitt hendelse A 1 ) dersom vi bare kjenner fordelingen til 7. Et annen demonstrasjon er
gitt ved den sedvanlige antagelsen om at Xi,..., X, er et tilfeldig utvalg. Antagelsen innebaerer
at alle X;’ene har lik fordeling, men antagelsen innebeaerer slett ikke at variablene er like.

Definisjon: Vi innforer notasjonen

Er Er(¢) = / o(t) Pr(dt).

Her er integralet pa hgyresiden veldefinert fordi Pr er en fordeling. Da kan substitusjonsformelen
formuleres uten integraltegn.

Substitusjonsformelen: E(¢(T')) = Ep(¢).

7.2 Forventningsverdier av summer og produkt

En meget viktig egenskap til forventningsverdier er at de kan tas ledd for ledd, dvs

[E(aX +bY) =aEX +bEY.|

Egenskapen er sa viktig at den fortjener et eget navn. Vi sier at operatoren E er lineszer. Navnet
operator forklares ved at E “opererer” pa en tilfeldig vektor X, og gir en vektor E X . Regneregelen
over er som om vi multipliserer med E fra venstre. Dette er en av grunnene til at vi tillater oss a
skrive E X fremfor & benytte funksjonsnotasjonen E(X).

I det overstaende er det underforstatt at Z = aX +bY er definert ved Z(w) = aX (w) 4 bY (w).
For at E(aX + bY') skal gi mening, ma det derfor bevises at Z er en tilfeldig vektor. Vi utelater
beviset her.

Anta at P er diskret. Da kan vi skissere beviset av at E er lineger:

E(aX +bY) =) (aX(w) +bY ())P{w} =a ) X(w)P{w}+b> Y(w))P{w} =aEX +bEY.

Dersom X og Y er uavhengige, sa gjelder produktregelen: E(XY) = E(X)E(Y).

LaT = (X,Y) og ¢(t) = ¢(x,y) = zy. Uavhengighet gir Px y (A x B) = Px(A)Py(B) og en
skisse av beviset av produktregelen er gitt ved

E(XY) = E¢(T) = By é — / (1) Pr(dt) = / 6(w, ) Px.y (dady)
= /y[/xPx(dar)}Py(dy) = /y EX Py(dy)=EX EY.

Variansen til en tilfeldig vektor X er definert ved Definisjon:

Var X
Var X = E(X —E X)%

Notasjonskonvensjonene px = E X og ox = v Var X er vanlige. Stgrrelsen ox er standardavviket
til X.
Alternativt kan variansen beregnes ved formelen

VarX =EX2 — 1|

Beviset er gitt ved

Var X = BE(X — px)? = B(X? - 2Xpux +p%) =EX? - 2E Xpux + pk = EX? — u%.
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Figur 7.1: Tyngdepunkt til en fordeling.

Generelt gjelder regneregelen

’VaraX = aQVarX.‘

Dersom X og Y er uavhengige, sa gir produktregelen at

| Var(X +Y) = Var X + VarY’|

Vi overlater til leseren a bevise de to sistnevnte regnereglene.

Eksempel 7.2.1 (Middelverdi) La X vere enkel med verdier z1,...,zn og P(X = x;) = 1/n (uniform fordel-
ing). Da er forventningsverdien px lik middelverdien Z:

= T+t
uX:EX:ZmZ-P(X:xi):¥:5

" n

=1

Det fremgar av dette at forventningsverdi kan sees som en generalisering av middelverdi. Variansen beregnes

tilsvarende 9 5
ok =VarX —=BX2— % =0T 2t g
n
Dersom definisjonen benyttes direkte finnes
I _7)2
Var X = B(X — px)? = (@1 =274+ (@0 =) _ z —7)2
n

For vilkarlige =1, ...,xy, har vi altsa at

(x —7)2 =22 — 72

7.3 Geometrisk tolkning av forventningsverdi og varians

La p veere en massetetthet i planet. Tyngdepunktet til et legeme beskrevet av denne massetettheten

er definert ved
_ ff(ﬂc1,x2)p(x1,x2)dx1dx2

o I [ p(z1, x2)dzrdzs
Geometrisk sier tyngdepunktet spesielt noe om hvor legemet er som pa figur 7.1 For en sannsyn-
lighetstetthet er totalsannsynligheten (jf totalmassen) lik 1. Analogien med massetetthet gir at
forventningsverdien E X kan sees pa som tyngdepunktet til fordelingen Px.

Tilsvarende kan variansen Var X sees pa som treghetsmomentet til fordelingen Px om tyn-
gdepunktet. Som pa figur 7.2 fglger det at variansen Var X er et mal pa spredningen til fordelingen
Px.

Merk: P(X = px) = 0 er mulig, ogsa nar X er diskret fordelt. Dette kan sammenlignes med
at tyngdepunktet til et legeme godt kan ligge i et hull i legemet som pa figur 7.1.
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Litew variang

Stor Vatrtiang

Figur 7.2: Variansen = Treghetsmoment om tyngdepunktet til en fordeling.

7.4 Beregning av forventningsverdi og varians

Fglgende eksempler viser at beregning av forventningsverdier kan gjgres pa andre mater enn ved
direkte integrasjon eller summasjon.

Eksempel 7.4.1 (Forventningsverdi og varians til en Bernoulli variabel) La Z vere Bernoullifordelt med Definisjon:

parameter p, dvs P(Z =1) =p og P(Z =0) = (1 —p). Daer Bernoulli-
1 fordelt
EZ=) z2P(Z=2)=p
z=0

1
Var Z = Z 22P(Z =z) —p? =p(1 —p)
z=0

Det forste integralet kunne beregnes direkte ved definisjonen fordi Z er en enkel variabel. Det andre integralet ble
beregnet ved substitusjonsformelen, dvs variabelen w ble erstattet av variabelen z = Z(w).

Eksempel 7.4.2 (Forventningsverdi og varians beregnet ved variabelskifte) La X vere binomialfordelt
med parametre (n,p), dvs

fx(z) = (Z)px(l —p)" T x=0,...,n.

Definer variabelen Y = Z1 + --- + Z,, hvor Zi,...,Z, er et tilfeldig utvalg fra en Bernoullifordeling Pz med
parameter p. Det kan da bevises at Y er binomialfordelt med parametre (n,p). Dette gir

EX=EY =E(Z ++Zn) =nEZ =np
Var X = VarY = Var(Z1 + -+ Zn) =nVar Z = np(1l — p)

Poenget her er igjen substitusjonsformelen som gir at forventningsverdien til ¢(X) er lik forventningsverdien til
¢(Y) nar X og Y har lik fordeling.

Eksempel 7.4.3 (Forventningsverdi beregnet ved normaliseringen) La X vere binomialfordelt med parame-
tre (n,p). Da er

n

n n
: . 1, .
EX = ﬂc(n)p’“(l -p)"TT =) ﬂc<n)p’“(1 -p)" " =pny <n )p’“*l(l -p)"
z=0 z =1 z =1 z—1

=pn i (n; 1)1)'“(1 -p)" "% =pn.
k

Den siste likheten fglger fordi sannsynlightestettheten til en binomialfordelt variabel med parametre (n — 1,p) er
normalisert. Dette normaliseringstrikset kan ogsa benyttes ved beregning av enkelte integral.

Den momentgenererende funksjonen Mx og den karakteristiske funksjonen ¢x er definert ved Definisjon:
. MX7 ¢X
Mx(t) =EeX | ¢x(t) =Ee'™™ i=+v—1.

Den karakteristiske funksjonen ¢x eksisterer alltid, mens eksistens av den momentgenererende
funksjonen My avhenger av fordelingen til X. All informasjon om fordelingen til X er inneholdt
i hver av disse funksjonene.

Fordelingene til to tilfeldige variable er like hvis og bare hvis de karakteristiske
funksjonene er like.
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Dette gir en metode for beregning av fordelinger som vi skal se eksempler pa senere. Derivasjon
gir
d
M) = (4 E(etX))to _ (B(xetX)),  —BX.

Ved a derivere n ganger finnes mer generelt

EX"=MM0), ¢(0)=E(GX)"

Eksempel 7.4.4 (Derivasjon av den momentgenererende funksjon) La X vare binomialfordelt med parame-
tre (n,p). Binomialteoremet gir

Mx(t) = Ee'* = zn: e'® (Z)pm(l -p)" T = zn: (Z) (€p)*(1=p)" "% = (e'p+1-p)"
=0 =0

Dermed har vi enda en alternativ beregning av forventningsverdi og varians:

EX = My (0) = (n(e'p+ 1 — p)" 'p)ico = np, VarX = M (0) — (np)? = --- = np(1 — p)

7.5 Chebyshevs ulikhet

Chebyshevs ulikhet

P(IX — px| > tox) <1/t

gjelder generelt for enhver tilfeldig vektor X. Ulikheten gir at sannsynligheten for at utfallet i
utfallsrommet Q x faller lenger enn ¢ ganger standardavviket unna forventningsverdien er begrenset
av 1/t2. Dette er dermed en presisering av i hvilken forstand standardavviket méler spredningen
av utfallene.

Chebyshevs ulikhet bevises ved fglgende beregning;:

X — Hmx X - mx
P(IX = px| 2 t0x) = Elqx—puypion) < B ) L(xnxjto0) < B(F25)7 = 1/¢.
ox tox

Ulikhetene over fglger av at E er en monotont voksende operator, dvs

Y<Z = EY<EZ|

Anta at Xy,..., X, er et tilfeldig utvalg fra en fordeling Px. Vi kan da beregne
EXi+---+EX,

EX = = px
n
DR 2
Var ¥ — Var X7 + . + Var X, _ 0k
n n

Spesielt fglger det at o o
Var X = E(X — pux)? — 0

nar n vokser, dvs at middelverdien X i en viss forstand konvergerer mot forventningsverdien E X.
Denne typen konvergens kalles L2 konvergens, og vi har bevist at

. X1+"’+Xn
lim ————

n— o0 n

=EX (L? - konvergens).

Dermed har vi bevist en svak versjon av store talls lov.
Innsetting av ¢t = €/o gir en reformulering:

o%
P(|X —px|>¢€) < 2
Reformuleringen av Chebyshevs ulikhet gir at vi ogsa har en annen type konvergens
P(|X — px|>€) —0.

Denne typen konvergens kalles konvergens i sannsynlighet. Konklusjonen er dermed at Chebyshevs
ulikhet gir en svak versjon av store talls lov.
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7.6 Oppgaver

79 Visat P(A) =E14 ved & observere at 14 er en enkel tilfeldig variabel.

80 En urne inneholder 5 rgde og 4 hvite brikker. La X veere antall rgde brikker vi far nar vi
trekker 3 brikker med tilbakelegning. Finn forventningsverdien E X og variansen Var X. Gi en
tolkning av E X. Pa hvilken mate er substitusjonsformelen benyttet i beregningene over?

81 La T vere en enkel observator. Bevis substitusjonsformelen E¢(T) = Ep ¢ ved a bruke
definisjonen av integralet av en enkel tilfeldig vektor.

82 Anta at X er uniformt fordelt pa intervallet [a, b]. Beregn E X.
83 Vis at E er lineser ved a anta at P er kontinuerlig.
84 Ti terninger kastes. Finn forventningsverdien til summen av antall gyne.

85 La X = 3X1 + 4X2 + 2X3 hVOI‘
6

xT

Ix, (z) = ( )(1/3)“”(2/3)6—“ z=0,1,...,6

e~44”
fX2(x): 7 z=0,1,2,...

fx;(x) =57 2> 0.
Finn E X.

86 La X veere antall kort som ma deles ut for det kommer et ess. Finn E X og gi en tolkning
av resultatet.

87 Antaat fxy(z,y)=e*Y, 2,y >0. Finn E(X +Y).

88 Anta at Xi,...,X,, er uavhengige og kontinuerlig fordelte variable. Vis at E(X;---X,,) =
E(Xy)---E(X,). Vis at ¢(X1, X2) og (X3) er uavhengige tilfeldige variable.

89 La fx(x) =2/2% x > 1. Vis at X ikke har endelig varians.

90 La p veere en vektor. Definer en tilfeldig vektor X ved X (w) = p. Vis at X er uavhengig av
enhver observator.

91 Anta at X og Y er uavhengige. Bevis regneregelen Var(aX + bY) = a? Var X + b* Var Y.

92 LaEX =poglaVarX =02 Vis at

X - X -
E( “):00g Var< “):1.
ag g

93 La X veere en enkel tilfeldig vektor med verdier z1,...,z, i rommet R®. Gi en tolkning
av E X og Var X nar fordelingen Py tolkes som massefordelingen til et system av partikler med
posisjoner i, ..., Zy,.

94 La X, X, veere uavhengige binomiske variable med parametre hhv (nq, p1) og (ne, p2). Finn
E(4X +6Y) og Var(4X + 6Y).
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95 La X vare uniformt fordelt pa intervallet [0,2]. Finn den momentgenererende funksjonen
Mx. Beregn E X" direkte og ved bruk av Mx for r = 0,1,.... Benytt resultatet sammen med
binomialteoremet og regn ut E(X — E X)°.

96 Anta at X er Poisson-fordelt, dvs
—)\)\a:

Ix(z) = p r=0,1,2,...

Finn Mx og benytt denne til & beregne E X og Var X.

97 Anta at fx(z) = e ",z > 0. Bruk Chebyshevs ulikhet til & finne en gvre skranke for
sannsynligheten for at X tar en verdi mer enn 2 standardavvik unna forventningsverdien. Beregn
denne sannsynligheten og kommenter resultatet.
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Beregning av tettheter og
betingede tettheter

This task would have been a rather hopeless one before the introduction of
Lebesgue’s theories of measure and integration. However, after Lebesque’s publi-
cation of his investigations, the analogies between measure of a set and probabil-
ity of an event, and between integral of a function and mathematical expectation

of a random variable, became apparent.
A.N. Kolmogorov (1933)

Beregningen av fordelingen til en observator for et eksperiment er et hovedproblem i sannsyn-
lighetsteorien. I enkle tilfeller kan dette gjores direkte ved definisjonen, f eks ved kombinatoriske
argument. Generelt er dette imidlertid et vanskelig problem, og vi skal se pa flere metoder.

Teorien for betingede sannsynligheter kan utvides til en teori for betingede forventningsverdier.
Vi skal se hvordan dette kan gjgres i noen tilfeller ved hjelp av betingede tettheter.

8.1 Funksjoner av observatorer

En observator S er basert pa en observator T dersom S er en funksjon av T, dvs dersom det Definisjon:
finnes en funksjon ¢ slik at basert pa

Vi benytter notasjonen S = ¢(T'). Fordelingen til S er gitt av fordelingen til T' ved formelen

]pSA = Pr(¢ € A)\

Likheten over kan begrunnes ved
(S €A)={w[o(T(w)) € A} ={w|T(w) € {t]o(t) € A}} = {w|T(w) € (¢ € A)}
=T e(¢pcd)

Konklusjonen er:

Fordelingen til en funksjon av en observator er gitt av funksjonen og fordelingen
til observatoren.

Poenget i det overstaende er at selv om Pg er definert ved hjelp av P og S, sa er Pg entydig
gitt av Pr og ¢. Vi trenger derfor ikke kjenne P for & beregne Pg! Resulatetet er illustrert i
figur 8.1 sammen med en antydet modell for terningkast. Resultatet tilsvarer at forventningsverdien
E ¢(T) = Ep ¢ kan beregnes nar Er er kjent uten at E er kjent. Faktisk er resultatet for fordelingene
et spesialtilfelle av substitusjonsformelen for forventningsverdier.

63
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Figur 8.1: Funksjon av en observator.
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T

X+y=2

A

Figur 8.2: Integrasjonsomradet ved konvolusjon.

8.2 Beregning av tettheter

Anta at S = ¢(T') er kontinuerlig fordelt. Da er tettheten til S gitt ved

fs(s) =Fs(s) = —Pr(¢ < s).

Dette er metoden med fordelingsfunksjonen. Metoden med fordelingsfunksjonen er ofte den
mest anvendelige metoden for a finne en tetthet.

Eksempel 8.2.1 (Tettheten til aX + b) Vi vil finne tettheten til Y = aX + b nar vi antar at X er kontinuerlig
fordelt. Vi antar a > 0. Tettheten finnes ved

d d [ d 4t
fy(@y) = —PlaX +b<y)=— Ix(z)dz = — fx (z)dz
dy Ay J{z| az+b<y} dy J -0

d b b1
= () = i ()
Y a a a

Tilfellet a < 0 kan behandles tilsvarende. Tilsammen har vi resultatet

Dersom Y = aX + b, sa er

1

la|

Fr ) = fx ()

Spesielt gir beviset ogsa at Y er kontinuerlig fordelt.

Eksempel 8.2.2 (Tettheten til X + Y og konvolusjon.) Vi vil finne tettheten til Z = X + Y nar vi antar at
X,Y er simultant kontinuerlig fordelt. Vi beregner fordelingsfunksjonen

F(2) = PO +Y <2) = [[xv (e oty 5 [T (/7 Frv (@, y)dy) dz.
R,

Jr=—oc0 y=—00

Merk: Det kan veere til stor hjelp a lage en skisse av integrasjonsomradet ved beregningen av dobbelintegral. Ved
derivasjon finner vi

f2(2) = Fy(2) d/:o (/J fx,y(a:,y)dy>da:: T fxv(@ s — 2y,

dz Jp=—oo =—o00 z=—00
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Figur 8.3: Et trinomisk utfall.

Dersom vi antar uavhengighet, sa finner vi

f2)= | T @iy (e — o)z Y (fx % fr) ().

=—00

Konvolusjonsproduktet fx x fy er definert av integralet over. Vi kan da formulere et viktig resultat

Dersom X, Y er uavhengige og kontinuerlig fordelt, sa er X +Y kontinuerlig
fordelt og tettheten er gitt ved konvolusjonen

fx+y = fx * fy-

Eksempel 8.2.3 (Ordningsobservatoren) Ordningsfunksjonen r er definert ved at
r(Z1,...,&n) = (t1,...,tn) hvor t1,...,tn er z1,...,xy skrevet i stigende rekkefglge. Et konkret eksempel: Dersom
z=(1,2,1,3,-1),sder t =r(z) =(-1,1,1,2,3).

La Xi,..., Xy vere tilfeldige variable. Ordningsobservatoren T = (X(1y,...,X(n)) er definert ved T =
7(X1,...,Xn) hvor r er ordningsfunksjonen. Spesielt er da X () = Xmaks = maks{X1,..., Xn} og X(1) = Xmin
min{Xy,...,Xn}.

Vi vil finne marginaltetthetene til alle X(;), 4 =1,...,n, nr vi antar at X1,..., Xy er et tilfeldig utvalg fra en
kontinuerlig tetthet f. I utgangspunktet er den sgkte tettheten gitt ved

Plx < X <
fX(‘)(aC):lim (@ <)_I+€).
v e—0 €

Vi vil beregne denne grenseverdien ved a erstatte telleren med en sannsynlighet som kan beregnes kombinatorisk.

Definer variabelen

a X; <z,
Yi=<¢b z<X;<z+e,
c r+e<X;.

Spesielt er variabelen Y; basert pa X;. La po = P(Y; = a), pp = P(Y; = b) og pc = P(Y; = ¢). Videre defineres
variabelen
No = antall Y;’er som er lik a = #{Y;|Y; = a},

0og Ny, N defineres tilsvarende. Uavhengigheten til Y;’ene og et kombinatorisk argument gir

1
P(No = na, Ny = ny, Ne = ne) = pa"2pp"?pc"e %
Nag:NpNct
Dette er en generalisering av det binomiske tilfellet. Vi sier at (Ng, Np, N¢) er trinomisk fordelt. Vi skriver dette
kort som (Nga, Ny, N¢) ~ trinomisk(n, pa, pp, Pe)-
I grensen ¢ — 0 er hendelsen (z < X(;) < @ + ¢) lik hendelsen (Ng = k — 1, N}, = 1, Ne = n — k). Dette er
illustrert pa figur 8.3. Sannsynligheten for denne hendelsen er

n!
;=

P(No=k—1,Ny=1,Ne=n—k) =pa""'pp'p." ¥ v~
(Na b c="n ) = Pa Py Pec (k= D)1!(n — k)

) k—1 ) 1 \n—k n! _
PX; <z)""Plza<X;<z+¢) Plx+e<X;) 7([671)!(”7@! =

n!

F(@)* " (F(z +¢) - F())(1 - F(z + E))n_km~
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Figur 8.4: Geometrisk tolkning av betinget tetthet.

L’Hopitals regel gir tilslutt

. d
Fx i (@) = lim @P(z <Xwy<zte)

— lim L F(a)*~! ekt
—ell_r%aF(:c) (F(x+¢€) — F(z))(1—F(z+¢)) =i =Rl
= f@FEF - Fa)
(k= 1)!(n —k)!
La (X(1),.--,X(n)) veere ordningsobservatoren til et tilfeldig utvalg

X1,..., Xy fra en kontinuerlig fordeling med tetthet f. Da er

n!

mf(I)F(z)k*1(1 _ F(q}))”*k_

(@) =

8.3 Betingede tettheter

Anta at X,Y har en simultan tetthet fx y. Geometrisk kan da z = fx y(z,y) tolkes som en flate
i rommet, og tettheten i punktet (z,y) er hgyden til denne flaten som illustrert pa figur 8.4. Anta
s& at vi kun er interessert i utfall (z,y) som ligger pa en kurve. Intuitivt ber tettheten tilsvarende
disse utfallene veere proposjonal med hgyden til flaten z = fx y(z,y) over punktene (z,y) som
ligger pa kurven. Spesielt kan kurven veaere en horisontal linje gitt ved at y er konstant.
Det foregaende motiverer en definisjon. Den betingede tettheten fx |y til X gitt Y er definert Definisjon:

d /
ve fx y(:r|y):fXY7(w’y) X|Y
| fr ()

Det fglger at tettheten til X |Y =y (les: X gitt Y = y) er en sannsynlighetstetthet for alle y.
Beviset for det kontinuerlige tilfellet er gitt ved:

1. Tettheten er stgrre eller lik 0.

Friv(ely) = 2250 5
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2. Tettheten er normalisert.

[ fxy(x,y) - [ fxy(@y)de  fy(y)
/fX‘Y(x'y)d“”“ [0 B 7 R 7 R

Vi har tidligere sett at produktregelen P(A N B) = P(A|B)P(B) er nyttig. Den folgende
produktregelen for tettheter er ikke mindre viktig.

Produktregelen: fx y(z,y) = fx|v(z|y)fy(y).

Notasjonen av indeksene kan i noen tilfeller bli for tungvint. Det er derfor konvensjonelt a
utelate indeksene. Produktregelen kan f eks skrives pa formen w(z,y) = w(z|y)w(y), hvor det
underforstas at argumentene gir hva w star for. Her er mao w(z,y) = fxy(z,y), w(zx|y) =

Ixv(z|y) og w(y) = fv(y).

Eksempel 8.3.1 (Betinget tetthet) La N vere antall biler innlevert pa et verksted i lgpet av en dag. Vi antar

at
n

A
fn(n)=P(N=n)= —'ef)‘, A>0, n=0,1,....
n!
Dette er tettheten til Poisson fordelingen. Vi vil finne fordelingen til antall oljeskift X i lgpet av en dag.
Nare det er gitt at det er levert inn n biler, sa er sannsynligheten for x oljeskift gitt ved

Ixin(@ln) = P(X =[N =n)=(")p"(1-p)"",

nar p er sannsynligheten for at det skal utfgres oljeskift pa en bil som er innlevert. Formelen gir ogsa spesialtilfellet
P(X=0|N=0)=1.
Dette gir simultanfordelingen til X, N

n

Frovem) = fx e () = (1) (1= )" e

Dermed kan vi regne ut tettheten til X

fx(x) = Z fX7N(CC,n) = Z (Z)pm(l _p)nfa: %eix _ (Ap)l e,xp

x!

Konklusjonen er dermed at X ogsa er Poisson fordelt. Modellen gir at forventningsverdien til antall biler N i lgpet
av en dag er A\, mens forventningsverdien til antall oljeskift X i lgpet av en dag er Ap.

Helt generelt er det mulig & definere en betinget forventning E(X |Y = y). Vi ngyer oss med
tilfellet hvor det finnes en betinget tetthet. Det kan da bevises at

B($(X)|Y =) = / o) fx |y (| y)da.

8.4 Oppgaver

98 En urne inneholder 4 rgde og 3 hvite brikker. Identifiser utfallsrommet 2 og fordelingen P
for eksperimentet gitt ved at to brikker trekkes fra urnen. La X veere antall réde brikker som blir
trukket. Finn fordelingen til X og Y = 2X — 1. Hvordan er funksjonen X : 2 — R definert?

99 Temperaturen T i en viss kjemisk reaksjon varierer fra eksperiment til eksperiment, men
synes a veere godt beskrevet av tettheten

frt)y=te "2 t>0,

nar temperaturen er malt i grader Fahrenheit. Temperaturen kan regnes om til grader Celsius ved

formelen 5
Y = §(T —32).

Finn tettheten til temperaturen malt i grader Celsius.
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100 La (X,Y) vere uniformt fordelt pa enhetskvadratet, dvs fxy(z,y) =1, 0 < z,y < 1.
Finn tettheten til X +Y, XY og X/Y. Hint: Tegn en figur for integrasjonsomradet i beregningen
avfeks P(X +Y < 2).

101 Anta at X er uavhengig av Y, Z. Vis at X er uavhengig av Y + Z.

102 La Xi,..., X4 veere 4 uavhengige malinger tilsvarende at et eksperiment med tetthet
1 —z/3
flz) = 3¢ x>0
gjores 4 ganger. Finn sannsynlighetene P(Xy < 5,1) og P(Xmaks < 5,1).
103 Anta at tiden du bruker pa a sta i k¢ nar du gar i banken er uniformt fordelt mellom 0 og 10
minutter. Hvis du skal i banken 4 ganger i lgpet av den neste maneden, hva er sa sannsynligheten

for at din nest lengste ventetid er mindre enn 5 minutter?

104 Anta at fy|x(y|z) = 213’:44; og fx(z) = $(1 +4z) hvor 0 < z,y < 1. Finn marginaltet-
theten fy til Y.

}05 L? fxy(z,y) =2 for 03< x < y < 1. Finn den betingede sannsynligheten P(0 < X <
1Y =13 =E(pnHX)|Y =13).

106 Bevis formelen PyyA = Pr(¢ € A) ved hjelp av substitusjonsformelen for beregning av
forventningsverdier.

107 La f veere tettheten til X. Illustrer den geometriske sammenhengen mellom grafen til f og
grafen til tettheten g til X + a.

108 Konvolusjonsproduktet mellom to funksjoner er definert ved integrasjon slik som i teksten.
Hvordan vil du begrunne at fxg =g f?

109 Benytt (Xpaks < ) = (X7 < z,...,X,, < z) til 4 beregne tettheten til X.ks nar
Xq,..., X, er et tilfeldig utvalg fra en tetthet f. Sammenlign med resultatet i teksten.

110 Produktregelen for tettheter har en generalisering til tilfellet med n tilfeldige variable
Xy,...,X,. Prgv & formulere og bevise en slik generalisering. Hvordan stemmer formelen nar
variablene er uavhengige?

111 Prgv a formulere og bevise en generalisering av Bayes teorem ved betingede tettheter.

112 Dersom Y har en kontinuerlig fordeling, sa kan det vises generelt at

& E(XLy<y)
Iy ()

Vis at denne formelen gir formelen i teksten nar vi antar at X, Y er simultant kontinuerlig fordelt.

E(X[Y =y) =

113 LaXj,..., X, vere uavhengige og uniformt fordelt pa intervallet [0, 1]. Beregn E(X | Xpaks =
x) ved formelen i forrige oppgave.
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Kapittel 9

Poissonfordelingen og de sma talls
lov

I en viss forstand er den uniforme fordelingen, poissonfordelingen og normalfordelingen de tre
viktigste fordelingene i sannsynlighetsteorien.

Den uniforme fordelingen er viktig av symmetrigrunner, og er koplet til den klassiske definisjo-
nen av sannsynlighet. Klassiske sannsynligheter beregnes kombinatorisk med utgangspunkt i utfall
som er like sannsynlige, dvs med utgangspunkt i en uniform modell. Spesielt leder kombinatoriske
argument til binomialfordelingen.

Innholdet i de sma talls lov er at poissonfordelingen fremkommer som en grense av binomial-
fordelingen. Fordelingen er knyttet til mange anvendelser, f eks i forbindelse med ventetidsproble-
mer.

Vi skal senere vise at normalfordelingen fremkommer som en grense hvor utgangspunktet er et
tilfeldig utvalg fra en vilkarlig fordeling. Dette er sentralgrenseteoremet. Det er ikke uten grunn
at G.Polya i 1920 refererte til teoremet som den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeit-
srechnung.

9.1 Poissonfordelingen og Poisson-punktprosesser

En tilfeldig variabel X er poissonfordelt med parameter A > 0 dersom

_ AT

PX=x)= x=0,1,... (9.1)

!

Dette noteres kort som X ~ Poisson(\). Tegnet “~” leses som “er fordelt som” og brukes ogsd
mer generelt. F eks betyr X ~Y at X og Y har lik fordeling.
Poissonfordelingen kan benyttes til modellering av f eks fglgende situasjoner:

1. Telling av antall skjonnhetsfeil X (feil i overflaten) pa en tallerken.
2. Telling av antall rgde blodlegemer X i en blodprgve av angitt stgrrelse.
3. Telling av antall anrop X pa en telefonsentral i lgpet av en dag.

4. Telling av antall a-partikler X som sendes ut fra en radioaktiv kilde i lgpet av et gitt
tidsintervall.

5. Telling av antall biler X som passerer et gitt sted pa veien i lgpet av et gitt tidsintervall.

I de to forste situasjonene kan usikkerheten innfgres ved at en tenker seg et tilfeldig utvalg fra
en stor beholdning. I de tre siste situasjonene er usikkerheten innebygget. En annen forskjell er at
de tre siste situasjonene er knyttet til tid, mens de to fgrste situasjonene er knyttet til rom.
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Figur 9.1: Skjgnnhetsfeil tilfeldig fordelt pa tallerkener. Hver feil er gitt ved et kryss.

Poissonfordelingen kan utledes som fordelingen til en observator for et underliggende sannsyn-
lighetsrom gitt ved en Poisson-punktprosess. Vi vil ikke gjore dette, men ser i stedet pa to eksem-
pler. Det fgrste eksemplet er geometrisk. Det andre eksemplet er knyttet til tid og leder ogsa til
to nye fordelinger: eksponensialfordelingen og gammafordelingen.

Eksempel 9.1.1 (Antall skjgnnhetsfeil) La X vaere antall skjgnnhetsfeil pa en tallerken som velges tilfeldig fra
en stor beholdning. Det er da klart at X kan ta verdier z = 0,1,2,..., men det er usikkert hvilken verdi som tas.
Vi vil anta at vi kan identifisere hver skjgnnhetsfeil med et punkt pa tallerkenen. Vi kan tenke oss en underliggende
modell for & finne fordelingen til X. Plasser tallerkenene som pa figur 9.1 og tenk deg at feilene drysses tilfeldig
utover tallerkenene. La Q = (Q1,Q2,...) veere de tilfeldige posisjonene til feilene. Dette betyr at hver @; er en
observator, dvs @ er et eksempel pa en stokastisk prosess. Antall feil i tallerkenen som er plassert i origo er da en
funksjon ¢ av posisjonene gitt ved

X = ¢(Q) = antall n slik at |Qn| < R.

Modellen kan spesifiseres ved & anta at samlingen Q1,Q2,... av tilfeldige punkter i planet er en Poisson-
punktprosess. Da fglger det at X ~ Poisson()ﬂrRz). Parameteren A\ angir forventet antall feil per areal. Forventet
antall feil per tallerken blir AwR2, dvs proposjonal med tallerkenens areal wR2. Vi vil ikke behandle teorien for
Poisson-punktprosesser i mer detalj.

Eksempel 9.1.2 (Telling av biler) Anta at vi star ved en vei og skal registrere biler som passerer. Tidspunktet
Ty for fgrste bilpassering er da usikkert. Det samme gjelder tidspunktet Tj, for n’te bilpassering. Vi vil anta at
antall biler

Ne=#{n|0< T, <t}
som passerer i lgpet av tidsintervallet (0,t] oppfyller Ny ~ Poisson(At). Parameteren A angir forventet antall
bilpasseringer per tid. Det fglger at T} er eksponensialfordelt med parameter A. Mer generelt fglger det at T3, er
gammafordelt med parametre n, A. Vi vil utdype disse pastandene i resten av kapittelet.

9.2 Fordelinger knyttet til en Bernoulli-forsgksrekke

En tilfeldig variabel er bernoullifordelt med parameter p, 0 < p < 1, dersom

P(X=z)=p"(1-p)® z=0,1 (9.2)
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Vi sier kort at X ~ Bernoulli(p).

Dette er det samme som at P(X = 0) = 1 —p og at P(X = 1) = p. Spesielt vil enhver
indikatorvariabel 14 veere bernoullifordelt.

Den momentgenererende funksjonen

Mx(t) =Ee™ = (1 —p) +e''p=(1-p) +pe'
gir forventningsverdi og varians
EX = M%(0) = (pe')i=o =p, VarX =EX? - (EX)* = M¥(0) — p* =p—p°,

som ogsa kunne vart funnet enkelt direkte.
En Bernoulli-forsgksrekke er en rekke uavhengige like forsgk hvor det kun er to mulige utfall Definisjon:
i hvert forspk. En modell for en Bernoulli-forsgksrekke er gitt ved et tilfeldig utvalg Xi, X5, ... av Bernoulli-
Bernoulli-variable. I en suksess/flasko modell tenker vi pa resultatet X; = 1 som suksess i forsgk forsgksrekke
nummer j. Resultatet 0 svarer tilsvarende til fiasko. Vi skal vise at en Bernoulli-forsgksrekke gir
opphav til den binomiske-, den geometriske- og den negativt binomiske fordelingen.
En tilfeldig variabel X er binomisk fordelt med parametre n,p hvorn =0,1,... og 0 < p <1 Definisjon:
dersom binomisk(+)
P(X =a) = (Z)pm—p)(l—w) z=0,1,...,n. (9.3)
Vi sier kort at X ~ binomisk(n,p). Den momentgenererende funksjonen finnes ved bruk av
binomialteoremet:

n

M(t) = E_j (D= =30 (2) - = (= )4y

=0

La Xi,..., X, veere et tilfeldig utvalg fra en Bernoulli(p) fordeling. Vi minner om at dette betyr
at for alle n er X,, ~ Bernoulli(p) og variablene er uavhengige. Det kan vises kombinatorisk at
(X1 4 -+ X,) ~ Bernoulli(n, p). Et alternativ bevis er gitt ved

My, 4.y x, (t) = Ee!XrT X —geltXn Ee™ = ((1-p) +pe')™.

Dette er tilstrekkelig fordi en fordeling er entydig gitt av den tilhgrende momentgenererende
funksjonen. Vi kan ikke konkludere at X er lik summen av Bernoulli-variablene X;, men sub-
stitusjonsteoremet gir

EX=E(X,+-+X,) =np, VarX:Var(X1+"~+Xn):n(p*pz)a

fordi forventningsverdien til en tilfeldig variabel kun avhenger av variabelens fordeling.
Vi vil utheve hovedpoenget:

Antall suksesser i n uavhengige forsgk med suksessannsynlighet p er
binomisk(n, p) fordelt.

En variabel N er geometrisk fordelt med parameter p, 0 < p < 1, dersom Definisjon:

geometrisk(-)
P(N=n)=p(1—p)" ' n=12.... (9.4)

Vi sier kort at N ~ geometrisk(p). Tilfellet p =1 gir P(N =1) = 1.
Den momentgenererende funksjonen finnes ved den geometriske rekken

My(t) =Ee™ =3 ep(l—p)"t=pet 3 (ef(1-p)" " = %'
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Den momentgenererende funksjonen er kun definert for ef(1 — p) < 1. Funksjonen kan brukes til
a finne

EN =1/p, Var N = (1 —p)/p*.

Vi skal na se at dette f eks kan tolkes som at forventet antall myntkast for a fa krone er 2.
La X1, Xo, ... veere et tilfeldig utvalg fra en Bernoulli(p) fordeling med p > 0. Definer variabelen

N = min{n| X, = 1}.

I en suksess/fiasko modell betyr dette at N er antall forsgk som skal til for a4 oppna suksess.
Uavhengigheten gir

P(N:n):P(Xl :O,...,Xn,1 :O,anl)
=P(X1=0)P(X,—1 =0) P(X, =1) =p(1—p)"~".

Vi har dermed bevist at N ~ geometrisk(p). Dersom et forspk gjores hver tidsenhet, f eks et forsgk
hvert minutt, sa kan vi identifiserer n med et tidspunkt. Da far vi fglgende reformulering;:

Antall tidsenheter til suksess er geometrisk fordelt. I

En variabel X er negativt binomisk fordelt med parametre r,p hvorr >0 0og 0 < p < 1 dersom

P(X:x):<x+;_1)p’“(1—p)’c z=0,1,2,.... (9.5)

Vi sier kort at X ~ negativt-binomisk(r, p).
I tilfellet y > 0 og x = 0,1, ... er binomialkoeffisienten definert ved

(y>_y~(y1)'~(yw+1) <y)_1 (9.6)

T x 0

Se pa en suksess/fiasko modell gitt av tilfeldig utvalgte Bernoulli-variable X7, Xs,.... La Y, veere
antall forsgk som skal til for a oppna r suksesser. Da gir uavhengigheten at

P(Y, =y) = P(r — 1 suksesser i y — 1 forsgk og suksess i y’te forsgk)

- ((y - 1@; . 27‘ - 1))1’”(1 —p)V " p. (9.7)

Av overstaende fplger det at (Y, — r) ~ negativt-binomisk(r,p). Ved & identifisere y med et
tidspunkt som tidligere folger det at

Antall tidsenheter for & oppna r suksesser minus r tidsenheter er
negativt binomisk fordelt.

Konstruksjonen over med utgangspunkt i uavhengige Bernoulli-variable viser ogsa at dersom
X1, Xo,..., X, er et tilfeldig utvalg fra en geometrisk(p) fordeling, sa er

[(X1—1)+ -+ (X, — 1)] ~ negativt-binomisk(r, p). (9.8)

9.3 Fra binomisk fordeling til poissonfordelingen

I mange situasjoner er det ikke naturlig & anta at tiden er diskret. Et eksempel er gitt ved reg-
istrering av biler. Det er ikke naturlig a kun registrere suksesser, dvs bilpasseringer, hvert minutt.
Det vil veere bedre & gjore registreringen hvert sekund. Det mest naturlige synes imidlertid a
veere a tillate registreringer ved vilkarlige tidspunkter. Dette leder til en grensebetrakting hvor
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Figur 9.2: De sma talls lov. Nar n — oo er antallet punkter poissonfordelt. Samlingen T}, 75, . ..
av punkter er da en Poisson-punktprosess 7.

tiden mellom registreringene gar mot 0 mens forventet antall registreringer per tidsenhet holdes
konstant. Det er mulig a folge denne ideen gjennom den foregaende diskusjonen skritt for skritt.
Et mulig forste skritt er a se pa grensen tilsvarende den geometriske fordelingen. Resultatet er
en overgang fra den geometriske fordelingen til eksponensialfordelingen.
Definisjon: Vi skriver X ~ eksponential(A), A > 0, dersom X er kontinuerlig fordelt med tetthet

eksponential(-) Fe(@) =X ™ z>0. (9.9)

Ved analogi med den geometriske fordelingen er fglgende resultat ventet:

Tiden til fgrste suksess er eksponensialfordelt. I

Sammenlign dette med at du star og venter pa bussen. Det er suksess nar bussen kommer.
Parameteren A er lik forventet antall busspasseringer per tidsenhet.

Det andre skrittet er a4 se pa summen av r uavhengige eksponensialfordelte variable som gir
tiden til r suksesser. Vi velger i stedet en annen rute, som er lettere & generalisere til flere dimen-
sjoner.

La X, ~ binomisk(n,p). Se pa X,, som antall suksesser i tidsintervallet (0,1]. Vi skal na se
pa hva som skjer nar n vokser. Mer detaljert ser vi pa en oppdeling av intervallet i n like store
intervaller. I hgyre endepunkt av hvert av de n intervallene plasseres et punkt med sannsynlighet
p. Dersom et punkt plasseres tilsvarer dette suksess. En mulig realisering er vist pa figur 9.2. Nar vi
antar at plasseringen av punktene er uavhengige, sa folger det at totalantallet er binomisk fordelt.
Det forventede antall suksesser pn skal holdes konstant, sa vi setter pn = A. Vi antar altsa at

X, ~ binomisk(n, A/n).

Ved a benytte
e = lim (1 - \/n)"

n—oo

folger det at

n! N new A" n n! o A%y
nar n — oo. Dette er de sma talls lov. Vi vil reformulere resultatet.
Vi sier at X,, konvergere mot X i fordeling dersom Definisjon:

X, 5 X
lim Fx, (z) = Fx(z)

n—oo

for alle x hvor Fx(x) er kontinuerlig. Vi skriver kort X, L X. Bokstaven “L” star her for Lov
(event. Law) i betydningen at fordelingen sees pa som en lov for resultatet av et eksperiment.
De sma talls lov har na fglgende formulering: La X,, ~ binomisk(n, A/n) og la X ~ Poisson(\).

Da vil X, L X nar n vokser. Dette er en konsekvens av at hvert av leddene i summen som gir
sannsynligheten pa venstresiden konvergerer mot de tilsvarende leddene pa hgyresiden. Vi gjentar
hovedresultatet.



Definisjon:
gammay(-)

Definisjon:

NQ)
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La X veere poissonfordelt med intensitet A. La X, vere binomisk fordelt
tilsvarende n forspk og suksessansynlighet A/n. Da konvergerer X,, mot X i
fordeling nar n vokser.

De sma talls lov kalles ofte ogsa for Poisson-approksimasjonen. Dette skyldes at binomiske
sannsynligheter tilsvarende store n verdier kan beregnes ved at de er tilnzermet lik den tilsvarende
Poisson-sannsynligheten. Mer generelt kan forventningsverdien til en funksjon av en binomisk
variabel approksimeres. Dette fglger fordi det kan vises at konvergens i fordeling er ekvivalent med

at
limE ¢(X») = E¢(X),

for enhver begrenset og kontinuerlig ¢.

9.4 Fra poissonfordelingen til gammafordelingen
Anta at X ~ Poisson()). Poisson-approksimasjonen i foregaende avsnitt rimeliggjor
Mx(t) = lim Mx,(t) = lim ((1—A/n) +e'A/n)" = M=),
EX = lim EX, = lim n\/n =\

Var X = lim Var X,, = lim n(é — (5)2) =\
n— 00 n—00 n n

Disse resultatene kan bevises mer direkte fra fordelingen til X.

Vi har tidligere sett at den geometriske og negativt binomiske fordelingen gir en beskrivelse
av hhv ventetiden til 1 suksess eller r suksesser. Utgangspunktet var da at antall suksesser i et
diskretisert tidsintervall var binomisk fordelt. Vi vil na se pa det tilsvarende kontinuerlige tilfellet
hvor den binomiske fordelingen er erstattet av poissonfordelingen. Vi skal vise at ventetiden til
suksesser er gammafordelt. Tilfellet » = 1 gir eksponensialfordelingen.

En tilfeldig variabel X er gammafordelt med parametre r > 0, A > 0 dersom X har tetthet gitt
ved

)\T
fx(x)= " e > 0. (9.10)

Vi skriver kort at X ~ gamma(r, \).
Gammafunksjonen I' er definert ved

(o)
T(r) :/ " le™" dx.
0

Den viktigste egenskapen til gammafunksjonen er at den generaliserer fakultetsfunksjonen:

n!l=Tn+1) n=0,1,.... (9.11)
Dette folger av at
=1
og rekursjonsformelen
F(r+1)=+T(r) r>0. (9.12)

Rekursjonsformelen kan bevises ved en delvis integrasjon. Spesialtilfellet

L(1/2) = V7
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Tabell 9.1: Fordelinger knyttet til poissonfordelingen.

Tolkning Type Verdier Paramotre _ Tetthet fx (@) Mx (D) EX Var X
Suksess? Bernoulli(p) x=0,1 0<p<1 pT(1 — p)(1=2) (1 —p) + pet P p(1 — p)
Antall . . n\, x (1—=z) tyn
suksesser binomisk(p) x=0,..., nooo<p<1 (M)pTa-p) ((1 = p) + pet) np np(1 — p)
pet
Tid til ) -
e geometrisk(p) z=1,2,... 0<p<1l p(l-p=?t 1—ef(1-p) 1/p (1 - p)/p?
suksess t<In gt
—Pp

Tid til )

negativt _ r >0 z+r—1\ r.4 _ @ r(1—p) r(1—p)
;isr‘l‘j‘:efser binomisk(r, p) x=01,... 0<p<1 ( x )p a-» P p2

x t

Avtall Poisson()) x=0,1,... A>0 AT eAet=1) A A ‘
Tia il eksponential(A) @ >0 A>0 AeT AT P 1/x 1/A2 ‘
Tid til N ) o AT r—1_—Ax AT ” A2
 suksesser  8ammalr A) z>0 mA >0 Foye e (x24) r/A r/A

kan benyttes sammen med rekursjonsformelen til beregning av I'(r) for halvtallige r.
Vi vil na utlede fordelingen til tidspunktet 7;. for suksess nummer r. La W; veere antall suksesser
i intervallet (0,t]. Da er
(T, <t) =Wy >7).

I ord: At tidspunktet for r’te suksess er mindre eller lik ¢ er ekvivalent med at det er minst r
suksesser i intervallet (0,¢]. Ved & anta W; ~ Poisson(At), sa finner vi at T, ~ gamma(r, \) fordi

d d d & AW W
fr.(t) = G P(Tr <) = ZP(We 2 1) = dtz th!

oo oo

72 A 7)\t)\ tv +Z 7/\t)\“’wt“’ 1

A0 tw 1 A\
72 -\t e~ Myr—1

(r=1)

Antagelsen over betyr spesielt at forventet antall suksesser per tidsenhet er konstant lik A. Vi
har na funnet den kontinuerlige beskrivelsen av ventetider:

Ventetiden til r’te suksess er gammafordelt. I

Det kan vises at summen av r tilfeldig valgte variable fra en eksponential(\) fordeling er
gamma(r, A) fordelt. Dette kan tolkes som at fordelingen til neste suksess er eksponensialfordelt
uavhengig av forhistorien. Resultatet gir ogsa at familien av gammafordelte variable reproduserer
seg selv ved at dersom X; ~ gamma(ri, A), Xo ~ gamma(re, A\) og X1, X2 er uavhengige, sa
gjelder Xy + Xo ~ gamma(ry + r2, A).

En komprimert oppsummering av innholdet i dette kapitlet er gitt i tabell 9.1.

9.5 Oppgaver
114 Vis at en indikatorvariabel er bernoullifordelt.

115 Vis at en sum av uavhengige likt fordelte indikatorvariable er binomialfordelt ved et kom-
binatorisk argument.

116 Et ungt par planlegger & fortsette a fa barn inntil de far en jente. Hva er deres forventede
familiestgrrelse? Gi en tolkning av svaret.
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117 Vis at en geometrisk variabel X er uten hukommelse i den forstand at
P X=n+k|X>n)=P(X =k).

118 Finn den momentgenererende funksjonen til en negativt binomisk variabel X. Beregn E X
og Var X.

119 Anta at X7, Xs er et tilfeldig utvalg fra en negativt-binomisk(r, p) fordeling. Vis at X; +
X5 ~ negativt-binomisk(2r, p). Gi en tolkning av resultatet ved & se pa en sum av uavhengige
geometriske variable.

120 En bildekkmaskin som er feiljustert gir et defekt bildekk med sannsynlighet 0, 15. Maskinen
gar hver dag inntil 3 defekte bildekk er produsert fgr den blir stoppet og justert. Hva er sannsyn-
ligheten for at maskinen produserer 5 eller flere bildekk fgr den blir stoppet? Hvor mange bildekk
vil den produsere i gjennomsnitt for den blir stoppet?

121  Astronomer estimerer at 100 billioner stjerner i melkeveien har minst en planet i bane rundt
seg. La p veere sannsynligheten for at det finnes intelligent liv i et slikt solsystem. Hvor liten kan
p veere for at det skal veere minst 50 % sjanse for at det skal finnes intelligent liv i en de andre
solsystemene i melkeveien?

122 Regn ut den momentgenererende funksjonen til en Poisson-variabel. Benytt denne til bereg-
ning av forventning og varians.

123 Anta at X er poissonfordelt med P(X =1) = P(X = 2). Finn P(X =4).

124 En ung dame er sveert populzr blant de mannlige medstudentene. I gjennomsnitt mottar
hun 4 telefoner hver kveld. Hva er sannsynligheten for at antall telefoner hun mottar i morgen er
mer enn standardavviket pluss gjennomsnittet?

125 Anta at X ~ Poisson()) og at den betingede fordelingen til Y gitt X = x er binomisk med
parametre x,p. Vis at Y ~ Poisson(\p).

126 Anta at det i et visst land forekommer gjennomsnitlig 2, 5 flyulykker i aret. Hva er sannsyn-
ligheten for at det skjer minst 4 flyulykker neste ar? Hva er sannsynligheten for at tidsrommet

mellom to flyulykker er mindre enn tre maneder?

127 Finn fordelingen til X +Y nar X ~ Poisson(A) og Y ~ Poisson(u) er uavhengige.

128  Vis at I'(1) = 127,

129 Vis at tettheten til gammafordelingen er normalisert.
130 Beregn den momentgenererende funksjonen til gammafordelingen.

131 Anta at Xi,..., X, er uavhengige. Vis at gammafordelingen reproduserer seg selv ved at
X; ~ gamma(r;, A) gir >, X; Y gamma()_, r;, ). Gi en tolkning av resultatet ved a se pa en sum
av uavhengige eksponensialfordelte variable.

132 Anta at en veerstasjon pa Svalbard har 3 vindmalere, hvor en er i drift og to er reserve.
Hver av vindmalerne har en levetid som er eksponensialfordelt med forvented levetid pa 1000
timer. Finn fordelingen til tiden det tar fgr alle er defekte. Hva er den forventede levetiden til
vindmalingssystemet?



Kapittel 10

Normalfordelingen og det
viktigste grenseteoremet

Dersom Xj,..., X, er et tilfeldig utvalg fra en fordeling som har forventningsverdi p og varians

02, s& er summen X; + - -- + X,, tilnsermet normalfordelt. Mer presist gjelder

- P(X1+...+Xn—nu<z>: 1 / e_édt.
n—oo \/’EO' Vo J—so

Dette er det viktigste grenseteoremet i statistikken. Resultatet kalles sentralgrenseteoremet, som er
en litt freidig oversettelse av navnet G.Polya ga teoremet i sin artikkel Uber den zentralen Grenzw-
ertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung und das Momentenproblem i Mathematischen Zeitschrift
(8), 1920. Hoyresiden er fordelingsfunksjonen til en standard normalfordelt variabel. Teoremet
forklarer meget generelt hvorfor summen av mange uavhengige tilfeldige variable har en tendens
til & veere godt beskrevet av normalfordelingen.

10.1 Egenskaper til normalfordelingen

En tilfeldig variabel X er normalfordelt med parametre p, o hvor —oo < p < 0o og ¢ > 0 dersom Definisjon:
N(-)

1 1 [ (t—)?
P(XSJ;):\/T?;/ e 202 dt -0 < <oo. (101)

Vi skriver kort at X ~ N(u,o?).
For videre beregninger trenger vi

oo 12
/ e zdxr = V2.

Dette vises ved omforming til et dobbeltintegral som kan beregnes ved polarkoordinater x = r cos 8,
y =rsiné:

/ e‘édx-/ e T dy :/ (/ e_%dx)e_y?dy :/ / e dxdy
—00 —00 y=—o0 Jr=—00

y=—o00 J —00

2 2m 00 2 5

= / e"zdA :/ / e Trdrdd = 2n(—e™" /)| = 27
? 0=0 Jr=0

Anta at Y er standard normalfordelt, dvs anta at Y ~ N(0,1). Da faolger det at normaliseringen
er i orden

P(—00 <Y < 0) L LT et
—00 0)=——== [ ez dy=1
Vol
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— 00



Definisjon:
N(x., 0)

Definisjon:
Normalisert
utgave
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Den momentgenererende funksjonen finnes ved

My (t) = EetY L A — L [® w2 J 2
Y =nLe = -— e’e Y= —F= e y=-e
\% 2m — 00 vV 21 — 00

Dermed kan forventning og varians finnes

EY = M, (0)=¢"/2t | =0, VarY = (M{/(0))2 = (EY)2 =€ /2(2+1) | =1
0

= =0

Vi vil na vise at Y ~ N(0,1) gir at X = oY + p ~ N(u,0?). I regningen under foretas variabel-
skiftet u = oy + w:

T—p
) 1 / CR 1 / T
PX<z)=PloY+u<z)=PY < = — e 2dr=— e
(X <z)=P( ) (_U)miw )
Dette viser at X ~ N(u,0?). Resultatet er viktig fordi det gjor det mulig & benytte tabulerte
verdier for standard normalfordelingen til a beregne tilsvarende verdier for generelle normal-

fordelinger. Her vil vi benytte resultatet for a finne den momentgenererende funksjonen til en
generell Z ~ N (u,0?):

2
202 du

t252

My(t) =Ee” =Ee"™* =Ee'” T = " My (to) = e

Vi kan ogsa enkelt vise at valget av symboler for parametrene i normalfordelingen er velbegrunnet
EZ=EX =E(cY +pu) =pu, Var Z = Var X = Var(aV) + Var(y) = o°.

Vi har forelgpig ikke tillatt tilfellet o = 0. Vi utvider den tidligere definisjonen ved a skrive
Z ~ N(p,0) dersom P(Z = p) = 1. Resultatet oY + p ~ N(u,0?) er da et spesialtilfelle av
fglgende:

Dersom X, Y er uavhengige og normalfordelt, sa er lineserkombinasjonen
aX + BY normalfordelt.

Anta at X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,0%), og at X,Y er uavhengige. Vi beviser at X +Y ~
N(px + py,0% + 0%). Beviset folger ved & se pd den momentgenererende funksjonen

2.2 2.2
tYox t“oy
2

h
Mx iy (t) = EtXHY) "RR B tX ety — gtuxt— gty +

t2( 2 + 2)
_ et(NXHY)"F%

10.2 Bevis av det viktigste grenseteoremet i statistikken
Generelt er den normaliserte utgaven Y av en tilfeldig variabel X gitt ved
Y:=(X-EX)/VVarX.

Egenskapene EY = 0 og VarY = 1 begrunner navnet. En variabel X har en normalisert utgave
dersom den har endelig forventning og varians.
Det viktigste grenseteoremet i statistikken er:

La X1,..., X, veere et tilfeldig utvalg fra en fordeling. Anta at den normaliserte
utgaven Z, av Xj + --- 4+ X,, eksisterer. Da vil

lim P(Z, <z)=P(Z <z), hvor Z ~N(0,1)

n—oo
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En reformulering av det overstaende er gitt ved a si at Z,, konvergerer i fordeling mot Z, eller
enda kortere Z, Lz

Det kan vises at dersom Mgz, (t) — Mz(t), sa vil Z, L Z. Dette resulatet vil vi ta som gitt,
og var oppgave er da a bevise at Mz, (t) — et’/2,

Vi har E(X7 + -+ + X,,) = nux og Var(X; + -+ + X,,) = no%. Den normaliserte utgaven av

summen blir da
_Xi+ o+ Xy —npx

Z
" \/’ﬁO‘X
Dette gir
My () = Eetfr =Bl Varx o = B m bt dm S vavh g M g g
= (E eﬁw)”.
Oppgaven er dermed redusert til & bevise at
(E eﬁw)” — et’/2,

nar det antas at EW =0 og VarW = 1.

En mulighet er & bruke rekkeutviklingen e* = 1+ x + 22/2 + - - - til eksponensialfunksjonen:

+ t t2 t2 2
Eevi™ V' = (B(1+ —=W+ —W24 )" =(1+04 —1+--)" e /2,
(Ee ) (E(1+ Tn + o™ +--4)) (1+0+ o™ +--)"—e
I det overstaende kan det by pa problemer & begrunne de enkelte overgangene.

Et bevis via to gangers bruk av L’Hopitals regel er en annen mulighet:

Lﬂ, ztW
lim ln(Eeﬁw)” = lim In(Eev™ ) = lim In(Be” ™)
=00 n—oo l/n z—0 x2
) (E ethtw)/(E eth) ) 1 E(extWt2w2)(E eth) _ (E eztwtw)Q
= lim = lim —
z—0 2x z—0 2 (E ertW)2

I bevisene over er det stilltiende antatt at alle de momentgenererende funksjonenen finnes. Et mer
generelt gyldig bevis er gitt ved & ta utgangspunkt i den karakteristiske funksjonen ¢z (t) = Mz (it)
i stedet. Begge bevisene vi ga kan modifiseres til dette tilfellet.

I beregningene er det benyttet et ombytte av henholdsvis summasjon og derivasjon med for-
ventningsverdi. Begge disse ombyttene kan begrunnes, men det kreves mer verktgy enn vi kan gi
i denne framstillingen.

10.3 Khi-kvadrat-, Fisher- og Student-t-fordelingene

Vi vil se pa tre fordelinger som er avledet fra normalfordelingen. Disse fordelingene vil vi senere
bruke i statistikkdelen av denne fremstillingen.

Vi gir her bare en oppsummering av hvordan disse fordelingene fremkommer.

La Z veere standard normalfordelt. Da vil Y = Z2 veere khi-kvadratfordelt med 1 frihetsgrad.
La Zy,...,Z, vere et tilfeldig utvalg fra en N(0,1) fordeling. Da er

Y=27+---+ 22

khi-kvadratfordelt med n frihetsgrader. Vi skriver kort Y ~ x?,,.
LaU ~ X2,V ~ x2, og anta at U,V er uavhengige. Da er variabelen F = (U/m)/(V/n)
Fisher-fordelt med m og n frihetsgrader. Vi skriver kort F ~ Fisher(m,n).
La Z ~ N(0,1), V ~ X2, og anta at Z,V er uavhengige. Da er variabelen T = Z/\/V/n
Student-t-fordelt med n frihetsgrader. Vi skriver kort at T ~ Student-t(n).
Metoden med fordelingsfunksjonen og metoden med den momentgenererende funksjonen kan
brukes for & finne tetthetene til x?2, -, Fisher(m,n)- og Student-t(n)-fordelingene.

=t?/2

Definisjon:
X2 (")

Definisjon:
Fisher(+)
Definisjon:
Student-t(-)
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10.4 Oppgaver

133 Beregn integralet
2.50

1 ¢
= 7/ % dt
V2 J1.25

ved bruk av tabell.

134 La X ~ binomisk(100,0.4). Beregn P(38 < X < 43) ved hjelp av sentralgrenseteoremet.
Hvorfor kan sentralgrenseteoremet benyttes? Kan Poisson-approksimasjonen benyttes her?

135 Flyselskapene A og B gir identisk service pa to flyavganger med samme avgangstid, dvs
sannsynligheten for at en passasjer velger selskap A er 1/2. Anta at selskapene konkurerer om
en kundemasse pa 400 potensielle passasjerer. Selskap A har en kapasitet pa 230 passasjerer, og
selger en bilett til enhver som vil kjgpe. Hva er sannsynligheten for at selskap A far for mange
passasjerer?

136 Diameteren til styrestangen i en viss sportsbil ma vaere mellom 1.480 og 1.500 cm (inklusive
endepunktene) for a veere brukbar. Fabrikken produserer med en diameter som er normalfordelt
med forventning 1.495 cm og standardavvik 0.005 cm. Hvor mange prosent blir ubrukelige?

137 La X vere en tilfeldig variabel med momentgenererende funksjon
MX (t) _ 63t+8t2.

Beregn P(—1 < X <9) ved bruk av tabell.

138 Blodtrykket (systolisk) til 18 &r gamle kvinner er normalfordelt med forventning 120 mm
Hg og standardavvik 12 mm Hg. Hva er sannsynligheten for at en tilfeldig valgt 18 ar gammel
kvinne har et blodtrykk over 150 ? Mellom 110 og 1307

139 La Xj,...,Xo veaere et tilfeldig utvalg fra en N(2,4) fordeling. La Yi,...,Y) veere et
uavhengig tilfeldig utvalg fra en N(1,1) fordeling. Beregn P(X >Y).

140  Hvor stort ma et tilfeldig utvalg fra en normalfordeling veere for at utvalgets forventning
X med sannsynlighet storre enn 90% skal ligge mindre enn et standardavvik unna fordelingens
forventning 17 Mindre enn to standardavvik unna?

141 En heis i idretts-seksjonen ved et statsuniversitet i USA skal ha en kapasitet pa 2400 pounds.
Anta at 10 fotballspillere gar pa heisen i 20 etasje. Hva er sannsynligheten for at det vil mangle
10 spillere ved neste trening nar vekten til fotballspillerne ved universitetet er normalfordelt med
forventning 220 pounds og standardavvik 20 pounds?

142 En student bruker minibankkortet 100 ganger mellom hver manedlig utskrift fra banken. I
stedet for a notere de eksakte belgpene, sa avrunder han belgpet til neermeste 10 krone. La Y; vaere
avrundingsfeilen tilhgrende transaksjon nummer j, og anta at Y; er uniformt fordelt i intervallet
[-5,5].

Benytt sentralgrenseteoremet til & approksimere sannsynligheten for at avrundingsfeilen blir
storre (i absoluttverdi) enn 50 kroner i lgpet av en maned.

Sammenlign resultatet med det som finnes ved bruk av Chebyshevs ulikhet.

143 Anta at en terning kastes 100 ganger. Estimer sannsynligheten for at summen av resultatene
er stgrre enn 370.
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144 La {X;} veere et tilfeldig utvalg av storrelse n fra en Poisson(\) fordeling. Vis at da er
X1+ -+ X,, ~ Poisson(nl).
Begrunn at en Poisson-variabel med stor parameter er tilnsermet normalfordelt.
145 Et elektronikkfirma mottar gjennomsnittlig 50 bestillinger i uken pa en elektronisk brikke.
Anta at antall bestillinger er poissonfordelt. Approksimer (ved sentralgrenseteoremet) sannsyn-
ligheten for at et lager pa 60 brikker er for lite for en uke.

146 Anta at X ~ x2,,. Vis at EX = n og Var X = 2n nar det er gitt at dette er sant for n = 1.

147 La Zy,...,Z4 veere et tilfeldig utvalg fra N(1,1)-fordelingen. Anta at
>z
J

beskriver resultatet av et eksperiment. Nar dette eksperimentet gjentas 100 ganger, hvor mange
ganger venter du at resultatet ligger mellom 2 og 37

148 Vis at dersom X ~ Fisher(m,n), sa er 1/X ~ Fisher(n,m).

149 Kvantilen ¢4, er definert ved P(T > t,,) = a hvor T ~ Student-t(v). Finn ¢¢. 05,24 1 en
tabell.

150 Anta at T~ Student-t(v). Vis at =T ~ Student-t(v). Hva kan du konkludere om tettheten
til 77

151 Dersom X,Y er uavhengige og normalfordelt, sa er linezerkombinasjonen aX + Y normal-
fordelt. Bruk dette til 4 bevise at oY +u ~ N(u, 0?) nar det antas at Y er standard normalfordelt.

152 Prov a gi et bevis for sentralgrenseteoremet i et mer generelt tilfelle. Hint: Behold regningen
i beviset som er gitt, men modifiser antagelsene slik at variablene i summen kan ha ulike fordelinger.
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Kapittel 11

Noen andre viktige fordelinger

11.1 Khi-kvadrat-, Fisher F- og student ¢{-fordelingene

Vi vil se pa tre fordelinger som er avledet fra normalfordelingen. Disse fordelingene vil vi senere
bruke i statistikkdelen av denne fremstillingen.

Vi begynner med a gi en oppsummering av hvordan disse fordelingene fremkommer.

La Z veere standard normalfordelt. Da vil Y = Z?2 veere khi-kvadratfordelt med 1 frihetsgrad.
La mer generelt Z1, ..., Z, veare et tilfeldig utvalg fra en N(0, 1) fordeling. Daer Y = Z2+-. -+ Z2
khi-kvadratfordelt med n frihetsgrader. Vi skriver kort ¥ ~ 2.

LaU ~ x2,, V ~ x2 og anta at U,V er uavhengige. Da er variabelen F' = (U/m)/(V/n) Fisher
fordelt med m og n frihetsgrader. Vi skriver kort F' ~ Fisher(m,n).

La Z ~ N(0,1),V ~ x2 og anta at Z,V er uavhengige. Da er variabelen T' = Z/./V/n Student
t fordelt med n frihetsgrader. Vi skriver kort at T ~ Student-t(n).

Metoden med fordelingsfunksjonen og metoden med den momentgenererende funksjonen vil bli
brukt for a finne sannsynlighetstetthetene til khi-kvadrat-, Fisher F- og Student t-fordelingene.
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Kapittel 12

Statistiske modeller og
punktestimering

Most studies and experiments, scientific or industrial, large scale or small, pro-
duce data whose analysis is the ultimate object of the endeavor. Mathematical
statistics deals with situations in which the data can be thought of as the out-
come of a random experiment.

P. J. Bickel og Kjell A. Doksum (1977)

En sannsynlighetsmodell kan benyttes til & beregne fordelingen til observasjonene i et eksperi-
ment. Utgangspunktet for modellen er antagelser om en underliggende usikkerheten, dvs det antas
at den underliggende usikkerheten er gitt ved én fordeling.

I en statistisk analyse er problemstillingen snudd. Med utgangspunkt i en statistikk er hensikten
a trekke konklusjoner om antagelsene i en underliggende modell. En statistisk modell er gitt ved
en antagelse om at den underliggende usikkerheten er beskrevet av en av flere mulige fordelinger.
Familien av mulige fordelinger indekseres av en parametermengde, dvs til hver parameter svarer
det en fordeling.

Forventningsverdien til resultatet av et eksperiment blir da en funksjon av parameteren i
modellen. En type statistisk konklusjon er gitt ved et estimat for forventningsverdien beregnet
ved hjelp av gitte data. Estimatet er med andre ord en funksjon av de gitte data.

Generelt er en estimator en funksjon av en observator. Fordi observatoren er en tilfeldig stgrrelse
folger det at estimatoren selv ogsa er en tilfeldig stgrrelse. Fordelingen til en estimator kan benyttes
til en vurdering av om estimatoren er god. F eks sies en estimator a veere forventningsrett dersom
forventningsverdien er lik estimanden.

En gitt statistikk modelleres ofte ved a anta at den er resultatet av en tilfeldig trekning fra én
av flere mulige fordelinger. Vi skal bevise at et tilfeldig utvalgs forventning og varians er eksempler
pa forventningsrette estimatorer for fordelingens forventning og varians.

KJENT: EKSPERIMENT, SANNSYNLIGHETSMODELL, UTFALLSROM, FORDELING, OBSERVATOR, TIL-

FELDIG UTVALG

NYTT: STATISTISK MODELL, PARAMETERMENGDE, ESTIMATOR, ESTIMAT, ESTIMAND, FORVENT-

NINGSRETT, UTVALGETS FORVENTNING, UTVALGETS VARIANS

12.1 Statistiske modeller kontra sannsynlighets modeller

Anta at i en urne med 100 kuler, sa er 37 hvite. Sannsynlighetene for de forskjellige mulige
trekningene kan beregnes ved a spesifisere en sannsynlighetsmodell. F eks kan en slik modell
begrunne at sannsynligheten for a trekke to kuler som er hvite er lik (37/100) - (36/99).

Anta sa at antall hvite kuler er en ukjent stgrrelse 6. To kuler trekkes tilfeldig og resultatet er to
hvite kuler. En statistisk modell kan settes opp for a trekke konklusjoner om € med utgangspunkt
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i observasjonene. Vi skal se pa konklusjoner av tre typer:

Punktestimering: Med utgangspunkt i observasjonene beregner vi et estimat w for den 6-verdien
som passer best med observasjonene, f eks w = 100 - (1 + 1)/2. Dette er punktestimering, og
konklusjonen er at vi gjetter pa at 8 = 100.

Intervallestimering: Vi finner et estimat s for et omrade hvor vi finner de # verdiene som passer
best med observasjonene, f eks s = {50, 51,...,100}. I tilfellet hvor @ er et reelt tall, sa velger
vi oftest & se pa et omrade gitt ved et intervall s = [a, b]. Dette er intervallestimering, og
konklusjonen i eksemplet er at vi gjetter pa at 6 € [50, 100].

Hypotesetesting: Utgangspunktet er en gitt hypotese. Hypotesen kan f eks veere at det er minst
50 hvite kuler. Konklusjonen er enten at hypotesen forkastes eller at den aksepteres, dvs det
er bare to mulige konklusjoner. Dersom hypotesen aksepteres i eksemplet, sa er konklusjonen
at den gitte hypotesen 6 € {50,51,...,100} er sann.

Definisjon: En statistisk modell er gitt ved en familie {P%} av fordelinger for et utfallsrom Q. Parameter-
{P%}, © mengden © er mengden av mulige verdier til parameteren 6.
Dette er en generalisering av den tilsvarende sannsynlighetsmodell hvor vi kun sa pa én fordeling
P for Q2. Modellen er fullstendig spesifisert dersom vi for hver parameter 6 har spesifisert fordelingen
PY.
Vi gjentar hovedpoenget

Forskjellen pa en statistisk modell i forhold til en sannsynlighetsmodell er gitt
ved innfgringen av parametermengden og den tilhgrende familien av mulige
fordelinger. En statistisk modell brukes til a trekke konklusjoner om en mulig
fordeling ved hjelp av data, mens en sannsynlighetsmodell brukes til a trekke
konklusjoner om de mulige observasjonene nar en fordeling er gitt.

Fordi utfallsrommet Q2 er beholdt ved overgangen til en statistisk modell, sa kan definisjonene
av de sentrale begrepene i sannsynlighetsmodellen overfgres direkte. Spesielt er en observator T’
en funksjon 7' :  — Q. Fordelingen PJ. til T er gitt ved

P2(A) = PY(T € A).

Resultatet er en familie { P4} av fordelinger for Qr. I en statistisk modell har dermed hver obser-
vator en familie av mulige fordelinger.

12.2 Punktestimering

La {P?}, 0 € ©, vaere en statistisk modell. En estimator W for parameteren 6 er en observator
for 2 med verdier i en mengde 2y som inneholder parametermengden ©. Det som skiller W fra
en generell observator er altsa tilleggsantagelsen Qy D ©.

Eksempel 12.2.1 (Estimat for 6 i en uniform fordeling) Anta at X = (X1,...,X5) hvor X1, ..., X, er
et tilfeldig utvalg fra den uniforme fordelingen pa intervallet [0,6]. Var oppgave er & finne en estimator for 6.
Uavhengigheten (tilfeldig utvalg!) gir at fordelingen P)g( til X er gitt av simultantettheten

Ix(z;0) = fx, (%1;0) - - fx,, (xn;0).
Den uniforme fordelingen er gitt ved tettheten
1
Fr(y;0)=5;0>0,0<y <9

Antagelsen om at vi har et utvalg fra den uniforme fordelingen betyr at fx, = fy for alle 7. Denne siste antagelsen
kunne ogsa veert skrevet som X; ~ uniform|0, 6]. Fordelingen Pf( er dermed fullstendig spesifisert av antagelsene.
Parametermengden i denne modellen er © = {6 |6 > 0}.
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Figur 12.1: Tettheten til observatoren W ved n =4 og § =1

En mulig estimator for 0 er gitt ved
W = maks{X1,..., Xn}.

Her er W = ¢(X) hvor ¢(z) = maks{x1,...,2n}. Dermed er W en funksjon av X, dvs W er basert pa X.

Dersom utfallet er w, sa er estimatet lik w = W(w) = ¢(X(w)). Nar utfallet 1 = X1 (w),...,zn = Xpn(w) er
gitt, sa kan estimatet w = maks{z1,...,z,} beregnes. Poenget med dette siste er at beregningen kan gjores uten
at utfallet w er kjent. Fordi W er basert pa X kan w beregnes nar z er gitt.

La X(1),...,X(n) veere ordningsobservatorene. Vi har da at W = X(,,). Vi har tidligere funnet fordelingen til
hver enkelt X ;). Spesielt er fordelingen til W gitt ved tettheten

fw (w) = fx ., () = nfy (w)Fy (w)" !
Her er Fy (w) = [" fy (y)dy = w/0 for 0 < w < 6. Dette gir

n _
fW(w):é)—nw" Lo>0,0<w<o.
Vi kan skissere tettheten til W for hver 6 og n verdi. Et eksempel er gitt pa figur 12.1. Spesielt gir en skisse av
tettheten et inntrykk av hvordan fordelingen er lokalisert i forhold til verdien € som skal estimeres.
Et numerisk lokaliseringsmal er gitt av forventningsverdien til W

EGW:/Gw-iwn_lzin w"+1T: L’y
Jo on (n+1)6m o n+1

Fordi E? W # 0 sier vi at W ikke er forventningsrett. Vi kan lage en estimator V som er forventningsrett:

1 1
vy k(X0 X}
n
gir
EGV:LHEHW:LH " _g—o.
n n n+1

Mer generelt kan vi veere interessert i en estimator for en funksjon 7(6) av parameteren 6.

La © vere parametermengden i en statistisk modell. En estimand T er en funksjon 7 : © — O,. Definisjon:

Et eksempel pa en estimand er gitt ved 7(6) = 6, hvor ©, = ©. Et annet eksempel er gitt estimand
ved forventningsverdien til en tilfeldig variabel, dvs p = E X. Notasjonen betyr at p(f) = E’ X
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for alle 6, og ©, = R. Denne konvensjonen tilsvarer at likhet f = g mellom funksjoner betyr at
f(z) = g(x) for alle z i definisjonsomradet Dy = D,. Konvensjonen med a utelate § vil bli brukt
ogsa i det fglgende.

En estimator er en observator. La W : Q — Qyu vere en observator og la 7 : © — O, veere en
estimand. Da er W en estimator for estimanden 7 dersom ©., C Q.

Kravet O, C Qy er et meget svakt krav, men det gir dog en sammenheng mellom estimatoren
og estimanden. Det er et svakt krav fordi W ikke trenger a ta alle verdier i Qy, og 7 trenger ikke
ta alle verdier i ©,. F eks kan O, = (0,00), Qw = R og W(w) = —10, dvs estimatoren gir alltid
estimatet —10. Denne estimatoren bommer alltid pa estimanden 7 som i dette tilfellet alltid er
positiv.

Forventningsretthet er et kriterium som sikrer at en estimator “sikter pa blinken”.

Estimatoren W er forventningsrett for estimanden T dersom

forventningsrett

Definisjon:
X, 52

EW=r

I tilfellet W = (W1,..., W,) for tilfeldige variable W; betyr dette at E’ W; = 7;(6) for alle 6 og
j. Det antas i det overstaende at Qyy er et vektorrom slik at forventningsverdien E W er definert.

Det er gnskelig at en estimator er forventningsrett fordi dette sikrer at estimatorens fordeling
er lokalisert omkring verdien som skal estimeres. Vi har fglgende reformulering

En estimator er forventningsrett dersom tyngdepunktet til estimatorens
fordelingen er lik estimanden.

I analysen av en gitt statistikk z1,...,z, er det vanlig a anta at statistikken er en realisering
av et tilfeldig utvalg, dvs at

(1, 2n) = (X1 (w),..., X, (w))

hvor X1,..., X, er et tilfeldig utvalg. Forventningen og variansen til utvalget er to meget brukte
estimatorer.
Anta at X1,...,X, er et tilfeldig utvalg. Utvalgets forventningsverdi er

X+ + X,
n

Y:

og for n > 2 er utvalgets varians

(X1 —X)2+ -+ (X, — X)?

5% =
n—1

Bade X og S2 er tilfeldige variable. De er basert pa utvalget X1, ..., X, og estimatene T og s>
kan dermed beregnes nar en statistikk @1, ..., z, er gitt. Forventningsverdien y og variansen o? til
fordelingen P)e(j er begge funksjoner av #, dvs de er estimander. Dermed er X og S? estimatorer

for hhv p og o2.
Grunnen til at vi dividerer med n — 1 i definisjonen av S? er gitt av det generelle resultatet:

Et tilfeldig utvalgs forventningsverdi og varians er forventningsrette estimatorer
for hhv forventningsverdi og varians.

Beviset for X bruker ikke antagelsen om uavhengighet

EY:EXl—’_.“—’_Xn :EX1+...+EXn :N‘f'""",“

:ﬂ.
n n n
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Uavhengigheten gjor at vi ogsa kan beregne variansen

X+ -+ X, Var X +---+ Var X, 1,5
= = —0o°.

Var X = Var 5

n n n

Merk: Variansen til estimatoren X gar mot null nar utvalgets stgrrelse vokser. Dette tolkes som
at presisjonen til estimatoren er bedre jo stgrre utvalget er.
Beviset for at S? er forventningsrett er litt mer komplisert og bygger pa formelen

¢ (xox).

n—1

Denne beregningsformelen gir ofte ogsé den enkleste méaten & beregne S2. Beviset av beregnings-
formelen fglger av identiteten o

(r —7)2 =22 — 77
som er et spesialtilfelle av beregningsformelen Var Z = E Z2? — (E Z)? for variansen. I det over-

staende er o
X2 =(X{+---+X3/n.

Beregningsformelen gir folgende resultat.

Et utvalgs forventningsverdi og varians er en funksjon av summen og kvadrat-
summen til utvalget.

Likheten Var Z = E Z2 — (E Z)? gir oss ogsa at E X2 = Var X; + (E X;)? = 02 + 2, som gir

(@ +p*) -+ (0® +p%)
n

2

Forventningsverdien til X7 finnes ved
— — — 1
EX =VarX + (EX)? = —o2 + %
n

Beviset av at S? er forventningsrett kan dermed konkluderes ved innsetting av de foregaende
resultater i beregningsformelen for 52

n 5 -2 n 5 =2
ES?=E X2-X']= [EX2-EX ]
n—1 n—1
n 1 n 1
:7[02_’_“2_70_2_#2]: [0_2_702]202.
n—1 n n—1 n
Eksempel 12.2.2 (Estimering av forventning og varians til en Bernoulli fordeling) La X, ..., X, veere

et tilfeldig utvalg fra en Bernoulli(p)-fordeling. Vi antar at n > 2. Fordelingen har forventningsverdi p og varians
p(1 — p). Bade forventningsverdien og variansen er funksjoner av parameteren p og er dermed estimander. Identi-
fiser dette med en suksess/fiasko modell, dvs hendelsen (X; = 1) tolkes som suksess i forsgk j. La Y veere antall
suksesser. Da fglger det at Y/n er en forventningsrett estimator for parameteren p. Dette er en konsekvens av at p
er forventningsverdien til fordelingen og av at Y = 3 X;.

En annen forventningsrett estimator for p er gitt av X;. Estimatoren X er ikke basert pa Y: Selv om vi har gitt
antall suksesser y, sa kan vi ikke generelt avgjgre om forsgk nummer 1 var en suksess eller ikke. Bade estimatoren
Y/n og X1 er imidlertid basert pa X = (X1,...,Xn). I folge kritererier som skal diskuteres senere vil det fglge at
X er en darligere estimator enn Y/n.

Vi kan ogsa finne en forventningsrett estimator for variansen som er basert pa Y. Fordi Bernoulli-variablene
oppfyller Xi2 = X, finner vi at utvalgets varians er basert pa Y:

2= " X _x)- " x-x=—"Yu Y
n—1 n—1 n—1n n

Det finnes ogsa andre posisjonsmal for en fordeling, f eks medianen. Dette betyr at forvent-
ningsretthet bare er et av mange mulige mal for at posisjonen til estimatoren stemmer overens
med verdien som skal estimeres.
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12.3 Oppgaver

153 Anta at i en urne med 100 kuler, sa er 37 hvite. Sannsynligheten for a trekke to kuler som
er hvite er lik (37/100) - (36/99).

Begrunn dette pa 3 mater ved a sette opp 3 forskjellige sannsynlighetsmodeller. Eventuelle
tilfeldige variable som benyttes skal spesifiseres.

Hint: Produktregel for betingede sannsynligheter, ordnet utvalg og ikke-ordnet utvalg.

154 Anta at to kuler trekkes tilfeldig fra en urne med 100 kuler. Resultatet er to hvite kuler.
Sett opp en fullstendig spesifisert statistisk modell og estimer antall hvite kuler i urnen.
Finn variansen til estimatoren.

155 Hva er forskjellen (og likheten) mellom omradeestimering og hypotesetesting?

156 Forklar hva som menes med at forventningsverdien E X til en tilfeldig variabel X er en
estimand 7. Er i sa fall X en forventningsrett estimator for 77

157 La Yy,..., Y, veere et tilfeldig utvalg fra uniform(0, 8)-fordelingen. En estimator for 6 er
gitt ved W = Yj,aks. Finn sannsynligheten for at W ikke er lenger enn 1/8 unna 6. Hva er
sannsynligheten nar 0 = 17

158 LaYy,...,Y, vere et tilfeldig utvalg fra eksponential(1/8)-fordelingen. En estimator for 6
er gitt av W = nYy,. Finn tettheten fy, til W.

159 Ved et sykehus neer et lager for radioaktivt avfall fra et kjernekraftverk sa registreres antall
pasienter per ar som far diagnosen kronisk leukemi. Resultatet de siste 12 arene er 2, 1, 0, 0, 1,
1,1, 4, 1,0, 2, 3. Anta at antall forekomster per ar er beskrevet av en poissonfordeling. Estimer
den relevante parameteren.

160 LaYi,...,Y, vere et tilfeldig utvalg fra en fordeling med forventningsverdi . Under hvilke
betingelser er estimatoren

W=¢(V1,....Y) =Y a;¥;
j=1
forventningsrett for p?

161 Anta at 14, 10, 18, 21 er resultatet av en trekning fra en uniform(0, #)-fordeling. Finn en
forventningsrett estimator W for ¢ basert pa den tredje ordningsobservatoren Y{3). Hva er verdien
til W for utvalget som ble trukket? Gi et eksempel som viser at estimatoren W ikke er en god
estimator.

162 La X ~ uniform(0,6) og definer 7(f) = 6. Finn en forventningsrett estimator W for 7.
Hint: La W veere basert pa X?2.

163 En estimator W, er asymptotisk forventningsrett for 7 dersom

lim E° W, = 7(6).
La W,, = Yiaks hvor Y7, ... Y, er et tilfeldig utvalg fra uniform(0, #)-fordelingen. Er W,, forvent-
ningsrett for 7 nar 7(0) = 07 Er W,, asymptotisk forventningsrett?

164 Fremfor a kreve forventningsretthet, sa kan en estimators fordeling sies a veere riktig sentrert
dersom estimatorens median er lik estimanden. En slik estimator kalles median-forventningsrett.
Estimatoren [(n + 1)/n|Ymaks er forventningsrett for 6 nar Yi,..., Y, er et tilfeldig utvalg fra
uniform(0, )-fordelingen. Er den median-forventningsrett?
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165 En estimator W er en beste linezer forventningsrett estimator for 7 dersom

1. W er en linezer funksjon av observasjonene Xy, ..., X,.
2. EW =r.

3. VarW < Var W* for alle estimatorer W* som oppfyller de to overnevnte krav.

Vis at et tilfeldig utvalgs forventning er en beste linezer forventningsrett estimator for fordelin-
gens forventningsverdi.

Hint: La W = a1 X1 + -+ + ap X, + ¢. Vis at ¢ = 0. Partiellderiver mhp a;’ene for a vise at
aj = 1/n.

166 Bevis at
2

(z—-7)2=22-7
167 Bevis at S? er en forventningsrett estimator for o2.
Hva er antagelsene i beviset?

168 Bevis at X2 = X dersom X er en Bernoulli-variabel.

169 Hva betyr det at W er en observator for utfallsrommet Q7
Hva betyr det at W er en estimator?
Hva betyr det at 7 er en estimand?
Hva betyr det at W er en estimator for 77
Hva betyr det at W er en estimator for 7 basert pa observatoren (Xi,...,X,)?
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Kapittel 13

Ngyaktighet, konsistens og
tilstrekkelighet

I do not know of any explicit statement of the properties, consistency, efficiency
and sufficiency, which may characterize estimates prior to my 1922 paper. I had
noted the functional peculiarity of sufficiency in an earlier paper, 1920, in the
Monthly Notices of the Astronomical Society.

R.A.Fisher (1940)

Hensikten med en estimator er a beregne et estimat. Estimatet er var gjetning pa en ukjent
stgrrelse i modellen. Ngyaktigheten til estimatoren sgrger for at i en tenkt gjentagelse av eksper-
imentet, sa vil de tilsvarende beregnede estimatene ligge tett samlet i naerheten av den ukjente
storrelsen. Konsistensen til estimatoren sgrger for at estimatet beregnet ved hjelp av et gkende
antall eksperiment konvergerer mot den ukjente estimanden. Spesielt svarer dette intuitivt til at
dersom fordelingen til eksperimentet er kjent, dvs som om eksperimentet er gjentatt uendelig
mange ganger, sa gir estimatoren en riktig beregningsformel.

Tilstrekkelighet er kanskje det viktigste nye begrepet ved overgangen fra en sannsynlighetsmod-
ell til en statistisk modell. Intuitivt er en observator tilstrekkelig for et eksperiment dersom verdiene
t1,ts, ... til observatoren inneholder samme informasjon om eksperimentet som verdiene wy,ws, . . .
som eksperimentet gir. Informasjon om eksperimentet betyr her informasjon om parameteren i den
statistiske modellen for eksperimentet. I praktiske eksempler kan w tilsvare 100 tall, mens ¢ er gitt
ved 2 tall. Det sier seg selv at en slik datareduksjon kan gjore analysen svaert mye enklere.

KJENT: STATISTISK MODELL, PARAMETER, ESTIMATOR, FORVENTNINGSRETT, TSJEBYSJEVS

ULIKHET, TETTHET, BETINGET FORDELING

NYTT: NOYAKTIGHET, KONSISTENS, KJENT PARAMETER, TILSTREKKELIGHET

13.1 Ngyaktigheten til en punktestimator

Vi begynner med en oppsummering av de viktigste definisjonene fra forrige kapittel. Utgangspunk-
tet er en statistisk modell {P’} med en parametermengde ©. En estimator W er en observator.
Antaat 7: © — O, C Q. Da er W en estimator for 7. Anta at utfallet er w. Da gir estimatoren
W estimatet w = W (w). Estimatoren W er forventningsrett (unbiased) dersom E’ W = 7(6) for
alle 6.

Anta at V, W er tilfeldige variable med tettheter som pa figur 13.1. Pa figurene fremgar det
at W’s fordeling er lokalisert omkring 7(6), mens dette ikke gjelder V’s fordeling. Dermed vil vi
konkludere at W er en bedre estimator for 7(f) enn V. Dette er et geometrisk argument.

En analytisk begrunnelse er gitt ved at vi foretrekker en forventningsrett estimator fremfor
andre estimatorer som ikke er forventningsrette. En estimator W er jo forventningsrett for 7
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Figur 13.1: Fordelingen til estimatoren W har bedre posisjon enn fordelingen til V' i forhold til
7(0).
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Figur 13.2: Fordelingen til estimatoren W har mindre spredning enn fordelingen til V.

dersom 7 er tyngdepunktet til W’s fordeling.

Tenk et gyeblikk pa W som om den beskriver resulatet av at vi skyter pa blink.
Vi forsgker a treffe 7. At W er forventningsrett kan sammenlignes med at vi
sikter pa riktig punkt.

Anta at V, W er tilfeldige variable med tettheter som pa figur 13.2. Her foretrekkes W fremfor
V fordi fordelingen til W har mindre spredning enn fordelingen til V. Dette kan reformuleres som
at W er mer ngyaktig enn V. Vi vil bruke variansen til W som et mal for spredningen til W.

Tenk igjen pa W som om den beskriver resulatet av at vi skyter pa blink etter
7. At W har liten varians kan sammenlignes med at de fleste skuddene treffer i
naerheten av blinken.

Anta at V og W er forventningsrette estimatorer for 7. Da er W ngyaktigere enn V' dersom

Var® W < Var? V for alle 6.

Den relative npyaktigheten til W i forhold til V' er Var W/ Var V.
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Her er det, som alltid i en statistisk modell, underforstatt at Var avhenger av parameteren 6.
Konvensjonen med a unnlate a skrive opp 6 avhengigheten brukes ogsa i andre sammenhenger.
Begrepet “relativ effisiens” er synonymt med relativ ngyaktighet. Alternativt benyttes ogsa “relativ
effektivitet”.

Eksempel 13.1.1 (Mer ngyaktig estimator) Anta at Y; ~ eksponential(1/0) og at Y1,...,Y, er uavhengige.
Her er EY; = 0. Dette gir at W =Y og V = Y7 er forventningsrette for . Vi beregner variansene ved

Y; - Y, 1 1
R (N e N )
n

VarV = VarY] = 02, Var W = VarY = Var 5
n

n

Dette gir at Var W < Var V' nar n > 2, dvs W er mer ngyaktig enn V nar n > 2.

Vi velger fglgende definisjon:

En estimator W for T er en beste estimator dersom W er forventningsrett og VarW < Var V' Definisjon:
for alle forventningsrette estimatorer V. beste

En beste estimator er dermed en forventningsrett estimator som har minst like liten varians estimator
som alle andre forventningsrette estimatorer. Som tidligere skal ulikheten Var W < VarV tolkes
som at

Var’ W < Var’ V' for alle 6.

13.2 Konsistente estimatorer

La W,, veere en estimator for 7. Da er W, konsistent dersom Definisjon:
konsistens
W, 2 7(0) for alle 0.

Notasjonen il betyr konvergens i sannsynlighet. Dette betyr at for alle € > 0 vil
P(|W,, — 7| < €) — 1 nar n — oo.

I det overstéaende er bade P og 7 avhengig av 6 og det er underforstatt at pastanden skal gjelde
for alle . En estimator W,, er mao konsistent for 7 dersom W,, konvergerer i sannsynlighet mot
T.

Dersom W,, er forventningsrett for 7, sa gir Tsjebysjevs ulikhet at

Var W,

P((W,, —7|<e€)>1-— 5

€

Dermed har vi resultatet:

Dersom W, er forventningsrett og Var W,, — 0, sa er W,, konsistent. I

Det finnes eksempler som viser at det motsatte ikke er tilfelle: W,, kan veere konsistent uten
at VarW,, — 0,

Et meget viktig eksempel pa en konsistent estimator er gitt av et tilfeldig utvalgs forvent-
ningsverdi X. Her er W,, = X hvor n er utvalgets storrelse. Det fglger at W,, er en konsistent
estimator for forventningsverdien y = E? X; dersom variansen 02 = Var’ X; < co. Begrunnelsen
er at Var W,, = 02/n — 0. Resultatet er viktig i forhold til tolkningen av sannsynlighetsteorien og
fortjener et eget navn.

Store talls lov (svak versjon) sier at et tilfeldig utvalgs forventningsverdi X er
en konsistent estimator for forventningsverdien.
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13.3 Tilstrekkelige observatorer

R. A. Fisher ga fglgende definisjon av tilstrekkelighet:

En observator er tilstrekkelig dersom den inneholder all relevant informasjon. I

Dette er ikke en matematisk definsjon. Formuleringen gir rom for flere mulige presiseringer. Vi
velger fplgende:
Definisjon: Anta at X er en observator med tetthet fx(x;0). Observatoren T er tilstrekkelig for 6 i forhold
tilstrekkelig til X dersom T = ¢(X) og

fx(@;0) = g(x) - h(p(x); 0).

Idé: g er uavhengig av 6, sa denne er gitt uten at 8 er kjent. All informasjon om 6-avhengigheten
er i funksjonen h. Konklusjoner om 6 finnes via konklusjoner om &, og denne avhenger kun av x

gjennom ¢(zx).

All informasjon om # inneholdt i X er dermed ogsa inneholdt i T' = ¢(X).

Mer generelt defineres T til a veere tilstrekkelig for 6 i forhold til X dersom fordelingen til X
gitt T er uavhengig av parameteren 6. Det kan vises at dette er i samsvar med definisjonen vi
valgte. Den elementzere definisjonen av betinget sannsynlighet er imidlertid ikke generell nok til
at vi kan gjennomfgre beviset her. Begrepet “suffisient” er synonymt med tilstrekkelighet.

Eksempel 13.3.1 (Tilstrekkelig observator for p) Vi skal vise at antall suksesser Y i uavhengige Bernoulli-
forsgk X1,..., Xy er en tilstrekkelig observator for suksess-sannsynligheten p. Vi har at

Fx(@p) = P71 (1= p) =P (L= p) = (1
=pY(1 =p)"7Y = g(@)h(¢(z); p),
hvor g(z) =1, y = ¢(z) = >_ x4, og h(y;p) = p¥(1 — p)" Y. Dermed har vi bevist at Y = ¢(X) er tilstrekkelig.
Eksempel 13.3.2 (Tilstrekkelig observator for u og for (u,02)) La X1,..., X, vere et tilfeldig utvalg fra

en N(u,o2)-fordeling.
Anta at o er kjent. Dette betyr at parametermengden er

O ={p|—o00 < p< oo}

Vi skal finne en tilstrekkelig estimator for X og . Tettheten til X er

1 1 _(z1—w? 1 1 _G@n-wm? 1 1\" _ne?—2unz+npu?
fx(x;#) = — __—¢ 202 e ——— — ¢ 202 = —— — e 202
Var o V2r o Var o
n n? 72@71?«#71“2
:< 1 l) R
V2o

Overgangen < folger ved at
Z(wl —p)?= Z z? — 2#2 z; + np? = na? — 2unT + nu’.

Vi har faktorisert fx i en faktor som er uavhengig av p og i en faktor som kun avhenger av x gjennom . Dermed
kan vi konkludere at utvalgets forventning X er en tilstrekkelig observator for p nar variansen o2 er kjent.
Anta sa at bade variansen og forventningsverdien er ukjente, dvs parametermengden er

e):{(,u'rgz)‘g>0»7oo<:u<oo}'

Daer T = (X, S?) en tilstrekkelig observator. Beviset fglger av foregiende regning nar vi i tillegg bruker at

5% =

. _ -1 _
<X2—X2> som gir xz2="""g52 %"
n—1 n
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Definisjon: Anta at parameteren i en statistisk modell er pa formen 6 = (61,02). Nar 0y er kjent betyr
kjent dette at parameterrommet er redusert fra © til
parameter

@1 = {91 |(91,02) S @}

Vi har et generelt tilstrekkelighetsprinsipp:

Dersom T er en tilstrekkelig observator, sa skal estimatoren vaere basert pa 7. I

Det er viktig & merke seg at overstaende skal gjelde for alle tilstrekkelige observatorer.

Eksempel 13.3.3 (Diskvalifisering av en estimator og datareduksjon) La X, ..., X, vaere et tilfeldig ut-
valg fra en Bernoulli(p)-fordeling. Da er X og X7 begge forventningsrette estimatorer for p basert pa det tilfeldige
utvalget. Estimatoren X er en tilstrekkelig observator, si denne inneholder all informasjon om p. Estimatoren X
diskvalifiseres fordi X ikke er basert pa X. Derfor foretrekker vi estimatoren X fremfor X;.

Enkeltobservasjonen T (antall suksess delt pad n) inneholder dermed like mye informasjon om p som de n
observasjonene z1,...,x,. Dette viser at en passelig valgt tilstrekkelig observator kan lede til datareduksjon.
Observatoren X = (X1,...,Xn) er ogsa tilstrekkelig. Vi velger a trekke slutninger om p med utgangspunkt i Z
fremfor = fordi det er enklere med bare ett tall.

Det kan virke utrolig at all informasjonen er samlet i et tall. Forklaringen er antagelsen om at observasjonene
er gitt ved en sa enkel modell. Dersom det f eks ikke er uavhengighet mellom X,’ene, sa er fortsatt X tilstrekkelig,
men statusen til X er uklar.

Idéen om tilstrekkelighet er en av de mest elegante i statistikken. Vi har sett
pa to viktige konsekvenser. Den ene konsekvensen er en metode som generelt
diskvalifiserer enkelte estimatorer. Den andre konsekvensen er at det i noen til-
feller er mulig & oppna en kraftig reduksjon av datamengden som skal analyseres.
Begge konsekvensene er imidlertid avhengig av antagelsen om riktig statistisk
modell, og denne antagelsen kan veere gal!

13.4 Oppgaver

170 LaYi,...,Y, vere et tilfeldig utvalg fra eksponential(1/))-fordelingen. La Wy =Y, Wy =
Y1 og W3 = nYpin. Vis at Wy ~ gamma(n,n/)\). Vis at W, ene er forventningsrette estimatorer
for A. Finn de relative ngyaktighetene til W;’ene. Hvilken estimator er best?

171 Vi har diskutert to mulige estimatorer X; og X for den binomiske parameteren p. Sam-
menlign disse.

172 LaYy,...,Y, vere et tilfeldig utvalg fra uniform(0, 8)-fordelingen. Vis at Yj,.ks er en kon-
sistent estimator for 6. Anta at # = 1. Hvor stor ma n veere for at P(|Yhaks — 0] < 0,04) > 0,957
Er Y7 en konsistent estimator?

173 Vis at et tilfeldig utvalgs forventning er en konsistent estimator for forventningsverdien.
174 La X ~ eksponential(1/)) og la Y1,...,Y, veere et tilfeldig utvalg fra fordelingen til X +6.
Vis at Xmin er en tilstrekkelig observator for § nar A = 1.

Er Y en tilstrekkelig observator for \? Hva betyr dette??

175 La X, X, X3 veere uavhengige Bernoulli-variable med P(X; = 1) = p. Er X1 +2X,+3X3
en tilstrekkelig observator for p i forhold til Xy, X5, X37 I forhold til Zj X;?

176 Gi et eksempel som viser at bruken av en tilstrekkelig observator kan gi datareduksjon.
Betyr dette at de opprinnelige dataene er overflgdige?
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177 Anta at W, konvergerer i sannsynlighet mot 7. Folger det da at W, er en konsistent
estimator for 77 Er W, forventningsrett?

178 Hva betyr det at W er en beste estimator for 77

179 La {P?} veere en statistisk modell hvor alle fordelingene P? er diskrete.

Vis at dersom 7' er tilstrekkelig for 6 i forhold til X, sa er fordelingen Px|p til X gitt T
uavhengig av 6.

Vis at dersom fordelingen Py |7 til X gitt T" er uavhengig av 6, sa er T' tilstrekkelig for 6 i
forhold til X.

180 LaYy,...,Y, vere et tilfeldig utvalg fra eksponential(1/6)-fordelingen. En estimator for 6
er gitt av W1 = nYp. En annen estimator er gitt ved utvalgets forventning, dvs Wy = Y. Beregn
Var W1 og Var W,. Hvilken estimator er mest presis?

Hint: Et av integralene som ma beregnes kan beregnes ved integralet i definisjonen av gamma-

funksjonen.



Kapittel 14

Metoder for a finne estimatorer

Much modern work may be considered as stemming from a very remarkable
paper of Fisher (1922) which gave, among other things, the idea of sufficiency.
Fisher’s later work on the foundations of statistical inference stressed likelihood
and conditionality and his views on the bases are set out in his last book (Fisher,
1973); see also particularly his papers of 1925 and 1934.

D.R. Cox and D.V. Hinkley (1974)

I enkle tilfeller finnes det et naturlig estimat for en ukjent stgrrelse i en statistisk modell. F eks
er naturlige estimatorer for en fordelings momenter gitt av et tilfeldig utvalgs momenter. Dette
motiverer momentmetoden hvor et estimat finnes ved a kreve likhet mellom fordelingens fgrste
momenter og dataenes momenter. Momentmetoden gir ofte en estimator uten for mye regnearbeid.

Rimelighetsmetoden regnes for a veere teoretisk bedre fundert. Utgangspunktet er rimelighets-
funksjonen til de gitte dataene, dvs tettheten til observatoren sett pa som funksjon av parameteren
i modellen. Et mulig prinsipp i en statistisk analyse er gitt ved at enhver konklusjon kun skal
avhenge av rimelighetsfunksjonen til de gitte data. Spesielt ma da et estimat veere en funksjon av
rimelighetsfunksjonen. Dette er spesielt tilfelle for en rimelighetsestimator, som ved definisjon er
gitt ved a velge den parameterverdien som maksimaliserer rimelighetsfunksjonen. Et rimelighet-
sestimat er dermed gitt ved at det maksimaliserer rimeligheten, dvs sannsynligheten, til de gitte
observasjonene. Intuitivt synes dette a vaere et godt valg.

KJENT: STATISTISK MODELL, ESTIMATOR, TILSTREKKELIG OBSERVATOR

NYTT: MOMENTESTIMATOR, RIMELIGHETSFUNKSJONEN, RIMELIGHETSESTIMATOR

14.1 Innledning

Sa langt har vi definert hva en estimator er, og sett pa noen egenskaper en estimator bgr ha. Na
skal vi presentere to metoder som kan brukes til & finne estimatorer. Vi starter med en repetisjon
av noen sentrale begrep.

En estimator er en observator W. Nar dataene fra eksperimentet foreligger, sa benyttes esti-
matoren til & beregne estimatet w.

Spesielt har estimatoren W en tilhgrende fordeling. Denne kan brukes til a vurdere om esti-
matoren sikter riktig og om estimatene har liten spredning. Dette vurderes kvantitativt ved a se
pa om W er forventningsrett, EW = 7, og ved a se pa om variansen Var W er liten.

I tillegg har vi diskutert konsistens, W, Eil T, og tilstrekkelighet. En observator T' = ¢(X) er
tilstrekkelig for 6 i forhold til X dersom vi har en faktorisering

fx (2;0) = g(x)h(t;0), hvor t = ¢(x).

Begrepet ga:

103
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1. En metode for a diskvalifisere enkelte estimatorer.

2. T enkelte tilfeller en kraftig reduksjon av datamengden.

Et tilfeldig utvalgs forventning og varians er forventningsrette estimatorer for forventningen
og variansen. Dette gjelder uansett hvilken statistisk modell som er valgt. Estimatorer for andre
estimander vil typisk avhenge av modellen.

Vi skal se pa momentmetoden (method of moments) og rimelighetsmetoden (mazimum like-
lihood method, sannsynlighetsmaksimeringsmetoden). Momentmetoden gir oss en estimator ved
Igsning av et ligningssystem. Den kan brukes nar f eks rimelighetsmetoden blir for komplisert.

14.2 Momentmetoden

La en statistisk model {P?} veere gitt. Anta at zy,. .., z, er resultatet av en trekning fra fordelin-
gen til X.
Momentestimatet 7 for estimanden T : © — O er gitt ved at T = 7(0) hvor

B XI =2 j=1,... .k

Ved lgsning av ligningene velges k, hvis det er mulig, slik at ligningssystemet har en unik
lgsning. Det typiske er at 8 = (61, ...,6,,), hvor hver 6; er et reelt tall, og man velger k = m.

En reformulering av momentmetoden er gitt ved:

Momentestimatoren finnes ved & kreve at fordelingens fgrste momenter er lik
verdien til et tilfeldig utvalgs fgrste momenter.

Med 6 = (51, ég) betyr dette f eks at oppgaven er redusert til a lgse to ligninger med to ukjente

I 1 5 g 1
E91,92 X = 5(.’131 +$2) E91792 X2 = 5(3312 +$22).

Eksempel 14.2.1 (Momentmetoden) Anta at Xi,..., X, er et tilfeldig utvalg fra tettheten
fx(@;0)=0+1)y° 0<z<l.

Vi skal finne momentestimatoren for # > —1. Fordi vi bare har et ukjent tall trenger vi bare 1.moment, dvs
forventningsverdien

0+ 1 1
+ x9+2|:6+1
0 0+2

1
EHX:/ 0+ alde = ——
Oa:( + 1)z%dz )

Vi trenger bare bruke den fgrste momentligningen:

0+1
EQXzﬁzf som gir
2T — 1

1—-=

0+1=z(0+2),01-7)=2T—-1, 0=

Momentestimatoren er dermed o
_2X -1

1-X
Merk: Metoden ga en estimator uten mye regning. I utgangspunktet var det vanskelig a gjette pa mulige
kanditater.
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I
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0

Figur 14.1: Rimelighetsestimat

14.3 Rimelighetsmetoden

La {P%},0 € ©, vaere en statistisk modell. Anta at observatoren X har en tetthet fx. Denne
tettheten er avhengig av 0 fordi fordelingen P)"} til X er avhengig av 6.
Definisjon: Rimelighetsfunksjonen L% : © — R til verdien x for observatoren X er definert ved

L.’If
* L5(0) = fx(z:0).

Notasjonen Lx (6;x) brukes ogsa. I de fleste tilfeller vil vi forenkle notasjonen ved & utelate en
eller begge av indeksene X og x.
Det typiske tilfellet er at X er en vektor med diskret eller kontinuerlig fordeling. Betegnelsen
“likelihood funksjonen” (the likelihood function) benyttes synonymt.
La x vere en gitt observasjon. Da er 7 et rimelighetsestimat for estimanden T : © — ©, Definisjon:
dersom T = T(é) hvor 6 er et globalt maksimalpunkt for rimelighetsfunksjonen L*, dvs dersom T

L*(0) < L*(0)  for alle 6.

Den intuitive ideen er gitt ved:

Vi velger den parameterverdien som gjgr observasjonen sa rimelig, dvs sannsyn-
lig, som mulig.

Et eksempel er gitt i figur 14.1.
Et rimelighetsestimat 7 avhenger av observasjonen x, dvs T = ¢(x). En rimelighetsestimator Definisjon:
for T er da gitt ved ¢(X). rimelighetsesti
Rimelighetsmetoden vil oftest vaere vanskeligere a gjennomfgre enn momentmetoden. Spesielt
er dette tilfellet nar © C R* og dimensjonen k er stor.
Advarsel: I litteraturen brukes noen ganger 0 ogsa som betegnelse pa rimelighetsestimatoren.

Eksempel 14.3.1 (Rimelighetsestimator) La Xi,..., X, veare et tilfeldig utvalg fra tettheten

)\"L'
fl@ ) =" z=0,1,2,...
z!
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¢ . £
I A b

Figur 14.2: Fortegnsskjema

hvor A > 0. Dette betyr spesielt at vi antar X; ~ Poisson()). Rimelighetsfunksjonen er
wavh. AT1 Y ATn —A
LN = fx (@A) "= fxy (@130) - fx, (@nsA) = ——e7 7 - e
1
= Me ™™ hvorz=a1 4+ + .
z1!-xy!
Merk: Regningen over viser ogsa at Z = X1 + --- + X, er en tilstrekkelig observator.
Rimelighetsestimatet kan na finnes ved & maksimalisere L. Fordi In er strengt voksende er dette ekvivalent med

4 maksimalisere In L. Pga faktoriseringen over ser vi at det er tilstrekkelig 4 maksimalisere In(\*e=*"):

x1! Tn!

d
0= ﬁ(zln)\—kn) =z/A—n gir A=z/n.

Fortegnsskjemaet for den deriverte i figur 14.2 gir at det kritiske punktet z/n er et maksimalpunkt. Konklusjonen
er at rimelighetsestimatoren faller sammen med utvalgets forventning

X = Z/n.

Fglgende observasjoner er viktige:

1. Det kan lgnne seg 4 maksimalisere In L.

2. Det kan lgnne seg a faktorisere L i en #-avhengig og en 6-uavhengig
del. Da finnes ogsa en eventuell tilstrekkelig observator.

3. Dersom T er en tilstrekkelig observator, sa vil rimelighetsestimatoren
automatisk veere basert pa T'.

Eksempel 14.3.2 (Rimelighetsestimator for p,02) La Xi,..., X, vere et tilfeldig utvalg fra en N(u,o?)-
fordeling. Her er © = {(u,02) | € R, o > 0}. Uavhengigheten gir rimelighetsfunksjonen

1 1IN\N™2 _ a7 oz,
2 () (2]

Vi ma maksimalisere

1 n/2 o TE oo, 2 N
u(p,0%) =In <—> e 2oz AT ) 14(02) n/2 — — (22 — 207 + 12).
o2 202

Dette er en funksjon av to variable, og en metode er a lgse ligningssystemet

1%} 0

o, .

ou o2
I vart spesielle tilfelle er det imidlertid klart (hvorfor?) at maksimalpunktet mé vere slik at x2 — 2u% + p2 er
minimalisert. Regningen o o

22 —2uT 4 p? =22 — T2 + (T — p)?
gir at minimalpunktet er 4 = . Oppgaven er dermed redusert til & minimalisere
“In(e?) n/2 — 2 (2% —7?)
202

Ved t = 02 og derivasjon fplger

0 d(%n(t) n/2— 2@ =) = —1/t-n/2 4122 @ 7)) |+

T at
n o—
0=—tn/2+ 5(12 —72)
Det kritiske punktet er dermed o2 = 72 — 32 og et fortegnsskjema gir at dette er et maksimalpunkt. Ved sammen-

ligning med beregningsformelen for utvalgets varians S? kan vi konkludere at rimelighetsestimatoren for (p,o?)
er
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14.4 Oppgaver

181 En kriminolog sgker igjennom FBI arkiver for & undersgke forekomsten av en sjelden type
fingeravtrykk. Antallet forekomster i 6 arkiver, hver med 100 000 fingeravtrykk, ble funnet til a
veere hhv 3, 0, 3, 4, 2, 1. Estimer den relevante parameteren med momentmetoden. Er estimatoren
forventningsrett? Begrunn valget av statistisk modell.

182 Finn momentestimatorene for u, o2 basert pa et tilfeldig utvalg av stgrrelse n fra N(u, o?)-
fordelingen. Er estimatoren for p konsistent?

183 Vis at X* er en momentestimator for EY* nar X1, ..., X,, er et tilfeldig utvalg fra fordelin-
gen til Y. En del av oppgaven er a spesifisere eventuelle forutsetninger.

184 Layi,...,y, veere resultatet av en trekning fra en Bernoulli(p)-fordeling. Finn rimelighet-
sestimatet p for parameteren p. Er rimelighetsestimatoren for variansen forventningsrett?

185 En ung student fgrer statistikk over hvor mange kvinner han ma invitere pa en forestilling pa
kino i forhold til hvor mange som aksepterer. Fem kinobesgk var resultatet av & matte invitere hhv
3,6, 4,2, og 9 kvinner. Gi en begrunnelse for at statistikken kan sees som resultatet av en trekning
fra en geometrisk fordeling. Kommenter antagelsene i modellen. Estimer forventningsverdien og
variansen til fordelingen ved utvalgets varians, ved momentmetoden, og ved rimelighetsmetoden.

186 La T vaere en tilstrekkelig observator for parameteren 6 i forhold til observatoren X. Vis
at rimelighetsestimatoren for 6 er basert pa 7T'. Er estimatoren basert pa X?

187 I lgpet av en 8 dagers periode er avgangstidene til en buss observert til a veere 5:15, 5:21,
5:14, 5:23, 5:29, 5:17, 5:15, 5:18. Anta at avgangstiden er uniformt fordelt i intervallet [0, 65].
Estimer 6; og 6. Beregn ogsa rimelighetsestimatet for den forventede avgangstiden.

188 LaYi,...,Y, veere et tilfeldig utvalg fra tettheten
flylo)=(0+1)y" 0<y<1

Finn momentestimatoren og rimelighetsestimatoren for 6. Beregn de tilhgrende estimatene nar
resultatet av en trekning er 0.5, 0.4 og 0.9.
Beregn ogsa estimatorer og estimat for fordelingens forventning og varians ved de to metodene.

189 La f(x) =1/2for x =60 ogla g(x) =1 for § < x < § + 1/2. Definer f(x),g(x) lik 0 for
andre x verdier. En fordeling @ for tallinjen er da definert ved

Q(A) = ;f(x) + /A o(x)d.

Vis at fordelingens forventnig er u = 6 + 1/8. Tegn grafen til fordelingens fordelingsfunksjon F'.
Estimer 6 ved momentmetoden basert pa verdier fra en tilfeldig trekning fra fordelingen.
Fordelingen @ har en diskret del og en kontinuerlig del. Approksimer den kontinuerlige delen

med g, gitt ved

gn(x)=1/2n) x=0+1/(12n),0 +2/(2n),...,0 +1/2.

Bruk denne approksimasjonen til & finne en rimelighetsestimator for 8 basert pa et tilfeldig utvalg.
Hva skjer i grensen n — co?
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190 Hensikten med denne oppgaven er a gi en metode, betingingsmetoden, som med utgangspunkt
i en forventningsrett estimator gir en forventningsrett estimator basert pa en tilstrekkelig obser-
vator. I noen tilfeller gir metoden en beste estimator. Metoden virker generelt, men vi ser kun pa
det diskrete tilfellet.

La {P%} veere en statistisk modell hvor alle fordelingene P? er diskrete. Anta at W er en
forventningsrett estimator for 7.

Vis at dersom T er en tilstrekkelig observator for 6, sa er E?(W | T = t) et estimat for 7 basert
pa observasjonen t.

Vis at estimatoren over er forventningsrett for 7.

La Xi,...,X,, vere et tilfeldig utvalg fra en Bernoulli(p)-fordeling. Vis at X; er en forvent-
ningsrett estimator for p. Vis at T = X3 + ... + X,, er en tilstrekkelig observator for p. Bruk
betingingsmetoden til & finne en forventningsrett estimator basert pa T for p.

191 La Xi,...,X, veere et tilfeldig utvalg fra uniform(0, §)-fordelingen. Vis at Xk er en
tilstrekkelig observator for 6.

Dersom Xpaks = t, s& er X; = t med sannsynlighet 1/n og ellers uniformt fordelt over (0, t)
med den gjenveerende sannsynligheten (n — 1)/n. Begrunn dette.

Benytt den forventningsrette estimatoren 2X; til & finne en forventningsrett estimator for 6
basert pa T ved hjelp av betingingsmetoden.



Kapittel 15

Intervallestimering og
konfidensintervall

The earliest example of confidence intervals appears to occur in the work of
Laplace (1812), who points out how an (approzimate) probability statement con-
cerning the difference between an observed frequency and a binomial probability
p can be inverted to obtain an associated interval for p. Other examples can be
found in the work of Gauss (1816), Fourier (1826), and Lexis (1875). Howev-
er, in all these cases, although the statements made are formally correct, the
authors appear to consider the parameter as the variable which with the stated
probability falls in the fixed confidence interval. The proper interpretation seems
to have been pointed out for the first time by E. B. Wilson (1927). About the
same time two examples of exact confidence statements were given by Working
and Hotelling (1929) and Hotelling (1931). A general method for obtaining ex-
act confidence bounds for a real-valued parameter in a continuous distribution
was proposed by Fisher (1930), who however later disavowed this interpretation
of his work.

E. L. Lehmann (1986)

Fremfor a gjette pa verdien til en ukjent stgrrelse kan det veere hensiktsmessig a gjette pa
et omrade som inneholder den ukjente stgrrelsen. Nar denne gjetningen skal basere seg pa en
observator, dvs veere en funksjon av en observator, sa ender vi opp med at gjetningen ma veere
gitt av en tilfeldig mengde. Hvert utfall i den tenkte gjentagelsen av eksperimentet gir en mengde,
dvs et omradeestimat for estimanden.

Dersom omradeestimatet inneholder estimanden i minst 95% av gjentagelsene i det lange lgp,
sa sies omradeestimatoren a veere en 95% omradeestimator. Ekvivalent sier vi at estimatoren har
et konfidensniva lik 95%. Nar nivaet er gitt er det gnskelig at det beregnede omradeestimatet er
sa lite som mulig.

Vi vil se pa flere metoder for a utlede og beregne omradeestimatorer. De fleste metodene gir
et omradeestimat som et intervall, dvs ved en intervallestimator.

KJENT: statistisk modell, observator, estimator, estimand, tilfeldig utvalg, Tsjebysjevs ulikhet, normalfordeling,

Students t-fordeling

NYTT: omradeestimator, tilfeldig mengde, tilfeldig intervall, intervallestimator, konfidensmengde, konfidensniva,

konfidenskoeffisient, ensidig konfidensintervall, intervall-invertering, pivot observator

15.1 Omrade- og intervallestimatorer

La {P%}, 6 € ©, vere en statistisk modell for utfallsrommet Q. En punktestimator W for en
estimand 7 : © — O, er en observator W : Q) — Qu hvor ©, C Q.
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Definisjon:
vy

Definisjon:
0, C Q(V)

Definisjon:
V=[X,Y]
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Figur 15.1: Mengdeestimat for p = (u1, p2)

Punktestimatoren gir en gjetning pa verdien til estimanden med utgangspunkt i observasjonene.
En omradeestimator gir en gjetning pa et omrade, dvs en mengde, som skal inneholde verdien til
estimanden. Vi velger fglgende definisjon:

La Qyy vaere en mengde. Anta at V(w) C Qv for alle utfall w. Da er V' en omrddeestimator
i Qeyy dersom

zeV)Y (wlzeVw)

er en hendelse for alle punkter x i Q).

Hvert utfall w gir en mengde V' (w) inneholdt i €y). Usikkerheten i w gir en tilsvarende usikker-
het for V(w). Dette betyr at V' kan oppfattes som en tilfeldig mengde. Antagelsen “(x € V') er en
hendelse” i definisjonen sikrer at sannsynligheten P(z € V') for at V' inneholder et fiksert punkt x
er definert.

La 7 veere en estimand med verdier i ©,. En omrddeestimator V' i Qyy er en omradeestimator
Jor T dersom ©, C Q).

Nar eksperimentet er gjort, sa brukes V til a4 regne ut omradeestimatet v = V(w) for 7.
Konklusjonen er at vi gjetter pa at 7 € v.

Eksempel 15.1.1 (Mengdeestimator) La X1,..., X, vere et tilfeldig utvalg fra en fordeling. En omradeestimator
V for fordelingens forventningsverdi p er gitt av

hvor X og S2 er utvalgets forventning og varians, og t er et tall. Et mulig mengdeestimat er vist i figur 15.1.

La V vere en omrddeestimator. Dersom V(w) er et lukket intervall for alle w, sda er V en
intervallestimator.
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Vi beviser at et tilfeldig intervall V = [X, Y], der X, Y er tilfeldige variable, er en intervallesti-
mator. Dette beviset ved:

(weV)=we[X,Y)=(X<w<Y)=(X<wogw<Y)=(X<w)n(w<Y),

som er en hendelse nar X,Y er tilfeldige variable.
Metodene vi ser pa tar som utgangspunkt at vi kan se pa dataene som resultatet av et statistisk
eksperiment. Grovt sett vurderes en metode til a vaere god dersom den gir et godt resultat i de fleste
av de tenkte gjentagelsene av eksperimentet. F eks er en punktestimator god dersom den gir et
estimat i neerheten av estimanden i de fleste av eksperimentene. Tilsvarende er en omradeestimator
god dersom den gir et estimert omradet som inneholder estimanden i de fleste av eksperimentene.
Dette motiverer en definisjon.
La « veere et reelt tall. En omradeestimator V' for en estimand T er en konfidensmengde for Definisjon:
7 med konfidensniva « dersom konfidens-
PreV)>a. mengde

I sa fall er V en al00% omrddeestimator for 7.
I det overstaende krever vi ikke likhet fordi venstresiden avhenger av parameteren via P og 7,
mens konfidensnivaet « er uavhengig av parameteren.

Ved gjentagelse av et statistisk eksperiment vil et a100% omradeestimat in-
neholde estimanden i minst «100% av tilfellene i det lange lgp.

Det er gnskelig at konfidensnivaet er sa hgyt som mulig. Det vanlige er & sammenligne omradeestimatorer
med et gitt niva, og blant disse foretrekkes den som gir det minste omradet, hvis en slik finnes.
La o' < . Da vil et konfidensomrade V med niva a ogsa veere et konfidensomrade med niva
o' fordi
PlreV)>a>d.

Dette betyr at det svarer uendelig mange konfidensniva til et konfidensomrade. Dette motiverer
en definisjon.
Konfidenskoeffisienten « til en omradeestimator V- for en estimand T er den stgrste nedre Definisjon:
skranken for mengden konfidens-
{PY(1(0) € V) |6 € ©}. koeffisient

Definisjonen betyr spesielt at V' har et konfidensniva a dersom « er mindre eller lik konfiden-
skoeffisienten. Intuitivt er konfidenskoeffisienten det beste konfidensnivaet til omradeestimatoren.
Til en omradeestimator finnes det mange konfidensniva, men kun én konfidenskoeffisient. I praksis
kan ofte konfidenskoeffisienten finnes som minimalverdien til funksjonen g : © — R, som er definert
ved

g(0) = P°(r(0) € V).

Advarsel: Konvensjonene for hva som menes med konfidensniva og konfidenskoeflisient varierer
fra forfatter til forfatter.

15.2 Metoder for a finne konfidensintervall
La W vere en punktestimator for 7. En intuitivt rimelig intervallestimator for 7 er da gitt ved
V=[W-XW+Y],

hvor X og Y er tilfeldige variable som tar positive verdier. En mulighet er a la X =Y = a.
Konstanten a kan bestemmes av det gnskede konfidensnivaet. Tsjebysjevs ulikhet gir en variant
av dette.
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Eksempel 15.2.1 (Konfidensomrade fra Tsjebysjevs ulikhet) La W veere en forventningsrett estimator for
7. Anta at s > 0 er en konstant slik at

Var® W < 2
for alle 8. Da gir Tsjebysjevs ulikhet at
Var W 52 1
P(\W—T|<t5)>l—ﬁ 21—t252 :1—t—2.

Konklusjonen er at
V= {w| W - w| < ts}

eren (1 — %2)100% omradeestimator for 7. Dette fglger fordi
(reV)=(W —1| <ts).

Spesielt finnes et 90% konfidensomrade ved & velge t slik at 1 — t% =0,90.

Vi gnsker a fa et omradeestimat som er sa lite som mulig, dvs vi ma velge s sa liten som mulig under betingelsen
Var? W < s2. Spesielt ser vi at dersom W er en ngyaktig estimator, dvs dersom variansen er liten, sd vil metoden
gi et lite omradeestimat.

Utledningen over gjelder uansett hvilken fordeling vi har. Nar fordelingstypen er gitt kan vi bruke bedre ulikheter
enn Tsjebysjevs ulikhet.

I noen tilfeller kan et konfidensintervall finnes enklere ved a finne to ensidige konfidensintervall.
Anta at

PW_<t)>a., PWi>7)>a;, PW_<Wy) =L
Da fglger det at

PW_<7<Wy)=1-PW_>7)—PW,.<7)>a_+a;—1,

dvs [W_, W] er et konfidensintervall med niva a_ + a4 — 1.

I det folgende vil vi beskrive metoden med intervall-invertering. Metoden gir alltid en inter-
vallestimator med gnsket niva med utgangspunkt i en tilfeldig variabel.

La X vaere en tilfeldig variabel. I noen tilfeller kan en finne en a(#) og en b(9) slik at

Pla<X<b)>1-a

ved & finne a < b slik at
Pla>X)=P(X >b) < a2

Dersom X har en kontinuerlig fordeling, sa finnes alltid en unik a og en unik b ved a kreve likhet.
Tallet b er da ikke annet enn «/2 kvantilen til fordelingen til X. Dette er illustrert i figur 15.2.
Generelt finnes alltid en unik stgrste a og en unik minste b slik at ulikhetene holder. Fordelingen
til X avhenger av parameteren 6, sa a og b ma ngdvendigvis avhenge av 6.

Den doble ulikheten

a(f) <z <b(h)

gir generelt et omradeestimat
v=1{0]a(0) <z <b(0)}

Dersom a, b er valgt slik som over, sa folger det at den tilsvarende estimatoren V' har konfidensniva
lik 1 — « fordi

0 €V)=(a(d) <X <b(0)).

Dersom O C R finnes ogsa et unikt minste intervallestimat som inneholder v.

En ulempe med den foregaende metoden er at den generelt resulterer i mye regnearbeid fordi
fordelingen til X avhenger av 6. Denne observasjonen motiverer en definisjon.

La {P%}, 6 € ©, vere en statistisk modell. En pivot observator T er en funksjon som gir en
observator T? for hver parameterverdi 0 slik at fordelingen til T® er uavhengig av 6.

Det neste eksemplet viser at metoden med intervall-invertering kan forenkles ved bruk av en
pivot variabel.
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Figur 15.2: P(a < X <b)=1—anar Pla> X)=P(X > b) = a/2.

Figur 15.3: Kvantilen ug til standard normalfordelingen.

Eksempel 15.2.2 (Normalfordeling med kjent varians) La X1, ..., X, vere et tilfeldig utvalg fra N(u,o?)-
fordelingen med o kjent. Dette betyr at © = {u | € R}. Da er y den eneste parameteren.
Vi vet at X er en forventningsrett estimator for u. Videre er Var X = %02. Fordi en sum av normalfordelte

variable er normalfordelt fglger det at X ~ N(u, %02). Dette betyr at

(X — p)vn

o

TH = ~ N(0,1),

dvs T er en pivot variabel. Dette gir
«a
P(T > ’Ll,g) =3
2 2
hvor % kvantilen ug til standard normalfordelingen kan finnes i tabell. Fra figur 15.3 fglger det at
P(|T| < u%) =1-a.

Vi har fglgende ekvivalente ulikheter

X — Uuaeo __  uao __ uaco
IT| < ua, (X = v <ug, [ X—pl<—22=, X- 2 <pu<X+ 2.
2 o 2 vn vn vn
Konklusjonen er dermed at
L ugo _ ugo
X- X
5= D

er en (1 — a)100% intervallestimator for .
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Figur 15.4: Kvantilen tg ,,—1 til Student-t(n — 1)-fordelingen.

Eksempel 15.2.3 (Intervallestimator for p nar o2 er ukjent) La X71,..., X, veere et tilfeldig utvalg fra N(u, o2)-
fordelingen. Dette betyr at
© = {(n,0%)|u € R,0 > 0}.

Vi skal finne et (1 — a)100%-konfidensintervall for p. Utgangspunktet er at (godta dette!)

X —

KX =wvn ~ Student-t(n — 1).

S

Dette gir en pivot variabel som kun avhenger av parameteren (i, 0?) gjennom estimanden p! Deretter kan vi gjgre
som i forrige eksempel:

X —wvn o«
P(f>t%,nfl)757
hvor § kvantilen t% til Student-t(n — 1)-fordelingen kan finnes i tabell. Fra figur 15.4 fplger det at
(X —pwvn
L B A
Vi har fglgende ekvivalente relasjoner
(Y—u)\/ﬁ o t%,n—ls . t%,n—ls _ te S
A2 A8 TR b Q] [P L g L N ¢
R no SMERTTA
Vi konkluderer at
[Y ta 1S t%m_ls}
v Vvn

er en (1 — a)100% intervallestimator for f.
Nar dataene er gitt, kan vi beregne intervallestimatet

t%,n—ls - t%,n—ls]
Vi VI

Dette estimatet vil oftest vaere et stgrre intervall enn det vi fikk nar o var kjent. Dette er ikke uventet fordi bade

1 og o2 var ukjente i dette siste tilfellet.

Student-t(n — 1)-fordelingen ligner pa normalfordelingen, men grafen til tettheten er litt flatere. Dette gir som
resultat at to ,,_1 > ug. Dette gir en alternativ forklaring pa hvorfor estimatet med ukjent varians oftest er stgrre.

[z -

Nar n vokser vil Student-t(n — 1)-fordelingen nzerme seg N (0, 1)-fordelingen. Spesielt vil limt%m,l =ug.

15.3 Oppgaver

192 Gi et talleksempel som viser at intervallestimatet beregnet ved antatt ukjent varians for
forventningsverdien i en normalfordeling kan bli smalere enn intervallestimatet beregnet ved antatt
kjent varians.

193 Hva tror du er definisjonen av hva som menes med et ensidig konfidensintervall? Vis hvordan
to ensidige konfidensintervall kan gi et konfidensintervall med gnsket niva.
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194 Vi har tidligere gitt en generell definisjon av hva en estimator er. Gi en begrunnelse for at
en intervallestimator V er en estimator ved a identifisere et utfallsrom Qy slik at V' tar verdier i
Qy. Identifiser en hendelsesfamilie i 2y, .

195 LaYi,...,Y, veere et tilfeldig utvalg fra uniform(0, #)-fordelingen. Finn en 90% intervall-
estimator ved & bruke metoden med intervall-invertering pa Yi,aks. Bruk ogsa metoden pa 2Y7, og
kommenter resultatet.

196 Vis at (7 € V) er en hendelse nar V' er en omradeestimator for estimanden 7. Avhenger
denne hendelsen av parameteren i modellen?

197  Gi en begrunnelse for kravet ©, C Qy) i definisjonen av at V' er en omradeestimator for
T.

198 La X ~ N(u,0?). Finn h slik at P(up—h < X < pu+ h) = 0.50.

199 LaYi,...,Y, vare et tilfeldig utvalg fra N(u, 02)-fordelingen. Presiser hvordan u kan opp-
fattes som en estimand i denne modellen.

200 Bevis at o
V={ylly-X|<tS}

gir en omradeestimator V' for en fordelings forventningsverdi p. Her er V basert pa et tilfeldig
utvalg fra fordelingen.
Finn konfidenskoeffisienten til V' nar fordelingen er bernoullifordelingen med parameter p.

201 Finn ¢4.15,24-kvantilen til Student-t-fordelingen. Sammenlign med den tilsvarende kvantilen
for normalfordelingen.

202 Beregn P(—0.883 < T < 1.383) nar T er Student-t fordelt med 9 frihetsgrader. Hvordan er
fordelingen til T" definert?

203 De ansatte ved 15 sykehus deltok i en undersgkelse vedrgrende bieffekter til en gitt me-
disinering. Ved de 15 sykehusene var resultatet at hhv 5.8, 5.3, 4.5, 3.9, 4.6, 5.4, 7.9, 8.2, 6.9, 5.7,
4.6, 6.3, 8.4, 4.6, 7.3 prosent av pasientene fikk bieffekter etter en slik medisinering.

Beregn et 95% konfidensintervall for den virkelige middelverdien representert av disse tallene.

Spesifiser den statistiske modellen med en begrunnelse.

Beregn et 95% konfidensintervall ved hjelp av Tsjebysjevs ulikhet ved & anta at variansen er
begrenset av 2 ganger utvalgets varians.

204 La X vare forventningsverdien til et tilfeldig utvalg fra N(u, o?)-fordelingen. Beregn kon-
fidenskoeffisienten til intervallestimatoren

— u

V=- s

g U

X+ =]

Q

wlR

B

for forventningen p nar variansen o er kjent.
Er V en intervallestimator nar o er ukjent?

205 Gjgr oppgave 7.6.14, s. 346, i Larsen-Marx.
206 La Yi,...,Y, vere et tilfeldig utvalg fra N(u,0?)-fordelingen hvor o2 er kjent. Utled en

(1 —a)-100% intervallestimator for u. Hvor stor ma n veere for at lengden til konfidensintervallet
skal veere mindre enn L?
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207 Resultatene av et eksperiment er 4.3, 5.8, 8.4, 3.7, 5.2 og 5.1. Det antas at variansen er
1.50 og at tallene kan sees som en trekning fra en normalfordeling. Beregn et 90% og et 50%
konfidensintervall for forventningsverdien til fordelingen.

208 LaYy,...,Y, veere et tilfeldig utvalg fra uniform(0, 6)-fordelingen. Finn et 90% konfidensin-
tervall for 6 basert pa estimatoren (n + 1)Yi,in. Finn ogsa et basert pa Yiaks. Hvilken intervall-
estimator er best?

209 Kan det finnes informasjon i et punktestimat som “forsvinner” i et intervallestimat?

210 Utbrudd av matforgiftninger er ofte resultatet av bakterier i salater. I 1967 undersgkte
helseradet i New York 220 tunfisk salater markedsfgrt av ulike leverandgrer og utsalg. Totalt
ble 179 funnet a veere uegnet i fglge deres kriterium. Finn et 95% konfidensintervall for p, dvs
den virkelige andelen av darlige tunfisk salater i New York. Gi en begrunnelse for antagelsene i
modellen.

211 Anta at 3 uavhengige Bernoulli-forsgk resulterte i 1 suksess. Beregn et 95% konfidensinter-
vall for suksess-sannsynligheten ved hjelp av en eksakt intervallestimator.

212 For et tilfeldig utvalg fra en N(u,o?)-fordeling kan det vises at utvalgets forventning Y og
utvalgets varians S? er uavhengige observatorer.
Bruk dette til & begrunne at

Y—p n—1)S2
P(%ﬁ < Za/27 X?*Q/Z,nfl < % < Xi/Q,nfl) — (1 _ a)2.

Benytt overstaende til & finne et 100 - (1 — «) konfidensomrade i planet for parameteren 6 =
(k,0?).

213  Yrkespiloter risikerer a fa svekket hgrsel pga stgy i cockpiten. Lydnivaet malt for 18 kom-
mersielle flygninger ble malt til a veere hhv 74, 77, 80, 82, 82, 85, 80, 75, 75, 72, 90, 87, 73, 83,
86, 83, 83, 80 (dB). Finn et 95% konfidensintervall for forventningen p og for variansen o2 ved &
anta at stgyen er normalfordelt. Finn et 95% konfidensomrade for (u,0?). Tegn en figur som gir
omradet.
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Konfidensintervall: Flere
eksempler

KJENT: statistisk modell, konfidensintervall, konfidensniva

NYTT: konfidensintervall for varians, approksimativt konfidensintervall

16.1 Oppsummering

Vi starter med en repetisjon av de viktigste begrepene. En intervallestimator V' er gitt ved to
tilfeldige variable A, B ved V = [A, B]. Dette er et a-konfidensintervall for 7 dersom

PQ(A <7(0) < B) >« for alle 6.

I sa fall er « konfidensnivaet til V. Konfidenskoeffisienten til V' er den stgrste « slik at at ligningen
er oppfylt.
Vi vil peke pa to kriterier for vurdering av konfidensintervall.

1. Vi gnsker til et gitt konfidensniva a finne et konfidensintervall som er sa
lite som mulig.

2. Dersom T er en tilstrekkelig observator, sa skal V' veere basert pa T'.

Merk: Dette siste punktet skal gjelde for alle tilstrekkelige observatorer. Det siste punktet er
strengt tatt kun en gjentagelse av det generelle tilstrekkelighetsprinsippet som gjelder for enhver
estimator, og mer generelt for enhver statistisk slutning.

Vi har ikke beskrevet noen metode som generelt gir et konfidensintervall for en generell esti-
mand, men snarere pekt pa noen muligheter.

Intuitivt er en god mulighet a se pa konfidensintervall med utgangspunkt i et intervall sen-
trert om en forventningsrett estimator. Lengden til intervallet kan bestemmes av det gnskede
konfidensnivaet. Vi har sett at Tsjebysjevs ulikhet kan brukes i denne forbindelsen ved a velge
intervall-lengden proposjonal med en gvre skranke for standardavviket til estimatoren. Spesielt
ser vi da at en ngyaktig estimator gir opphav til et ngyaktig, dvs lite, konfidensintervall. Dette er
mest av teoretisk interesse. I konkrete modeller kan en bruke bedre ulikheter som gir tilsvarende
bedre intervallestimatorer.

La det veere gitt at et (1 — «v)-omradeestimat for parameteren 6 skal finnes med utgangspunkt
i en tilfeldig variabel X. Generelt kan vi da finne a og b slik at

Pla<X<b)>1-a.

117
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Dersom X har kontinuerlig fordeling kan til og med likhet oppnas ved a bestemme a og b ved
P(X <a)=P(X >b) =a/2.

Her er det klart at a og b er funksjoner av parameteren 6. Et (1 — o)-omradeestimat for 8 er da
gitt ved
V={0]a(f) <X <)}

Dette er en generelt anvendelig metode, men valget av variabelen X er ikke opplagt. Et konfiden-
somrade for en generell estmand 7 er gitt av

(V) ={7(0)|0 €V},

men det er ikke gitt at dette er det beste valget. Denne metoden refererer vi til som intervall-
inverteringsmetoden.

En tredje mulighet er gitt ved en variasjon av intervall-inverteringsmetoden. Den tilfeldige
variabelen X erstattes av en pivotvariabel Y, dvs en familie {Y?} av tilfeldige variable slik at
fordelingen til Y? er uavhengig av parameteren 6. Et (1 — o)-omradeestimat for  er da gitt ved

V={0la<Y?<b},

hvor a og b velges slik at
Pla<Y <bh=1-a.

Poenget er her at fordelingen til Y er uavhengig av parameteren, sa a og b kan velges uavhengig
av parameteren. Et annet poeng er at en i noen tilfeller kan finne en pivotvariabel som avhenger
av parameteren 6 gjennom estimanden 7, dvs Y? = Z7(®) T s4 fall sier vi at Z er en pivotvariabel
for 7. Et (1 — a)-omradeestimat for 7 er da gitt ved

V={tla<Z"'<b}.

16.2 Eksempler

Eksempel 16.2.1 (Intervall-invertering) La Yi,...,Y, vere et tilfeldig utvalg fra uniform(0, 6)-fordelingen.
Daer W = "THYmaks forventningsrett for 6. I tillegg er W en tilstrekkelig observator. Tettheten er

nn+1 1
— n—
fw(w) = T
Vi vil finne et konfidensintervall med niva o = 90% ved & finne a, b slik at P(a < W <b) = a.
Merk: [a, b] er ikke det sgkte konfidensintervallet!
Vi forenkler litt ved & finne a,b slik at P(W <a) =P(W >b) = (1—«)/2 =5%:

P(W < a) = /Oa v (w)dw

a nn+1 et nn+1 a™
- " o lgy=—" Y 59
/O mtmer T iy nren °
n

=a(f) = \/5%n+1

0

b
P(W>b):1—/ fw (w)dw = 5%
0

n

= b(0) = V95% 0
) = Vo

Vi inverterer intervallet, dvs lgser den dobble ulikheten mhp parameteren 6
a<W<b
Vs%——0 < W < V95%———0

n+1 n+1
n w <o< n w '

n+1 Y/95% n+1 /5%
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av Q:;i A,
/’/;

W
Ity u~y

Figur 16.1: Kvantiler i khi-kvadrat fordelingen.

Konklusjonen er at
n w n w

n+1 ¥Y95% n+1 V5%

V=] ]

er et konfidensintervall med niva 90%.
Merk: V er en estimator. Nar vi setter inn verdier fra et utfgrt eksperiment, sa finnes intervallestimatet

1.

n w n w

n+1 Y95% n+1 V5%

v=|

Eksempel 16.2.2 (Pivot variabel) La Yi,...,Y, vere et tilfeldig utvalg fra N(u,o?)-fordelingen. Vi vil finne
et (1 — a)-konfidensintervall for 22. I folge tilstrekkelighetsprinsippet vil en god estimator ngdvendigvis veere en
funksjon av Y og S2 fordi T = (Y, S?) er en tilstrekkelig observator. Her er

(n—1)S2

o2

en pivotvariabel for o2. Fordelingen er uavhengig av (i, 02) og gitt ved

(n—1)8?
— s Xt

(e

Beviset av dette utelates her. Dette gir
(n—1)8? 2 @
(" 2] = 5

Kvantilen XQ%,n—l til khi-kvadrat fordelingen finnes i tabell. Fra figur 16.1 fglger det at

(n—1)S2
P<X217%,n71 < Yz < XQ%,n71 =l-«
Vi Igser den ene ulikheten mhp o2:
(n—1)8? (n—1)8?
T2 < X2%’n71’ ——— <o’

X2 % ,m—1
Dette gjgres tilsvarende med den andre ulikheten. Konklusjonen er at vi har funnet (1 — a)-konfidensinterallet
(n—1)8? (n-1)82

2 )
X g .n—1 X 1-5,n—1

V=l ]

for o2. Om p er gitt blir lgsningen den samme.
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e

e

@
)

Figur 16.2: Intervallestimat for p.

Eksempel 16.2.3 (Tilnaermede konfidensintervall) La Y veere binomisk(n,p) fordelt. Vi vil finne et konfi-
densintervall for p. Vi tar utgangspunkt i den normaliserte variabelen

X »p
\/@’

n

som har forventning 0 og varians 1. Sentralgrenseteoremet (Y ~ X1 + -+ 4+ X, !) gir tilnsermingen
Y _
P| —ua n P
2 <

———<ue | =1—-«
\/p(lfp) 2
n

Et intervallestimat finnes ved a lgse ulikheten

for store n. Vi finner et tilnsermet konfidensintervall ved & ta utgangspunkt i at variabelen har N(0,1) fordeling.

Yy _
L —p| <
\/ p(1—p) 2
n
med hensyn pa p. Kvadrering og ordning gir

2 2
U o 2 U o
p? (1 + 2 > —p( Y 2
n
Lgsningene er

n+n>+(;€)2§0'

Figur 16.2 gir at nullpunktene p4 til 2.grads polynomet f(p) pa venstresiden gir intervallestimatet v = [p—, p4].

L 5 W e T
R YA IO e
P = ;

U
2

4n

U

14+ —2

Vi har antatt at n er stor sa vi kan approksimere en gang til ved & neglisjere leddene

n

U 2 U 2 U 2
2 2 2
2n ' 4n n
Dette gir det tilnsermede konfidensintervallestimatet

T
y/n-(1—y/n)-1/n.

n’'n
Formelen over er lik den vi har funnet tidligere for normalfordelingen. Den kjente o2 er erstattet av estimatet
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16.3 Oppgaver

214 En tilfeldig trekning fra en N(u,o?) fordeling gir resultatet 249, 254, 243, 268, 253, 269,
287, 241, 273, 306, 303, 280, 260, 256, 278, 344, 304, 283, 310.

Estimer p og o2.

Finn 95% konfidensintervall for u og o2

Begrunn at et 95% konfidensintervall for o finnes ved & ta kvadratroten av intervallgrensene

for 95% konfidensintervallet for o2.

215 En tilfeldig trekning fra en binomisk(10,p) fordeling ga resultatet 3. Finn et eksakt 95%
konfidensintervall for p.

Sammenlign dette med det approksimative 95% konfidensintervallet som fglger ved tilngerming
med normalfordeling.

Formuler grenseteoremet som er relevant i dette tilfellet, og forklar hvorfor det kan brukes her.

Prov a gi en definisjon av hva som menes med et approksimativt 95% konfidensintervall.
216 Stikkordene “Tsjebysjevs ulikhet”, “intervall-invertering”, “pivotvariabel” og “approksima-
tivt konfidensintervall” antyder fire mulige metoder for a finne konfidensintervall. Gi en kortfattet
fremstilling, med talleksempel og utledning, av disse metodene.

For tilfellet “approksimativt konfidensintervall” skal du lage et eksempel hvor Poisson-approksimasjonen

benyttes.
Det er en fordel om alle de fire metodene blir benyttet pa det samme tallmaterialet.

217  Er tilsrekkelighet et relevant begrep i forbindelse med intervallestimering?
Begrunn svaret sa godt du kan.

218 Bevis at
(V) ={r(0)|0 €V}

er et konfidensomrade med niva « for en generell estmand 7 dersom V' er et konfidensomrade med
niva « for 6.
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Kapittel 17

Hypotesetesting

I chose the term ‘null hypothesis’ without particular regard for its etymologi-
cal justification but by analogy with a usage, formerly and perhaps still current
among physicists, of speaking of a null experiment, or a null method of measure-
ment, to refer to a case in which a proposed value is inserted experimentally in
the apparatus and the value is corrected, adjusted, and finally verified, when the
correct value has been found; because the set-up is such, as in the Wheatstone
Bridge, that a very sensitive galvanometer shows no deflection when exactly the
right value has been inserted.
The governing consideration physically is that an instrument made for direct
measurement is usually much less sensitive than one which can be made to kick
one way or the other according to wether too large or too small a value has been
inserted.

R. A. Fisher (1958)

I en gitt statistisk modell kan en hypotese, dvs en antagelse om en ukjent storrelse, identifiseres
med en delmengde av parametermengden. Dette er analogt med at en hendelse identifiseres med
en delmengde av utfallsrommet.

En hypotesetest basert pa en observator er gitt ved at nullhypotesen forkastes hvis og bare
hvis observatoren gir en verdi i det kritiske omradet. Beslutningsregelen i en hypotesetest kan
dermed identifiseres med en observator og en hendelse, dvs det kritiske omradet, i verdiomradet
til observatoren.

Koeffisienten til en hypotesetest er den minste gvre skranken for sannsynligheten for & feilak-
tig forkaste nullhypotesen. I et statistisk lovmessig eksperiment betyr dette at nar en test med
koeffisient 5% benyttes pa gjentagelser av eksperimentet, sa vil nullhypotesen forkastes feilaktig i
ikke mer enn 5% av tilfellene i det lange 1gp.

KJENT: statistisk modell, statistisk lovmessig eksperiment, parameter, observator, hendelse, binomisk(n,p),

N(u,0?)

NYTT: hypotese, kritisk verdi, kritisk omrade, testobservator, forkastningsregel, signifikansniva, signifikanskoeff-
isient, enkel hypotese

17.1 Terningen pa tiltalebenken

Sa langt har vi konkludert analysen med et estimat, dvs enten et punktestimat eller et intervalles-
timat. Estimatet er var gjetning pa verdien til en ukjent stgrrelse. Intervallet er var gjetning pa
et omrade som inneholder den ukjente stgrrelsen.

Metodene er mulig & vurdere ved hjelp av sannsynlighetsteori. F eks vil et 90%-konfidensintervall
vaere slik at sannsynligheten for at intervallet inneholder den ukjente stgrrelsen er minst 90%. Her
er det viktig & merke seg at det er intervallet som er den tilfeldige stgrrelsen.

123
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I en hypotesetest er problemstillingen enklere, dvs det finnes bare to mulige svar. En test gir
en prosedyre for a avgjgre om en hypotese er riktig eller gal pa grunnlag av de observerte data.
Igjen kan sannsynlighetsteorien benyttes til & vurdere egenskapene til testen. Vi konkretiserer
diskusjonen med et eksempel.

Eksempel 17.1.1 (Hypotese i terningkast) Anta at vi kaster en terning 18 ganger og registrerer at 12 av
kastene resulterer i odde antall gyne. P& dette grunnlaget er det neerliggende a tro at det kanskje er mer sannsynlig
a fa et odde antall gyne enn et like antall gyne i et terningkast. For a ta stilling til dette kan vi sette opp en statistisk
modell.

La Y veere antall terningkast som gir et odde antall gyne nar en terning kastes 18 ganger. Da er det rimelig a
anta at Y er en tilfeldig variabel med verdier i Qy = {0, 1,...,18}. Dersom vi antar at terningkastene er uavhengige
og at

p = P(odde antall gyne i et enkeltkast),
sa fglger det at
Y ~ binomisk(18, p).

I utgangspunktet er det grunn til & anta at terningen er symmetrisk. Vi formulerer dette som at nullhypotesen
er gitt ved p = 1/2. Den alternative hypotesen er at det er mer sannsynlig & fa et odde antall gyne enn et like antall
gyne i et terningkast, dvs at p > 1/2.

Parameterrommet i var modell er dermed © = {p|1/2 < p < 1}. En vanlig notasjon for det foregaende er gitt
ved

Hyp : =1/2,
p=1/ (17.1)
Hi: p> 1/2.
Vi ser at hypotesene er gitt ved en partisjon av parameterrommet, dvs
0=00wW0O; ={1/2}w(1/2,1].

Dette gjelder generelt.

I en statistisk modell er hypotesene i en hypotesetest spesifisert ved en
oppdeling av parameterrommet i en del tilsvarende nullhypotesen og en del
tilsvarende den alternative hypotesen.

La Y betegne antall terningkast av 18 som gir et odde antall gyne. Intuitivt synes det rimelig & forkaste
nullhypotesen p = 1/2 dersom eksperimentet gir en uventet hgy Y verdi. Mer konkret er en mulig beslutningsregel
for denne hypotesetesten gitt ved at Hg forkastes dersom Y > y*. Verdien y* kalles den kritiske verdien til
testobservatoren Y.

Vi velger y* sa stor at hendelsen

(Y > y*), dvs forkastning av Ho,
er sveert lite sannsynlig nar Hg er sann. Et mulig valg er gitt ved a velge y* slik at
P(Hy forkastes | Hp er riktig) = P(Y > y* |p = 1/2) < 5%.

I s& fall er testens signifikansniva lik 5%. Dersom testen gir forkastning av nullhypotesen, dvs dersom y > y*, sa
sier vi at den alternative hypotesen er bevist “hevet over enhver tvil”. Signifikansnivaet er en presisering av hva
som menes med “hevet over enhver tvil”.

I et statistisk lovmessig eksperiment vil en hypotesetest med niva « feilaktig
forkaste nullhypotesen i ikke mer enn « - 100% av tilfellene i det lange lgp.

For testen med y* = 11 finner vi at

18y 1,1
P(H, forkastes| Ho er riktig) = Z ( )(5)9(5)18_y ~ 0.24,
y=11

og vi sier at signifikanskoeffisienten til testen er 24%. Distinksjonen mellom signifikansniva og koeffisient for en test
tilsvarer distinksjonen mellom konfidensniva og koeffisient for et konfidensintervall. Enhver a > 0.24 kvalifiserer
som et niva for testen, og vi har spesielt bevist at testen har signifikansniva 25%. Fordi vi observerte y = 12 ser vi
at denne testen vil gi forkastning av nullhypotesen, men et 25% niva kan vel neppe sies & tilsvare at Hj er bevist
“hevet over enhver tvil”.

Tenk et gyeblikk pa terningen som den tiltalte i en rettsak. Hypotesen Hj er tiltalen og nullhypotesen Hy
tilsvarer at terningen er uskyldig. Et niva pa 25% betyr at rettsystemet tillater at terningen blir uskyldig dgmt i
opptil 25% av tilfellene. Et slikt rettssystem vil neppe oppfattes som rettferdig av folk flest.
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Vi ledes derfor til & se pa en test med en stgrre kritisk verdi y*. For y* = 15 finner vi at

18
P(Hy forkastes | Hy er riktig) = Z (
y=15 Y

18\ ,1 v 1 18—y .

)(5)Y(5) Y ~ 0.004,
dvs signifikanskoeffisienten er lik 4 %o . Dette gir at testen har et niva pa 5 %o , som er for lite til & veere av praktisk
interesse. Denne testen gir at nullhypotesen beholdes fordi y = 12 ikke er inneholdt i mengden {15,16,17,18}, dvs
i testens kritiske omrade.

Tenk igjen pa terningen som den tiltalte i en rettsak. Et niva pa 5 %o forer til at det skal sveert mye til for at
terningen skal bli dgmt. Selv med en skriftlig tilstaelse, fingeravtrykk og 10 gyevitner er det ikke gitt at terningen
blir dgmt. Et slikt rettssystem vil heller ikke oppfattes som rettferdig av folk flest.

Testen med y* = 13 har et niva pa 5% fordi

18
P(H, forkastes | Ho er riktig) = Z (
y=13 ¥

18y 1,1
“)(S)BTY x0.048
)G)YG) :
som f eks finnes ved oppslag i en statistisk tabell. Dette signifikansnivaet synes rimelig. Fordi observasjonen y = 12
ikke er med i det kritiske omradet {13,...,18} har vi fplgende konklusjon:
Med et signifikansniva pa 5% forkaster denne testen ikke nullhypotesen.

Spesifiser alltid signifikansnivaet i konklusjonen pa en hypotesetest. '

17.2 Hypotese, forkastningsregel og signifikansniva

La {P%}, 6 € ©, veere en statistisk modell for utfallsrommet €.

Nullhypotesen er gitt av en delmengde ©g av parameterrommet ©. Den alternative hypotesen
er gitt av komplementmengden ©; = © \ .

Tradisjonelt betegner Hy nullhypotesen og H; den alternative hypotesen. Nullhypotesen Hj,
er riktig hvis og bare hvis # € ©y. En hypotese kan dermed identifiseres med en delmengde av
parameterrommet. Dette kan sammenlignes med at en hendelse identifiseres med en delmengde
av utfallsrommet.

En forkastningsregel er gitt ved en testobservator og et kritisk omrade for testobservatoren. En
testobservator W er en observator. Et kritisk omrade Ky, for W er en hendelse i verdiomradet til
observatoren. Dersom eksperimentet gir at W (w) € Ky, sa forkastes nullhypotesen.

En forkastningsregel kan ogsa kalles en beslutningsregel, men begrepet beslutningsregel kan
benyttes mer generelt. F eks er beslutningsregelen tilsvarende en intervallestimator for en estimand
7 gitt ved at dersom eksperimentet gir et intervallestimat [z, y], s& er konklusjonen at vi beslutter
atz <7<y

Kort fortalt er en beslutningsregel i en hypotesetest gitt ved en observator W : 2 — Qy og en
hendelse Ky C Q. Dersom hendelsen (W € Ky ) inntreffer, sa forkastes nullhypotesen.

En hypotesetest er fullstendig spesifisert av nullhypotesen, den alternative hypotesen og en
forkastningsregel.

I definisjonen av en hypotesetest inngar kun utfallsrommet og parameterrommet for eksperi-
mentet, mens en mulig statistisk lovmessighet ikke spiller noen rolle. Familien {P?} av de mulige
fordelingene kan benyttes ved en vurdering av en gitt test.

La W og Kw vere hhv testobservatoren og det kritiske omradet til en hypotesetest hvor null-
hypotesen er gitt av parameterdelmengden ©g. Testen har signifikansniva o dersom

PY(W € Ky) < « for alle § € ©.

Signifikanskoeffisienten til testen er lik den minste av de a verdiene som oppfyller ulikheten.
Konvensjonen med a utelate parameteren 6 er vanlig ogsa i denne sammenhengen. Vi vedtar
at ulikheten
P(H, forkastes| Hy) < «

betyr eksakt det samme som foregaende ulikhet. Denne notasjonen er intuitivt rimelig og leses
som

Definisjon:
O0, 01

Definisjon:
Kw

Definisjon:
Hypotesetest

Definisjon:
!



Definisjon:

O ={6o}
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Figur 17.1: Kritisk omrade w > w* for en test med signifikanskoeffisient c.

“sannsynligheten for at Hy forkastes gitt Hy er mindre enn eller lik o”.
Her kan det og bemerkes at testen gir at hendelsen (W € Ky) er identisk med hendelsen
(Hy forkastes).
I praksis kan ofte signifikanskoeffisienten til en test finnes som maksimalverdien til funksjonen
f: 09— R definert ved
f(0) = PY(W € Ky).

Nullhypotesen er enkel dersom den er gitt ved en enpunktsmengde, dvs dersom
©0 = {00}

I dette spesielle tilfellet er signifikanskoeflisienten lik funksjonsverdien f(6y).

17.3 Utledning av en test med et gitt niva

I mange situasjoner er det gnskelig a utlede en test med et gitt signifikansniva a. Vi gir et enkelt
eksempel pa hvordan dette kan gjgres.
Anta at testen skal baseres pa en tilfeldig variabel W med et kritisk omrade av typen

Ky ={w|w >w"}.

Dersom vi videre antar at W er kontinuerlig fordelt gitt nullhypotesen, og at W kun har én mulig
fordeling gitt nullhypotesen, sa er den kritiske verdien w* = w, hvor w er gitt av

P(W > & | Hy) = a.

Dermed er den kritiske verdien ikke annet enn « kvantilen til fordelingen til W. Dette er illustrert
ifigur 17.1.
Mer generelt gir ligningen en w(f) for hver # som er mulig under nullhypotesen. Dersom vi
velger
w* > w(#) for alle 6,

sa folger det at
PY(W > w*) < PY(W > w(0)) = a, for alle § € O.

En unik w* kan finnes som den minste gvre skranke for w(#). I praksis kan ofte w* finnes som
maksimalverdien til funksjonen w.
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I eksemplene sa langt har forkastningsomradet veert pa formen
[w*, 00).

I terningeksemplet sa var dette intuitivt motivert. I andre eksempler kan det naturlige forkast-
ningsomradet ha en annen form, f eks

[w*, 00), [w1,ws], {w]|w—wo| > w,} etec.

17.4 Oppgaver

219 Definisjonen av et kritisk omrade Ky for W er at det er en hendelse i verdiomradet til
observatoren. Prgv & gi en begrunnelse for at definisjonen velges slik.
Hint: Hva med (W € Kw)?

220 Gi en begrunnelse for at i et statistisk lovmessig eksperiment vil en hypotesetest med niva
a feilaktig forkaste nullhypotesen i ikke mer enn « - 100% av tilfellene i det lange lgp. Hva betyr
det at koeffisienten til testen er lik a7

221 La Y ~ binomisk(18, p). Konstruer en test av hypotesen p = 1/2 mot alternativet p > 1/2
med signifikansniva 10%. Det kritiske omradet skal veere pa formen Ky = {y*,...,18} hvor y* er
sa liten som mulig. Beregn ogsa signifikanskoeflisienten til denne testen. Hva er konklusjonen pa
testen dersom vi observerer y = 127

Hint: En statistisk tabell kan veere nyttig.
222 La Y ~ binomisk(n,p).

Anta at n = 12. Finn en 5% forkastningregel for & teste Hy : p = 1/2 mot Hy : p > 1/2.

Anta at n = 14. Finn en 5% forkastningregel med testobservator W = n — Y for a teste
Hy:p=3/5mot Hy : p < 3/5.

Anta at n = 20. Finn en 1% forkastningregel for a teste Hy : p = 0,3 mot Hy : p > 0,3.
223  Gjgr oppgave 6.2.3 i Larsen-Marx.
224  Gjgr oppgave 6.2.4 i Larsen-Marx.
225 Gjer oppgave 6.2.5 i Larsen-Marx.
226 Gjor oppgave 6.2.7 i Larsen-Marx.
227  Gjgr oppgave 6.2.8 i Larsen-Marx.
228 Gjgr oppgave 6.2.9 i Larsen-Marx.
229 Gjer oppgave 6.2.10 i Larsen-Marx.
230 Gjar oppgave 6.2.11 i Larsen-Marx.
231 Anta at nullhypotesen er enkel. Det er gitt at en hypotesetest skal basere seg pa en tilfeldig
variabel W med et kritisk omrade av typen Ky = [a,b]. Hvordan vil du bestemme [a,b] slik at

testen far en konfidenskoeffisient lik o nar du antar at W er kontinuerlig fordelt? Hva med tilfellet
nar W er diskret fordelt? Hvilken rolle spiller den alternative hypotesen her?
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Kapittel 18

Styrkefunksjonen og
rimelighetsmetoden for
hypotesetester

Enhver beslutningsregel basert pa tilfeldige stgrrelser gir feil beslutning med en viss sannsynlighet.
Regelen er statistisk god dersom sannsynligheten for feil er liten.

I en hypotesetest er det to mulige feil. Regelen kan forkaste nullhypotesen selv om denne er
riktig, eller regelen kan beholde nullhypotesen selv om alternativet er riktig. Disse feilene kalles
hhv type-1 og type-2 feil. Nivaet til en hypotesetest begrenser sannsynligheten for type-1 feil, og
velges typisk lik 5% eller 1% fordi sannsynligheten for type-1 feil gnskes liten.

Nar nivaet « er gitt gnsker en & minimalisere sannsynligheten for type-2 feil. Denne sannsyn-
ligheten avhenger imidlertid av parameteren i den statistiske modellen, og for parameterverdier i
naerheten av nullhypotesen er denne sannsynligheten omtrent lik 1 — a.. Dette betyr at det typisk
er umulig a ha en liten sannsynlighet for bade type-1 og type-2 feil.

Styrkefunksjonen til en test gir sannsynligheten for at nullhypotesen forkastes som funksjon
av parameteren. Verdien til styrkefunksjonen for parameterverdier tilsvarende den alternative hy-
potesen gir teststyrken. Dette betyr at teststyrken er lik 1 minus sannsynligheten for type-2 feil.
En test er uniformt bedre enn en annen dersom den har stgrre teststyrke, dvs dersom den har
mindre sannsynlighet for type-2 feil.

La Iy veere en minste gvre skranke for verdiene til rimelighetsfunksjonen tilsvarende nullhy-
potesen, og la [ veere en minste gvre skranke for alle verdiene til rimelighetsfunksjonen. Forholdet
lo/l er den relative rimeligheten til nullhypotesen. Den relative rimeligheten avhenger av rime-
lighetsfunksjonen, som igjen er gitt av en observasjon. Rimelighetsobservatoren er den tilhgrende
tilfeldige variabelen gitt ved at observasjonene er tilfeldige. Rimelighetstesten er gitt ved a forkaste
nullhypotesen dersom den relative rimeligheten til nullhypotesen er mindre enn eller lik den kritiske
rimeligheten. Den kritiske rimeligheten kan velges slik at testen far riktig niva.

KJENT: tilstrekkelighet, hypotese, kritisk verdi, kritisk omrade, testobservator, forkastningsregel, signifikansniva,

signifikanskoeffisient, enkel hypotese, rimelighetsfunksjon

NYTT: type-1 feil, type-2 feil, styrkefunksjon, teststyrke, uniformt bedre test, relativ rimelighet, rimelighetsobser-
vator, rimelighetstest

18.1 Innledning

Vi starter med en rask oppsummering av tidligere hovedpunkter. En hypotese Hj er gitt ved en
delmengde ©yp C ©. En beslutningsregel er gitt ved en testobservator W og et kritisk omrade
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Figur 18.1: Klassifisering av feil i en hypotesetest.

Kw C Qw. Hy forkastes dersom w = W (w) € Ky . Denne testen har signifikansniva « dersom
P(Hy forkastes | Hy) = PY(W € Ky |6 € ©g) < a.

Dersom eksperimentet er statistisk lovimessig betyr dette at testen feilaktig forkaster Hy i ikke mer
enn « - 100% av tilfellene i det lange lgp.

Den alternative hypotesen har spillt en liten rolle sa langt. Vi skal se at den alternative hy-
potesen kommer frem fra kulissene nar vi skal sammenligne hypotesetester med et gitt niva.

Vi har heller ikke gitt noen generell metode for utledning av hypotesetester. Dette skal vi rette
pa ved a presentere rimelighetstesten. Rimelighetstesten har samme status for hypotesetesting
som rimelighetsestimatoren har for estimering.

18.2 Klassifisering av feil og styrkefunksjonen

Dersom en test feilaktig forkaster nullhypotesen, sa er dette en type-1 feil. Med denne definisjonen
kan definisjonen av nivaet til en test reformuleres ved at testen har niva « hvis og bare hvis

P(type-1 feil) < .

Dermed har vi:

Nivaet til en hypotesetest begrenser sannsynligheten for & gjgre en type-1 feil. I

Det finnes en annen mulig feil. Dersom en test ikke forkaster nullhypotesen, selv om den alter-
native hypotesen er riktig, sa er dette en type-2 feil. De mulige feiltypene er illustrert i figur 18.1.

Notasjonen indikerer en usymmetri mellom nullhypotesen og den alternative hypotesen. En
type-1 feil sees pa som mer alvorlig enn en type-2 feil. Dette kommer til uttrykk ved at vi forst
kontrollerer sannsynligheten for type-1 feil ved a velge gnsket niva.
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Sannsynligheten for type-2 feil er gitt ved
P(type-2 feil) = P(H, forkastes ikke | Hy) = P(W ¢ Ky |0 € ©,).

Gitt et signifikansniva, dvs gitt en begrensning pa sannsynligheten for a gjgre type-1 feil, sa
gnsker vi at sannsynligheten for type-2 feil skal veere sa liten som mulig. Dette kan benyttes til
sammenligning av tester med et gitt signifikansniva. Tradisjonelt gjores dette ved hjelp av testenes
styrkefunksjoner.

La {P%}, 0 € ©, veere en statistisk modell. La videre W og Ky veere testobservatoren og det
kritiske omradet for en hypotesetest. Styrkefunksjonen

g:0 —]0,1]

defineres ved
B(0) = PY(W € Ky).

Styrkefunksjonen gir dermed sannsynligheten for a forkaste nullhypotesen som en funksjon av
parameteren. Symbolet v benyttes ogsa i noen tilfeller for a betegne styrkefunksjonen. Vi har her
valgt 3 fordi dette synes mest tradisjonelt, og symbolet “3” ligner pa symbolet “p” som kan tas
som en indikasjon pa den engelske betegnelsen “power-function”.

Styrkefunksjonen (3 inneholder all informasjon som skal til for en vurdering av testen. F eks
har testen et niva « hvis og bare hvis

B(0) < « for alle 6 € O,

og koeffisienten til testen er den minste gvre skranken for mengden {5(0) |6 € ©}.

Teststyrken B(0) er definert for alle parameterverdier 0 tilsvarende den alternative hypotesen,
dvs for 8 € ©1. Dette er det samme som at teststyrken er restriksjonen av styrkefunksjonen [ til
©1. Vi bemerker at teststyrken er gitt ved

PY(WeKw|0€0,)=1—P(W¢Kw|0c€0;,)=1— P(type-2 feil).

Teststyrken er dermed lik 1 minus sannsynligheten for type-2 feil. Dermed er det klart at det er
onskelig med sa stor teststyrke som mulig for 4 minimalisere sannsynligheten for type-2 feil. Dette
motiverer et generelt sammenligningskriterium for tester.

La A og B betegne to tester med likt signifikansniva og la B4 og (g veere de tilhgrende
styrkefunksjonene. Testen A er uniformt bedre enn testen B dersom

Ba(0) > Bp(0) for alle 6 € ©1.

Adverbet “uniformt” er her en understrekning av at ulikheten skal gjelde for alle parameterverdier
tilsvarende den alternative hypotesen, og ikke bare for en enkelt parameterverdi. Definisjonen kan
reformuleres ved bruk av definisjonen av teststyrke:

En test er uniformt bedre enn en annen test dersom den har stgrre teststyrke. I

Figur 18.2 viser et eksempel pa to mulige styrkefunksjoner. Som regel er styrkefunksjonen kon-
tinuerlig. Dette gir spesielt at teststyrken tvinges til & veere liten for parameterverdier i nserheten
av nullhypotesens parameterverdier. Dette er forklaringen pa at vi ikke kan klare a kontrollere
bade sannsynligheten for type-1 og type-2 feil.

18.3 Rimelighetstesten

Anta som fgr at en statistisk modell med parameterrom © er gitt, og la ©g veere parametermengden
tilsvarende nullhypotesen Hy. La L veere rimelighetsfunksjonen tilsvarende en observasjon x.
Den relative rimeligheten A(x) til hypotesen Hy gitt observasjonen x er definert lik

Definisjon:

B(0)

Definisjon:
teststyrken

Definisjon:
uniformt
bedre test

Definisjon:

A)



132KAPITTEL 18. STYRKEFUNKSJONEN OG RIMELIGHETSMETODEN FOR HYPOTESETESTER

el
T el e TS
N\\“H\ . —
% B //
AN % . }x/
/
V' Pa Fe
a% ¢ v
%,2 ‘ i /
L /
‘g\ s
;ig'% B //
i
e
Y o
o + 3
§ S o - & éﬁ
5{9

Figur 18.2: Styrkefunksjonene viser at test A er uniformt bedre enn test B.

(2) = sup{L(0) |6 € ©p}
sup{L(#) |0 € ©}

Her er telleren sup{L(0) |8 € O¢} lik det minste tallet ly som oppfyller
L(0) <y for alle 6 € Oy,

og tilsvarende for nevneren. Generelt betegner sup M den minste gvre skranken for mengden M.

Anta at rimelighetsestimatet 6 finnes, dvs anta at det finnes et globalt maksimalpunkt 6 for
L. Anta at éo er rimelighetsestimatet tilsvarende at parametermengden © er erstattet av param-
etermengden Oq. Da fglger det at den relative rimeligheten er

L

—~

Metodene vi har brukt for & bestemme rimelighetsestimat er pga dette ogsa viktige i forbindelse
med konstruksjon av en rimelighetstest.
Definisjon: La A\(z) vere den relative rimeligheten til hypotesen Hy gitt observasjonen x av verdien til
A= )X) observatoren X . Rimelighetsobservatoren A til hypotesen Hy basert pa X er definert ved

A = \(X).

Intuitivt synes det rimelig a forkaste nullhypotesen dersom den har liten relativ rimelighet.
Dette motiverer definisjonen av den generelle rimelighetstesten.

Definisjon: Fikser et tall \* og la A vere rimelighetsobservatoren til nullhypotesen basert pa observatoren
rimelighets- X . En rimelighetstest med kritisk rimelighet \* er gitt ved a forkaste nullhypotesen dersom A < \*.
test Denne entydige testen er rimelighetstesten for nullhypotesen basert pa X.

Den kritiske rimeligheten A* kan bestemmes slik at testen far et gnsket niva a. Nar « er gitt
betyr dette at A* velges sa stor som mulig slik at det kritiske omradet [0, A*] blir sa stort som
mulig. Dette betyr at \* kan velges lik den stgrste nedre skranke for mengden av 1 — « kvantiler
tilsvarende mengden av de mulige fordelinger til rimelighetsobservatoren A.
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Det vanligste tilfellet er at en rimelighetstest baseres pa et tilfeldig utvalg, dvs X er spesielt
en vektor med dimensjon lik stgrrelsen til utvalget. Formuleringen av rimelighetstesten stiller
imidlertid ingen krav til observatoren X. Et godt valg vil veere a velge en observator X som er
tilstrekkelig for parameteren i forhold til observasjonene. Det kan vises at en rimelighetstest basert
pa en tilstrekkelig observator er ekvivalent med rimelighetstesten basert pa observasjonene selv.
Dette viser at en rimelighetstest automatisk oppfyller tilstrekkelighetsprinsippet.

Eksempel 18.3.1 (Rimelighetstest for uniform fordeling) LaY1,...,Y, veere et tilfeldig utvalg fra uniform(0, 0)-
fordelingen. Vi vil teste nullhypotesen 6 = 6y mot alternativet § < §y. Parameterrommet er da

0={0]0<060}.
Nullhypotesen er enkel og gitt ved
B0 = {b0}.
Rimelighetsfunksjonen til observasjonene y1,...,yn er

LO)=fy1]0) - flyn|0)=1/0" 0<y; <0,
og L(#) = 0 ellers. Rimelighetsestimatet 6o for 6 tilsvarende parametermengden ©Oq er trivielt gitt ved
fo = 6o.
Rimelighetsestimatet 6 for 6 tilsvarende parametermengden © er gitt ved

0 = Ymaks,

fordi dette er et maksimalpunkt for L. Tilsammen finner vi den relative rimeligheten

1/6% Yma "
Ay) = /nO = ( ks) Ymaks < 0o.
1/ymaks 00

Dersom Ymaks > 0o, sd er A(y) = 0 fordi dette gir L(fp) = 0. Notasjonen over er konsistent med konvensjonen &
kun spesifisere funksjonen der verdien er ulik 0, slik vi ogsa gjgr for tettheter til tilfeldige variable.
Rimelighetsobservatoren er dermed gitt ved

Yimaks "
AZ(TO ) A (Vimases <00)-

Med en kritisk rimelighet A* < 1 finner vi at sannsynligheten for a feilaktig forkaste nullhypotesen er
P(A < )\*) = P(Ymaks < 6y V )\*) = P(Yl < 0y V )\*) .- 'P(Yn < 6y n\/)\*) =\

Konklusjonen er dermed at koeffisienten til testen er lik den kritiske rimeligheten!
En ekvivalent o niva test med Yj,,ks som testobservator har et kritisk omrade

[07 90 m
Dette fglger fordi
(OSASO‘):(OSYmakS<007\Va)‘

18.4 Oppgaver

232 La p veere parameteren tilsvarende en Bernoulli forsgksrekke. Anta at Hy : p = po blir
testet mot alternativet Hy : p > pg.

Dersom Hj forkastes med et niva 0,05, vil da Hy ngdvendigvis forkastes i en test med et niva
0,017

Dersom Hj forkastes med et niva 0,01, vil da Hy ngdvendigvis forkastes i en test med et niva
0,057

Begrunn svarene!

233 Oppgave 6.3.3 i Larsen-Marx.

234 Oppgave 6.3.4 i Larsen-Marx.
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235 La X ~ uniform(0, ) vaere testobservatoren for en test med et kritisk omrade
[0, 0,1] U [1,9, o0).

Begrunn at dette er et rimelig valg av kritisk omrade. Finn signifikanskoeffisienten « tilsvarende
nullhypotesen 6 = 2. Skisser styrkefunksjonen 3 for denne testen nar den alternative hypotesen er
gitt ved 6 # 2. Hva er teststyrken for 6 = 2,57

236 En urne inneholder 10 brikker. Vi gnsker a teste
Hj : halvparten av brikkene er hvite

mot alternativet
H; : mer enn halvparten av brikkene er hvite.

Testen utfores ved a trekke tre brikker uten tilbakelegning og H( forkastes dersom minst to av
disse er hvite.

Sett opp en statistisk modell hvor parameteren 6 er antall hvite brikker i urnen. Finn parame-
terrommet tilsvarende denne testen. Finn signifikanskoeffisienten til testen. Finn teststyrken 5(6)
for 6 = 6 og 6 = 7. Skisser styrkefunksjonen til testen.

237 Oppgave 6.3.8 i Larsen-Marx.
238 Oppgave 6.3.9 i Larsen-Marx.

239 La Xy,..., X, vere et tilfeldig utvalg fra geometrisk(p)-fordelingen. Finn rimelighetsobser-
vatoren A for a teste hypotesen p = pg mot alternativet p # pg. Kan du konstruere en test med
niva o7

240 La Xq,...,X, vere et tilfeldig utvalg fra eksponential(\)-fordelingen. Finn rimelighetsob-
servatoren W for a teste hypotesen A = A9 mot alternativet A # Ag. Kan du konstruere en test
med niva o = 0,057

241 La Xy,..., X, vere et tilfeldig utvalg fra N(u, 1)-fordelingen. Finn rimelighetsobservatoren
A for a teste hypotesen p = po mot alternativet p # po. Kan du konstruere en test med niva
a = 0,017

242  Anta at observatoren T er tilstrekkelig for parameteren 6 i forhold til observatoren X. Bevis
at rimelighetsobservatoren basert pa T er lik rimelighetsobservatoren basert pa X.
Hint: Bruk faktoriseringen av rimelighetsfunksjonen som tilstrekkeligheten gir.

243 Finn rimelighetsobservatoren A basert pa Ynaks fra et tilfeldig utvalg av storrelse n fra
uniform(0, 6)-fordelingen tilsvarende en test av hypotesen 6 = 6y mot alternativet 6 < 6.

Kommenter resultatet i forhold til eksemplet i teksten.

La 6y = 1 og bestem den kritiske rimeligheten slik at testen har koeffisient lik 0,05. Skisser
styrkefunksjonen ( for denne testen.

Erstatt Yiaxs med Y7 i det foregaende. Skisser styrkefunksjonen « for denne testen.

Er den fgrste testen uniformt bedre enn den siste testen? Er den fgrste testen bedre enn den
siste pa andre vis?



Kapittel 19

Eksempler pa konstruksjon av
rimelighetstester

Eksempel 19.0.1 (Test for forventning med ukjent varians) Anta at Xi,...,X, er et tilfeldig utvalg fra
N(u, 0%)-fordelingen. Parameterrommet er

© ={(1,0*)|p €R,0 > 0}.

Vi vil teste Ho : p = po mot alternativet Hy : p # po-
Nullhypotesen er gitt ved
80 = {(1,0°) | p = po, 0 > O}
Denne nullhypotesen er ikke enkel, dvs ikke gitt av et enkelt punkt i parameterrommet. Geometrisk er nullhypotesen
gitt ved en strale slik som indikert i figur 19.1.
Vi vil bruke rimelighetsmetoden til konstruksjon av en test. Den relative rimeligheten til Hg er

“rimeligheten til Ho” L(o)

Az) = - - ~—,
“total rimelighet” L(0)

hvor 6 og 0 er rimelighetsestimatene tilsvarende ©¢ og ©.
Beregning av 6g:

L= fx(@|0) = f(@1]0) - f(zn|0) = (27302)"/26-%(@)2—~'-%(@)2 (19.1)
= fg In(27) — gln(a2) — %(nﬁ — 2uonT + nu%) (19.2)
=2 2 (n@m) + n(t) — (47 — 2007 + u3)

0= %IHL = fgt_l +t_2§(ﬁf 2,uoi+,ug)

o® =t =a% - 2uT + pj = 22 —T° + (T — po)”
Regningen over gir rimelighetsestimatet
68 =22 = 7" + (T~ po)?

for variansen nar forventningsverdien er kjent. Verdien til rimelighetsfunksjonen blir

n n/2
lo = L(6o) = L a ! e /2
T T o2 — 72+ (% — uo)?

En tilsvarende regning gir rimelighetsestimatet

6 = (z,22 — T°)

nar bade forventningsverdi og varians er ukjent. Verdien til rimelighetsfunksjonen blir

l—L(é)_ L " _t n/ze_"/2
B -~ \eor 22 — 72

135
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Figur 19.1: Nullhypotesen er ikke enkel.

Den relative rimeligheten til Hg blir da

22 72 n/2
Az) = lo/l = ( )2>

22 — 72 + (T — po

2 -7+ @-pw)?) " ( <f—uo>2>*"/2 (£ T—uo>2
= - =14+ = =1+ i s ,
2 — 72 x2 — 2 n—1 s

(19.3)

hvor "o
s? = (2 — T?)
n—1
er utvalgets varians.
Gitt nullhypotesen p = pp sa er variabelen
T = \/EX — MO

Student-t(n — 1)-fordelt. Rimelighetsobservatoren

1 —n/2
A=X\X) = (1+ T2>
n—1

har dermed ogsa en fordeling som er uavhengig av parameteren 6 € Og! En rimelighetstest med koeffisient a er
dermed gitt ved a velge den kritiske rimeligheten A* lik 1 — « kvantilen til fordelingen til A.

En ekvivalent test med T som testobservator er imidlertid mer praktisk fordi kvantilene til T er tabulert.
Forkastning ved A < A\* er ekvivalent med forkastning ved |T'| > t* ved passende valg av t*. Figur 19.2 gir at vi far
en test med koeffisient o ved a forkaste nullhypotesen nar

|T‘ > ta/2,n717

hvor ¢4 /9 n—1 er a/2 kvantilen til Student-t(n — 1)-fordelingen.

Eksempel 19.0.2 (Test for forventning med kjent varians) Anta at Xi,...,X, er et tilfeldig utvalg fra
N(u, o2)-fordelingen hvor variansen o2 er kjent. Parameterrommet er

O ={ulpeR}=R.

Vi vil teste Ho : p = po mot alternativet Hy : p # po-
Nullhypotesen er enkel og gitt ved
©0 = {po}-
Geometrisk er nullhypotesen gitt ved et punkt slik som indikert i figur 19.3.
Ved beregning av rimelighetsestimatene fglger det at den relative rimeligheten er:

A S0 (%2.9.0% 2
o) — I 9) _ exp[ 507 (xi Mox+u0)] _ P E—n)?
L(0) exp [-; (x2-2%2 +i2)]

o2
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Figur 19.2: P(|T| > to/on—1) = /2 +a/2 = a .
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Figur 19.3: Nullhypotesen er enkel.
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T
/>OJ

v
Figur 19.4: Nullhypotesen er gitt ved en linje i parameterrommet.

Fordi
Az) < N*

er ekvivalent med

V(@ — po)/o| > u*
for passende u* fglger det at vi kan benytte

U=+vn(X —p)/o
som testobservator. Fordelen med U fremfor rimelighetsobservatoren A er at

U ~ N(0,1)
under antagelsen @ = po. Med testobservator U og kritisk omrade
{ullul = vay}

folger det at vi har en test med koeffisient o nar u, /5 er /2 kvantilen til standard normalfordelingen.

Eksempel 19.0.3 (Test for varians) Anta at X1, ..., X, er et tilfeldig utvalg fra N(u, 02)-fordelingen. Param-
eterrommet er
© ={(m,0%)|p € R,0 >0}

Vi vil teste Hy : 62 = 092 mot alternativet Hy : 02 = 0¢2.

Nullhypotesen er gitt ved

00 = {(1r,02) | p € R, 0% = 50?}.

Denne nullhypotesen er ikke enkel, dvs ikke gitt av et enkelt punkt i parameterrommet. Geometrisk er nullhypotesen
gitt ved en linje slik som indikert i figur 19.4.

Rimelighetsestimatene for 0 tilsvarende ©g og © er gitt ved

0o = (T,00%) 0o = (z,22 — T2).
Den relative rimeligheten til nullhypotesen blir dermed
n/2 = 2 . .
()" oo (35) _(me\" ()
Az) = 20 - e o0
1 n/2 n z2—x2
— exp | —5 =
<zsz2) ( 2 12752)

Rimelighetsobservatoren blir

hvor
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Figur 19.5: Kritisk omrade i en y2-test.

Under nullhypotesen o2 = 0o? fglger det at
Z ~ XQ(n - 1)»

dvs spesielt er fordelingen til Z uavhengig av 6 € ©g. Dette gir at fordelingen til rimelighetsobservatoren A ogsa
er uavhengig av 6 € Og! En test med koeffisient o er dermed gitt ved a velge den kritiske rimeligheten lik 1 — a
kvantilen til A. Kvantilene til A kunne godt ha veert tabulert for forskjellige n, men dette er ikke vanlig i mindre
tabellverk.

Et alternativ er a la Z veere testobservatoren. Det er klart at A er liten dersom Z er liten (pga AR faktoren) eller
dersom Z er stor (pga exp — 5 (Z + 1) faktoren). Dette motiverer & velge et kritisk omrade pa formen [0, a] U[b, c0).
Dette gir en test med koeffisient o dersom

Pz([0,a] U [b,o0)) = a.
Konvensjonelt velges det kritiske omradet slik at hvert av intervallene far like stor sannsynlighet, dvs det kritiske
omradet velges lik
2 2
[0, lea/Q,nfl} U [Xa/Q,nfl’ o).

Dette er illustrert i figur 19.5 . Denne x2-testen har koeffisient o, men den er ikke ekvivalent med rimelighetstesten,
dvs det er ikke en rimelighetstest.

19.1 Oppgaver

244 Vis ved et talleksempel at y2-testen ikke er en rimelighetstest.

Mer konkret: Finn utfall « og y slik at den relative rimeligheten til Hy oppfyller A(z) < A(y),
mens Y2-testen forkaster nullhypotesen for y, men ikke for z.

Hint: Beregn verdiene til den relative rimeligheten tilsvarende intervallendepunktene i y2-testen
for et passende eksempel.

245 Bruk sentralgrenseteoremet til & begrunne at testene vi har gitt for tilfeldig utvalg fra nor-
malfordelingen gir approksimative tester dersom vi tar et tilstrekkelig stort utvalg fra en vilkarlig
fordeling med endelig varians.

Begrunn de tre tilfellene: test av forventning med ukjent varians, test av forventning med kjent
varians, test av varians hver for seg.

246 Oppgave 7.5.4 i Larsen-Marx.

247 Oppgave 7.5.5 i Larsen-Marx.
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Oppgave 7.5.6 1 Larsen-Marx.
Oppgave 7.5.9 i Larsen-Marx.
Oppgave 7.5.10 i Larsen-Marx.
Oppgave 7.5.13 i Larsen-Marx.
Oppgave 7.5.14 i Larsen-Marx.
Oppgave 7.5.15 i Larsen-Marx.
Oppgave 7.5.17 i Larsen-Marx.
Oppgave 7.7.1 i Larsen-Marx.
Oppgave 7.7.2 i Larsen-Marx.
Oppgave 7.7.3 i Larsen-Marx.
Oppgave 7.7.7 i Larsen-Marx.
Oppgave 7.7.5 1 Larsen-Marx.

Oppgave 7.7.9 i Larsen-Marx.
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S101 Sannsynlighet og statistikk I
Faginformasjon sommer og hgst 1997

Fagleerer:

Giunnar Taraldsen, rom 303 B, Lade.
TIf 735 91454, e-post gunnar@matstat.unit.no, hjernmeside htip://www matstat.unit.no/ gunnar.

Lz=rebok:

R.J. Larsen og M.L. Marx, An Iniroduction to Mathematical Statistics and Its Applications, and-
re utgave, Prentice-Hall, 1986. G. Taraldsen, Notat I-18, 1997, J. Samseth og A, Thorvaldsen,
Statistiske tabeller og formler, Tapir, 1966,

Forelesninger:

Man-Fre klokken 9.15-13.00 i perioden 30 juni tii 25.juli 1997 pd Lade i seminarrom SL11. Farste
forelesning er mandag 30. Juni klokken 12.15-14.G0.

I tillegg kommer to helgesamlinger {tors-ler} pa tilsammen 6 dager. Tidspunktene for helgesam-
lingene er 30.oktober til L.novemnber 1997 og 27.november til 20.november 1957.

Forelesningsplan:

Uke 27: Eksperiment. Sannsynlighet. Kombinatorikk.

Uke 28: Tilfeldige variable. Spesielle fordelinger.

Uke 29: Punkt- og intervallestimering.

Uke 30: Hypotesefesting,

Helgesamlingene benyties til oppsurmmering og kommentarer til gvingsoppgavene.

Ovinger:

Tnnleveres og godkjennes per brev i lopet av hgsten. Det vil bl gitt 12 gvinger, og 6 av disse ma
veere godkient for adgang til eksamen.

Pensum:

Forelesningene, notat 1-18, gvingene og kapittel 1-7 1 leereboken, unntatt avspittet 5.6 og appen-
diksene 4.1, 5.1, 7.1-2.

Skriftlig eksamen:

Mandag 1. desember 1997, klokken 9-15.

Hielpemidler: 4 handskreviie Ad-sider med institutteis stempel, kalloulator, Statistiske tabeller og
Sformler (Tapir 1996).

Gunnar Taraldsen
Tnstitutt for matematiske fag - NTNU, seksjon LADE
Trondheim 1. november 1607
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Norges teknisk—naturvitenskapelige Side 1 av 3
universitet
Institutt for matematiske fag

Faglig kontakt under eksamen: Gunnar Taraldsen (73591454)

S101 Sannsynlighet og statistikk 1
Mandag 1. desember 1997
KL 9-15

Tillatte hjelpemidler: Fire handskrevne A4-sider med instituttets stempel, kalkulator,
Statistiske tabeller og formler (Tapir 1996)

Sensurdato: 22. desember 1997

Oppgave 1 Lyskryss, del 1

Dyvind kjerer bil til jobben hver dag og har begynt a ergre seg over at han stadig vekk far redt
lys 1 det fgrste lyskrysset han kommer til. Han bestemmer seg for a undersgke dette naermere.

a) 1lppet av 20 dager far han radt lys 8 ganger. Estimer sannsynligheten p for radt lys.

b) Estimer standardavviket $il estimatoren for p ved hjelp av en forventningsrett estimator
for variansen.

¢) Beregn et tilneermet 68% intervallestimat for p ved hjelp av sentralgrenseteoremet. Hint:
Du kan anta at ®(1) = 84%.

d) Beregn et 68% intervallestimat for p ved hjelp av linesr interpolasjon i tabellen med
binomiske sannsynligheter.

Oppgave 2 Lyskryss, del 2

a) Qyvind tar tiden pa hvor lenge han mé vente de gangene han far redt lys. Observa-
sjonene hans er 28s, 10s, s, 15s, 7s, 25s, 20s, 22s. Anta at disse 8 observasjonene er et
tilfeldig utvalg fra uniform{0, a)-fordelingen. Diskuter kort for og 1 mot denne antagelsen.
Diskusjonen skal innledes med en liste over mulige arsaker tii tilfeldighetene.
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b)

c)

d)

1. desember 1997 Side 2 av 3

Estimer a ved hjelp av en forventningsrett og tilstrekkelig estimator W. Estimatoren skal
veere basert pa den sterste ohserverte verdien.

Vis at W er forventningsrett.

Vis at W er tilstrekkelig.

Oppgave 3 Lyskryss, del 3

a)

b)

En hypotese er a = 30s, og et alternativ er @ > 30s. Gir observasjonene grunnlag for a
si at alternativet er bevist med et 5% signifikansniva nar testohservatoren er den stgrste
observerte verdien?

Hva er det kritiske omradet til testen? Hva blir det kritiske omradet for en test med den
farste observerte verdien som testobservator og hva er konklusjonen pa denne testen?

Tegn en neyaktig figur med grafene til styrkefunksjonene til de to testene i samme koor-
dinatsystem. Kommenter 1 figurteksten.

Finn sanusynligheten for en type-2-feil for de to testene dersom a = 80s ved hjelp av
figuren. Marker pa figuren hvordan svaret finnes.

Hva betyr denne sannsynligheten for type-2-feil i praksis dersom dyvinds eksperiment
er statistisk lovmessig? lva betyr denne sannsynligheten dersom eksperimentet ikke er
statistisk lovimessig?

Oppgave 4 Lyskryss, del 4

a)

La R veere hendelsen gitt ved at Qyvind far radt lys. La T veere tiden Qyvind bruker :
lyskrysset, dvs spesielt er T = 0 dersom det lyser gront. Vis at

PT <t)=P(T <UR)-p+ P(T < t|E)-(1-p)

med utgangspunkt i Kolmogorovs aksiomer og definisjonen av betinget sannsynlighet.
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b) Vis at fordelingsfunksjonen til 7" er gitt ved

0 t <0
F{ti=qptfa+ (1 -p} 0<t<q
1 t>a

Gi en begrunnelse for at T hverken er kontinuerlig eller diskret fordelt.

Oppgave 5 Busser

Magnar sitter pa kontoret og lager lgsningsforslag til en gammel eksamen i statistikk. Han
ergrer seg over at ikke instituttkontoret hadde et lgsningsforslag, og kjeder seg fordi han har
laget slike lgsningsforslag mer en én gang tidligere. I stedet for a telle sauer, sa teller han 16
busser som passerer pa veien utenfor kontorvinduet i lgpet av 4 timer.

)

b)

d)

Estimer sannsynligheten for at det ikke passerer en eneste buss i lgpet av 15 minutter
ved a anta at antallet er poissonfordelt.

Spesifiser antagelser som gir at antallet busser er binomisk fordelt og bruk dette til a
begrunne antagelsen om poissonfordeling.

Magnar har erfart mange ganger at dersom han kommer 10 minutter etter at bussen
skulle ha gatt, og det star andre som bekrefter at bussen ikke har kommet enna, sa er
det stor sannsynlighet for at bussen snart kommer. Begrunn at denne erfaringen er i strid
med antagelsen om poissonfordeling,

Magnar lager en bedre modell ved a anta at det med sikkerhet kommer én buss i hvert
15 minutters intervall gitt ved rutetabellen til bussen. Han antar at tettheten tilsvarende
bussavgangen 1 et slikt intervall er linezr med stérst tetthet 1 venstre endepunkt og null
tetthet 1 héyre endepunkt. I tillegg antar han at bussavgangene 1 hvert 15 minutiers
intervall er uavhengige. Magnar beregner forventet ventetid som funksjon av tidspunktet
han kommer til bussholdeplassen og han beregner forventet ventetid i tilfellet hvor han
gar til bussholdeplassen ved et tilfeldig tidspunkt. Han finner ogsa et optimalt tidspunkt.
Hva er Magnars tre resultater?
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Norges teknisk—naturvitenskapelige Side I av 3

universitet

Institutt for matematiske fag

Faglig kontakt under eksamen: Gunnar Taraldsen
73591454

S 101 SANNSYNLIGHET OG STATISTIKK I
Fredag 6. juni 1997
Ki. 9-15
Tillatte hjelpemidler: 4 handskrevne Ad-sider; instituttets lommekalkulator
Statistiske tabeller og formler {Tapir)
Sensurfrist: Fredag 27. juni 1997

Oppgave 1 (Jente eller gutt?)

a)

b)

f)

La Y veere antall jenter fodt i n fgdsler. Gi en begrunnelse for at Y = Y, +--- + Y, hvor
Yi-ene er uavhengige Bernoulli-variable.

La p veere sannsynligheten for at en nyfodt unge er en jente. Gi et kombinatorisk argument

forat P(Y = y) = (

i1

Va1

Nar n er stor, sa er ¥ tilneermet normalfordelt med E{Y) = np og Var{Y) = np(1 — p).
Formuler sentralgrenseteoremet og vis at dette gir denne tilnaermelsen.

Statistisk arbok fra 1994 oppgir at det ble fgdt 27708 jenter og 29154 gutter i Norge i
perioden 1986-1990. Benytt tilnmrmelsen over til & lage en test for hypotesen Hy: p =
0.50 mot alternativet Hy: p < 0.50 med et signifikansnivd o = 1%. Hva er konklusjonen
pa testen ut fra de gitte dataene?

Finn det tilnermede kritiske omradet for testobservatoren Y for testen.

Hva menes med type-I og type-II feil i testen? Hva er sannsynligheten for type-I feil i
testen?
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g)

Tegn grafen til styrkefunksjonen v til denne testen ved a beregne den tilnsermede sann-
synligheten 3{p) for type-1I feil for p = 0, p = 0.49, p = 0.495, p = 0.50.

Oppgave 2 (Potetavling)

Statistisk arbok oppgir en potetavling pa 2424, 2575, 2275, 2662 (kg per dekar) 1 arene 1989-92.

a)

b)

c)

d)

f)
g)

h)

Argumenter for at avlingen er normalfordelt.

Estimer {orventningsverdien p og standardavviket ¢ med de konvensjonelle estimatorene

XogbS.
Vis at estimatoren S? for variansen er forventningsrett.

Visat T,y = /n(X — 1)/ 5 er (Student) t-fordelt med n — 1 frihetsgrader. Du kan bruke
resultater fra Stalisliske tabeller og formier,

Hva menes med et 90%-konfidensintervall for p?
Utled og beregn et 90%-konfidensintervall for p.
Anta na at estimatet for o er lik o. Beregn et 90%-konfidensintervall for p.

Kommenter forskjellen pa de to intervallestimatene.
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Oppgave 3 (Tilfeldige variable)

I hele denne oppgaven skal vi la S = [0, 1] veere utfallsrommet for et eksperiment og anta at
P(la,b]) = b~ a nar [a,b] er en hendelse, d.v.s. P er den uniforme fordelingen. Vi skal videre
anta at X, Z4 og Zp er tilfeldige variable | dette eksperimentet.

a)

b)

c)

d)

f)

g)

h)

Finn sannsynlighetstettheten f tilsvarende P og skriv ned ligningen som gir sammen-
hengen mellom f og P.

La A=[0,1/2] og B =[0,1/4]U[1/2,3/4]. Vis at A og B uavhengige hendelser.

Definer Z4 ved at den tar verdien I dersom utfallet s av eksperimentet er i A og verdien
0 ellers. Definer Zp tilsvarende fra B. Hvilken kjent fordeling har Z = Z,4 + 257

Finn den simultane fordelingsfunksjonen fz, z, til Z4 og Zg.
Finn og skisser den kumulative fordelingsfunksjonen Fy til Z.

I resten av oppgaven antar vi at X er normalfordelt med E{X) = 0 og Var{X) = 1. Skriv
ned en formel som gir den kumulative fordelingsfunksjonen Fy. Hva er sammenhengen
mellom Fx og fordelingstunksjonen fx7

Definer hva det betyr at X er en tilfeldig variabel i dette eksperimentet.

Skriv ned ligningen som gir sammenhengen mellom X og P. Intervallet [0, 1] skal innga
i denne ligningen.
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