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1. INNLEDNING

1.1 Tema og problemstilling

Tema for denne oppgaven er utfordringer elevene mgter gjennom generaliseringsaktiviteter i
algebra. Algebra er et omfattende omrade, og det er mange ulike klassifiseringer og
definisjoner av hva det er. Jeg vil avgrense omradet til a gjelde skolematematikken der
algebra er sentralt flere steder i gjeldende lereplanverk for Kunnskapslgftet, LK06. I fglge
Carolyn Kieran (2004) har synet pa algebra de siste to tiarene generelt endret seg i retning fra
a veere en regelbasert “blyant og ark”- aktivitet med symbolmanipulasjon til a omfatte
problemlgsing og modellering ved hjelp av PC. Man kan ogsa si at fra a spille en mer
pragmatisk rolle har algebra blitt et redskap til bedre forstaelse innen flere omrader av
matematikken, for eksempel aritmetikk og geometri. Jeg vil avgrense algebra her til & gjelde
aktiviteter som gar pa generalisering av tallmgnster og figurtall der malet er a finne et nytt
resultat eller formel. Dette resultatet eller formelen beskriver hvordan en fglge figurer eller en
tallfglge utvikler seg uttrykt ved n som er plass- eller figurnummeret. Anvendelse av en
bokstav eller et annet symbol i denne sammenhengen bygger pa ideen om et generelt tall eller
variabel, og ikke en bokstav som representant for en ukjent stgrrelse. Jeg har undersgkt
hvordan elevene arbeidet med to ulike oppgaver. I Oppgave 1 skulle elevene generalisere pa
grunnlag av en figurtallsfglge som gkte aritmetisk. Oppgave 2, handtrykkproblemet, apnet for
at elevene kunne lage stgttefigurer, men generaliseringen skulle gjgres pa grunnlag av en
tallfglge/tallmgnster de matte finne fgrst. Generalisering kan ses pa som kjernen i all
matematikkundervisning (Mason, 1996) og veien til forstaelse, men ikke uten at dette har et
logisk grunnlag. Luis Radfords (1996) synspunkt at dette grunnlaget er det & kunne
rettferdiggjore og begrunne en konklusjon. Bevisfgring er ikke hovedtema i denne oppgaven,
men vi skal se at hvordan elevene rettferdiggjgr en hypotese eller konklusjon kan si noe om
hvordan de generaliserer. Jeg vil sette selve generaliseringsprosessen i sentrum helt fra
oppgavene blir gitt til en eventuell formel foreligger. I denne oppgaven som omhandler elever

pa 7.trinn er problemstillingen:

® Hva kjennetegner utfordringene elevene mgter gjennom

generaliseringsaktiviteter i algebra?

I kapittel 6 vil jeg drgfte hvordan disse utfordringene kan mgtes.



1.2 Aktualitet, teori og bakgrunn

Forskningen pa feltet viser at det kan vere flere ulike tilneerminger til algebra, og peker ikke
pa noen som funger bedre enn andre. Rosamund Sutherland (2004) skiller mellom fire
hovedretninger eller tiln®erminger til algebra gjennom: Generalisering, problemlgsing,
modellering og funksjoner. I engelskspraklige land er generalisering den mest utbredte
(Sutherland). Generaliseringsaktiviteter kan i en startfase spenne fra generalisert aritmetikk
med vekt pa egenskaper hos kategorier av tall og regneoperasjoner, til generalisering av
figurtall og tallrekker. Man har funnet at elever generaliserer pa ulike mater. Noen elever
generaliserer numerisk og andre figurativt (Becker & Rivera, 2006), og i forbindelse med
regneark kan det skilles mellom rekursiv og eksplisitt generalisering (Kieran & Yerushalmy,
2004). I grunnskolen er de matematiske objektene i algebra knyttet til to mulige
representasjoner: numerisk og figurativ. A generalisere numerisk inneberer a uttrykke en
generell sammenheng pa grunnlag av en tallfglge, mens i en figurativ generalisering er
grunnlaget forholdet mellom figurer i en fglge. I en rekursiv generalisering finner man en
lgsning som bygger pa den foregaende verdien eller figuren, eller alle. En slik lgsning kan
derfor veere omfattende a bruke og krever mange regneoperasjoner dersom konkrete verdier
skal finnes. Noe annet er det med en eksplisitt generalisering som er en lgsning bygget pa et
begrenset antall verdier. Jeg vil komme tilbake til resultater fra forskningsfeltet innen algebra

i teorikapitlet.

Hvordan kan man sa n@rme seg spgrsmalet om utfordringene elevene mgter gjennom
generaliseringsaktiviteter i algebra? Hvor skal man begynne, og hvordan kan et sa stort
omrade avgrenses? Et serlig interessant perspektiv finnes hos Lesley Lee (1996), og det er
hennes teori jeg vil benytte som en ramme rundt problemstillingen. Teorien er interessant
blant annet fordi hun deler en arbeidssekvens eller problemlgsningsprosess i algebra inn i tre
nivaer: Oppfatningsnivdet, verbaliseringsnivdet og symboliseringsnivdet. Dette er stadier som
byr pa ulike utfordringer. Stadiene innebzrer hele prosessen fra hvordan elevene oppfatter en
oppgave helt til hvordan de prgver a finne en formulering av en hypotese, et resultat eller en
formel. I denne prosessen er det jeg vil se hvor eventuelle utfordringer finner sted og hva som
kjennetegner disse. Dette er ogsa interessant med tanke pa undervisningspraksis. Hele
arbeidsgkter blir analysert, og det gir mulighet til a bli kjent med nivaer som man ellers kan
ha et mer ubevisst forhold til. Hennes teori og omtale av generaliseringsaktiviteter kommer
ikke i konflikt med min definisjon av algebra i teorikapitlet eller elevoppgavene. Hun er pa

linje med John Mason (1996) nar hun ser det som en sentral oppgave a hjelpe elevene med a
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finne et algebraisk nyttig mgnster (Lee). For som vi skal se er ligger ikke problemene bare i
det a oppfatte et mgnster. For a systematisere de utfordringene elevene mgter sa jeg nytte av a
se pa fire nivaer av bevisfgring hos Nicolas Balacheff (1988). Hans fire nivaer som jeg skal
komme tilbake til er naiv empirisme, avgjprende eksperiment, generisk eksempel og

tankeeksperiment. Disse nivaene sier noe om hvordan elevene argumenterer for en pastand.

I leereplanen LKO6 (Utdanningsdirektoratet, 2006) er det under kompetansemal for 2. trinn en
overskrift som heter ”Tall og algebra”. Det er ingen punkter under denne overskriften som
peker mot algebra, sa det ser ut til at dette blir en tolkning hver enkelt leerer og skole ma gjgre.
I kompetansemalene etter 4. trinn kommer det & beskrive og se strukturer i enkle tallmgnster.
Etter 7. trinn legges det til geometriske mgnster, samt det a argumentere for lgsningsmetoder.
Det er derfor tydelig, og med rette etter min mening, en intensjon om & begynne tidlig med
algebra. Etter 18 ar som lerer pa alt fra 2. trinn til 3. videregaende ser jeg relevansen i a
debattere problemstillingene nevnt ovenfor. Jeg mener a se et behov for a utvikle egne og
andre lereres “algebragyne- og grer” som James Kaput og Maria Blanton (2003) kaller
“algebra Eyes and Ears”. Dette for i stgrre grad a kunne utnytte de rike mulighetene nesten
alle typer oppgaver gir. Meninger om at det er nok a laere regneartene etter 7. trinn er
dessverre utbredt blant matematikklarere etter min erfaring. En arsak kan vare oppfatninger
om at algebra er komplisert symbolmanipulasjon som passer best pa ungdomstrinnet. To
forskningsoppgaver i en 8. klasse jeg utfgrte forste aret pa masterutdanningen i
matematikkdidaktikk ved Hggskolen I Sgr-Trgndelag ga meg noen overraskende og
opploftende resultater. Den ene oppgaven omhandlet generalisering av nxn-rutenett som var
en av de tre oppgavene jeg benyttet i dette prosjektet. Tema i den andre oppgaven var
funksjoner og grafer med blikk pa endringsrate og gjennomsnitt. Fgrst og fremst merket jeg
meg sammenhengen mellom formuleringen av gruppeoppgavene og elevenes samarbeid og
innsats. Alle oppgavene inneholdt spgrsmal om a reflektere over og diskutere hvorfor
resultatene ble som de ble. Disse spgrsmalene tok omtrent like mye tid som selve
beregningene eller ”gjgre”- oppgavene. Mest overraskende var likevel de mange originale og
gode forsgk pa a bevise ulike pastander i plenum. Enkelte 1gsninger hadde jeg ikke tenkt pa
selv, og det kom tydelig fram at det eksisterte mange mater a tenke pa. Tilsynelatende enkle
mgnster kan by pa mange mulige dekomponeringer i sgken etter en formel. Det ble vist gode
eksempler pa hvor mye tellearbeid man kan spare ved a finne en regelmessighet pa grunnlag
av en generalisering. Enkelte begrunnelser var ner ved a kunne karakteriseres som gyldige

bevis, og jeg begynte a tenke pa om det er en sammenhengen mellom det a begrunne en
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generalisering og det a gi dette en algebraisk og symbolsk representasjon. I disse oppgavene
benyttet jeg spgrsmal som kan fremme generalisering, for eksempel “fortell meg hva du ser”
(Mason, 1996) og “fortell meg hva du tenker”, "hvordan vet du at det er sant?” (Kaput &

Blanton). Erfaringene her gjorde det a fortsette med algebra til et enkelt valg.

1.3 Leeringssyn og metode

Jeg vil her benytte sosiokulturell leringsteori i min analyse av dataene jeg har samlet inn.
Innenfor et sosiokulturelt syn pa lering er det mange retninger, og en avgrensning er helt
ngdvendig. Jeg vil i hovedsak stgtte meg til Lev Vygotsky (1978) og Harry Daniels (2005,
2008). Dette gir et grunnlag for mitt valg av analyseenhet som er de matematiske meningene
som fremkommer i gruppearbeidet. En matematisk mening definerer jeg som en ytring som
har et matematisk innhold, det vil si at det angar en relasjon mellom to stgrrelser. Dette er noe
annet enn 4 telle eller konstatere et antall. En viktig rgd trad i dette leeringssynet er at
kunnskapen skal utvikles gjennom spraket, ikke overfgres. Gruppearbeid egner seg godt siden
dette perspektivet ogsa peker pa at utvikling og leering f@rst skjer pa det sosiale planet. Teori
omkring utvikling fra hverdagsbegreper til vitenskapelige begreper (Daniels, 2005) er et
grunnleggende hjelpemiddel til & fa en bedre forstaelse av de utfordringene elevene mgter i
disse oppgavene. Her har jeg funnet stgtte i Vygotsky, i tillegg til Vygotsky slik han blir
referert til gjennom Daniels (2005, 2008). Nar det gjelder stgtte vil jeg dele dette inn i liten

grad av stptte og stptte.

Mitt datamateriale bestar av lydopptak, elevarbeider og egne notater fra elleve grupper pa 7.
trinn. Hver gruppe besto av to til tre elever, og de arbeidet i 30-45 minutter med hver
oppgave. De to oppgavene jeg skal se pa her ble valgt ut av tre oppgaver jeg ga gruppene. Fire
grupper arbeidet med Oppgave 1 og 2, tre grupper med Oppgave 3. Hvorfor Oppgave 3 ikke
ble med i analysen forklares i metodekapitlet. Det a komme i dybden pa enkelte gruppers
samtaler og matematiske meninger kommer under en kvalitativ metode. Det er
samarbeidssituasjonen i den enkelte gruppe som gir tilgang til den enkeltes meninger. Derfor
vil jeg betrakte en gruppe som et case. Det er seks case, hvorav to grupper gjorde begge

oppgavene.

1.4 Oppbygning
Oppgaven har fem hovedkapitler: Teori, metode, analyse, diskusjon og konklusjon, samt

perspektivering. I teorikapitlet vil jeg ga n@rmere inn pa hvilket syn pa lering og algebra jeg
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vil benytte, og forskningsfeltet. Her er det en avklaring av de mest sentrale begrepene og
diskusjon omkring enkelte av disse. I metodekapitlet drgfter jeg metodene som er benyttet og
de valg som er tatt i Igpet av prosessen. I tillegg kommer en beskrivelse av faktorer som er
relevante for gjennomfgringen. De sentrale deler av datamaterialet blir i lys av teori og
metode gjennomgatt i analysekapitlet. Dette er utdrag som bade kan kaste lys over generelle
tendenser i gruppene og eksempler som er mer enkeltstaende. En drgfting av resultatene fra
analysen kommer i konklusjonskapitlet. I perspektiveringskapitlet drgftes mulige didaktiske

implikasjoner og et syn pa generaliseringens rolle.






2. TEORI

2.1 Algebra og generalisering

Hva er algebra? Det fgrste mange tenker er nok at algebra har med bokstaver a gjgre, og at
bokstavene kan vere representanter for en ukjent stgrrelse, en variabel eller parameter. En
formel uttrykt med bokstaver sier noe om en generell sammenheng mellom stgrrelser, ofte
med begrensninger i hvilke verdier disse stgrrelsene kan ha. Karakteristisk for likninger er at
denne verdien er en ukjent stgrrelse man skal finne. Den kan oppsta ved at man i en formel
eller annet uttrykk setter visse begrensninger eller krav som ma oppfylles. Slike generelle
sammenhenger mellom stgrrelser kan det arbeides med i skolen lenge for bokstaver blir
innfgrt. I den grad algebra har med generalitet a gjgre, kan man hevde at algebraisk tenkning
kan innfgres fgr symboler og tallsymboler innfgres. Jeg vil na se pa ulike sider rundt det jeg

definerer som algebra i denne oppgaven.

Rekker av symboler er i seg selv ikke algebra, og betydningen av begrepet er blitt bredere
med tiden, fra algebra som prosess til algebra som objekt (Mason, 1996). Mason uttrykker at
algebra er spraket for a uttrykke og manipulere generaliteter. Han holder fast ved pastanden
om at algebra i stor grad presenteres som et "dgdt emne” i skolen, og at faget da kan
sidestilles med a huske verb eller deler pa blomster. Dette skyldes mangelen pa aktiviteter
som fremmer generalisering. For Mason er generalisering kjernen i all
matematikkundervisning, og han mener at en time som ikke er preget av generalisering ikke
er en matematikktime. I forhold til Masons kategorier for algebra er mitt perspektiv pa algebra
i denne oppgaven a uttrykke generaliteter, ikke & manipulere. Det vil si a se det generelle i det
spesielle (Mason) der figurtall hgrer hjemme. Jeg ga elevene oppgaver der de skulle
generalisere en sammenheng pa grunnlag av en regelmessighet i en klasse figurer. Hver mate
a se pa gir opphav til en mate a telle pa (Mason), som i neste omgang kan fgre til ulike, men
ekvivalente uttrykk. For & vise at to uttrykk er ekvivalente kan det & manipulere vaere et nyttig

bidrag, men utover dette er ikke det a manipulere symboler et tema i denne oppgaven.

Algebra kan deles inn i to hovedomrader. Det ene er algebraisk problemlgsing og det andre
generalisering av tallmgnster (Radford, 1996). Mitt perspektiv pa algebra og figurtall hgrer til
under sistnevnte, og her er malet a finne er nytt resultat, en matematisk setning/formel. Disse

to tilneermingene til algebra mener Radford utfyller hverandre, men stiller det som et apent



spgrsmal hvordan de skal knyttes sammen. Han gjgr oppmerksom pa skillet mellom en
bokstav som variabel i en formel og en bokstav som en ukjent stgrrelse i en likning. Pa
tilsvarende mate gar det en skillelinje mellom likninger og formler. I likninger behandler vi en
ukjent stgrrelse som om den er kjent, for sa a finne den via manipulasjon. Denne prosessen er
av analytisk natur, og det samme er ogsa det logiske grunnlaget. Noe annet er det med
generalisering. Radford mener at generalisering ikke kommer utenom et spgrsmal om
gyldighet, validitet. Det medfgrer at det logiske grunnlaget for generalisering er det & kunne
rettferdiggjore og begrunne en konklusjon, med andre ord en bevisprosess. Jeg tolker det slik
at dette kan skje bade skriftlig og muntlig. I forbindelse med validitetsproblemet vil jeg stgtte
meg til Balacheffs teori om bevisnivaer (Balacheff, 1988). Det ma nevnes at Radford mener
validering i seg selv en kompleks idé, men at dette ikke utelukker at generalisering kan vere

en vei inn i algebraen

2.2 Lesley Lee og hennes tre nivaer i generaliseringsaktiviteter

Min teoretiske hovedramme bygger pa Lee (1996) og hennes inndeling av
generaliseringsaktiviteter i tre faser eller nivaer: Oppfatningsnivaet, verbaliseringsnivdet og
symboliseringsnivdet. Jeg finner dette nyttig fordi det gir et grunnlag til a analysere en hel
prosess fra en oppgaven blir gitt til en Igsning eventuelt foreligger. Som l@rer mener jeg
denne inndelingen er interessant av minst to grunner: Hver fase har sine kjennetegn, og det
kan vare viktige momenter man i praksis kan ha oversett eller bgr gi en annen
oppmerksomhet. For det andre kan man lere noe om problemene elevene stgter pa og nar de
inntreffer. Oppfatningsnivaet sier noe om hvordan elevene tolker oppgaven og hva som
eventuelt kan vere hindringer for 8 komme videre. Dette nivaet kan kalles et persepsjonsniva,
og de fgrste figurene elevene tegner kan vere til hjelp i analysen. Pa verbaliseringsnivaet er
det en tydeligere verbal beskrivelse av problemet eller mgnsteret som star i sentrum, og det
kan gjerne vere en glidende overgang fra oppfatningsnivaet. Overgangen kan ogsa
karakteriseres ved at man gar fra hverdagssprak over til mer matematisk sprak og bruk av
tallsymboler. Symboliseringsnivaet er siste fasen der en lgsning skal formuleres formelt med
en eller flere variabler, det vaere seg rekursivt eller eksplisitt avhengig av oppgaven. Lee
mener at en viktig ngkkel til suksess ligger i den fgrste oppfattelsen av mgnsteret, men at
denne oppfatningen ikke alltid er algebraisk nyttig pa symboliseringsnivaet. Hun fant at
studentene hadde problemer med a endre sin f@grste oppfattelse/persepsjon av et mgnster, og at

dette forte til problemer senere. Selv om hun forsket pa voksne studenter med ulik bakgrunn,
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antar hun at det samme ville blitt funnet hos 14-aringer. Det er lite empiri omkring hennes

teori, og jeg skal her komme med et bidrag.

Som Radford (1996) mener Lee (1996) at algebra i figurtall har som mal & finne en formel for
det generelle leddet i en fglge. Ogsa for henne er dette nar selve kjernen i disiplinen algebra
(Lee), men understreker at det kan vaere flere innfallsvinkler i en introduksjonsfase. Hos
Mason (1996), Radford og Lee star det a uttrykke generaliteter sentralt i disiplinen algebra.

Her er det ingen motsetninger mellom synspunktene.

2.3 Forskningsfeltet

I fglge Romulo Lins og James Kaput (2004) var det en tendens til a studere hva elevene ikke
kan, eller sakalte “triste historier” fram mot 1990-tallet. Etter dette dreide fokus seg mot a
bygge pa hva elevene kunne fra fgr og hvilke erfaringer de hadde, “lykkelige historier”. Det
ble funnet at barn allerede i barnehagealder kunne mer enn tidligere antatt. Det ble na et
spgrsmal om passende introduksjon og tilpassede verktgy som diagrammer og notasjon. Det
er ikke bare elevene som er gjenstand for forskning. Elevenes vansker har sterke rgtter i
leererens mangel pa a skape mening i algebra (Lins & Kaput). Det er derfor gjort mye arbeid
med tanke pa a utvikle lereplaner for grunnskolen og lererstudenter. Hvordan man best
introduserer algebra og algebraisk tenkning generelt er det ulike oppfatninger om, og det
praktiseres svert ulikt. Hva som er best er ogsa et apent spgrsmal. Man bgr vaere oppmerksom
pa en annen innfallsvinkel som kalles “fruktsalatalgebra” (fruid salad algebra) (Sutherland,
2004). Dette innebzrer at symbolene representerer objekter, B for bananer og sa videre.
Sutherland mener at ulempen med dette er at elevene senere kan fa problemer med & tenke pa
en bokstav som variabel. For eksempel om to bananer koster 7 kroner kan man bruke
likningen 2B=7. B star da ikke for objektet banan, men en ukjent stgrrelse, for eksempel
prisen for en banan. Intensjonen er a ta utgangspunkt i elevenes forkunnskaper og symboler
som gir mening (Sutherland). Kieran (2004) ser en annen tendens som hun mener er utbredt.
Det er at teknikk og symbolmanipulasjon far for stor plass i forhold til begrepsforstaelse.
Teknikk kan komme i andre rekke og spille en mer pragmatisk rolle, men teknikk spiller en
epistemologisk rolle i den forstand at den bidrar til forstaelse av de algebraiske objektene
(Kieran). Jeg tolker det slik at det blir vanskelig a utvikle bedre forstaelse i algebra uten
teknikk, og at man gjennom teknikk bedre ser hvordan algebraiske objekter kan forholde seg

til hverandre eller andre stgrrelser.
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Det eksisterer en internasjonal kommisjon ICMI (The International Commission on
Mathematical Instruction) som har fokus pa aktuelle emner innen matematikkundervisning.
Konferansene som avholdes sammenfattes i omfattende rapporter. Den 12. konferansen i 2001
gikk i dybden pa algebra. Pa vegne av en arbeidsgruppe oppsummerer Sutherland (2004)
hvordan en gruppe forskere kategoriserte fire typiske tilneerminger til algebra skolen. Den ene
er giennom generalisering, hvilket er vanligst i engelskspraklige land. De andre er gjennom
problemlgsning og likninger. De to siste er modellerings- og funksjonstiln@rminger
(Sutherland). Jeg finner det naturlig at alle disse perspektivene kan kombineres gjennom

grunnskolen, men i denne oppgaven vil generalisering st i sentrum.

I fglge Joanne Rossi Becker og Ferdinand Rivera (2006) kan det settes et skille mellom de
som generaliserer numerisk og de som generaliserer figurativt (Becker & Rivera). Grensen er
ikke absolutt, og de baserte sine konklusjoner omkring elever pa 6. trinn i USA som
hovedsakelig generaliserte numerativt og hovedsakelig figurativt. Skillet mellom begrepene
numerativ og figurativ generalisering henspeiler pa hvilke objekter det generaliseres over, tall
eller figurer (Becker & Rivera). Figurer i en slik sammenheng kan kalles figurtall. Et figurtall
er en visuell representasjon av en mengde, og i en figurtallsfglge kan sammenhengen mellom
posisjonen n og antall elementer i figuren vare ordnet pa mange mater. Strukturer kan vere
mer eller mindre ”gjemt” og som vi skal se by pa ulike utfordringer a oppdage, beskrive og
symbolisere. Med figurativ generalisering mener jeg det at det er egenskapene ved figurene
som danner grunnlaget for en formel. I en figurativ generalisering kan » i en formel fa sin
mening direkte fra figurene. Becker og Rivera fant at elever som hovedsakelig generaliserer
figurativt ikke alltid sa behov for a lage en tabell for a etablere en formel, og samtidig
begrunnet de sine pastander bedre. De var mer relasjonsorienterte i den forstand at de tok
hensyn til hva som var invariant i en struktur, hvilket blir en parameter i en formel. Prgving
og feiling var en hyppigere strategi hos de som generaliserte numerativt (Becker & Rivera). I
undersgkelsen benyttet de blant annet et mgnster som ligner pa Oppgave 1 her (se
metodekapitlet), med den forskjell at det er fire ”sgyler” eller armer” som samlet gker
linezert. Undervisningsopplegget knyttet til undersgkelsen hadde tre hoveddeler,
“operasjoner”, “bygge formler” og “uttrykk og formler”. Det er et mal & komme opp pa
symboliseringsnivaet (Lee, 1996) og finne et uttrykk for veksten ved hjelp av en variabel n.
Pa den maten er undersgkelsen til Becker og Rivera svert relevant for min problemstilling.
Tre grunnleggende faktorer for suksess i det a generalisere figurtall er a kunne forsta flere

representasjoner, kunne bruke en variabel og ha sin styrke i figurativ generalisering (Becker
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& Rivera). A se en struktur vil jeg ogsa omtale som a se en dekomponering. En matematisk

nyttig dekomponering er en av de mulige dekomponeringene som enklest lar seg symbolisere.

Det a veere i stand til a redegjgre for og rettferdiggjgre et resultat sier noe om evnen til a
generalisere. Spgrsmal som “hvordan kan du vare sikker pa dette?” eller ”gjelder dette for
alle n?” (der n for eksempel er en fri variabel, “plassnummer” i en tallfglge) utfordrer oss til a
reflektere utover de prosedyremessige delene som gjerne innleder en oppgave. Nar elever
bruker spesielle tall for a forklare et generelt tilfelle, er det et godt tegn pa en begynnelse av
algebraisk tenkning (Kaput & Blanton, 2003). De kan ha sett en generell sammenheng som de
préver a vise ved a benytte for eksempel flere store verdier, og denne sammenhengen kan
komme tydeligere fram etter ytterligere testing. Pa et tidspunkt i denne prosessen kan for
eleven et bestemt tall ga over til & representere et generelt tall, og man er kommet et godt steg
i retning av a si noe generelt om for eksempel en klasse figurer. Det kan vere tilstede en
intensjon om a si noe generelt som en lerer kan bygge videre pa. I en studie ble det funnet at
25 prosent av en gruppe 15-aringer beviste sine pastander gjennom kun & vise noen eksempler
(Balacheff, 1988). Dette er det laveste nivaet i bevisfgring, og Balacheff kaller det naiv
empirisme. Naiv empirisme kan ogsa ses pa som en motstand mot generalisering, men jeg vil
si det er et naturlig niva i den forstand at elvene i fgrste omgang har fokus pa tallmaterialet de
har foran seg. Et steg neermere generalisering far vi pa neste niva der en pastand testet mot for
eksempel en stor verdi, og Balacheff kaller dette nivaet et avgjorende eksperiment. Ingen av
disse to nivaene innebzrer noe gyldig bevis. Fgrst nar elevene klarer a gi uttrykk for hva som
er karakteristisk for egenskapene eller strukturen i hele klassen av objekter kan man snakke
om et gyldig bevis, a gi et generisk eksempel (Balacheff). Da er det mulig a si at man har
kommet “bak tallene” og sett en sammenheng eller flere mellom ulike stgrrelser. Det ma
uttrykkes en grunnleggende struktur for klassen av figurer. Det fjerde og hgyeste nivaet er det
nok sjeldent man stgter pa i grunnskolen. Det er et formelt korrekt bevis, for eksempel et
induksjonsbevis, eller sakalt rankeeksperiment. A komme over niviet med naiv empirisme
innebarer en viktig endring i hvordan man tenker om et problem (Balacheff) og er et steg i

retning generalisering, fra det spesielle til det generelle.
2.4 Overflategeneralisering og struktur

Det eksisterer ulike kategorier av generalisering, og jeg ser behov for & utdype en variant jeg

finner i datamaterialet. En generalisering kan bygge pa en synlig struktur eller mgnster med
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en strgm av likheter. For eksempel kan det veere en sammenheng mellom posisjonen () til en

figur og antall kvadrater i denne:

Figur nr. Antall kvadrater

1 1+2-1

2 1+2-2

3 1423

n 1+2n
Figur 1

En metafor pa en generalisering fra en struktur lik denne er & ”ga langs arringene” eller
”going with the grain” (Mason & Drury, 2007). Jeg vil bruke benevnelsen
overflategeneralisering pa dette. For a komme dypere inn i strukturen og skape mening i den
kan det veere ngdvendig a “ga pa tvers av arringene” eller ”go across the grain” som John
Mason og Helen Drury kaller det. En annen mulig metafor kan vere a ”se pa” og "’se
gjennom” (Mason, 1996). "Going with the grain” er ogsa i fglge Mason og Drury et
kjennetegn ved rekursive fglger der et ledd bygger pa det foregaende. Hva som star fast i slike
uttrykk og hvorfor, hva som varierer og hvor det stammer fra kan det vaere mindre
oppmerksomhet mot. Denne strukturen kan ogsa opptre muntlig nar det settes inn verdier i en
formel elevene tester ut, for eksempel gjennom spgrsmalene hva gjgr du for a finne antall

kvadrater i figur nummer 100? ... 1000?”

For a kunne utfgre en overflategeneralisering ma strukturen vere tydelig i den forstand at det
er mulig & spore hva som er invariant og hva som varierer. Figur 1 er et eksempel pa en slik
struktur. Med fokus pa en del av strukturen som har fa opplysninger kan et forsgk pa a
generalisere bli uriktig. Eksempelvis kan symbolisering av observasjonene 2+2=4 og 2*> =4
medfgre feilslutningen at a+a=b og a” = b for alle a og b. En struktur som figur 1 er en
dekomponering som ikke ngdvendigvis gir annen mening enn symboler arrangert i et mgnster.
Uttrykket 14+2n kunne blitt utledet fra egenskaper ved figuren, for eksempel at den har et
sentrumskvadrat og to armer som alltid har n kvadrater hver. En struktur i form av en tabell
kan ogsa bli overflgdig i symboliseringen om man ser en matematisk nyttig dekomponering,

det vil si en dekomponering som lar seg symbolisere. Derimot er det vanskelig a tenke seg
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annet enn en overflategeneralisering dersom kun en struktur som figur 1 er gitt. 1+2n kan gi
opphav til mange ulike figurer. A finne slike blir & ga motsatt vei i forhold til Oppgave 1, fra

symbolisering til figur. Vi skal se at en elev fikk et slikt oppfelgingsspgrsmal av meg.

Overflategeneralisering star neermest numerativ generalisering som hos Becker og Rivera
(2006). Numerativ generalisering bestar i hele prosessen i arbeidet med finne et system i
tallene, fra fgrste tanker om likheter og forskjeller til en eventuell symbolisering eller en regel
uttrykt verbalt foreligger. Den kan som nevnt oppfattes som en strategi som ogsa kan benyttes
pa figurative oppgaver. Numerativ generaliseringen kan bygge pa ulik grad av
oppmerksomhet mot struktur. Overflategeneraliseringen er kun sluttfasen i symboliseringen
uten oppmerksomhet mot hvilken mening man gir leddene eller hvilken rolle de spiller i en

figur.

2.5 Leeringssyn

Jeg vil benytte sosiokulturell leeringsteori som har sine sterkeste rgtter i Vygotskys (1896-
1934) teorier. Det er skrevet mye om Vygotsky og mange tolkninger og anvendelser
foreligger. Jeg vil hovedsakelig holde meg til Vygotsky (1978) og Daniels (2005, 2008).
Vygotskys teorier ble fgrst underlagt gransking og interesse i den vestlige verden pa 1970-
tallet. Sterkest kontrast i forhold til andre leringsteoretiske retninger er vektleggingen av at
leringen er grunnleggende sosial og situert. Kunnskapen er ikke uavhengig av kontekst og
formal. Konteksten er en del av aktiviteten, og aktiviteten er en del av leringen. |
leringsprosessen kan andre personer eller artefakter vere til hjelp, og i den forstand er ogsa
leringen mediert. Videre vektlegger dette perspektivet at lering er distribuert mellom
mennesker, og dermed er det ogsa rom for a definere leering som deltakelse i et
praksisfelleskap (Lave & Wenger, 2005). Sprakets rolle er & betrakte som et redskap for a
utvikle kunnskap, ikke for a overfgre kunnskap (Dysthe, 2001). Et grunnleggende punkt hos
Vygotsky (1978) er den sakalte generiske loven for kulturell utvikling: Alle funksjoner i et
barns kulturelle utvikling skjer pa to plan, fgrst i det sosiale, og sa pa det psykologiske. Det
opprettes en form for sammenheng mellom noe som kan defineres som sosialt og individuelt
(Daniels, 2008). Denne sammenhengen er noe som reiser spgrsmalet om metodiske
konsekvenser. A generalisere ulike mgnster er en hgyere mental funksjon som dermed er en
aktivitet man bgr begynne med i samspill med andre. En indre rekonstruksjon av en ekstern
operasjon kaller Vygotsky (1978, s.56) internalisering. Det vare seg bruk av symboler eller

konkreter. Spesielt viktig med tanke pa utvikling av hgyere mentale prosesser er
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rekonstruksjonen eller omdannelsen av aktiviteter med symboler (Vygotsky). Dette er ogsa
noe som begynner i det sosiale for den oppstar i den enkelte. Det blir derfor naturlig a se pa
aktiviteter som er kollektive og som inneholder spraklig kommunikasjon og
meningsutvekslinger. Skal man forsta mentale funksjoner hos den enkelte ma man undersgke
den sosiale og kulturelle prosessen de stammer fra (Wertsch & Tulviste, 2005). Her vil jeg se
pa de matematiske meningene som fremkommer gjennom gruppearbeid, med serlig vekt pa
sekvenser av ytringer som forteller noe om de utfordringene elevene mgter i

generaliseringsaktiviteter.

Elevene er i en samarbeidssituasjon der jeg som lerer kan bidra med stgtte etter behov. Det er
en situasjon der det sosiale og det individuelle blir brakt sammen. I en slik skolesituasjon har
sprak og bruk av tegn en medierende effekt (Daniels, 2005). Min rolle som veileder i
gruppearbeidet innebar stgtte til enkeltelever og hele grupper samtidig. Jeg vil dele opp min
st@tte i to nivaer, liten grad av stgtte og stptte. Liten grad av stgtte er spgrsmal eller hint som
er med pa a fremme algebraisk tenkning, a se en generell struktur. Spgrsmal kan vaere “hva
ser du?” eller hint om a prgve ulike verdier. Stgtte innebzrer at det gis tydeligere hint om en
idé for a komme videre med oppgaven og eventuelt bytte strategi. Det kan vere forslag til
notasjon og bruk av figurer eller styre oppmerksomheten mot en konkret sammenheng de har
oppfattet feil. Det innebarer spgrsmal som hva blir formelen dersom fgrste leddet i fglgen
var 177, "hva gker med tre hele tiden?”. Dette er en skjematisk inndeling av stgtte som jeg

finner tilstrekkelig for a besvare problemstillingen.

Et annet omrade fra sosiokulturell teori jeg vil benytte er teori omkring utviklingen av
symboler og begreper. I fglge Daniels (2005) setter Vygotsky et skille mellom
hverdagsbegreper og vitenskapelige begreper, og hvordan et barn oppfatter et vitenskapelig
begrep er avhengig av barnets generelle evne til & danne begreper. Vygotsky mener
vitenskapelige begreper dannes pa grunnlag av en systematisk og organisert tenkning, mens
hverdagsbegrepene er sterkere knyttet til spesielle kontekster (Daniels, 2005). Alle
funksjonene og objektene vi benytter i matematikkoppgavene her er mediert gjennom
artefakter som ord, figurer , symboler og gester som for eksempel peking. Det vil si at de ikke
er “naturlige” eller “umedierte”. Sammenhengen mellom et begrep og dets innhold blir

dermed indirekte gjennom et “medium” og kan illustreres slik i fglge Michael Cole (2005):
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Artefakt

Subjekt (S) Objekt (O)

Figur 2. Medieringstriangel

Den direkte forbindelseslinjen mellom subjektet (S) og objektet (O) representerer den
umedierte relasjonen mellom for eksempel subjektet og omgivelsene eller stimulus og respons
(Cole). Da de vitenskapelige begrepene har en hgyer grad av generalitet er det i fglge Daniels
(2008) mulig a si at det vitenskapelige begrepets forhold til objektet er mediert gjennom andre
begreper. Pa linje med figurer og tegn er det ogsa meningen elevene legger i begreper som er
viktige, og ikke figurene, tegnene eller begrepene i seg selv. Vygotsky hadde ikke tro pa en
direkte overfgring av mening i begrepene fra lerer til elev og hevdet at forsgk pa det ville
vaere meningslgs lering av ord (Daniels, 2008). I fglge Daniels (2005) skiller Vygotsky
mellom begreper som blir utviklet i en formell skolesituasjon og begreper utviklet i et praktisk

samfunn, og kaller disse henholdsvis vitenskapelige og spontane begreper.
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3. METODE

3.1 Samarbeidet med skolen

Som grunnlag for a arbeide med generalisering i algebra gnsket jeg a studere sma grupper av
elever som samarbeidet. I forhold til valg av skole hvor undersgkelsen skulle gjennomfgres
hadde jeg to kriterier. Det forste var at det ikke skulle veere samme skole som jeg er ansatt pa.
Jeg gnsket en situasjon der jeg ikke hadde noe kjennskap til verken klassen eller klassens
matematikklerere pa forhand. Det bygger jeg pa en antakelse om at de er enklere a vere
objektiv i vurderinger og analyse i en kontekst fri for forhandskunnskap om hverandres
meninger, holdninger, faglig stasted og sa videre. For det andre sa jeg etter en barneskole
fordi jeg ville inn i en tidlig fase av innfgring i algebra i skolematematikken. Det ble et ja fra
fgrste skolen jeg oppsgkte. Skolens ledelse formidlet mitt gnske til leererne pa 7. trinn, og etter
noen fa dager kom jeg i kontakt med en matematikklerer for en av basisgruppene. Hun var
ogsa kontaktlerer for gruppen, og underviste denne gruppen i matematikk pa tredje aret. I
midten av oktober 2008 mgtte jeg gruppen for fgrste gang og fortalte om prosjektet. Bade
leerer og elever virket svert positive til & veere med i en undersgkelse. Foresatte ble bedt om a
fylle ut et skjema om samtykke til deltakelse i samrad med elevene. Et stort flertall svarte
positivt pa dette. Selve undersgkelsen ble gjennomfgrt i Igpet av elleve timer fordelt pa to

uker i november. Fgr denne hadde jeg et pilotprosjekt pa to enkelttimer i slutten av oktober.

3.2 Valg av smagrupper

Pilotprosjektet ble gjennomf@rt med hele gruppen samlet i samme rom. Til vanlig sitter to til
fire elever sammen og utover dette eksisterte det ingen faste gruppeinndelinger. Valg av
grupper til Oppgave 1-3 ble gjort pa grunnlag av hvem de samarbeidet med til daglig. Det var
ingen problemer med a danne andre grupper dersom noen var borte. Enkelte elever kunne
derfor komme pa to ulike grupper. Med fiktive navn ble gruppesammensetningene slik pa de

ulike oppgavene.

Oppgave 1 A B C D
Roar Anne Trond Paul
Marthe Ingeborg Line Kristian
Ingrid Markus Pia
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Oppgave 2 E F A B

Paul Trond Roar Anne
Tor Pia Marthe Ingeborg
Bente Ingrid
Oppgave 3 G F A
Tor Trond Roar
Markus Pia Marthe
Bente Ingrid

Gruppeinndelingene skulle vare representative for inndelingene elevene bruker til daglig
blant de som sa seg villig til & delta. Vi har a gjgre med et stort frivillig utvalg av elever fra
basisgruppen, men det kan vare ulike motiv for a delta eller la vare. I slike tilfeller skal man
vere ytterst forsiktig med a trekke for bastante konklusjoner om hvor representative
resultatene er (Cohen, Manion, & Morrison, 2007). Metoden for utvelgelse av grupper tok

hensyn til at situasjonen for elevene ikke skulle bli sa ulik den de er vant med til daglig.

3.3 Pilotprosjektet

Jeg ble kjent med at klassen ikke hadde arbeidet i noen sarlig grad med algebra og ikke med
variabler. Fgr selve undersgkelsen gjennomfgrte jeg derfor et pilotprosjekt pa to skoletimer.
De ble gjennomfgrt i oktober med en uke mellom hver time. Oppgavene i pilotprosjektet
hadde til hensikt a bli kjent med ideen om n som variabel gjennom generaliseringsaktiviteter.
Jeg antok at de tre oppgavene jeg ville benytte som hovedrunnlag for datainnsamlingen ville
blitt for tidkrevende uten denne innledningen. I to eksempler med prikkmgnster under
introduksjonen benyttet jeg begrepene “plassnummer”, ’figurnummer” og “nummer i rekken”
for & klargjgre at posisjon var av betydning. Det var for elevene et forste mgte med figurtall.

Et annet mal for elevene med oppgavene var a utvikle forstaelse for strukturelle

sammenhenger og relasjoner mellom stgrrelser. Til hver fglge av figurtall fulgte tre spgrsmal:

Kan du finne ut hvor mange prikker det er i figur nr. 100?
Beskriv sammenhengen med ord
Finn et algebraisk uttrykk for antall prikker i figur nr. n

At de skulle tegne figur nummer fire og fem ble fortalt. Her er figurene fra den fgrste timen:
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A
o) oo oo
(oo (oo 00O
1 2 3 4 5
B O o0 000
0O 00O 0000
1 2 3 4 5
C
00O
o (oo 000
oo 000
1 2 3 4 5
D
o (ol o] 00O
e o0 000
o oo 000
1 2 3 4 5
E
o) (o) o
O 000 00000
o) 00O 00000
1 2 3 4
F
o) o) o o)
1 2 3 4 5 6 7

Figurtallene fra den fgrste timen i pilotprosjektet

Med ulik grad av stgtte rakk de aller fleste a finne riktige svar pa samtlige oppgaver. Begge
timene var generelt preget av stor arbeidsiver og lyst til & finne lgsninger. Jeg ble overrasket
over hvor mange som klarte a uttrykke veksten ved n uten stgtte, med unntak av oppgave F

som skilte seg ut pa to mater. Konstanten 1 ble sett pa hele tre ulike mater: Som verdien 1

uavhengig avnog * samt n— (n—1). Oppgaven sa ogsa ut til a veere den som skapte flest
n

meningsutvekslinger. Der det var behov for stgtte pa symboliseringsnivaet er det min
oppfatning at denne stgtten hadde overfgringsverdi til neste oppgave, ogsa til oppgave C som
er den eneste ikke-linezre. Det ble ikke tatt lydopptak av de to delene i pilotprosjektet, sa
uttalelsene her bygger kun pa elevenes og mine notater, og mitt generelle inntrykk av timene.

Disse to skoletimene blir heller ikke benyttet som grunnlag i analysekapitlet.
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3.4 Datamaterialet

Gjennomfgringen av undersgkelsen var preget av entusiastiske elever som ikke viste tegn
overfor meg pa at de angret pa sin deltakelse. Etter undersgkelsen i klassen hadde jeg elleve
lydopptak hver pa 30-45 minutter. Datamaterialet bestar av lydopptak fra gruppearbeid,
elevenes notater og mine egne feltnotater. Opptaket ble gjort mens de arbeidet med
oppgavene 1 til 3 nevnt ovenfor. I alt elleve ulike elever deltok pa atte ulike smagrupper. Etter
valget av fokus pa oppgave 1 og 2 ble det igjen seks ulike grupper og atte opptak. Fire opptak
fra hver oppgave danner grunnlaget for analysen. Valget av Oppgave 1 og 2 forklares i avsnitt
3.6. En fordel med lydopptakeren er at den tar lite plass, og min erfaring er at den ogsa
tilsynelatende blir glemt av deltakerne. Jeg er mer usikker pa hvordan et kamera virker inn pa
elever i pa dette trinnet. Man kan ikke utelukke at enkelte vil vie noe av sin oppmerksomhet
mot hvordan man blir oppfattet visuelt. Et kamera kan vise hva elevene mener med enkelte
begrep dersom de peker. Dette ma man notere under lydopptak og eventuelt be om en
utdyping. Med de matematiske meningene som analyseenhet konkluderte jeg med at
lydopptak og notater var et tilstrekkelig grunnlag for & arbeide med problemstillingen.
Elevnotatene ble merket med de enkeltes navn for a kunne spore opphavet til figurer, tabeller

og annen mellomregning som kunne bli nyttig.

3.5 Casestudie og kvalitativ metode

Problemstillingen er hva som kjennetegner utfordringene elevene mgter i
generaliseringsaktiviteter. Jeg vil sgke svar pa dette gjennom en kvalitativ metode, a analysere
samtaler grupper. Hver gruppe er et case som er instrumentelt med tanke pa hva som kan
oppsta i et mgte med algebra. Et kjennetegn med casestudie er muligheten til & studere
enkeltindivider eller grupper og komme til en forstaelse av den enkeltes oppfatning av
hendelsene (Cohen et al., 2007). Mine case er de seks gruppene som arbeidet med Oppgave 1
og 2. Med vekt pa at leeringen skjer i det sosiale velger jeg ikke enkeltelever som case. Dette
studiet kan gi nye data til eksisterende teori eller innsikt i teori pa feltet, og for min del
omkring generalisering. Behandlingen av datamaterialet gjennomgikk flere faser. I fgrste
omgang ble alle bandene gjennomgatt to ganger med fokus pa a fa et overblikk over hvor det
var sekvenser med matematisk innhold og interessante meningsutvekslinger.
Problemstillingen var fgrst a skulle beskrive endringer i forstaelsen av algebra hos elevene,
hvilket skulle vise seg a trenge en avgrensning. Ny problemstilling ble prioritert i trad med

tidligere funn pa forskningsfeltet, og valget falt pa utfordringer i generaliseringsaktiviteter.
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Fgrst etter transkribering av disse sekvensene sa jeg nytten av a strukturere stoffet i forhold til

oppfatnings- verbaliserings- og symboliseringsnivaet i henhold til Lee (1996).

Mens vi var samlet i samme rom under pilotprosjektet ble smagruppene i arbeidet med
Oppgave 1-3 plassert pa eget grupperom sammen meg. I fgrste rekke var det av hensyn til
kvaliteten pa lydopptakene. A sitte pa grupperom var ikke fremmed for elevene, heller ikke de
andre deltakerne pa gruppene. Med en annen gruppeinndeling hadde situasjonen blitt mer ulik
den de opplever daglig pa skolen. Det som da skilte denne situasjonen mest fra en den vante
skolesituasjonen var n@rvaret av meg som en ekstern person og bruk av lydopptaker. Elevene
var klar over at de var med pa et stykke forskning og hensikten med den. For meg sa det ut til
at lydopptakeren nermest ble glemt nar oppmerksomheten ble styrt mot oppgavene. Jeg ser
ingen grunn til at denne metoden og tilhgrende oppgaver ikke kan brukes pa andre grupper

elever med noenlunde samme alder og faglige bakgrunn.

Gruppene skal ikke sammenliknes med grupper fra andre skoler, men bare med de andre
gruppene i klassen som arbeidet med de samme oppgavene. Jeg har ikke til hensikt a endre
noen praksis omkring denne klassen eller andre, og i den forstand er det ikke snakk om
aksjonsforskning. Det er heller ikke her et perspektiv pa for eksempel kjgnn, kultur eller
bakgrunn.

3.6 Valg av oppgaver

Pa linje med en avgrensning av problemstillingen kom ogsa et behov for en avgrensning i
antall oppgaver. Jeg valgte til slutt & benytte Oppgave 1 og 2 (se oppgavene nedenfor).
Oppgave 3 gikk ut pa a finne og generalisere sammenhengen mellom n og antall kvadrater i et
n x n- kvadrat. Den ble valgt bort fordi elevene brukte mye tid pa a finne og sammenligne
telleprosedyrer og svar, langt mer enn i Oppgave 1 og 2. Den ga ogsa lite materiale pa
symboliseringsnivaet. Oppgave 3 ga mange interessante syn pa hvordan man kunne telle de
dekomponerte delene bestaende av 1x1, 2x2 — kvadrater og sa videre. Pa grunn av
telleprosedyrene er Oppgave 2 og 3 nert beslektet, og Igsningene kan uttrykkes henholdsvis

som tallrekkene 1+2+...+(n—1) og 1> + 22 + ...+ n>. Men et hovedproblem i

generaliseringen og en arsak til mer tidsbruk var at kvadrattallene ikke kom i ordnet
rekkefglge. En utfordring var det ogsa a finne at leddene var kvadrattall. T likhet med

Oppgave 2 kan Oppgave 3 karakteriseres som numerativ. Dersom hensikten er a arbeide pa
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symboliseringsnivaet ser det derfor ut for meg som om Oppgave 2 bgr komme for Oppgave 3.
Jeg sitter da igjen med en figurativ oppgave og den minst krevende av de to numerative

oppgavene. Bare Oppgave 1 har linezr vekst.

I Oppgave 1 skulle elevene generalisere pa grunnlag av tre figurer. Oppgaven er et eksempel
Mason (1996) gir, men der star kvadratene helt inntil hverandre. Figurene og formuleringen

av spgrsmalene var slik:

[]
[]

[ ] I L

Figur nr. 1 nr. 2 nr. 3

a) Hvordan fortsetter denne serien? Tegn figur nummer fire, fem og seks
b) Hvor mange kvadrater blir det i figur nummer 100?
¢) Argumenter for at du har funnet alle

d) Hvor mange kvadrater blir det i figur nummer n?

Oppgave 1

Ordet serie” vil jeg i ettertid bytte ut med “fglge”. Med bakgrunn i erfaringene fra
pilotprosjektet forventet jeg at enkelte ville se at figurene gker med 3 kvadrater nar n gker
med 1, og gjennom dette slutte at det har noe med 3n eller "tregangen” a gjgre. Jeg antok at
det ville komme utsagn som “tregangen, minus to” eller lignende. Oppgaven kan
karakteriseres som figurativ i den forstand at det er en regelmessighet i hvordan en figur
vokser. Selv om den gker med tre for hvert ledd er det mulig & generalisere og tegne figurene
videre uten oppmerksomhet mot tallet tre, for eksempel ved a se at hver arm” gker med en.
Fra spgrsmal b og nar n gker derimot kommer behovet for a benytte gkningen pa tre. En
figurativ oppgave blir da numerativ i den forstand at man kan bygge videre og generalisere pa
grunnlag av tallverdiene. Neste oppgave vil jeg karakterisere som numerativ fordi
generaliseringen bygger pa summen av de naturlige tallene. Det er ikke gitt en fglge av figurer

i oppgaven.
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Oppgave 2, handtrykkproblemet, kan nok kalles en klassiker. Jeg har stgtt pa den i mange
sammenhenger, og det virker som om den er en gjenganger og benyttes pa mange trinn.
Oppgaven kan egne seg godt til gruppearbeid og meningsutvekslinger. Min erfaring er at
elevene gjerne hilser pa hverandre nar de begynner sine undersgkelser, og det er rom for

mange hypoteser. Elevene fikk denne formuleringen:

I et selskap med tre personer blir det utvekslet tre handtrykk dersom alle skal hilse pa alle.
a) Hvor mange handtrykk blir utvekslet med fire personer tilstede?
Prgv dere fram, og tegn gjerne hjelpefigurer!

b) Hvor mange handtrykk blir utvekslet med fem personer tilstede?

c) Fyll ut tabellen, gjerne opp til 10 personer:

Ant. personer 1 2 3 4 5 6 7
Ant. handtrykk 0 1 3
GENERALISERING:

Hvordan er ssmmenhengen mellom antall personer og antall handtrykk?
Hvor mange handtrykk blir utvekslet i et selskap med 100 personer?

Hvor mange handtrykk blir utvekslet i et selskap med n personer?

Oppgave 2

Figuren jeg ga i denne oppgaven der personene er representert ved sma sirkler kan diskuteres.
Likesa oppmuntringen om a lage hjelpefigurer fordi begge deler kan lede elevene bort fra mer
effektive Igsningsstrategier. Min intensjon med figuren var todelt: A gi en illustrasjon pa
situasjonen med tre personer og gi et lite hint om hvordan eventuelle hjelpefigurer kunne
utformes. Jeg forventet pa forhand at elevene ville plassere personene pa en sirkelperiferi og
at hvert enkelt handtrykk ville bli markert med en linje mellom hver person. Ved a telle

linjene fra hvert punkt antok jeg at tallrekken (n-1)+(n-2)+ ... + 1 etter en stund ville bli synlig
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siden ingen handtrykk skal telles to ganger. En lgsning pa dette trinnet forventet jeg ville ha et

rekursivt uttrykk og ikke det eksplisitte: Antall handtrykk = w der n er antall personer.

3.7 Kritikk av metoden

I Oppgave 2 rakk ikke gruppe B @ komme til symboliseringsnivaet i Igpet av en skoletime. De
arbeidet mer langsomt enn de andre gruppene, men sikkert. Uten a tegne figurer fant de
riktige verdier for n opp til og med 10 og det ble uttalt en struktur. De matte ha stgtte for
n=100. Det hadde vert interessant a hgre hvordan denne gruppen hadde mgtt utfordringene pa
symboliseringsnivaet, ogsa fordi de kom med interessante ytringer i Oppgave 1. De burde
derfor fatt anledning til a fullfgre oppgaven en annen dag snarest mulig. I forbindelse med tid
er det ogsa et spgrsmal om hvor lenge en gruppe skal fa “sitte fast” pa spgrsmalet om n=100
eller vaere pa nivaet naiv empirisme. Jeg ser ikke bort i fra at det i Oppgave 2 kunne veart en
egen time med arbeid opp til n=100 og en annen til symboliseringen. Mer tid kunne nok ogsa
blitt ngdvendig for gruppe A og C i Oppgave 1 dersom jeg hadde rettet oppmerksomheten

mot strukturen i figurene og ikke tregangen.

Jeg mener dette er gode oppgaver det er verdt a bruke mye tid pa. Grundig arbeid med ferre
gode oppgaver er bedre enn a arbeide med mange “darlige”, det vil i denne sammenhengen si
oppgaver som ikke fremmer generalisering eller meningsutvekslinger. Gjennom et grundig
arbeid med disse oppgavene kan det bli enklere a ta de opp senere for eventuelt a knytte en
sammenheng til andre lignende oppgaver. Oppgavene kan godt bli av de mest sentrale
oppgavene i et ’repertoar” eller “example space” (Mason & Drury, 2007). Ogsa av hensyn til

dette kunne mer tid vert avsatt.

Valget av oppgaver endte pa Oppgave 1 og 2. Det ville vert relevant & bare studere en av
disse. At to sa tilsynelatende forskjellige oppgaver har sa mange fellestrekk med hensyn til
utfordringer er interessant. Vanskeligere er det a vite om det kan ha gatt pa bekostning av
oversikt over emnet. Det samme kan man si om antall grupper som studeres. Her ser jeg at det

kunne vert mulig a ga i dybden pa bare en gruppe gjennom begge oppgavene.
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4. ANALYSE

I analysen vil jeg se pa Oppgave 1 og 2 hver for seg. Siden jeg bruker inndelingen i
oppfatnings- verbaliserings- og symboliseringsniva fra Lee far jeg seks hovedomrader. Hvert
omrade blir gjenstand for analyse, og jeg ser pa hele Oppgave 1 fgr Oppgave 2. Etter dette vil
jeg se pa to former for uriktige generaliseringer. Til slutt kommer et avsnitt om elevenes

oppfatning av variabelen n.

4.1 Indikasjoner pa oppmerksomhet mot en generell struktur

Jeg vil her se pa eksempler fra det som tidligere er definert som oppfatningsnivaet. Dette
nivaet kan ses pa som det fgrste steget i en oppgave eller problemlgsing, og kan godt
benevnes som persepsjonsnivaet. Det kan vere en glidende overgang fra persepsjonsnivaet til
verbaliseringsnivaet der mgnsteret eller tallfglgen blir beskrevet tydeligere verbalt. Pa
persepsjonsnivaet er det de fgrste ytringene om hva elevene ser jeg vil analysere. Hva elevene
skriver eller tegner i denne fasen kan ogsa bidra til a si noe om forstaelsen av oppgaven. Fgrst
pa verbaliseringsnivaet vil jeg se pa meninger som kan vare mer eller mindre matematisk
nyttige i arbeidet med a ta steget til det tredje og siste nivaet, symboliseringsnivaet. Jeg vil se

pa hva som kjennetegner eventuelle hindringer i det a ga fra et niva til et annet.

Elevene brukte minst tid pa Oppgave 1 gjennomsnittlig, og det var fire grupper som arbeidet
med denne. Denne fgrste fasen opp til elevenes sjette figur (n=6) var preget av fa ytringer og
mye telling, og det var ikke behov for involvering fra min side. Her er to korte utdrag fra

elevsamtalene rett etter at gruppene har fatt oppgavearket:

Gruppe C (Trond, Line, Markus):

1. Markus Den vokser pa hver sin side

Gruppe A (Roar, Marthe, Ingrid):
1. Marthe Den gker med tre

2. Ingrid Ja, den gjgr jo det

Meningene som fremkommer i gruppe A og C pa dette nivaet begrenser seg til beskrivelser av
noe som gker med tre for hver gang. At ”den gker med tre” bygger pa relasjonen mellom to

stgrrelser og kommer dermed innenfor definisjonen av en matematisk mening. Det kan man
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ikke si om “den vokser pa hver sin side”. Utsagnet kan bygge pa relasjonen mellom to
stgrrelser, men sier ikke noe spesifikt om veksten. At ’den gker med tre” var det ingen som
pa dette nivaet benyttet til noe annet enn a tegne figurene videre. Slik sett fulgte alle
rekkefglgen i oppgaven slik den var gitt. Ingen grupper ga benevnelse pa hva som gker, om
det er "armer”, “ben” eller ’sgyler”’. Marthe og Markus omtaler figuren som “den”, og ser at
dette objektet gker. Slik elevene tegnet figurene for n>3 var det ikke spor av noen andre
tolkninger om hvordan denne fglgen av figurtall skulle fortsette. I forhold til gruppenes fgrste

beskrivelser av mgnsteret er det to sekvenser som skiller seg ut.

1. Anne Nei, det kan veere sann at... her er det en, sa legger de pa tre der, sa tar de den

figuren og legger pa tre til

Anne i gruppe B gir allerede helt i begynnelsen en beskrivelse av sammenhengen mellom to
figurer. “Her er det en, sa legger de pa tre der” betyr nok at hun mener at figur nummer en
pluss tre kvadrater blir figur nummer to. Hvorvidt hun ser en rekursiv sammenheng avhenger
av meningen med ordet ”’sa”. I betydningen “deretter” er det et uttrykk for rekursivitet, og i

betydningen “altsd”, “eller "med andre ord” blir det en gjentakelse eller bekreftelse av fgrste
del av setningen. Om hun ogsa skulle sett rekursiviteten a, = a,_, +3 for det generelle leddet
er det hgyst usikkert hvor nyttig dette er pa symboliseringsnivaet. Becker og Rivera (2006)
fant ingen elever som klarte a formulere en direkte formel ut fra a betrakte en figur pa en slik
rekursiv mate som i dette tilfellet kunne blitt 1+ 3(n —1) . Anne sa ikke n-1 “treere” senere
heller, men fant Igsningen via en annen figurativ generalisering. En tolkning av Annes aller

fgrst ytring kan illustreres slik:

I N
0o O 0O O

2 6]

L] [
L] L]
oo - OOd -d L]
3) )
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Det er ikke figurer eller tegn i seg selv som er viktige for utviklingen av hgyere mentale
funksjoner, men meningen som elevene legger i dem (Daniels, 2005). Her gir Anne kanskje
uttrykk for en dypere mening av veksten enn at ”den gker med tre”” som alle oppfattet rent
visuelt i ferste omgang. Figur 3 viser en dekomponering som ikke ngdvendigvis er den
enkleste & symbolisere. Det interessante her er hvorvidt elevene klarer a bruke meningen de
legger i figurene til & finne er matematisk nyttig mgnster til hjelp pa verbaliseringsnivaet og
symboliseringsnivaet. Denne fgrste ytringen kan veare en indikasjon pa at Anne har en
intensjon om a generalisere figurativt. Den andre sekvensen som skiller seg ut er med Pia,

Kristian og Paul pa gruppe D:

1. Kristian Pa figur nummer 5 er det 5, og pa figur nummer 6 er det 6 nedover
2. Pia Ja
3. Kristian Det har noe med nedover a gjgre

At det har noe med “nedover” a gjgre kan tyde pa at Kristian ser at hgyden i den vertikale
sgylen er lik plassnummeret. Dette kan vaere en av flere matematisk nyttige dekomponeringer
av figuren, og den er ulik Annes. Dersom han ser at dette gjelder uansett plassnummer kan
veien vere kort til 4 finne et uttrykk for de andre delene. Kristian sier ikke mer fgr vi etter
mine avgrensninger er pa verbaliseringsnivaet, men pa grunnlag av hans ytringer 22, 24, og

27 (s. 31/32) tolker jeg hans dekomponering slik:

100

100-1 100-1
Figur 4

I forhold til figur 3 kan det veere at denne gir et enklere grunnlag til a finne en multiplikativ
sammenheng og en formel. Ulikheten her kan ligge i om man ser en enhet legges til pa tre
armer nar n gker med en eller om det alltid eksisterer tre armer, en med n kvadrater og to med
n-1 kvadrater. Kristian holder fast ved noe som star narmest det siste synet, og Anne kommer
inn pa det samme etter en stund. Gjennom figurene elevene tegnet ser det ut til at veksten i

figurene oppfattes korrekt. Alle hadde denne formen, men med ulike stgrrelser:
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Figur 5. Anne

En utfordring for elevene pa dette nivaet er a gi en entydig verbal beskrivelse av hvordan
figurtallene vokser. Slik elevene beskriver veksten er man avhengig av a se figurene for a
forsta hva som gker og hvordan. Ogsa med hverdagssprak og begreper som “oppover”,
“bortover” og “’side” som elevene benytter her, er det mulig & gi en mer entydig beskrivelse av
veksten. Jeg er ikke kjent med hvorvidt elevene har erfaring med for eksempel begrepene rad,
kolonne, s@yle, vertikal, horisontal, som ogsa kunne bidratt til tydeligere beskrivelser.
“"Hgyre” og “venstre” ble heller ikke brukt. Det ser ikke ut til at bruk av hverdagssprak er
noen direkte hindring i a ta steget til verbaliseringsnivaet, og man kan fastsla at vitenskapelige
begreper var helt fraveerende pa oppfatningsnivaet. Vi skal se hvordan det er gunstig pa neste
niva a ha sett og uttalt en struktur om veksten slik som Anne og Kristian gjorde her. Det blir
ogsa tydeligere at det er vanskelig a si noe om oppfatningsnivaet uten a se pa

verbaliseringsnivaet.

4.2 Betydningen av a se en struktur

Nar vi na gar over til verbaliseringsnivaet i Oppgave 1 er det tydelig at elevene har en mening
om aritmetikken i figurene, at antall kvadrater gker med tre hele tiden. Uten at det er tydelig
uttalt har de generalisert figurativt og tegnet figur nummer fire, fem og seks. Men dette er
ikke ngdvendigvis en matematisk nyttig generalisering fordi det bare viser at de kan tegne
flere figurer ut fra et ytre mgnster. Fra oppfatningsnivaet har vi at Anne og kanskje Kristian sa
hver sin dekomponering av figurene og en struktur i veksten, mens de andre to gruppene
konstaterte at ”den gker med tre”. Anne og Ingeborg kan ha benyttet sin dekomponering i
lgsningen vi na skal se. Det er en mate a se figuren pa som har fokus mot sentrumskvadratet.
Ytring 14 som er en gjenganger hos Mason (1996) og Mason & Drury (2007) er den fgrste fra

min side i hele oppgaven. Spgrsmalet Fortell meg hva du ser?” eller "Hva ser du?” mener
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Mason er et av flere spgrsmal som kan bidra til 4 fa tilgang til hverandres meninger og

oppmerksomhet mot ulike tolkninger (Mason & Drury).

14. @yvind Hva ser du?

15. Anne At den gker med 3 for hver figur... pa en sa er det 1. Pa to sa er det 2 der, 2 der
og 2 der, og pa tre sa er det 3 der, 3 der og 3 der. Pa fire sa er det 4 der, 4 der
og 4 der. Pa fem sa er det 5 der, 5 der og 5 der

16. Ingeborg Ok (Begge tegner videre en stund)

17. Anne Hvor mange kvadrater blir det pa figur nummer 100?

18. Ingeborg  Det blir jo 100+99+99 som er 298

Ingeborg gjer etterpa tydelig rede for at det ma vaere 2x99 slik at kvadratet i sentrum ikke blir
telt to ganger. Den skal vere med en gang, og hun velger da denne fra den vertikale sgylen.
Dette skal vise seg a vaere et godt utgangspunkt pa symboliseringsnivaet. Dermed har hun tatt
steget fra naiv empirisme til et avgjgrende eksperiment med n=100. Det mangler et utsagn om
at det gjelder for et generelt tall for det er et generisk eksempel som er det tredje nivaet hos
Balacheff (1988). Selv om oppgaven her ikke er a bevise en hypotese, sa er Anne og
Ingeborgs samlede begrunnelse et steg i denne retningen. Ved a bruke n=100 kan man kalle
det et avgjgrende eksperiment akkurat her, men vi skal se at begge klarer a fastholde pa det
generiske i steget over til symboliseringsnivaet. Fra oppfatningsnivaet sa vi at Anne
dekomponerte leddene slik at en figur ble satt sammen av foregaende figur og en konstant
bestaende av tre kvadrater. Na uttrykker hun at hver figur bestar av tre like deler, og sier seg
senere enig med Ingeborg i at disse tre delene blir to kvadrater for mye. Gruppen ga i alt to
ulike beskrivelser av en struktur i klassen av figurer som begge kan vare nyttige pa

symboliseringsnivaet.

I gruppe D er det mulig at Kristian sa en struktur pa oppfatningsnivaet. Det gar etter dette en
del tid fgr han gjgr et gjennombrudd. Etter en sekvens med gjetninger rundt n=100 kommer

en begrunnelse som ligner mye pa Anne og Ingeborgs i forrige eksempel:

22. Kristian 298!

23. Pia He?

24. Kristian Fordi det... at liksom det tallet som star liksom der, det er 3, 3 nedover og 3
bortover med den i midten. S& pa 100 blir det ogsa 3 nedover, og sa tenkte jeg

100 bortover, men sa den i midten tar jeg bort. Da ma jeg ogsa ta bort 2 pa
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sidene, og da blir det 298

25. Pia Ja, det blir det!

26. Paul Det ma du si en gang til

27. Kristian Ja, hvis vi tar 100 nedover her na, og sa blir det 100 bortover med den i
midten... og til sammen det pa alle da, sa liksom... tar jeg bort de to siden de er

der hele tiden

I ytring 24 snakket Kristian sveert hurtig, men da han prgver a reformulere seg etter
oppfordring fra Paul gar det mye saktere. De to sidene” henspeiler nok pa sentrumskvadratet
som ikke ma telles to ganger for mye. Bade Pia og Paul anerkjenner denne lgsningen og
kontrollerer prosedyren mot verdier i tabellen. Selv om det ble uttrykt annerledes her enn av
Anne og Ingeborg er det sannsynlig at den samme argumentasjonen gjelder. Ingeborgs sum
100+99+99 kan ikke dannes pa mange mater fra figuren, to kvadrater ma tas bort fra tre like
lange armer. Ogsa denne gangen skal vi se at det a se en struktur kommer til nytte pa neste
niva. Disse to gruppene matte ikke ha stgtte for a finne verdien for n=100. De to andre
gruppene skal vi se gjorde generaliseringer pa ufullstendig grunnlag og fant ikke verdien 298

for n=100 uten stgtte.

Ogsa pa verbaliseringsnivaet ser det ut til & veere en utfordring & gi entydige beskrivelser og
forklaringer av det matematiske innholdet. Det kan sikkert oppsta misforstaelser nar begrepet
“bortover” anvendes i meningen “en av de to horisontale sgylene” og “midten” skal vaere det
samme som “sentrum”, men her tror jeg misforstaelser i stor grad uteble fordi begrepene ble
tydeliggjort ved a peke pa objektene. Likevel merker jeg meg flere anledninger der elever ber
om a fa ting forklart en gang til, slik som Paul i ytring 26. Slike oppfordringer fgrte ikke til
bruk av andre begreper, men oftest en saktere gjentakelse av samme formulering og enda

tydeligere peking pa figurene.

Gruppe A og C fikk problemer da de skulle finne verdien for n=100. De sa alle en gkning pa
tre mellom hver figur, men initialbetingelsen med ett kvadrat for n=1 ble vanskelig a
handtere. Min tanke var da a finne stgtte i erfaringene fra pilotprosjektet hvor linezr gkning

sto sentralt, og blant annet tregangen. Her fra gruppe C:

53. @yvind Hva om figuren hadde begynt med 3 kvadrater?
54. Trond Na skjgnner jeg det! Du skal starte med 3, men du starter med 1, sa det blir...

32



Minus 2!
55. @yvind Figur nummer tusen da?
56. Markus 998
57. Trond Nei, 2998
58. Markus Ja!

Her virker det som det hadde en hensikt & bringe pa banen den “tradisjonelle” tregangen som
begynner pa tre. Det samme kan sies om utviklingen i gruppe A. Selve begrepet “tregangen”

ble ikke benyttet fgr etter denne sekvensen.

Med stgtte fant gruppe A og C lgsninger for n=100 og n=1000 pa verbaliseringsnivaet. Det
ser ogsa ut til at bade Markus og Trond ble overbevist om at Igsningen er riktig. De var pa en
mate nar en lgsning da det bare var ideen om tregangen og et lite hint om denne som skulle
til, men pa den andre siden stoppet det opp uten. Avstanden mellom det de klarte pa egen
hand og med stgtte er derfor vanskelig a definere. Hadde de funnet 1gsningen med mer tid til
radighet? Pa verbaliseringsnivaet her vil jeg mene at det ble en situasjon med matematisk
meningsutveksling de lerte noe i. Begrepet “tregangen” kom til anvendelse pa en
tilsynelatende ny mate for elevene. Den hverdagslige bruken og tolkningen av begrepet
“tregangen” er nok for elevene tallfglgen 3, 6, 9 og sa videre. I denne sammenhengen kan
begrepet for elevene ha tatt et viktig steg mot a bli et vitenskapelig begrep med bredere
innhold da det knyttes til vekst der det forste leddet er noe annet enn 3. Det kan vere et viktig

bidrag i forstdelsen av tallet 1 sin rolle som parameter i det n’te leddet a, =1+3n.Ien

figurtallsfelge med linear vekst og en konstant kan denne alltid vises ved & ordne elementene
i figuren. For eksempel er det i oppgave B i pilotprosjektet skilt ut en sirkel i alle leddene.
Kvadratene i Oppgave 1 kunne ogsa vert arrangert slik at et kvadrat ble isolert og de gvrige
ordnet i grupper pa treere. Utformingen av Oppgave 1 med tre armer er ulik oppgavene i
pilotprosjektet. Det kan vaere en av grunnene til at ingen benyttet samme Igsningsstrategi som
der. A finne ledd nummer 100 i tallfglgen 1,4, 7, 10... blir vanskelig uten a telle dersom ikke
annen mening enn at det gker med 3 hver gang” kommer fram. Gruppene har nok benyttet
kjennskapen til at ledd nummer 100 i tregangen er 3x100=300, og na i en ny kontekst. Et
matematisk innhold i begrepene “vekst” og “gker med tre” kan se ut til & bli mediert gjennom
begrepet “tregangen” sammen med en forstaelse av hva det innebarer & "begynne med 1.

Det matematiske innholdet er linear vekst der ledd nummer » er 1+3n.
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Gruppe B og D brukte hverdagsbegreper pa mer kompliserte vitenskapelige begreper. For
eksempel blir begrepet “midten” fra gruppe D benevnelsen pa et skjeringspunkt eller et
kvadrat som tre sgyler bestaende av kvadrater har felles. Fokus blir ikke like sterkt pa
tregangen som tallfglge, men summen av tre like tall hvorav to ma bort pa grunn av
skjeringspunktet for ikke a bli telt for mange ganger. Det vil jeg pasta er sa mye matematisk
innhold i et hverdagsbegrep at man ma vurdere a bli enige om et vitenskapelig begrep. Dette
for 4 frigjgre “midten” som hverdagsbegrep igjen og for at gruppen virker moden nok til a
operere med “’skjeringspunkt” eller "fellespunkt”. Pa verbaliseringsnivaet i denne gruppen
foregikk meningsutvekslingene bare blant elevene og uten stgtte fra meg. Kristian star fram
som en som gir stgtte og forklarer sin hypotese. Denne er matematisk nyttig, men Paul
utrykker ikke at han har forstatt den. Her ser det ut til at Pia leerer noe pa bakgrunn av
Kristians utsagn slik at det ble en meningsutveksling som inneholdt kunnskap hun kunne

internalisere.

4.3 Ulike behov for stgtte

Jeg er na kommet til tredje og siste niva, symboliseringsnivaet i Oppgave 1. Her skal
Igsningene uttrykkes ved hjelp av n enten rekursivt eller eksplisitt avhengig av oppgave.
Gruppe B og D som allerede pa oppfatningsnivaet uttalte noe som kunne tolkes som en
struktur, fant ogsa Igsningen 298 for n=100. Det var med liten grad av stgtte pa gruppe B og
ingen stgtte pa gruppe D. Gruppe A og C matte ha stgtte til dette. Fgrst vil jeg se pa hva som
kjennetegner utfordringene som oppsto pa gruppe A og C. Pa gruppe A hadde Marthe og
Ingrid gjettet en del, og Marthe hadde et forslag til en eksplisitt lgsning. Pa denne gruppen
kom symboliseringen inn f@gr de fant svaret pa n=100. Etter en periode uten ytringer fglger en

periode med gjetninger. Da finner jeg det riktig & gripe inn for f@grste gang:

29. @yvind Jeg hgrer dere gjetter

30. Marthe Den gker med tre hver gang

31. @yvind Det gker med tre hver gang. Kan dette brukes til & finne antall kvadrater i figur
nummer 100?

32. Ingrid Ja, det blir 300!

33. @yvind Hva gker med tre hver gang?

34. Marthe Jo, det er...det tallet... firkantene som gker. Tregangen!

35. @yvind Hvordan er den rekken i forhold til tregangen?

36 Marthe Jeg vet ikke
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37. Ingrid @o@... Tregangen, n+1!

38. @yvind Stemmer det med de fgrste tallene du har?

39. Ingrid Ja, hvis du tar 3x3 sa blir det 9, ikke sant?

40. Marthe Starter med 1 sa kommer det til 3... det er alltid 1 mer enn tregangen
41. Ingrid Ja, det blir alltid 3xn pluss...minus 2

42. Marthe 3xn minus 1 eller 2

43. @yvind Kontroller med de fgrste tallene

Etter dette ble de hurtig enige om at 3n-2 var korrekt og fant 298 for n=100. Etter et hint i
ytring 33 kommer Marthe pa tregangen, hvorpa de sammen naermer seg en lgsning i ytring
39-42. Dette hintet er etter min definisjon mer enn en liten grad av stgtte fordi det kan
sidestilles med et hint eller indirekte rad om a se na@rmere pa tregangen. For at Marthe og
Ingrid skal finne ut om det er 3n-1 eller 3n-2 ber jeg de kontrollere dette mot de laveste
verdiene. Dette er en aktivitet pa Balacheffs laveste niva, naiv empirisme. For Ingrid og
Marthe er det ikke apenbart om det er 3n-1 eller 3n-2 som er riktig, sa det a kontrollere hadde
to hensikter: For det fgrste er det a sette inn verdier for n viktig for a gi n mening, men ogsa
det a oppleve at tregangen kan "flyttes opp og ned”. For det andre er det a teste ut verdier et
niva hos Balacheff jeg vanskelig kan se at man kan hoppe over. A vaere i stand til & sette inn
verdier for a overbevise seg selv og andre er en grunnleggende ferdighet Ingrid og Marthe sa
ut til & ha begrenset erfaring med. Etter at de fant 298 for n=100 hadde de ingen problemer
med a finne 2998 for n=1000. Gruppe C hadde de samme problemene pa verbaliseringsnivaet
som gruppe A. Forlgpet videre for denne gruppen ble ogsa pafallende likt gruppe A. At en
jevn gkning pa tre er beslektet med tregangen var det som fikk det til a Igsne. A symbolisere
ble uproblematisk etter a ha beregnet verdiene for n=100, 1000 og 10000. De to siste verdiene

var en innskytelse fra min side, og de ble hurtig beregnet.

For gruppe C sa det ut til & vare til hjelp a benytte flere store verdier fgr de innsa at det var
mulig a benytte et generelt tall n. Tilsvarende for gruppe A ble det gjentatt hva som “skjer
med 100” og "gjgres med 100” fgr n kom inn i bildet. At disse verdiene etter noen
gjentakelser erstattes av n sier likevel ikke mye om hvorvidt de har forstatt hvorfor dette er
hensiktsmessig. Samtalene disse gruppene viser at de er i ferd med a kunne se hva som er en
konstant i uttrykket og hva som er variabelen. Overflategeneraliseringen kan vere bygd pa en

struktur som ser ut slik:
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3-100-2
3-1000-2
3-10000-2

Figur 6

Her kan det generaliseres uten oppmerksomhet mot hvilken mening de legger i hvert ledd
eller hele uttrykket samlet, men en betraktning av hva som endrer seg. Overflategeneralisering
bygd pa en struktur med flere variabler kan selvsagt veere mer krevende enn dette eksemplet.
Pa symboliseringsnivaet i handtrykkproblemet skal jeg komme litt nrmere inn pa

overflategeneralisering.

Verbaliseringsnivaet hadde et annet forlgp pa gruppe B og D. Anne og senere Ingeborg sa en
struktur og fant 298 for n=100. Etter at jeg spurte om n=1000 og n=10000 og fatt riktig svar,

var tiden inne for n hos Anne og Ingeborg:

45. Pyvind Hvis antallet er n?

46. Ingeborg n+n+n-2

(10 sekunder)

47. Anne Eller nx3-2

48. Ingeborg Ja!

49. Pyvind Er n+n+n-2 det samme som nx3-2?
50. Ingeborg Ja

51. @yvind Er du sikker pa det?

52. Ingeborg/Anne Ja (Samtidig)

At Anne og Ingeborg mener n+n+n-2 = 3xn-2 behgver ikke stamme fra en dekomponering av
figuren. Det kan komme av at de forstar at summen av tre like tall er det samme som tallet
multiplisert med tre, og behersker denne symboliseringen. Ytring 47-52 kom hurtig og begge
virket meget sikre pa sine utsagn. Uten trening i manipulasjon med symboler virker det klart
at de tolker n som et tall og at en n i en og samme kontekst ikke innehar flere verdier. Mens
de pa verbaliseringsnivaet sa summen 100+99+99 for n=100 sier de ikke n+(n-1)+(n-1) for

figur nummer n. Dette kan komme av maten a se figuren pa med et sentrumskvadrat som
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bestar av tre overlappende kvadrater. I summen 100+99+99 fra tidligere er det kanskje en
struktur som i figur 4 (s. 29) Ingeborg ser. Det er ikke godt a si fra hvor de trekker fra to.
Denne meningen ble nyttig i avslutningsfasen. Ogsa med Kristian var et spgrsmal om n nok til
at symboliseringen ble utfgrt. Det kan derfor ikke sies at de fikk direkte stgtte for a

gjennomfgre symboliseringen.

4.4 Matematisk nyttige hjelpefigurer

En ting som skiller Oppgave 2 fra Oppgave 1 pa oppfatningsnivaet er at det ikke er like klart
hvordan fglgen gker eller hvordan leddene eventuelt kan representeres ved figurer. Veksten i
Oppgave 2 er ikke linezr, og tre av fire grupper benyttet hjelpefigurer for 8 komme i gang.
Elevene laget mange ulike figurer hvor prikker og lignende representerte personer og
forbindelseslinjene handtrykk. Fra fem personer og oppover begynte det tydeligvis a bli
komplisert & telle linjer pa hjelpefigurene. Ulike varianter av hjelpefigurer ble benyttet, men
uansett stgrrelse pa figurene virket det som om antall forbindelseslinjer (handtrykk) ble
vanskelig a telle. Likevel sa det ut til at enkelte figurer var enklere a arbeide med. Pa dette
nivaet er det ikke helt klart hvilken menig den enkelte legger i en forbindelseslinje, om en
linje representerer ett eller to handtrykk. Her er noen eksempler pa fordeler og ulemper ved

ulike hjelpefigurer.

Figurene fra gruppe F (Trond, Pia, Bente) illustrerer godt problemene som oppstar nar n>5.
Her har Pia gjort flere forsgk pa a lage en hensiktsmessig figur. Etter en del forsgk pa a telle

finner hun de riktige tallene for n<9.

NP

Figur 7. Pia Figur 8. Pia

{) o,
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Tor som var pa gruppe E med Paul hadde en annen variant av en hjelpefigur. Han viser pa en

mate hvordan situasjonen er for en enkelt person som stér et stykke unna de andre som er
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plassert pa en rekke. Problemer oppsto nar Tor skulle tegne inn handtrykkene for den andre

personen, og da forkastet han denne utformingen av hjelpefiguren:

/ |

= \\ s
i

Figur 9. Tor
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Tors figur er likevel interessant da den kan understgtte en annen argumentasjon. De fgrste fem
linjene illustrerer en enkelt persons handtrykk for n=6. En slik dekomponering til
”individniva” kan vise at situasjonen er lik for alle seks, og at vi da far 6x5 handtrykk totalt
der hvert handtrykk er telt to ganger. Bare Trond pa gruppe F er senere i nerheten av den
ideen, men uten a fullfgre resonnementet. Summen av de naturlige tallene til og med 5 blir da

halvparten av 5-6, % =150g generelt til og med n: (1=1)-n _

En sirkelform som jeg pa forhand forventet var det bare Bente pa gruppe F som benyttet:

Figur 10. Bente

Ogsa for n=6 og n=7 laget Bente en tilsvarende figur og telte riktig antall linjer. Bentes sirkel
sa ut til a veere noe enklere a bruke enn Pias figur i den forstand at linjene var enklere a telle.
Tors figur kan betraktes som en delkomponent av Bentes figur. Sammen med en
symmetribetraktning eller tanke om at alle personene har like mange handtrykk, ville Tors
figur veert den mest effektive av disse to. Den mest effektive og matematisk nyttige figuren

viste seg a vere helt annerledes. Den er matematisk nyttig i den forstand at den generelle
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lovmessigheten kommer tydelig fram og gjgr tellingen overflgdig relativt hurtig. Bade Marthe
(gruppe A) og Paul (gruppe E) benyttet en slik figur. Her er Marthes figur:
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Figur 11. Marthe

Pa grunnlag av sekvensen nedenfor og at det ikke ble uttalt noe om n=7 tolker jeg figuren
slik: Fgrst har Marthe de seks sorte punktene. Ytterst er person nummer en som skal hilse pa
fem personer. Nar det er utfgrt markeres det med en strek over punktet, en “utkryssing”.
Samme prosedyre gjentas for person nummer to som skal hilse pa fire personer til hgyre for
seg. Punktet ytterst til hgyre markerer en syvende person, og de to forbindelseslinjene en
markering av at den samme prosedyren gjelder. Marthe uttrykte gnske om & slutte a tegne
allerede ved n=5, men fortsatte litt til. P4 bakgrunn av resultatene fra n=4 og n=5 samt figuren
ovenfor forsgker hun a ta et steg videre og generaliserer sammenhengen mellom antall

personer og antall handtrykk. I dialog med Ingrid blir det en Igsning:

1. Marthe Da ma vi regne. 4 folk.. og sa tar alle med hverandre... det blir 4... 1, 2,
3, 4 og sa... ma finne en regel da. Den ene hilser med 3, og s& den andre hilser
med 3

2. Ingrid Nei, den hilser bare pa 2, siden de har hilst

3. Marthe Ja, den hilser pa 2... og sa?

4. Ingrid Og sa ma de hilse pa hverandre

5. Marthe Da blir det 3+2+1

Tilsvarende resonnerte de seg fram til tallrekkene 4+3+2+1 for n=5 og 5+4+3+2+1 for n=6.
Etter a ha tegnet inn den syvende personen laget de ikke flere figurer og tok steget til neste
niva. Allerede i ytring 10 er ogsa Ingrid overbevist om at telling ikke er veien videre:

10. Ingrid Vi ma finne en regel, ellers klarer vi ikke 100 personer
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Ytring 1-5 er et eksempel pa en meningsutveksling som blir matematisk nyttig uten annen
stgtte enn fra hverandre, og at det kan skje lering gjennom meningsutveksling i en gruppe.
Marthe prgver a systematisere situasjonen for hver enkelt person, mens Ingrid kommer med
ideen om at antall handtrykk minker slik Marthe tenker. Pauls argumentasjon er svert lik

Marthe og Ingrids. Han har fglgende figur, men uttaler seg om n=10:

Figur 12. Paul

1. Paul Jeg vet hvordan man gjgr det! Hvis det er 10 stykker, s hilser en pa alle... da
blir det 9, og den som hilser pa alle gér bort, sa tar nummer 9 og hilser pa alle... da blir

det 8... Og nummer 7... ja, og sa videre

Jeg tolker Pauls figur pa linje med Marthes, med unntak av at fgrste person som hilser og gar
star ytterst til hgyre. I motsetning til Marthe og Ingrid ser det ut til at Paul kom fram til denne
Igsningen alene da jeg ikke kan finne ytringer han kan ha ideen fra. Gruppene til Marthe og
Paul (A og E) var de eneste som ikke matte ha stgtte for komme videre til neste niva,
verbaliseringsnivaet. Allerede i de fgrste ytringene etter noe telling gir de en beskrivelse av en
generell struktur av antall handtrykk nar n gker. Pa den maten kan de fgrste ytringene i gruppe
A og E plasseres direkte pa verbaliseringsnivaet. En oppstilling av personene pa en rekke ble
en fin illustrasjon pa tallrekken 1+2+43+4+5...+(n-1). Person nummer n lengst til hgyre skal
hilse pa n-1 personer, nummer to fra hgyre skal hilse pa n-2 og sa videre. For at det skal bli et
generisk eksempel pa Balacheffs niva tre mangler de bare a uttrykke det generelt ved n, eller
en annen benevnelse for et vilkarlig heltall stgrre enn 1. Lgsningene Marthe/Ingrid og Paul
kom med her finner jeg instruktive og elegante. Jeg hadde ikke forutsett disse, og er i sa mate
en fin utvidelse av mitt tilfang av eksempler eller “example space” (Mason & Drury, 2007)
Ved a se pa figurene til Paul og Marthe er det tydelig at de pa linje med de aller fleste elevene
ikke er pavirket av figuren i oppgaveteksten. Man kan stille spgrsmal ved om ikke figuren jeg

ga er en hindring i det & finne en effektiv lgsning som Marthe/Ingrid og Paul gjorde. Da det
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bare var Bente som fant nytte i a stille personene pa en sirkel er det klart at min intensjon med
figuren ikke ble oppfylt. I den grad min figur ble tolket og ilagt mening kan trekanten
personene utgjgr henspeile pa andre former enn en sirkel. Tilsvarende er det nok tvilsomt om
det er en sirkel som ville blitt mediert gjennom for eksempel en oppstilling av fire personer i

en kvadratform.

Dekomponeringen Paul, Ingrid og Marthe foretok ble presentert for alle gruppene pa slutten
av arbeidsgktene. Effektiviteten i den tilsynelatende enkle ideen ”En hilser pa alle og gar ut”
ble mottatt med reaksjoner som kan tolkes som ”A-ha”- opplevelser. Denne Igsningsstrategien
ga apenbart mening etter at alle hadde arbeidet med oppgaven og gjort seg godt kjent med
problemstillingen. For meg ble det ogsa et godt eksempel pa hvor nyttig det er a holde hint
om generalitet tilbake. Slike innspill kan ta bort gyeblikket da "alt faller pa plass” (Mason &
Drury, 2007). Pa linje med trekanten jeg satte inn i oppgaven kan rad om generalitet hindre
elevene i a finne andre lgsninger. Handtrykkproblemet viste seg a gi muligheter for mange
lgsningsstrategier og dekomponeringer. For meg ser det ut til a vaere en parallell mellom
forsgk pa a direkte overfgre mening i et begrep fra lerer til elev, og det a gi direkte rad om
generalitet. I det fgrste tilfellet leerer de bare ordet, og i det andre bare en sammenheng pa et

niva som kanskje ikke gir mening.

4.5 Motstand mot en ubestemt sum

Fra oppfatningsnivaet i Oppgave 2 har vi at Marthe og Ingrid sé en struktur i veksten som ble
uttalt for n=4. Samme argumentasjon brukte Paul for n=10. Marthe og Paul brukte ogsa
samme type hjelpefigur med personene stilt opp pa en rekke. De to andre gruppene som ikke
uttalte en struktur fant likevel korrekte verdier for n opp til og med 10. Det som na skjer pa
verbaliseringsnivaet er at gruppe B med Anne og Ingeborg kommer fram til samme struktur,
mens Marthe klarer a benytte denne for n=100. Paul gjgr det samme som Marthe, men godtar
ikke en rekursiv lgsning i fgrste omgang. Her gar vi inn i gruppe A etter en sekvens fra

gruppen etter en periode hvor de var ivrige og snakket i munnen pa hverandre:

24. Marthe Jo, se! Her... 3... 4,5, 6. Det er 3 mellom 6, 7, 8, 9, 10... det er 4 mellom... og
sa blir det 5 mellom. Det blir 1 mer for hver gang!

25. Roar Da blir det 101... nei... 201

26. Marthe Nei, se her... hvis 100, person nummer 100 hilser pa 99 folk, 99 folk, nummer
person 99, han hilser pa 98
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27. Roar Eh... hvis du gidder a hgre pa helt til null sa (Ingrid og Marthe ler)... det var 5
mellom fra 5 til 6... 6 mellom fra...

28. Marthe Det er bare a plusse pa en mer for hver gang

29. Roar Da blir det 201... nei... vi plusser pa 100 og 100, og sa 1 mer... da blir det 201

30. Marthe Eh...

31. Roar Her er det 4 fra 6 til 10 og 5 fra 10 til 15

32. Marthe Liksom 1 mer mellom hver liksom. Person nummer 100 hilser pa 99 personer,
person nummer 99 hilser pa 98. 99+98+97+96+95+94+493....

33. Roar Herregud! Skal du sitte slik til null? Glad vi ikke skriver sann 101 med

bokstaver! ... eller 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 til 100 med bokstaver

Her ser det ut til at Marthe og Roar snakker litt forbi hverandre. Marthe kommer i ytring 32
med en lgsning som bade Roar og Ingrid ganske snart sier seg enige i. Hun benytter f@grst
tabellen for opp til seks personer og ser at differansen mellom n og n+1 personer er n. Det er
likevel ideen om a begynne med den n’te personen som ser ut til & gi den korrekte
“oppskriften” eller prosedyren som er en generell 1gsning. Roar er opptatt av differansen
mellom hvert ledd, mens Marthe i ytring 26 og 32 argumenterer slik Paul gjorde allerede i sin
fgrste ytring pa oppfatningsnivaet. Jeg kommer tilbake til Roars generaliseringsforsgk i neste
kapittel. Den siste ytringen tar jeg med fordi jeg hgrte lignende utsagn. Det kan vere en
undring over at en lgsning kan vere en lang tallrekke og sannsynligvis en helt ny erfaring.
Roar setter nok pris pa symbolbruk dersom det er tidsbesparende. Hele sekvensen er en god
illustrasjon pa iveren etter a lgse problemene som preget gruppene. Her er utsagn fra ulike

steder som kan tolkes som en viss motstand mot en lgsning i form av en tallrekke:

Ingrid: Vi ma finne en regel, ellers klarer vi ikke 100 personer
Paul: Ma jo skrive slik dritlenge da!

Paul: Men det er darlig a bare sitte sann lenge!

Ingeborg: Dette vil jo ta evigheter!

Roar: Herregud! Skal du sitte slik til null?

Roar: Eh... hvis du gidder a hgre pa helt til null sa

Som vi sa fant Paul pa gruppe E en fin Igsning for ti personer, men ogsa han blir i tvil nar

n=100:

8. Paul Den fgrste hilser pa 99 stykker, og da gar jo den bort, og da hilser nestemann
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pa alle...Da har du 98... og nestemann, da har du 97... og sa gér det bare videre
nedover

9. @yvind Hvilke tall skal legges sammen?

10. Paul Det blir 1, 2, 3, 4, 5 og oppover

11. @yvind Til?

12. Paul Men det er darlig a bare sitte sann lenge!

13. @yvind Du ma ikke tenke pa det. Du kan bruke kalkulator til det. Du skal finne en
oppskrift

14. Paul Men det er slik oppskriften er!

Etter dette kontrollerer Paul denne “oppskriften” med tabellen og ser at det stemmer. Grunnen
til at jeg grep inn i denne sekvensen var at Paul og Tor hadde arbeidet lenge med n=100 uten
a komme videre. Paul mente nok at det matte vere en enklere lgsning enn a beregne summen
av en sa lang tallrekke. Hele tiden har han en riktig gsningsstrategi, men den syntes han
kanskje var for omfattende til & akseptere. Dette kan ogsa vere tilfelle med Roar. Marthe og
Paul ser kanskje en generell struktur som gjelder uavhengig av n. De ser at det stgrste tallet i
lgsningen ma vere n-1 fordi person nummer 7 ikke skal hilse pa seg selv. At denne personen
gar er til stor hjelp med tanke pa at samme prosedyre skal gjentas for de 99 gjenvarende
personene. Noe senere enn Marthe/Ingrid og Paul finner Anne og Ingeborg i gruppe B en

lignende sammenheng. De har fgrst tegnet og telt linjer opp til n=6:

11. Ingeborg  Det blir liksom 5, 4, 3,2, 1... eller 4, 3, 2, 1. Det blir 15

12. Anne Neste blir 6+5+4... 21
13. Ingeborg  Aha!
14. Anne Hva er det?

15. Ingeborg  Her gker det med 1, her gker det med 2, her gker det med 3, her gker det med 4, her
gker det med 5, her gker det med 6
16. Anne Ja!

Etter dette gar det fort a fylle ut resten av tabellen. Selv om de ser denne sammenhengen
benytter de ikke den automatisk for n=100. Kan hende de ogsa gnsket en enklere prosedyre
enn a addere 99 siffer. Ingeborg mente det ville ta evigheter a regne ut 1+2+3+...4+99 uten at
det dermed er hovedarsaken til at hun ikke benyttet samme strategi som for mindre verdier av

n.
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I motsetning til Oppgave 1 kom tidsfaktoren til & spille en rolle i arbeidet med
handtrykkproblemet. I fgrste rekke var det gruppe B som uten stgtte fant en struktur og en
lgsningsstrategi da de kom til n=6. De matte ha en god del stgtte for a anvende denne pa
n=100, og rakk ikke & arbeide pa symboliseringsnivaet. Paul matte ogsa ha stgtte for n=100,
men pa et langt tidligere tidspunkt bade i forhold til tid og antall ytringer. Anne og Ingeborg
var de eneste som ikke laget hjelpefigurer, men benyttet resonnementet i ytring 12 og 15 til a
finne verdier for n=6, 7, 8, 9 og 10. Den ulike tidsbruken kan tyde pa at strukturer i
handtrykkproblemet ikke er like dpenbare som i Oppgave 1, og at det kanskje er rom for a

prove flere ulike tilneerminger i begynnelsen.

De matematiske meningene pa dette nivaet ble preget av tallfglger som “gker” eller gar
“nedover/oppover”. Sammen med peking pa figurene sa det ut til at hverdagsbegrepene ikke
sto i veien for de matematiske meningene. Ingeborg og Anne gjorde framgang uten stgtte og
sa ut til a dra nytte av hverandres meninger. For n=100 matte det stgtte til fra min side for at
bade Anne/Ingeborg, Paul og gruppe F klarte a formulere en lgsningsstrategi og en
begrunnelse for denne. En hovedutfordring uten stgtte ble a ta steget fra n-verdier omkring 10
til n=100. Bare gruppe A og i forste rekke Marthe gjorde det alene. Dette kan sammenlignes
med a ta steget fra naiv empirisme til et avgjgrende eksperiment. Vi skal se at dette steget
ikke ngdvendigvis er grunnlag nok til a klare symboliseringsnivaet uten stgtte. Fgr det vil jeg

se litt pa uriktige generaliseringer som ble et av kjennetegnene pa verbaliseringsnivaet.

4.6 100, 1000 og 10000 blir til

Pa verbaliseringsnivaet i Oppgave 2 sa det ut til & vaere en generell skepsis til at lgsningen
kunne vere en tallrekke eller ubestemt sum med n-1 addender. Med ulik grad av stgtte er na
gruppene klare over at det totale antall handtrykk ved 100 personer er tallrekken

142+ .. 498+99. Denne utfordringen er av en annen art enn Oppgave 1 og oppgavene i
pilotprosjektet. Her er det ngdvendig a benytte n-1, n-2 og sa videre i uttrykket. Pa bakgrunn
av dette antok jeg at dette ville bli mer utfordrende enn Oppgave 1. Marthe/Ingrid pa gruppe
A og Paul pa gruppe E var de som fgrst uttrykte noe generisk om hvordan denne tallrekken
vokser fulgt av Anne og Ingeborg pa gruppe B. I Oppgave 1 sa det ut til a ha stor betydning
pa symboliseringsnivaet. Pa gruppe A vet de na at det blir 999+998+ ... +1 handtrykk for
1000 personer:
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1. @yvind n personer?

2. Paul Det er n-1

3. @yvind Er svaret n-1?

4. Paul Ja, jeg tror det

5. @yvind Er det alt? Hvis n=10 sier du at svaret er 9

6. Paul Det blir jo det nar vi regner ut, det blir tallet og s& minus, og sa tallet, og sa
minus 1

7. @yvind Ja, hva blir neste tall?
8. Tor Neste tall?

9. Paul Ja, da blir det pluss det... pluss det forrige n liksom

Paul og Tor er fortrolig med a addere tallrekken fra n-1 nar n er gitt. Problemet i
symboliseringen blir her a finne n-2 og n-3 og sa videre. Tidligere ga Paul uttrykk for en viss
motstand mot en lang tallrekke, og prgver her med svaret n-1. For Paul kan det kan vere at

n-1 blir "ny n”” samtidig som n blir "forrige n”. Vi gar tilbake til n=10:

14. @yvind 9 er n-1. Hva er 8 i forhold til n?

15. Paul Det er jo n-1 det ogsa

16. @yvind Da er du pa 9 igjen. Vi skulle ha 8

17. Paul Ja, men det blir jo det, siden n er neste tallet for 9 liksom. Det forrige tallet

18. @yvind Ok...du tenker... aja!... Her er 10... her er 9. Sammenlign da. Na skal jeg ha 8
her

19. Paul Minus 2!

Det tok litt tid f@r jeg oppfattet hvordan Paul tenkte her. For Paul blir nok n-1 ny n nar n-1 er
lagt til summen, det vil si at n synker mot null. Vi matte holde fast pa at n er 10 hele tiden, og
etter en stund kom de med stgtte fram til at summen generelt matte bli (n-1)+(n-2)+...+1 forn
personer. Begge virket i begynnelsen usikre pa hva n representerte fra n-1 og nedover mot 1,
og om hvorvidt n var "bevegelig” eller ikke. Da vi tok n=1000 syntes begge at dette ble en
tungvint skrivemate. For at svaret skulle vere korrekt mente de at alle ledd matte skrives opp.
Den slags ”snarveier” som a skrive ”+...+” var apenbart helt nytt for begge. Ogsa Roar,
Marthe og Ingrid pa gruppe A matte ha hjelp til 8 komme fram til at det stgrste tallet i
summen er n-1. At neste ledd er n-2 fant de heller ikke uten stgtte. Dette var en gruppe der

alle var aktive i alle faser, men det er bare Marthe som setter ord pa lgsningen underveis:
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56. Marthe n minus 1, pluss n minus to... og sa videre

Av tidshensyn kom ikke gruppe B til symboliseringsnivaet. Gruppe F som brukte mest tid pa
a telle av alle, matte pa linje med gruppe A og E ha mye stgtte pa symboliseringsnivaet. De
hadde ogsa problemer med a uttrykke n-1, n-2 og sa videre. En eksplisitt 1¢sning pa
handtrykkproblemet vil si a finne et uttrykk for summen av de naturlige tallene, og dette er

mer krevende enn a finne 3n-2 i Oppgave 1.

Marthe og Paul som gjennom alle nivaene tydeligst uttalte en struktur var ogsa de som matte
ha minst stgtte pa symboliseringsnivaet malt i tid og etter betraktning av innholdet i ytringene.
Paul hadde “oppskriften” som han kalte det, men slet litt med betydningen av n og n-1. 1
gruppe F forsgkte vi a snu pa tallrekken og bruke 142+...+(n-1) fgr n ga mening. Det sa ut til
at den rekken var enklere a handtere enn (n-1)+(n-2)+...+1. Dersom det ikke pa noen nivaer
hadde blitt uttalt en struktur eller noe som gjelder hele klassen av figurer er det stgrre grunn til
a tro at symboliseringen i handtrykkproblemet hadde bygget pa en overflategeneralisering fra

denne strukturen:

Antall personer  Antall handtrykk

2 - 1
3 - 142
4 — 14243

n — 142434+4+....+(n-1)

Figur 13

Paul ser ut til a ha gatt ’pa tvers av arringene” tidlig pa verbaliseringsnivaet, men pa

symboliseringsnivaet matte han ha stgtte for a uttrykke tallrekken ved hjelp av n.

4.7 En blanding av sum og differanse

Vi har sett noen ytringer som kan tyde pa en viss motstand mot en ubestemt sum som lgsning
i Oppgave 2. De samme elevene som ga uttrykk i den retning forsgkte a finne en formel pa et
annet grunnlag enn a summere. Fgrst gruppe A der Marthe og Roar tilsynelatende snakker

forbi hverandre:
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26. Marthe Nei, se her... hvis 100, person nummer 100 hilser pa 99 folk, 99 folk, nummer
person 99, han hilser pa 98

27. Roar Eh... hvis du gidder & hgre pa helt til null sa (Ingrid og Marthe ler)... det var 5
mellom fra 5 til 6... 6 mellom fra...

28. Marthe Det er bare & plusse pa en mer for hver gang

29. Roar Da blir det 201... nei... vi plusser pa 100 og 100, og sa 1 mer... da blir det 201

Roar generaliserer pa grunnlag av gkningen pa 5 handtrykk fra fem til seks personer og slutter
med dette at det totale antall handtrykk med 100 personer er 100+100 pluss ’sa en mer”. For
det fgrste er det oppstatt en blanding av antall handtrykk og antall personer. En gkning pa 5
handtrykk fra 5 til 6 personer skulle nok etter Roars argument medfgre en gkning pa 99
handtrykk for 99 til 100 personer, og ikke 101. Uansett tar ikke hans generalisering med at et
bestemt antall handtrykk opp til og med n-1 personer ogsa skal veere med i den totale
summen. Pa den maten kan Roars generalisering komme n@rme et forsgk pa a generalisere

selve gkningen i antall handtrykk nar n gker med 1 og ikke det totale antall handtrykk.

4.8 Feilslutninger omkring proporsjonalitet
Et forsgk pa a finne en formel i Oppgave 1 oppsto i gruppe F som brukte mest tid pa a telle av
alle gruppene. De har nettopp kontrollert tabellen for n<11 og enige om at differansen mellom

hvert ledd gker med en. Na har de kommet til spgrsmalet omkring n=100, og Trond ser pa

differansene:

1. Trond 7 der... 8 der... 900! Jeg tok 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 og 8... og sa blir det 9 pa 10

2. Pia Hva?

3. Trond 420!'1, 2, 3, 4... 9 og nar jeg gker med 9... og kan pa tieren... var det 42... og

ganget 10 med 10 for & fa 100, sa blir det 10x42 som er 420

Det er riktignok 45 og ikke 42 handtrykk med 10 personer. Trond tenker at det er en
proporsjonal sammenheng, 42 for ti personer medfgrer 420 for 100 personer. Noe tilsvarende
pa hans fgrste forsgk, at gkningen pa 9 handtrykk fra ni til ti personer medfgrer 9x100=900
for 100 personer. Hans hypotese i ytring 3 blir forkastet etter en kontroll mot en verdi i

tabellen.
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Akkurat som Trond mener Ingrid at svaret ma vare 450. Hun tok da 45 handtrykk for ti
personer og multipliserte dette med 10 for a fa antall handtrykk for 100 personer. Akkurat
som Roar “fryser” Trond en situasjon med en relasjon mellom to lave verdier. Han har at
n=10 og sum=42, og antar at begge verdiene kan multipliseres med 10. Trond tar ikke med
noe om differansen, og Roar tar ikke hensyn til noen sum. Ingrid (gruppe A) og
Anne/Ingeborg (gruppe B) gjorde ngyaktig det samme forsgket som Trond. En tilsvarende

generalisering var det et tilfelle av i arbeidet med Oppgave 1:

Ingrid og Marthe ser at antall kvadrater gker med tre for hver figur, men prgver likevel a finne

en eksplisitt formel pa bakgrunn av figur nummer 10 som har 28 kvadrater:

18. Marthe Se her, hvis det er 10 kvadrater i nummer 4... 13x100

19. Ingrid Det er 28 kvadrater i figur 10, s& det er 2800 i figur nummer 100
20. Marthe Vent na

21. Ingrid Eller 280

22. Marthe 1300 kanskje

23. Ingrid Jeg tror det er 280

Ingrid forsgker en generalisering som ser ut til & bygge pa en proporsjonal gkning, at 28
kvadrater for n=10 medfgrer 280 for n=100, det vil si at ogsa her blir begge verdiene
multiplisert med 10. Dette er en god illustrasjon pa at kun to opplysninger (n=10, sum=28)
ikke er tilstrekkelig for a si noe om tallfglgen videre. Marthe kan ha tenkt det samme for n=>5
med 13 kvadrater, og begge er usikre pa om det skal multipliseres med 10 eller 100. I
Oppgave 1 & 2 var Igsningsforslagene relativt enkle a kontrollere mot mindre verdier i
tabellen. Gjennom uriktige generaliseringer fikk flere av gruppene gvelse i a se
sammenhengen mellom en formel og tabell. Elevene sa ut til a stole langt mer pa tabellen enn
forslagene til formel. Generaliseringsforsgkene her bygger pa en antatt struktur om
proporsjonal gkning i en av faktorene som er involvert, og med en initialbetingelse for lite.
Fra et funksjonsperspektiv trekker Ingrid og Trond slutningen av fin)=a = f(10n)=10a uten a
ta hensyn til for eksempel f{0) eller f(1). Med tanke pa elevenes bakgrunn i
generaliseringsaktiviteter var det ikke overraskende at mange brukte tid pa a lete etter en
“overflatestruktur”. Det kan veere et tegn pa utvikling av forstaelse av hensikten med a
generalisere. Sekvensene rundt disse forsgkene ser ut som “alge-babble” (algebra-babling”)

som ogsa kan vare en indikasjon pa en gryende oppmerksomhet mot generalitet (Mason &

48



Drury, 2007). Generaliseringsforsgkene skjedde i en atmosfare preget av nysgjerrighet og
apenhet for ulike meninger, ikke ulik Kaput og Blantons (2003) definisjon av en algebrakultur

1 klasserommet.

4.9 En ufordring til Anne, og hva er n?
Siden ideen om et generelt tall n var nytt for elevene fgr pilotprosjektet bestemte jeg meg for a
sporre gruppene hva n er. Dette ble bare gjort i Oppgave 1 som tok mindre tid enn Oppgave 2.

Gruppe C hadde fatt stgtte bade pa verbaliserings- og symboliseringsnivaet i Oppgave 1:

70. Qyvind  Hvaer n?

71. Line 1,2,3

72. @yvind  Hvaer 1 for noe her... og 2?
73. Line Nummer

74. Trond Figur!

Line hadde totalt feerrest ytringer pa denne gruppen, og de fleste var spgrsmal til Trond rundt
figur nummer fem. Det er umulig a si hvilken rolle ideen om tregangen hadde for henne for
n=100. Likevel er hun en av de som uttrykker best at det har med posisjonen til figuren a

gjgre gjennom 1, 2, 3” og “nummer”. Fra gruppe D:

47. Kristian  Det er et alt-mulig-tall

48. @yvind  Kan det veere 1,5?

49. Kristian  Ja...nei, det kan det ikke

50. Paul Det er et helt tall

51. Kristian  Jeg antar at det er noe pa n, sikkert at... det er noe pa n.
52. Pia Nummer!

53. Paul Det er det siste tallet, eller hva man kaller det

Kristian er inne pa ideen fra “fruktsalat-algebraen” om at bokstaven skal symbolisere et kjent
objekt. I denne sammenhengen kan Pias forslag "nummer” virke hensiktsmessig, men bare
som “huskeregel”. Det er ikke godt a si om Pia og Kristian tenker at n representerer de
naturlige tallene her, men Kristian utelukker desimaltall. Med det siste tallet” er det trolig at
Paul mener det stgrste. Dette fordi han under symboliseringen benyttet n i den betydningen.

Pa gruppe A kom Marthe med den mest eksakte forklaringen:

65. Qyvind  Hvaer n?
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66. Ingrid Masse rart

67. Marthe Det er tallene der

68. Qyvind  Hvilke tall er det der?
69. Marthe Figur, figurnumrene

Anne og Ingeborg pa gruppe B uttalte tidlig en generell struktur i Oppgave 1 og trengte liten
grad av stgtte i symboliseringen. Jeg lurte pa om de kunne finne en figur som passet til

formelen 3-n, det vil si om de kunne ga motsatt vei.

56. @yvind Hvordan kunne 3-n sett ut? Hvis det bare var 3-n?
57. Anne Vi vet jo ikke hva n er!

58. @yvind  Ja, hva er n?

59. Ingeborg Det er et hvilket som helst tall

60. @yvind  Kan det veere 1,5?

61. Ingeborg Kan det sikkert (begge ler)

62. @Qyvind  Men i sammenhengen her da?

63. Anne Det er figur nummer 100

I lys av hvordan forlgpet med arbeidet hadde vert opp til da, ble jeg f@grst overrasket over at
Anne ikke visste hva n var. Men spgrsmalet er om bruk av n i en annen type oppgave, det vil i
denne sammenhengen si at hun klarer a finne veien fra formel til en mulig figur, og ikke fra
figur til formel. Det er en sveert apen oppgave i den forstand at lgsningen kan ha uendelig
mange figurative uttrykk. Om hun hadde klart & bruke sine generaliseringer i Oppgave 1 pa en
ny mate er det mulig a si at hun har abstrahert. Forholdet mellom generalisering og
abstrahering er et definisjonsspgrsmal og mye debattert (Mason, 1996). En formel i Oppgave
1 er en dekontekstualisering av en figur, en overgang fra et visuelt representasjonssystem til et
symbolsk. En abstrahering i Oppgave 1 vil jeg definere som et niva der man gjennomskuer
denne toveisrelasjonen. En ting er & gi mening til variabelen n og en formel via generalisering
av figuren og tilhgrende tallforhold, noe annet er det a ga andre veien. Hos Mason og Drury
(2007) er det et argument for at Anne da eventuelt hadde generalisert og ikke abstrahert: Anne
har funnet en formel etter handlinger pa objekter, og denne formelen er et uttrykk for
egenskapene til objektene. En abstrahering er det nar handlingen fjernes fra objektene og kan
utfgres pa andre objekter i en annen kontekst (Mason & Drury, 2007). Etter ytring 63 sa vi pa
figurene i Oppgave 1 og formelen 3n-2 en gang til, for et siste forsgk pa 3n. Det lyktes ikke,
og det var ikke tid til & ga videre med det problemet.
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5. DISKUSJON OG KONKLUSJON

For a komme inn i problemstillingen hva kjennetegner utfordringene elevene mgter gjennom
generaliseringsaktiviteter har jeg benyttet enkelte inndelinger og kategorier hvor grensene
ikke er sa klare. Jeg tenker da pa grad av stgtte og inndeling i oppfatnings- verbaliserings- og
symboliseringsniva. Den mest utydelige overgangen ser ut til & veere mellom
oppfatningsnivaet og verbaliseringsnivaet. Gruppene brukte ulik tid fgr de kom i gang med en
tydeligere verbal beskrivelse av oppgavene. Noen telte mer enn andre, mens andre kom
nermest direkte i gang med verbaliseringen. De aller fgrste ytringene pa oppfatningsnivaet
ble likevel interessante a se videre pa. I Oppgave 1 bekreftet Anne og Ingeborg (gruppe B)
samt Kristian (gruppe D) at det fgrste de sa kan ha vert en dekomponering. Anne og Ingeborg
fant ogsa Kristians matematisk nyttige dekomponering. Grunnlaget for hypotesen i gruppe B
og D bygget pa en beskrivelse av figuren, og kan kalles figurativ generalisering. Gruppe C og
F i Oppgave 1 fant ikke en generell struktur, og matte ha stgtte for a finne verdien for n=100.
Noe mer komplisert er dette forholdet i Oppgave 2. Gruppe A, B og E uttalte en struktur eller
“oppskrift”, hvorav bare en gruppe matte ha stgtte for n=100. Noe av arsaken til dette kan
ligge i motstand mot Igsning i form av en ubestemt sum. Gruppe F som ikke uttalte en
struktur matte ha stgtte for n=100. Det er verdt & merke seg at Marthe pa gruppe A som ikke
matte ha stgtte ogsa uttalte strukturen for n=100 i Oppgave 2. De som ikke sa en struktur
tidlig uttalte heller ikke noe senere om det uten stgtte. Dette gjelder begge oppgavene. Pa

bakgrunn av dette bygger jeg en konklusjon omkring oppfatningsnivaet:

Det er en utfordring da se en matematisk nyttig dekomponering pa oppfatmingsnivaet. I hvilken
grad en struktur elevene oppfatter er matematisk nyttig vises fgrst pa verbaliseringsnivdet.
Ytringer som er matematiske meninger pa oppfatningsnivdet kan veere tegn pa evne til

figurativ generalisering.

Dette er i trad med Lee (1996) som fant at problemet til elevene var ikke a ”se” et mgnster,
men oppfatte et som er algebraisk nyttig. En mulig rekursiv sammenheng som Anne sa i
Oppgave 1 ble kanskje endret fordi den er vaskeligere a bruke som grunnlag til a finne en
formel. I fglge Becker og Rivera (2006) hadde deres elever problemer med a finne en direkte
formel pa grunnlag av en slik rekursiv relasjon. Dette er det eneste tilfellet i mitt datamateriale

hvor en elev kan ha endret sin oppfatning uten stgtte. Lee mener ogsa at elevene har

51



problemer med a endre sin fgrste persepsjon av et mgnster (Lee). Hennes undersgkelser ble
utfgrt med voksne studenter som ikke hadde tatt kurs i matematikk pa flere ar. Felles med

elevene i min undersgkelse er at de aldri hadde arbeidet med et lignende emne innen algebra.

Nar det kommer til grad av stgtte sa har jeg operert med to kategorier, liten grad av stgtte og
stgtte. Pa verbaliseringsnivaet ble det ulike behov for stgtte mellom gruppene, og tydeligst
ved spgrsmalet a finne verdiene for n=100. I alt var det tre tilfeller av elever som utfgrte et
avgjgrende eksperiment (Balacheff, 1988) uten stgtte, Marthe i begge oppgavene og Kristian i
Oppgave 1. Marthe fikk bare i det ene tilfellet spgrsmalet ’hva ser du?” fgr hun fant en
lgsning. For to grupper i Oppgave 1 var det rad om tregangen som fgrte til en lgsning. I
Oppgave 1 var det en tydelig sammenheng mellom de som antydet en struktur pa
oppfatningsnivaet og de som utfgrte et avgjgrende eksperiment uten stgtte. [ Oppgave 2 sa det
ut til at flere var klar over Igsningsstrategien, men jakten pa noe annet enn en ubestemt sum
kan ha kommet i veien for enkelte. Om utfordringer pa verbaliseringsnivaet for Oppgave 1 og

2 samlet har jeg at:

En hovedutfordring pa verbaliseringsnivdet er d ta steget fra naiv empirisme til et avgjgrende
eksperiment uten stotte. A ha sett en matematisk nyttig dekomponering pd dette nivéet eller

oppfatningsnivdet ser ut til  veere av stor betydning for a ta dette steget.

Datamaterialet viste dekomponeringer som var matematisk nyttig og unyttige. Av de nyttige
har vi Kristians tre armer og sentrumskvadrat i Oppgave 1 som ga opphav til summen
100+99+99 for n=100. I Oppgave 2 stilte Marthe og Paul personene opp pa en rekke og
resonnerte i retning av at en person “hilser seg ferdig” fgr nestemann hilser. Begge disse
effektive ideene ble vist figurativt. Andre figurative strategier i Oppgave 2 som a tegne
forbindelseslinjer mellom personene viste seg a ikke gi suksess for stgrre verdier. Der ble det
hurtig tungvint & operere pa nivaet naiv empirisme og mye tid gikk med til & tegne, telle og

sammenligne svar.

Av de tre nivaene gar det skarpeste skillet mellom verbaliserings- og symboliseringssnivaet.
Symboliseringen er en aktivitet som er enklere a skille ut fra de verbale beskrivelsene enn de
fgrste ytringene pa oppfatningsnivaet. Pa en gruppe sa vi at symboliseringen kom rett for de
fant verdien for n=100. Bare Kristian utfgrte symboliseringen uten noe hint eller stgtte, sa et

klart sertrekk ved dette nivaet er at det er mer krevende enn det foregaende. Kristian sa ikke
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behov for a lage en tabell for a finne en formel og har etter Becker og Riveras (2006)
definisjon utfgrt en figurativ generalisering. Det samme kan sies om Pauls “oppskrift” i
handtrykkproblemet, men uten at denne ble symbolisert. I Oppgave 1 var det a utfgre
beregninger for variabelverdien 100 ikke tilstrekkelig til a klare symboliseringen. Verdiene
1000 og 10000 ble benyttet fgr flere fikk satt inn 7. Som nevnt tidligere kan denne
substitusjonen av tallene 100, 1000 og 10000 vere en overflategeneralisering. Verbalt kan det
minne om en imitasjon. Gjennom gjentakelse av hvilke operasjoner man utfgrer med gitte
verdier legger man nermest n i munnen pa elevene. Uten hensikt er det likevel ikke fordi det
kan styrke ideen om n som variabel og vise hvordan den kan brukes. Elevene far sett en
symbolisering som er en teknikk i algebra. Og i felge Radford (1996) kan det vaere nyttig i
forbindelse med a gi mening til de algebraiske objektene. Teknikk i denne sammenhengen er
det ogsa a bruke stgrre verdier i en formel eller forslag til formel. Det var flere elever som
klarte a bruke n som variabel og forklare hva de mente med symbolet. Med tanke pa
samtalene i gruppene under ett og hvor ny ideen om en variabel var for elevene, kan man
hevde at det for flere 12 kunnskap her som ble internalisert. Gjennom symboliseringen er det
ingenting som tyder pa at noen far en annen oppfatning av strukturen de eventuelt hadde fra
de to fgrste nivaene. Til det ble nok symboliseringen for mye en type “erstatningsaktivitet”.
Mine spgrsmal pa dette nivaet ledet ogsa elevene til a finne en erstatning for posisjonene 100,
1000 og 10000, og ikke mot a finne rollen n spiller i en eventuell dekomponering.
Utgangspunket fgr symboliseringsnivaet var at alle med ulik grad av stgtte hadde funnet

verdiene for n=100, hvilket jeg antok var et ngdvendig grunnlag for a ga videre.

A finne en formel uttrykt ved variabelen n er en utfordring pd symboliseringsniviet bide om n
hos elevene er gitt mening fra en generell struktur de har sett eller fra en

overflategeneralisering.

I forhold til a utfpre symbolisering med liten grad av stptte, er det a ha sett en matematisk

nyttig dekomponering en ngdvendig betingelse, men det er ikke en tistrekkelig betingelse.

Alle gruppene benyttet et utpreget hverdagssprak pa alle nivaene. Nytt for elevene var a si og
bruke ’n” i en ny type oppgave. Vi har sett et bredt utvalg av forslag til hva elevene legger i n,
hvilket meningsinnhold de legger i symbolet. Variabelen n er igjen mediert gjennom

hverdagsbegereper fra “masse rart” til “figurnummer”. Jeg sa ikke nevneverdige spor til at
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dette var noen hindring i det & arbeide med symboliseringen. Ser man begge oppgavene og de

tre nivaene under ett kan jeg ogsa slutte meg til Lee:

The key success seemed to be at the first stage of pattern perception, where a certain

[flexibility was necessary to hit on a mathematically recordable pattern (Lee, 1996 s. 94).

54



6. PERSPEKTIVERING

I denne oppgaven har jeg sett pa generaliseringsaktiviteter knyttet til et avgrenset omrade i
algebra, generalisering av figurtall og tallmgnster. Jeg vil avslutningsvis komme med

synspunkter omkring generaliseringens rolle, pedagogiske implikasjoner og hva jeg har lert.

6.1 Generaliseringens rolle

Elevene pa 7. trinn som deltok i undersgkelsen hadde ferdigheter innen aritmetikk, og i fglge
lereplanen er tiden inne for 4 ta et steg videre og inn i bruk av symboler. I overgangen til a
benytte et symbol som representant for en tallstgrrelse star man som lerer overfor flere
interessante muligheter, og mitt valg ble her a bruke ideen om et generelt tall n, en variabel.
Den knyttes her til andre sentrale ideer og begreper innen matematikk som posisjon, nummer
og formel. A bygge formler gjennom diskusjon og hypotesetesting er et forsgk pa a skape
orden og finne en lovmessighet i observasjoner. Figurtallene og tallmgnstrene kan veare et
fgrste mgte med a finne slike sammenhenger. Ved senere mgter med ulike formler kan man
ikke undervurdere betydningen av selv a ha bygget formler. Oppgave 1 og 2 gir muligheter til
a styrke forstaelsen av at en bokstav har sin mening og mulige begrensninger. Generalisering
som her er a finne en struktur som skal uttrykkes bade verbalt og skriftlig, er en ferdighet
elevene utvilsomt far nytte av videre i matematikk. Mason (1996, s. 84) er klar i sin mening

om hva som er en matematikktime:

Lessons that are not imbued with generalization and conjecturing are not mathematics

lessons, whatever the title claims to be.

Spersmalene som “hva med 100 personer?... n personer” sa jeg vekke ulike reaksjoner hos
elevene. I fgrste omgang kunne enkelte virke overrasket over at det i det hele tatt er mulig
uten 4 telle. A oppleve at det faktisk er mulig er i seg selv en opplevelse, og for mange en
“lettelse”. Generaliseringen ble en demonstrasjon av hvor kraftig redskap det kan vere. Som
leerer er det selvsagt opplgftende a se elever forske sammen og oppleve gjennombrud, “a-ha”-
opplevelser pa omradet. Ogsa det a ga fra naiv empirisme til et avgjgrende eksperiment med
n=100 mener jeg ga en slik effekt i noen tilfeller. Grunnlaget for a si dette ligger i like stor

grad pa tolkning av min opplevelse av ansiktsuttrykk og kroppssprak enn ytringer.
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Jeg spurte Kristian kan det vaere 1,577, og valgte a ikke fglge opp dette. Spgrsmalet leder til
tanker om hvordan oppgaver lik de som ble gitt her kan vere et grunnlag for a ga videre til
funksjoner og kontinuerlige intervaller. I Oppgave 1 og 2 ble n gitt mening som et naturlig tall
knyttet til posisjon, og jeg mener forstaelsen for relasjoner mellom stgrrelser gjennomgaende
ble bedre i gruppene. Generaliseringens rolle her kan komme til nytte i arbeidet med
begrepene uavhengig variabel og definisjonsmengde (Karush, 1978). Formelen 3n-2 i
Oppgave 1 hadde en bestemt opprinnelse i en fglge av figurer. Det kunne ogsa vert for
eksempel sgyler med en bestemt hgyde. Et steg videre kan vare a endre dette
representasjonssystemet og nerme seg grafer og de reelle tallene. Jeg ser
generaliseringsaktivitetene som en mulig brobygger mellom ulike representasjonssystemer
som tabeller, grafer og mengder. Mens en formel kan betraktes som en relasjon mellom
stgrrelser kan en funksjon ses pa som en entydig korrespondanse mellom to mengder
(Edwards & Penny, 1986). Siden formler og funksjoner star sa sentralt i matematikk blir

aktiviteter som Oppgave 1 og 2 medfgrer et viktig bidrag.

6.2 Didaktiske implikasjoner

For at elevene skal kunne skille mellom begrepene formel, funksjon og likning kreves at det
tilrettelegges for aktiviteter som ikke tar lett pa utvikling av vitenskapelige begreper. Jeg har
erfart og sett at begrepene bokstavuttrykk, verdi og variabel (Hjardar & Pedersen, 2006)
brukes i en innledningsfase pa flere omrader. Et problem etter mitt syn er at det i en del
leerebgker, og kanskje ogsa i undervisningspraksis, innfgres symbolisering pa flere omrader
med korte tidsintervaller, for eksempel innenfor likninger, formler og funksjoner. Ogsa elever
pa videregaende skole kan ha problemer med a skille en likning fra en formel, og likninger er
ofte meget sterkt knyttet til symbolet ”x”. Det kan vere et tegn pa at det har blitt vektlagt
teknikk framfor forstaelse av begreper og meningsinnholdet i symboler.
Generaliseringsaktivitetene i Oppgave 1 og 2 tror jeg kan komme pa et langt tidligere
klassetrinn. Aktiviteter pa nivaet naiv empirisme og avgjgrende eksperiment kan fremme
algebraisk tenkning lenge fgr 7. trinn. A benytte bade figurative og numeriske oppgaver til
dette tror jeg kan vare en mate a oppfylle gjeldende lereplans intensjoner. Det er et bidrag til
a gi overskriften Tall og algebra” under kompetansemal for 2.trinn (Utdanningsdirektoratet,
2006) et innhold. Utfordringene med a gi n mening i Oppgave 1 og 2 er eksempler pa at det
ma arbeides med begrepsforstaelse. Jeg tenker da ikke begrepsforstaelse i betydningen
begrepskunnskap (Hiebert & Lefevre, 1986) innenfor leringsteori med konstruktivistisk

tradisjon, men forstaelse av begreper som definert i teorikapitlet. A begynne med ideen om et
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generelt tall n og innfgre begrepet variabel mener jeg er en hensiktsmessig start med det a
symbolisere tallstgrrelser. Et steg videre mot funksjoner vil kunne vere a se pa oppgaver hvor
generaliseringsaktiviteter kan gi mening til nyansen mellom avhengig og uavhengig variabel.
For meg ser det ut som begrepet verdier benyttes i for mange sammenhenger og blir et
samlebegrep med mye ulikt matematisk innhold. Dette viser for meg en side av hvorfor

sprakets rolle er sa sentralt i matematikk.

Utfordringene elevene mgtte gjennom Oppgave 1 og 2 spenner fra det a se en matematisk
nyttig struktur, ta steget til et avgjgrende eksperiment og symbolisere. Det var ingen
nevneverdig utfordring a arbeide pa nivaet naiv empirisme som her innebar ulik grad av
telling og tegning. Det er et niva hvor en struktur kan avdekkes. Malet med oppgavene er a
komme over dette nivaet og neerme seg symboliseringen. Det ma vare en arsak til at Oppgave
1 ble vanskeligere enn tilsvarende oppgaver i pilotprosjektet. Etter mitt syn har det med
hvordan prikkene eller kvadratene er arrangert. Fra kompakt arrangerte prikker hvor blant
annet to- og tregangen kom til syne, fikk de i Oppgave 1 tre “armer” som gkte. Det virket som
en annen oppgavekontekst uten annen overfgringsverdi enn ideen om et generelt tall n. Dette
kan vise betydningen av a erfare et bredere spekter av figurer, utvide sitt “example space”
(Mason & Drury, 2007). Jeg tror erfaringene elevene fikk gjennom denne oppgaven ville

medfert en enklere overgang til en ny oppgave na enn fra pilotprosjektet til Oppgave 1.

I smagruppene fikk elevene hgre enkelte medelevers meninger og hypoteser, og ikke alle er
like nyttige. Med tanke pa hvordan Paul, Ingrid og Marthes lgsningsstrategi i Oppgave 2 ble
mottatt skulle jeg gjerne sett at ogsa Kristians oppfatning av struktur i Oppgave 1 bli
presentert for de andre smagruppene. En oppsummering og rasjonell vurdering av deres
Sformuleringer (Winslgv, 2006) kunne gitt de andre tilgang til en annen mate a oppfatte et
mgnster pa. Dette er ikke a gi hint om generalitet for tidlig siden alle var gitt tid til a arbeide
med oppgaven. Tilsvarende interessant hadde det vert a se pa utfordringen med a symbolisere
rekursiviteten til Anne (figur 1). Utfordringene pa oppfatningsnivaet mener jeg best mgtes
med varierte oppgaver og i etterkant tid til drgfting av ulike syn i plenum. Et spgrsmal Anne
fikk kan vare en annen nyttig aktivitet. A ga fra en formel til mulige figurer kan styrke
forstaelsen av relasjonen mellom ulike stgrrelser og representasjonssystemer. Det ville ikke
overraske meg om ogsa elevene kunne laget interessante oppgaver til hverandre etter en

stund.
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Den stgrste utfordringen var symboliseringen. Hvordan og hvorfor n gis mening varierer.
Oppfatningsnivaet er av betydning, sa ogsa her mener jeg varierte oppgaver er ngdvendig. |
fglge datamaterialet ser det ut som det & ha gjort et avgjgrende eksperiment er av betydning. A
utfgre beregninger for store verdier var nyttig for flere med hensyn til symboliseringen.
Overflategeneralisering ble i stor grad en ngdvendighet for n fikk mening, det vil si a utfgre
operasjoner med flere store verdier. Pa et tidspunkt vil det da kunne virke hensiktsmessig a

benytte n. Det kan oppsta et behov for a forenkle uttrykket med et generelt tall.

De spraklige utfordringene var apenbare, men sa ikke ut til vaere et hinder i & lgse oppgavene.
Jeg vil vektlegge drgfting av nye begreper og definisjoner i felleskap. Et godt eksempel i
denne sammenhengen var Kristians “midten” som burde vert drgftet i etterkant. David
Pimm (1991) papeker at situasjonen i stgrre grupper egner seg til a reflektere over egen og
andres sprakbruk. Hans sentrale poeng er a skape en situasjon som gir grunnlag for overgang
fra et uformelt til formelt matematisk sprak bade skriftlig og muntlig. ”Say what they have
seen”, under the constrains of ” no pointing and no touching” (Pimm, 1991 s. 22) er for meg

et godt rad ikke bare i disse oppgavene.

6.3 Hva har jeg laert?

Etter 18 ar som laerer i alt fra 2. trinn til 3. videregaende sa jeg behov for a oppdatere
kunnskapene og ikke minst fa bruke tid pa faget jeg har undervist mest, matematikk. Jeg har
alltid undret meg over hva som kjennetegner oppgaver som vekker interesse,
meningsutvekslinger og forskertrang hos elevene og samtidig har et bestemt matematisk
innhold. Gjennom arene har jeg samlet mange ”gullkorn” og forsgkt a lage en del selv. Etter
dette studiet ser jeg bedre hvordan og hvorfor oppgavene virker ulikt. Dette vil jeg
sammenfatte rundt tre stikkord det som star igjen som det mest sentrale for meg,

oppmerksomhet, mening og gode spgrsmal.

Min tidligere praksis og utdanning peker pa et virke innen en sosialkonstruktivistisk tradisjon.
”Sosial” i den forstand at jeg har vektlagt sprakets og samhandlingens rolle i leering, og
konstruktivistisk pa den maten at jeg tenkte pa bygging av skjema (Skemp, 1989). A sette seg
inn i sosiokulturell teori har vert en lang og lererik prosess. Tidligere ville jeg blitt mer
overrasket over for eksempel den lille overfgringsverdien pilotprosjektet fikk i forhold til
Oppgave 1 og 2. Jeg ser na nytten av a ha stgrre oppmerksomhet mot den enkeltes meninger i

ulike oppgavekontekster, mens jeg tidligere hadde stgrre tro pa verdien av a gi et generisk
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eksempel som introduksjon til et emne. A skape en samarbeidssituasjon med matematisk
kunnskap elevene kan internalisere minner om det a bygge et hensiktsmessig skjema ved
utprgving og testing, og med ulik grad av stgtte. For meg ligger det viktigste skillet i to
begreper, at leeringen er mediert og situert. Jeg ser verdi i a ha oppmerksomhet mot hvilke
hverdagsbegreper elevene benytter for a forklare et vitenskapelig begrep eller symbol, og at
situasjonen elevene befinner seg i er medvirkende faktorer i leringsprosessen. Jeg avskriver
pa ingen mate et sosialkonstruktivisk perspektiv, men et nytt bidrag i synet pa lering har vert

inspirerende.

Stgrst betydning for min praksis far utvilsomt et bredere perspektiv pa algebra og
generalisering. I denne oppgaven er det gitt mange eksempler pa spgrsmal som kan fremme
algebraisk tenkning. Grunnen til ikke & “padytte” elevene generalitet, eller ikke vere for
eksplisitt, ser jeg i et nytt lys. Til og med figuren jeg satt inn i Oppgave 2 kan vare opphav til
at elevene ikke finner en effektiv lgsningsstrategi. Et kjernespgrsmal blir a styre min
oppmerksomhet mot hvordan elevene generaliserer og tenker, og styre elevenes
oppmerksomhet mot a se generelle strukturer. Teknikk og symbolmanipulasjon ser jeg kan
komme som en mer naturlig og meningsfull aktivitet i forbindelse med slike oppgaver. Jeg har
vart innom mange varianter av innfgring i algebra, “fruktsalat”, likninger, renteregning, men
ogsa geometri. Uten fokus pa spgrsmal som fremmer generaliseringsaktiviteter ble det lett a
komme inn i en verden av manipulasjon med symboler. Oppfatninger blant elevene om at
visse fag er meningslgse er nok en tendens som er mer utbredt pa ungdomstrinnet enn andre
trinn, og da hjelper det ikke med lange rekker av symboler eller faktorisering av rasjonale
uttrykk med polynomer og parenteser. Da blir matematikk noe i den retning Mason (1996)
mener med et “dgdt emne”. Et annet moment av betydning er oppmerksomhet mot elevenes
fgrste ytringer omkring en oppgave, a prgve og forsta hva elevene ser. Her kan det komme
opplysninger man kan ha nytte av bade i den grad eleven trenger stgtte og i en oppsummering
i stgrre gruppe. At generalisering er av den stgrste betydning i matematikk er jeg na
overbevist om. Jeg er heller ikke i tvil om at jeg pa en grundigere mate skal gi kommende
elever muligheten til a verdsette matematikk gjennom generaliseringsaktiviteter. Det kan

passe at Mason far et siste ord:

Generalization is the life-blood, the heart of mathematics

(Mason, 1996 s. 74)
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