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1 Indledning

Forestil dig en folge (x,),n = 1,2,... bestaende af reelle tal. Betragt nu decimalde-
lene til hvert element, {z,}, i folgen, som alle ligger i intervallet I = [0,1). Hvordan
ville du teenke en uniformt fordelt folge pa I ser ud? For endelige folger er det
naturligt at teenke pa fglger, hvor distancen mellem alle pafglgende elementer er
konstant, sa fglgerne er pa formen (x,) = (n/N), hvor n = 0,1,...,N — 1. Hvis
vi i stedet vender blikket mod uendelige fglger, da er det naturligt at teenke pa, at
en uniformt fordelt folge pa I kunne ligne den uniforme fordeling fra statistik nar
n — oo. Her er det naturligt se pa folger, som bestar af tilfeeligt genererede tal i
I. Hvis vi i stedet ser pa deterministiske fglger, kan vi igen se pa folger af typen
(na) for et vilkarligt reelt tal a. Vi ser, at nar a = p/q, hvor p,q € N, da vil
{ka} = {(¢ + k)a} for k = 0,1,.... Det vil sige, at folgen ({na}) bestar af aek-
vidistante punkter i [0,1), men den tager kun ¢ forskellige veerdier. Hvis « i stedet
er irrational, da vil alle veerdier af {na} veere forskellige og ikke sekvidistante, sa I
stort set bliver tildeekket af punkter i ({na}) nar n — oo. Nar vi ser pa (na) mod
1, athaenger opforslen af fglgen altsa i stor grad af, om « er rational eller irrational.
Desuden ma vi have os en definition, som kan afggre, om sa forskellige folger begge
kan veere uniformt fordelt mod 1 (u.d. mod 1).

Definitionen af en fglge, som er u.d. mod 1 blev udviklet af Hermann Weyl i 1916
[B, s. vii]. Lad A([a,b); N;(z,)) veere antal punkter ({x,}), som ligger i [a,b) C I,
nar 1 < n < N. Da definerer vi, at (z,) er u.d. mod 1, hvis der for alle [a,b) C I
geelder, at

i 2@, 8) NV ()

=b—a.
N—o0 N “

Det vil sige, at andelen af elementerne i fglgen, som ligger i [a,b) asymptotisk ma
tilsvare andelen af I, som [a,b) udger. Lidt upraecist kan man sige, at elementerne
i en uendelig fglge ma neesten tildeekke intervallet I, hvilket tilsvarer den kendte
uniforme fordeling fra statistik. Med Weyls definition er det klart, at (n«) ikke er u.d.
mod 1, nar « er rational. Vi ser nemlig, at et meget lille interval, som indeholder et
af de ¢ punkter, hvor ({na}) tager veerdier, vil indeholde mange elementer fra denne
folge, mens et langt storre interval mellem sadanne to punkter ikke vil indeholde
nogle elementer af folgen. I stedet peger Weyls definition af u.d. mod 1 i retning af,
at (na) er u.d. mod 1, néar « er irrational. Dette vil blive vist senere i opgaven.

Weyl stod dog ikke kun bag definitionen af u.d. mod 1. Han viste ogsa et meget
brugbart kriterium, som er tilstreekkeligt og ngdvendigt for at kunne afggre, om en
folge er u.d. mod 1. Weyls kriterium forteller, at (z,) er u.d. mod 1 hvis og kun
hvis

1
lim — ) ™ =0
N—oo N

n=1

for alle heltal h # 0.

Et naturligt spgrgsmal, som fglger efter at have afgjort, om en fglge er u.d. mod 1,
er "hvor godt” eller ”"graden af” uniform fordeling, som denne fglge har. Dette giver
ophav til definitionen af diskrepans, som kan forstas som afvigelsen fra den ideelle
uniforme fordeling, nar man ser pa de forste N elementer af (z,,). Diskrepansen Dy



bliver derfor defineret som

Dn((z,)) = sup
¥l = smp | ST

Hvis vi vender tilbage til folgen (na), sa kan man overveje, hvilke irrationale «,
som giver den laveste diskrepans. Her viser det sig, at det er de irrationale «,
som darligst kan tilnezermes af rationale tal ved diofantisk tilnsermelse, der giver den
laveste diskrepans til (na).

Denne oppgave vil introducere os til teorien knyttet til uniformt fordelte fglger mod 1.
Forst vil uniform fordeling mod 1 defineres, og derefter vil fokus veere pa satninger,
som kan bruges til at afggre, om en given fglge er u.d. mod 1. Den mest centrale
saetning her er Weyls kriterium. Vi skal sa se pa flere eksempler pa fglger, som er
u.d. mod 1. Her vil (na),n = 1,2,..., hvor « er irrational, og delfglger af denne
veere et tilbagevendende eksempel.

Det naeste kapitel vil have som mal at kvantificere graden af eventuel uniform fordel-
ing for folger. Her prgver vi at finde en nedre graense for diskrepansen, og vi vil
derefter se pa eksempler pa fglger, som har en diskrepans, der er meget teet pa
denne nedre graense. Vi ser specifikt pa to felger, nemlig (na) og Van der Cor-
putfolgen.

Resultaterne her fra opgaven kan fint udvides til R"™, hvor decimaldelen af punkter
i stedet vil ligge i [0,1]™. Beviserne i flere dimensioner vil ofte fglge samme ideer
som her, men notationen og de tekniske udregninger vil vaere mer komplicerede, sa
derfor har vi valgt at ngjes med en dimension.



2 Uniformt fordelte fglger modulo 1

Nar vi arbejder med uniformt fordelte fglger modulo 1 (forkortes u.d. mod 1), sa ser
vi pa fordelingen af decimaldelen af elementerne i en fglge (z,,) bestaende af reelle
tal. Decimaldelen til et reelt tal skrives som {x} = x — [z], hvor [z] er lig det storste
heltal, som er mindre end eller lig . Hvis en folge (x,,) skal veere u.d. mod 1, ma
ethvert interval [a, b) i enhedsintervallet I = [0, 1) indeholde andelen af elementerne
i folgen ({z,}), som asymptotisk tilsvarer laengden af intervallet [a,b). Dette giver
fglgende definition.

Definition 2.1. Lad w = (x,),n = 1,2,... veere en folge bestaende af reelle tal.
For N € N og E C [0,1) definerer vi teellefunktionen A saledes at A(E; N;w) er lig
antal elementer i (z,), hvor 1 <n < N og {z,} € E. Fglgen w er da u.d. mod 1 ,
hvis der for alle par af reelle tal a, b, som opfylder 0 < a < b < 1, gaelder at

iy Alla,b)s N;w)

i N =b—a. (2.1)

Vi ser at taellesunktionen A er teet knyttet til indikatorfunktionen pa £ C R, som
er funktionen 1g : R — {0, 1}, hvor

1 hvisxz e FE.
]1 =
B(7) {0 ellers.

Ligning (2.1]) kan da skrives pa andre former, som kan vaere nyttige til at afgere, om
en fglge er u.d. mod 1.

Lemma 2.2. Lad (x,),n = 1,2,... vere en folge bestiende af reelle tal og E =
[a,b) C I veere et interval med indikatorfunktionen 1g. Folgen (x,) er u.d. mod 1
hvis og kun hvis

1 '
lim ; Lo({an)) = /0 1p(z) da. (2.2)
Bevis. Det geelder at 1g(z) =1 for alle {z,,} € E. Dette medforer, at

N
> 1e({za}) = A(E; N; (2,)). (2.3)

Desuden er

1
/ 1g(z)dz =b—a.
0

Derfor er (2.2 sekvivalent med ([2.1)). O

Kontinuerte funktioner kan tilneermes med trappefunktioner, som er linsere kombi-
nationer af indikatorfunktioner. Dermed kan kontinuerte funktioner bruges til at
afggre om en fglge er u.d. mod 1 som i Lemma [2.2



Seetning 2.3. En folge (x,),n =1,2,... bestaende af reelle tal er u.d. mod 1 hvis
og kun hvis for enhver kontinuert funktion f :1[0,1] — R gelder at

. !
Jin 3 A = |t (2.4)

Bevis. Antag (z,,) er u.d. mod 1 og inddel intervallet [0, 1] i delintervallerne [a;, @;41],
hvor i =0,1,...,k—1, sd ap = 0 og ay = 1. Betragt funktionen f : [0,1] — R hvor

f@) =310 dila, a,,, (2), di €Rfori=0,1,....k — 1. Davil 2:2) give at
1 N
lim N Z f({zn}) = lim N Z di]]-[ai,ai+1)({xn})
4 :

. 1
= d’L lim N Zl[ai7ai+1)({xn})

=0 n=1
1

:Zdl/ I]_[ai,aHl)(x)dl’
; 0
1

= / dil[ai,aiﬂ)dm
[

Det vil sige, at holder for trappefunktioner. Nu vil vi vise at holder for
alle kontinuerte funktioner f : [0,1] — R. Da alle kontinuerte funktioner defineret
pa et lukket interval er Riemann-integrable, vil der for alle £ > 0 findes en inddeling
af intervallet [0, 1] sa differencen mellem oversummen O(z) og undersummen U (x)
hgrende til funktionen f vil veere mindre end €. Det giver at

1
/ (O(x) = U(z))dx < e.
0
Da over- og undersummer opfylder at U(z) < f(z) < O(z) for alle x € [0, 1] vil

1
0

Tilsvarende er

1 1
/0 O(z)dxr < /0 flz)dz +e. (2.6)

Da over- og undersummer netop er pa formen Zf:ol dilig; a,,, (@), vil (2.4) geelde
for U og O, sa

1 . 1 N
/0 U de = Jim S U () (2.7)



og

=z

/0 O(z)dz = A}gnoo Z ({zn}) (2.8)

Desuden er

N—oco N

N
lim Z ({zn}) < hm mf = Z f{zn})

N
1
< lim — Y " O({zn}). (2.9)
Hvis man sammensatter (2.5 - (2.9)), da vil man opna

1 Y 1
/f de —c < Jim Nz_:lf({wn})S/o f(@)do e,

og dermed at (2.4) geelder for en vilkarlig kontinuert funktion f : [0,1] — R.

Nu vil vi vise den modsatte implikation. Betragt felgen (z,),n = 1,2, ... bestaende
af reelle tal, og antag (2.4)) geelder for alle kontinuerte funktioner f : [0,1] — R. Lad
[a,b) C [0,1]. Da vil for alle € > 0 eksistere to kontinuerte funktioner U, O : [0,1] —

R saledes U(r) < 1jgp)(x) < O(x) for alle x € [0, 1], samt fol (O(z) = U(z)) dz < e.
Dette implicerer

1 1 1
b—a—e:/ n[a,b)(ag)dx—gg/ O(a:)dx—eg/ Ulz)dz.  (2.10)
0 0 0

Tilsvarende fas at

/1 O(x)<b—a+e. (2.11)
0

Da vi antog, at (2.4) geelder for alle reelle, kontinuerte funktioner pa [0, 1], og dermed
ogsa for U og O, vil

1 ) 1 N
/O Uw)dz = lim — ; U({x,}) (2.12)

og N
/1 O(z)dz = lim 1 Z O({zn}) (2.13)

0 N—oo N el



At U(x) < 1 (2) < O(x) for alle x € [a,b) og (2.3) geelder, giver at

N

U({zn}) < Z w0 ({2n}) = A([a,0); N3 (20)) < Y O({wn})- (2.14)

0=

Kombineres (2.10)) - (2.14)), far vi at

N—00 N

og dermed at (x,) er u.d. mod 1. O

Da 1-periodiske, komplekse, kontinuerte funktioner kan tilnsermes med reelle, kon-
tinuerte funktioner, kan disse ogsa bruges til at afggre, om en fglge er u.d. mod
1.

Korollar 2.4. Fplgen (x,) er u.d. mod 1 hvis og kun hvis for alle 1-periodiske
kontinuerte funktioner f : IR — C gelder at

ol !
dim oy D g = / /() da. (2.15)

2.1 Weyls kriterium

Korollar 2.4 kan forenkles, sa det ikke er ngdvendigt at tjekke om alle 1-periodiske,
kontinuerte funktioner f : R — C opfylder for at kunne afggre om en fglge er
u.d. mod 1. Funktioner f : R — C pa formen f(x) = *™h* h € 7\ {0} opfylder
nemlig bade at veere kontinuerte og 1-periodiske, og det viser sig at benyttelsen af
disse funktioner i er tilstraekkelig til at kunne vise om en fglge er u.d. mod 1.
Det haenger sammen med at {e2™""*|h € Z} er en basis for L2([0, 1]) og samles i en
setning kaldet Weyls kriterium.

Seetning 2.5 (Weyls kriterium). Folgen (z,),n =1,2,... bestaende af reelle tal er
u.d. mod 1 hvis og kun hvis

: 1 2nihz, __
i 3 210
for alle heltal h # 0.
Bevis. Lad (x,),n =1,2,... veere en fplge bestaende af reelle tal, som er u.d. mod

1. Da f: R — C, hvor f(x) = e2™"* h € 7\ {0} er bade kontinuert og 1-periodisk,
giver Korollar 2.4 at

1
2mihay, _ 2mihx _ 2mih _
A}gl}x nE 1 e / dz 57 (e 1)=0. (2.17)



Antag nu, at (z,,) opfylder (2.16)) for alle heltal h £ 0. Lad e > 0 og f : R — C veere
kontinuert og 1-periodisk. Weierstrass’ approksimationsseetning [3, s. 202] giver da
at der eksisterer et trigonometrisk polynomium P sa

1f = Plloc = Sup |f(z) — P(z)] <e. (2.18)
Da er
1 N 1 1 1
/0 f(x)dx——;f(mn) _‘/ f(a:)dx—/o P(z)dz + i P(z)dx
1 Y 1 Y 1 Y
*ﬁ;P(xn)JFN;P(xn)*ﬁ;f(xn)

1 N
+ /0 P(z)dz — % Z P(z,)
1 & N
+ N Z(P(l'n) f(xn))|
n=1

Ligning (2.18)) medfgrer at det forste og tredje led over vil vaere mindre end €. Da

P er en lineser kombination af trigonometriske polynomier vil fol P(z)dz =0 som i
(2.17). Greenseveerdien i (2.16) medfgrer, at nar N er tilstrackkelig stor, da vil

1 1 N 1 N
/O Pla)dz — 3" Pl = [0 - < 32 Pla)
n=1 n=1

<e.

Dermed vil man for N tilstraekkelig stor opna, at

sa fra Korollar kan vi kan konkludere (z,,) er u.d. mod 1. O

Vi vil nu se nogle eksempler pa, at Weyls kriterium kan bruges til bade at vise en
folge er u.d. mod 1, samt at en fglge ikke er u.d. mod 1.

Eksempel 2.6. Vi vil nu se pa fglgen (na),n = 1,2,..., hvor « er irrational. Da
ZnN:1 e2mihna er en geometrisk sum, vil
’eZﬂihNa _ 1’

N
i E eQ'n'ihna
N
n=1

Da }eQﬂhNO‘| <1, vil |627”hN’1 — 1| < 2. Desuden er

’eQTrz'hoa _ 1‘ = v/—2cos 2mha + 2 = 2|sinhd)| .

- N |e27TihO¢ _ ]_| '



Dette medfgrer, at
! —
N |sinmha

1 N
2whna
Ik =
n=1

for N — oo. Fra Weyls kriterium far vi, at fglgen (na) er u.d. mod 1.

Eksempel 2.7. Vi vil nu se neermere pa om fglgen (logn),n =1,2,... er u.d. mod
1. Lad F : [1,N] — C vare en kontinuert og differentiabel funktion, hvor N € N.
Eulers summationsformel [6l s. 10] giver, at

b0 [ s B 0
(2.19)

Lad F(x) = e*™1oe2 i ([2.19). Det ses, at det andet led pa hgjresiden gar mod 0 for
N — oco. Det tredje led pa hgjresiden opfylder, at
1 N 1\ 2rje2milogz
[ o=
1 2 T

1 |27TZ| ’eQﬂilogz’
N = - 1

1 N
< _ =
= \{x} :
1 N 1] 27
- Sl Bl |
N/1 {z} 2’x v
1 N oo
— [ Zaq
N/l T v

log N
N

dx
T

IN

IN

=T

Dermed vil det tredje led pa hgjresiden af (2.19) ga mod 0 for N — oco. Det forste
led pa hgjresiden af (2.19) er lig

N 74 lo
i/ eQ‘n’ilogzdx: Ne?riloeN —
N/, N(@2mi+1)

Det vil sige, at

1 N ) e2milog N
lim — 28T g = lim ————
N—oco N NSoo 2mi+1°

Denne graensevaerdi er ikke lig 0. Hvis den skal vaere lig 0, ma

lim e?™ilosN — (2.20)

N—o0

Dette medfgrer, at log N ma naerme sig heltalsvaerdier, nar N er stor. Dette kan
ske ved at alle veerdier af log N samler sig om et bestemt heltal, nar N er stor,
men dette er ikke muligt, da log N — oo for N — oo. Derfor ma veerdierne til
log N i stedet nzerme sig heltalsveerdier ved at neerme sig et heltal og sa "hoppe”
videre til at nzerme sig et stgrre heltal igen og igen. Dette er dog heller ikke muligt,
da (log N)' = 1/N, sa afstanden mellem veerdierne af log N vil blive vilkarlig lille.
Dette resulterer i, at veerdierne log N ikke kun kan samle sig om heltal, men i stedet



vil ligge vilkarligt teet mellem heltallene. Derfor kan (2.20) umuligt veere opfyldt.
Da summen af de to andre led pa hgjresiden af (2.19)) konvergerer mod 0, vil

N .

i 1 il i 6271'2 log N
im — E e " = lim ———
N—oo N = N—oo 2mi+ 1

ikke vaere lig 0 for h = 1, og Weyls kriterium giver da at (x,,) ikke er u.d. mod 1.

Der findes mange andre familier af fglger, hvor Weyls kriterium kan bruges til at
vise, at om er u.d. mod 1. Seetningen under er en konsekvens af Weyls kriterium,
som ofte kan veere nyttig i praksis.

Seetning 2.8 (Fejérs seetning). Lad (f(n)),n = 1,2,... vere en folge bestaende af
reelle tal, hvor Af(n) = f(n+1) — f(n) er monoton. Antag desuden, at

nh_}n@lo Af(n)=0 (2.21)
og
nh_}rrolon |f(n)| = oo. (2.22)

Da er (f(n)) u.d. mod 1.

Bevis. Forst vises en ulighed, som vil blive taget i brug senere i beviset.

Lad u,v € R. Da vil

‘6271'7;'(1, _ eQwiv _ 27_[_2-(” _ ,U)627riv| _ ‘eQTri(u—v) —1— 27.”'(u _ ’U)’
= 472 / (u—v —x)e*™ dx
0
u—7v
§47r2/ (u—v—ux)dz
0
=272 (u —v)?. (2.23)

For u=hf(n+1) ogv=nhf(n), h € Z\ {0}, vil (2.23) medfgre at
e27rihf(n+1) e27rihf(n)

Af(n)  Af(n)

_ zﬂ_ihe%rihf(n)

< 2m2h?|Af(n)].

10



Da fglger det, at

Pt i aming(n)
Af(n+1)  Af(n)

eQTrihf(n—i—l) e27rihf(n) e27rihf(n+1) e27rihf(n+1) )
= — + - — 2mihem S (1)
Af(n+1)  Af(n) Af(n) Af(n)
27ihf(n+1) 2mihf(n) )
< € _ € _ 27Tih627mhf(n)
Af(n) Af(n)

e27rihf(n+1) e27rihf(n+1)

PN CES RN
22 2mih f(n+1) L -
<2r’h \Af(n)|+‘e +1”Af(n+1) Af(n)
1 1

=212h% |Af(n)| +‘

— . 2.24
IYIOESVRNID 220
Malet er at bruge Weyls kriterium til at vise at (f(n)) er u.d. mod 1, sa vi ser pa

N—-1 )
o2mih Z e?‘n’ihf(n)

n=1

N-1 2mihf(n+1 2mihf(n 2mihf(N 2mihf(1
Z(ZWihezﬂhf(")—e I( +)+e I( )>+e f( )_e (1)
2 Afn+1) " Afm) )T AI(N) T AS()

=2

627rihf(n+1) eZﬂ'ihf(n)

Afnt1) | Afn)

1 1
Tar T AR

2mihe?™ () _

IN

3
Il

i

1

B 1 1
Af(n) Af(n+1)

1
NN

IN

2.25)

N-1
+2r°h% Y 7 |Af(n)]
n=1

1

3
Il

Dette fulgte fra trekantuligheden og efterfglgende (2.24). Da A f er monoton, vil A f
veere enten voksende eller aftagende. Hvis Af er voksende vil

1 _ 1 <0
Af(n)  Af(n+1) ~
forn=1,2,...,N—1, og
Nz‘:l 1 ‘_N”( 1 1 )_ 1 1
2|27 " At )| T 2 \afma D) T Afm)) T AN T A

11



Fra (2.25) far vi, at
N—-1

i Z e271'2'hf(n) < 1 1 - 1

N — ~ 2wlh| \NAf(N) NAf(1)

1 1 1 h| N-1
27 h| (N|Af(N)| * N|Af(1)|) TN ; [AF(n)]

B 1 1 MN_I :
= aln) (NIAf(N)| - N|Af(1)|) TN ; [Af(n)]-

_|_

Med tilsvarende argumenter kan overstaende ulighed vises, hvis Af er aftagende.
Ved brug af graenseveerdierne i (2.21)) og (2.22)), kan vi da konkludere, at

1 N
. § 2mihf(n) _
]\;gﬂoo N _16 0-

Weyls kriterium giver da, at (f(n)) er u.d. mod 1. O

Korollar 2.9. Lad f : [1,00) = R vere en funktion, som er differentiabel nar
x > xo for en given g € [1,00). Huis f'(z) = 0 for x — oo € [1,00) monotont, og
z|f(x)] = oo for x — oo, da vil folgen (f(n)),n=1,2,... vere u.d. mod 1.

Bevis. Mellemveerdiseetningen giver, at for n > x( eksisterer ¢ € (n,n + 1), sa
f'(e)=f(n+1)— f(n).

Derfor opfylder f(n + 1) — f(n) betingelserne for at kunne bruge Fejérs seetning
(Seetning for n > xg. Det endelige antal n som er mindre end zy har ingen ind-
flydelse pa om fglgen (f(n)) er u.d. mod 1, da dette er defineret ved en graenseveerdi.
Derfor kan vi konkludere, at (f(n)) er u.d. mod 1. O

Fejérs seetning (Saetning, og ikke mindst Korollar gor det lettere at bestemme
om nogle klasser af fglger er u.d. mod 1.
Eksempel 2.10. Disse klasser af fglger er u.d. mod 1:
i) (an¥log'n),n=2,3,..., hvora #0, 0 < k < 1 og t er vilkarlig.
ii) (alog'n),n=1,2,...,hvor a # 0 ogt > 1.
iii) (anlog'n),n =2,3,..., hvor a # 0 og t < 0.

Beviserne for alle tre tilfselde over er nsesten ens, sa derfor viser vi kun det fgrste
tilfzelde i detaljer. For enkelthedens skyld ggres det med konkrete veerdier for a =
1,k=1/2 0gt=2. Lad f(z) = 2'/?log® z, som er differentiabel pa (0, c0) med

1 log2 z

fl(z)==x + 2272 log 7.
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1 P
lim =8 _ g
rz—oo x4

for alle positive reelle tal p og ¢, vil lim,_,o, f'(x) = 0. Fra graenseveerdien over ved
vi, at der findes zy € (0, 00) siledes, at f' er monoton for x > xg. Vi ser at

1 1
xf'(z) =22 logw (2 logz + 2)

er voksende pa hele (1,00), samt ikke-begraenset. Derfor vil lim,_,o z |f'(z)] = co.
Korollar giver da, at (n'/?1log®n) er u.d. mod 1.

2.2 Et metrisk resultat

1 Eksempelviste vi, at folgen (na),n =1,2,... er u.d. mod 1, nar « er irrational.
Vi vil nu se pa delfglger af denne fglge, hvor a ikke ngdvendigvis ma ganges med
ethvert naturligt tal, men i stedet bliver ganget med forskellige heltal. Disse heltal
kan betragtes som elementer i en folge (a,), hvor n = 1,2,.... Hvis vi udvelger en
bestemt folge af denne slags, vil (a,«) ikke ngdvendigvis veere u.d. mod 1 for alle
irrationale o, men i stedet naesten alle irrationale o og dermed naesten alle reelle a.
Det viser sig, at blandt andet kaedebrgksreprassentationen til a har betydning for,
om for en given heltalsfolge (a,) vil (apa) veere u.d. mod 1. Derfor gives en kort
introduktion til keedebrgker.

En keedebrgk er en brgk pa formen

1
ap + 1
a1 + 1
Ayt ————3
az +
3 ag + ...
hvor ay € Z og a; € N for i = 1,2,.... Det gelder, at alle reelle tal er lig en

keaedebrgk, hvor rationale tal er lig en endelig keedebrgk og irrationale tal er lig en
uendelig, entydig kaedebrgk. For et irrationalt tal «, som er lig keedebrgken med
positive heltal ag, a1, ... skriver man, at

a = [ag,a1,as,...].

Den bedste rationale tilnsermelse til o er givet ved brgken

Pn/@n = [ao, a1, ..., an] (2.26)

med n > 0, som opfylder, at

13



for alle g < g,,. De ikke-negative tal p,, og g, # 0, genereres med algoritmen

p2=0, p1=1 pyn=aupn-1+pn_2
q—o = 1, q—1 = 0, n = AnQn—1 + qn—2,

hvor ¢ = 0,1,.... Da vil ged(p;,qi) = 1,08 1 = g0 < ¢1 < g2 < .... Den bedste
rationale tilngermelse p,, /¢, vil ogsa opfylde, at [5l s. 122]
n 1 1
a-bnl< <. (2.27)
dn dndn+1 qn

Vi vil nu se et eksempel pa hvorfor et irrationalt tals repraesentation som kaedebrgk
kan have afggrende betydning for hvorvidt (a,«) er u.d. mod 1 for en given heltalsfglge

(@n).

Eksempel 2.11. Lad « = [ag,a1,...] veere et irrationalt tal med bedste ratio-
nale tilnezermelser p,/q,,n = 0,1,2,..., som i (2.26)). Vi definerer nu heltalsfplgen
(gn),m = 1,2,.... Da vil (¢gp«) ikke veere u.d. mod 1. Det ser vi, da vi fra (2.27)

far, at for allen =1,2,... er
1
|Qna_pn| < —.

q

n

Dermed ma {g,a} < 1/¢,, sa

g tamat =0,

hvilket gor, at (¢,«) umuligt kan veere u.d. mod 1.

T ovenstaende eksempel har vi skraeddersyet vores valg af ¢, ud fra « saledes at folgen
(gna) ikke er u.d. mod 1. Hvis man i stedet begynder med en vilkarlig heltalsfolge,
sa viser det sig dog, at det er fa o, som gor at folgen (a,«) ikke er u.d. mod 1.

Seetning 2.12. Lad (a,),n = 1,2,... vere en folge bestaende af distinkte heltal.
Da er folgen (anx),n =1,2,... u.d. mod 1 for nesten alle v € R.

Bevis. Det er tilstrackkeligt at vise, at (a,z) er u.d. mod 1 for naesten alle z € [0, 1).
Det skyldes, at hvis y € [k, k + 1), hvor k € Z, da vil {a,y} = {an(k+ z)} = {anz},
da ay, er et heltal. Hvis (a,z) er u.d. mod 1 for naesten alle x € [0, 1], vil meengden
B bestaende af z € [0,1), hvor (a,z) ikke er u.d. mod 1, opfylde at A(B) = 0. Da
Lebesguemalet er translationsinvariant vil B+k, som er lig maengden af y € [k, k+1),
hvor (a,y) ikke er u.d. mod 1, have Lesbesguemal 0. Maengden bestaende af reelle
tal z, hvor (a,z) ikke er u.d. mod 1 er lig

U B+k),

keZ

som har Lebesguemal 0, sa setningen over gaelder for neesten alle z € R. Dermed
kan saetningen vises ved kun at betragte x i intervallet [0, 1).

14



Vi vil nu anvende Weyls kriterium. Fikser h € Z \ {0}. Vi definerer funktionen
1N
_ 2nihanx
N
n=1

hvor N € N og = € [0,1). Leaeg meerke til at S atheenger af h. Det gaelder, at

N 1 N N
S N, l‘ _ E 27r1hamx § e2mihans — E E e27'rih(am—an)z.
n=1 m=1n=1

Da fol e?mihlam=an)® g — (0 nar m # n, og ellers lig 1, vil

1 N
| s ar = 5 Z -+

Dette implicerer
o0

Z/’S dm— %<oo

Vi definerer nu funktionerne fi : [0,1) — [0, 00), hvor fi(z) = Z§V=1 |S(N2,x)|2,
som opfylder 0 < f; < fo <.... Da

hrn fr(z Z |S

giver Lebesgues monoton konvergenssaetning [Il, s. 78], at

/OZ|S dx_hm/fk dSE—Z/ |S(N ? Az < .

N=1
Dermed er

i |S(N?
N=1

for neesten alle z € [0, 1), s&

lim S(N*,z)=0

N—o00

for neesten alle z € [0, 1).
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For ethvert N > 1 eksisterer m € N, sa m? < N < (m + 1)2. Derfor gzlder, at

1] 1 N
‘S(N’ 33)| < N Z eQTrihanm + N Z e27'r1'ha,,,z
n=1 n=m2+1
1 m? 1 (m+1)2
< W Z e27rzhanx + N Z |627rzhanz
n=1 n=m2+1
< [$0m,2)| + 2
< |S(m?,2)| + —.

VN

Det fplger da, at impy_ o0 [S(N, )| = 0 for naesten alle x € [0,1]. Det vil sige, at
der for ethvert h # 0 eksisterer en meaengde B), med A(Bj) = 0 bestaende af alle
x € [0,1), hvor limpy_,00 |S(N, z)| er forskellig fra 0 eller ikke eksisterer. Da vil

U 5

heZ\{0}

ogsa have Lebesguemal 0, og fra Weyls kriterium kan vi dermed konkludere, at (a,x)
er u.d. mod 1 for naesten alle z € [0,1). O
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3 Diskrepans

Indtil nu har fokus veeret pa at fa veerktgjerne til at kunne afggre, om en folge er
u.d. mod 1 eller ej. To folger, som er u.d. mod 1 kan, dog godt have forskellige
stgrrelser pa afvigelsen fra den ideelle uniforme fordeling. Det skyldes, at kravet til
at opna u.d. mod 1 kun er at antall punkter i et interval ma vokse proportionelt med
lzengden af intervallet ganget med antal punkter i fglgen, nar antal punkter i folgen
oges. Konceptet diskrepans indfgres derfor som et mal pa en fglges afvigelse fra den
ideelle uniforme fordeling. Dette kan hjselpe med at kunne afggre hvilke folger, som
er sarligt teet pa den ideelle uniforme fordeling.

Definition 3.1. Lad w = (x,),n = 1,2,... veere en fglge bestaende af reelle tal.
Diskrepansen til de forste N led af denne fglge, Dy defineres som
A([a,b); N;w)

Dy(w) = su — = —(b—a
() 0Sa<IZ§1 N ( )

hvor A er teellefunktionen fra Definition Ofte skrives kun Dy nar konteksten
gor det abenlyst, hvilken fglge der er tale om.

Denne definition viser tydeligt, at der er en klar ssmmenhaeng mellem diskrepansens
stgrrelse og om en fglge er u.d. mod 1.

Seetning 3.2. Fylgen w = (z,,),n = 1,2,... bestdende af reelle tal er u.d. mod 1
hvis og kun hvis
lim Dy (w) = 0.

N—o00

Bevis. Antag (3.2) geelder. Da vil for alle e > 0 eksistere M > 0, saledes at for
N > M vil

ogiilzg W —(b—a)|l<e.
Da
LG S P U,
for alle [a,b) C [0,1]. Vi far da, at
Jim, AR <0

for alle a,b € [0, 1], hvor a < b. Dermed er w u.d. mod 1.

Antag nu, at w er u.d. mod 1. Vi deler nu intervallet I = [0,1] op i m > 2
delintervaller, I, 0 < k < m — 1, hvor

Da vil A(I) = 1/m. Siden w er u.d. mod 1 vil der for alle € > 0 eksistere M (m) > 0
sa for N > M vil

- —| <e.

A(lg; Nyjw) 1
N m
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Ved at veelge e = 1/m? far vi uligheden

;<1—;><W<;(1+;>. (3.1)

Lad J = [a,b) C I. Da findes to intervaller J; og Jo, som begge er endelige unioner
af nogle av intervallerne Iy, sa J; C J C Jy. Intervallerne J; og Jo kan velges
saledes, at de ogsa opfylder, at

M) = A < % og A(J) — A(J) < (3.2)

2
o

Ved brug af samme argumentation som for (3.1) og det faktum, at alle z,, i w som
ligger i Jo ogsa vil ligge i J og Ji, fas at

A (1_7711> . A(Jlj;VN;w) - A(J;]\ZTV;w) - A(szvN;w) < ALD) (H;)_

Fra (3.2) far vi, at

for alle N > M. Da J blev valgt vilkarligt, vil

A(la,b); N;w 3 2
Dy(w) = sup 7([ Zif )
0<a<b<1

for alle N > M. Dog kan 3/m + 2/m? blive valgt vilkarlig lille, sa derfor vil

lim Dy (w) = 0.

N —o0

O

Allerede fra definitionen af diskrepans folger de forste begraensninger pa stgrrelsen
af denne. Disse begrzensninger for diskrepansen kan forbedres vaesenligt, hvilket vil
blive vist senere i dette kapitel.

Seetning 3.3. For enhver folge (x,,),n =1,2,... bestaende af reelle tal, er

<Dy <1

IN

1
N



Bevis. Lad J = [a,b) C I = [0,1]. Ud af N punkter vil hgjest N af dem veere i J,
sa
A(J;N) < N.

Desuden er A(J) =b—a > 0, sa derfor vil

N

Nu vil vi vise den anden ulighed. Lad € > 0 og x veere decimaldelen til et af de
forste N elementer i fglgen (z,,). Betragt intervallet K = [x,24+¢)NI. Daz € K,
vil

A(K,N) 1
e >

D - _
N N N

Y

€.
Da dette geelder for alle € > 0 vil

! <Dyx<1

NPy s L
O

Et eksempel pa folger, hvor Dy = 1/N, er endelige fglger, hvor elementerne er
sekvidistant fordelt over [0,1).

Eksempel 3.4. Fglgen (z,) = ((n — 1)/N),n = 1,2,..., N, uanset rakkefplge
pa elementerne, opfylder, at Dy = 1/N. For at se dette, betragt intervallet J =
[a,b) € T =10,1). Da findes et unikt heltal k, hvor 0 < k < N — 1, som opfylder, at
k/N < A(J) < (k+1)/N. Davil J indeholde mindst k& og maksimalt k+ 1 elementer
af (z,,). Da vil

k+1 k& 1
Dy =sup|A(J;N) = AJ)| < |— — —=| = —.
v = AN =MD < | - | =

Kombineres dette med Seetning fas at Dy = 1/N.

Det viser sig, at man faktisk kan ngjes med at betragte intervaller pa formen [0, a) C
I =[0,1] i stedet for alle intervaller [a,b) C I, nar man skal estimere diskrepansen
til en fglge. Det skyldes, at diskrepansen til en fglge kan begraenses bade ovenfra
og nedenfra af det som kaldes stjernediskrepansen, hvor man kun forholder sig til
intervaller [0,a) C I.

Definition 3.5. Lad w = (z,),n = 1,2,... veere en fglge bestaende af reelle tal.
Stjernediskrepansen til de fgrste N led af denne fglge, D}, defineres som

Saetning 3.6. For diskrepans og stjernediskrepans geelder at

D% < Dy < 2D%.
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Bevis. Da maengden bestaende af intervaller pa formen [0, ¢) C I = [0, 1] er indeholdt

i maengden bestaende af intervaller pa formen [a,b) C I vil

A([0,¢); N5 w)
N

A([a, b); N;w)

= Dy.
N N

Dy = sup
0<e<1

—c| < sup

0<a<b<1l

—a

For at opna den modsatte ulighed, ser vi at A([a,b); N) = A([0,b; N) — A([0,a); N),
hvor 0 < a < b < 1. Trekantuligheden giver derfor, at

[AeiNe) _ ) < | | A0 New) |

Da supremum bevarer uligheder, vil

Dy < 2Dj%.

Det fglgende korollar fglger direkte fra Ssetning [3.2] og Seetning [3.6

Korollar 3.7. En folge w = (x,),n = 1,2,... bestaende af reelle tal er u.d. mod 1
hvis og kun hvis
lim Dy =0.
N—o00

For en endelig fglge med N elementer, vil Dy ikke sendre sig, hvis man sndrer pa
rackkefplgen af de N elementer i folgen. Derfor kan man i ssetninger vedrgrende Dy
i fplger af leengde N antage at elementerne i fglgen kommer i stigende raekkefglge.
Det samme geelder for stjernediskrepansen Dy .

Seetning 3.8. Lad (z,),n = 1,2,...,N vere en folge bestaende reelle tal, hvor
0§$1§$2§...§$N§1. Da er

. 1 i—1

DN:i=1rn,227x‘>.<.,Nmax(xi—N,mi— N )
1 2i— 1
:W—i_iﬂmf).(.w YN |

Vi henviser til [B, s. 92] for at laese beviset for Seetning (3.8
Korollar 3.9. For for alle folger bestaende af N elementer i I = [0,1] vil

(3.3)

hvor falgen

medn=1,2,...,N er den eneste folge i I, hvor (3.3) er en lighed.
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Bewvis. Da enhver fglge med N kan fa omrokeret sine elementer, sa de kommer i
stigende reekkefglge uden at pavirke D3 vil vi kunne ggre dette og anvende Seetning
Derfra fglger det direkte at D} > ﬁ Hvis der skal opnas lighed ma

2i—1] 0
i=ten [T 2N | T
sa
2i—1
Ty =
2N
for alle = 1,2,..., N, hvilket netop kun er den givne fglge, som opfylder. O

Bemerkning. At alle folger bestaende af N elementer i I = [0, 1] opfylder (3.3)) kan
ogsa konkluderes pa baggrund af Seetning [3.3| og [3.6] .

Vi vil nu se pa diskrepansen og stjernediskrepansen til uendelige folger w = (xy,).
For disse ser vi, at det sker regelmaessigt, altsa for uendelig mange N, at den nedre
greense for stjernediskrepansen er veesentligt stgrre end 1/2N, nemlig at D} >
clog N/N.

Saetning 3.10. Lad w vere en uendelig folge bestaende af reelle tal. Sa er

NDyN(w) > clogN

for uendelig mange naturlige tal N, og hvor ¢ > 0 er en absolut konstant.

For at kunne bevise Saetning har vi brug for et lemma, hvis bevis findes i [5 s.
108]. Vi definerer Ry (y) = A([0,y); N)— Ny, hvor y € [0, 1] og A er teellefunktionen
fra definitionen af diskrepans. For K = (a,b], 0 < a < b, og y € [0, 1], definerer vi
da, at for en fglge (z,) bestaende af elementer i [0, 1], er

h(K,y) = max (Rn(y)) — min (Rn(v)) (3.4)

hvor vi med maxyex (Ry(y)) (resp. min) mener maksimum over alle heltalveerdier
N med a < N <b.

Lemma 3.11. Lad t vere et naturligt tal. For ethvert interval K = (a,b] C (0, 00)
med A\(K) > 4%, samt alle y, geelder at

4t
47N Ch(K,y + 47 > 270
j=1

Beuis for Setning[3.10. Det tilstreekkeligt at vise, at for alle naturlige tal N eksis-
terer et naturligt tal m, hvor 1 < m < N, saledes at

mD;}, (w) > clog N. (3.5)
Det skyldes, at clog N > clogm, og vi ved, at nar N — oo, vil clog N — oco. Dermed

ma mD}, (w) — 0o, men D} (w) <1, sa da ma m — oco. Derfor ma D}, (w) > clogm
for uendelig mange m.
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Vi deler beviset op i to tilfzelde. Antag fgrst, at N > 432, Da findes et heltal ¢ > 32,
séledes at 4 < N < 4!, Lad K = (0,4!]. Da Lemma geelder for alle reelle
y > 0, vil dette ogsa geelde for y = 0, sa

41
471N Ch(K, 4T > 270, (3.6)
j=1

Vi ser at j4=' € [0,1] for alle j = 1,2,...,4". Derfor ma der eksistere z € [0, 1], s&
4t
D (K, j47) = 4'W(K, ).
j=1

Saettes dette in i (3.6]), fas at
h(K,x) > 275,

Fra definitionen (3.4]) af » ma der derfor eksistere to heltal m,n € K, sa R,,(x) —
R, (z) > 275t. Hvis bade |R,,(z)| < 27% og |Ry,(z)] < 27%¢ vil

Ron(z) — R, () < 2-27% =277,

hvilket giver en modsigelse. Derfor ma |R,,(z)| > 275¢ eller |R,(x)| > 275¢. Antag
uden tab af generalitet at |R,,(z)| > 275¢. Fra definitionen af R,, vil da m > 1.
Dermed vil 1 < m < 4* < N. Siden mD},(w) > |Ry(z)| for alle z € [0,1], ma
mD;},(w) > 27%. Vi mangler nu kun at estimere t. Da t > 32 er t > 32/33(¢t + 1)
og log N < log4!™t. Dermed er

_6§logN: log N
33 log4  66log4’

mD}, (w) > 2—6%@“) > 2

sa (3.5) er opfyldt med ¢ = 1/(661og4).

I tilfeeldet hvor 1 < N < 432 er w endelig, sa vi kan benytte Korollar til at
konkludere, at

1 log N
Di(w) > =
1@) 25> G6loga
da log N < 32log4. 1 dette tilfeelde er (3.5)) derfor opfyldt med m = 1 og ¢ =
1/(661og4), og dermed for alle N. O

Den eneste gvre graense for Dy, som vi har set indtil nu, er 1. Fra Sezetning [3.10
ser vi, at en gvre greense ma veere sterre end clog N/N. Et naturligt spgrgsmal er
dog, om der findes nogle bestemte folger, hvor diskrepansen kommer teet pa denne
greense. Svaret pa dette er ja, og vi skal nu se naermere pa to sadanne folger.
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3.1 Kroneckerfolgen (na)

I Kapitel 2 sa vi, at Kroneckerfglgen (na),n = 1,2,... er u.d. mod 1, nar « er
irrational. Det viser sig dog, at for bestemte irrationale « bliver diskrepansen til
denne fglge sardeles lav. Dette gaelder blandt andet irrationale tal, hvor den bedste
rationale tilnsermelse ikke er specielt god.

Seetning 3.12. Lad « = [ag, a1, az,...] vere et irrationalt tal. Antag der eksisterer
et positivt reelt tal K, hvor a; < K for alle i € NU{0}. Da opfylder folgen w =
(na),n=1,2,..., at

1 n K
logp  log(K +1)

NDN(w)<3+< >logN7

hvor ¢ = (1++/5)/2.

Ovenstaene saetning geelder blandt andet kvadratiske irrationale tal, som er lig pe-
riodiske kaedebrgker [4 s. 48]. For beviset af seetningen over vises et lemma, som
forteeller, at diskrepansen til en folge kan begreenses ovenfra af diskrepansen til
dennes delfglger.

Lemma 3.13. Lad 1 < i <k, hvori og k er naturlige tal. For hvert i, lad w; vere
en folge bestaende af reelle tal med N; elementer. Antag w; har diskrepans Dy, (w;).
Lad w veere en folge bestaende af reelle tal, saledes at w indeholder alle elementerne
fra alle w; fori=1,2,...,k, hvor N = Ny + Ny + ...+ N er antal elementer i w.
Da wvil

Dy(w) < Y0 3D (w0) (.1
0g .
Dy () £ 3 3D, (w0) (33

Bevis. Vi viser kun (3.7)), da beviset for (3.8) folger de helt samme linjer.

Lad J = [a,b) C I =0, 1]. Da ethvert element i w ogsa er i ngjagtig en delfplge w;,
er

k
A(J,N,W)ZZA(J,NHWJ
=1
Derfor er
A(J; N;w) YN [ A(T; Ny wi) N,
S DR =5 (e <N"Zip
w2 )| =2 (R ) | 2 P

Vi ser da, at Dy (w) er lig supremum til venstresiden over, som da vil veéere mindre
end eller lig hgjresiden. O
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Bevis for Setning[3.13 For a = [ag,a1,a2,...],lad 1 = g0 < ¢1 < g2 < ... veere
defineret som i (2.26)). For ethvert naturligt tal N, eksisterer et ikke-negativt heltal r,
saledes at ¢, < N < gp41. Tallet N kan da skrives som sin Ostrowskirepraesentation
[2, s. 107

N = ibﬂ]h (39)
=1

som opfylder, at for 0 < ¢ < rer 0 < b; < a;41, samt b, > 1. Denne er unikE|
Betragt nu folgen (na),n =1,2,..., N. Denne folge kan deles op i by +b1 + ...+ b,
delfglger, 0 < i < r, hvor b; delfglger har ¢; pa hinanden fglgende tal som elementer.
Da er alle N elementer i (na) placeret i preecis én delfplge. Vi vil nu estimere
diskrepansen for en af disse delfglger med ¢; elementer. Da vil elementerne i denne
delfslge kunne skrives som no, hvor n = ng + j, 1 < 5 < ¢;, samt ng,j € N. Fra

[£:27) fas, at

i 0
aobiy 0
qi qiqi+1
hvor 0] < 1, sa
Jpi Jo }
nat = < nga + + — . 3.10
{ } { 0 qi qiqdi+1 ( )

Da ged(p;, ¢;) = 1 vil punkterne {noa + jp;/¢;} kunne samles til en folge bestaende
af ¢; ekvidistante punkter i stigende reekkefolge med afstand 1/g;. Siden

0 1
qiqi+1 Gi+1’
for j =1,2,...,¢;, vil ethvert element i (3.10) vaere lig et element {noc + jp;/q:}
som er flyttet med en afstand mindre end 1/¢;11. Alle elementerne i ([3.10)) vil vaere

flyttet i samme retning. Lad J veere et interval sa J C [0, 1]. Da eksisterer et heltal
k,hvor 0 < k<¢q; —1, sa

k 1 k+1 1
—+ <AJ) < Ty .
qi qi+1 qi qi+1

Desuden vil der galde for denne delfglge, at
E<A(J;q) <k+1,

hvilket medforer

k+1 1 k
+
qi qi+1 4

11

D

qi (Jz‘+1.

Qi—’

Nu kan vi finde en gvre greense til folgen (na),n =1,2,..., N. Da vi opdelte denne
folge 1 by + by + ... + b, delfglger, hvor b; folger har g; elementer, kan vi benytte
Lemma [3:13] sa vi far

NDN@)<§:@%D%<§:@<qi+¢><r+1+§:m7 (3.11)
=0 1=0

di+1 =

THvis go = q1 = 1, kan flere forskellige valg af by og b1 kan give samme sum. Dette kan lgses
ved at indeksere summen fra 1 og justere veerdien af b .
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da b;qi/qiv1 < bigifair1q; <1fori=0,1,.... Vivil nu vise at

T

b; <1+

——log N 12
- log (K +1) 08 £¥s (3.12)

=0

hvor hver b; kommer fra Ostrowskireprsesentationen (3.9) af N, og K er den gvre
begrensning af a; for ¢ = 1,2,.... Dette vil vi vise ved induktion pa r. For N > 1

definerer vi .
o(N) =) b
i=0

Her er det ngdvendigt at overveje to tilfzelde i induktionsstarten, da ¢qo < ¢;. Hvis
go = ¢1 = 1 vil man i princippet kunne fjerne leddet bygg fra summen i (3.9) og
leegge by til leddet b1q;. Da vil induktionsstarten vaere med veerdien r = 1, og vi far
at

1§J(N):b0+b1:N<q2§a2+1§K+1

Hvis gy < g1 vil vi i stedet have induktionsstarten i = 0, og vi far da at

1<o(N)=by=N<q@<a+1<K+1.

For 1 < N < K + 1 vil det derfor veere tilstrackkeligt for induktionsstarten at vise,
at

K
N<1l4+ —F—F—
- +1og(K+1)

log N.

Dette kan vi vise ved at betragte funktionen f(z) = z — (K/log(K +1))logz.
Observer at f(1) = f(K 4+ 1) = 1 og f er konveks med minimum pa intervallet
[1, K +1],sa for N € [1, K + 1] vil

J(N) =N log N <1,

K
log (K +1)

som giver det gnskede resultat. Nu antager vi at er sand for r — 1 og viser
det ogsa gaelder for r. Betragt et naturligt tal N, hvor 1 < ¢, < N < ¢,41. Fra
Ostrowskireprassentationen af N kan vi skrive N = b,.q.+ N, _1, hvor 0 < N,._1 < g,.
Antag N,_1 > 0. Daer o(N) = b, + 0(N,—1). Fra induktionshypotesen fas da, at

o(N)<b.+1+ log N,._1.

K
log (K +1)

Da N > b,.N,_1 + N,_1, vil derfor

K N
< 1 . 1
o(N)<b, + +log(K+1)10g<bT+1> (3.13)

Vi antager nu, at N,_1 = 0. Da vil N = b,.q,, s 0(N) = b,. Da ¢, > 1 vil vi derfor
fa at
N brqr




Dermed er log(N/(b, + 1)) > 0, sa uligheden i (3.13]) holder ogsa for N,_; = 0.
Da 1 <b, < a,q1 < K og funktionen g(z) = z/logx er voksende for x > 0, vil

b,
log(b, +1) <

b= — " log(b, + 1).
log(by + 1) og(br +1)

_ K
log (K + 1)
Indsaettes dette i (3.13)), fas at

a(N) <

S ) (log(b; +1) + (log N' — log (b, + 1)))

<14+ ———logN.
- +log(K+1) o8

Dette bekraefter ([3.12]).

Nu mangler vi kun at finde en gvre greense for 7 i (3.11)). Vi viser derfor at ¢; > ¢!
ved induktion pa ¢ > 0. For ¢ = 0 ser vi at

2 —1

q0 _\/5+1 ¥

Tilsvarende for ¢ = 1 er
¢ =a1g0+q-1>qo=1=¢".
Vi antager nu ¢; > ©I=1 for j <i. Daer
Qi1 =i+ Gio1 =@+ T =0 (o +1) = ¢,
da netop den valgte ¢ opfylder, at p? = ¢ + 1. Dermed har vi vist, at ¢; > ¢’ ! for

i>0. Davil N >¢q. > "7t sar < (logN)/loge + 1. Fra (3.11) og (3.12) folger
det da, at

log N K
< 14141+ ——-+——1ogN
~ logy MR +log(K—i—l) o8

=3+ ! + K log N
N logp log (K +1) o8

NDN((U)

3.2 Van der Corputfglgen

En anden fglge som har lav diskrepans er Van der Corputfelgen. Et ikke-negativt
heltal n — 1 skrives ud fra dets repraesentation i 2-talssystemet, sa

s
n—1 :Zanj.
7=0
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Herera; € {0,1} foralle j =0,1,...,s. Van der Corputfelgen w = (z,),n =1,2,...
defineres da ud fra n’s repraesentation i 2-talssystemet som

S
T, = g aj2_3_1.
j=0

Elementerne i Van der Corputfglgen vil derfor veere

1131535719 51331171
'27474°8°8°8816’16° 16’16’ 16° 16" 16" 16"
sa denne opfylder, at =, € [0, 1] for alle n € N.

Saetning 3.14. Stjernediskrepansen D% (w) til Van der Corputfslgen w = (x,) op-

fylder, at
log(N + 1)

N D3} <
~n(w) log 2

Bewvis. Lad N vare et naturligt tal med repraesentationen N = 2"t 4 2h2 - 4 2hs
i 2-talssystemet, hvor 0 < hy < hs_1 < ... < hy < hy. Vi opdeler intervallet [1, N] i
s disjunkte intervaller Mj, sa

My = [1+2" 42k 4 ol ol L ohe 4 ohi]

ogj=1,2,...,s. Videfinerer My = [1, 2h1]. Bemerk at hvert heltal i [1, N] ligger
i ngjagtig et interval M;. Hvert interval M; indeholder 2" heltal n, som hver iszer
entydigt kan skrives som

hy—1

j—1
n=1+> 2"+ > a2,
k=1 =0

hvor a; € {0,1}. Det vides, at der findes 2" kombinationer af disse a;. Vi ser over,
at vi har repraesentationen af n — 1 i 2-talssystemet staende. Dermed ma hvert af
de fgrste N elementer af Van der Corputfglgen kunne skrives som

Jj—1
T, = Z 27}7”“71 =+ Z ai27i71 =, + Z 04'271-71,
k=1 =0 =0

hvor

j—1 j—1 hj—1
1 1 ,

0<y;=> 2‘hk—1=§§ Pl <3 Y 2= 1<

k=1 k=1 =1

Hvis vi lader n gennemgé alle 2" heltalsveerdier i M; vil Z:ZO_I a;27"1 have
veerdierne
0,27M,2. 270 3. 27k (2h —1) 27

i en eller anden rackkefglge. Vi definerer delfplgen w; af Van der Corputfslgen til at
besta af z,, fra Van der Corputfglgen, hvor n € M;. Dermed vil Van der Corputfglgen
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blive delt i s delfglger w;, j =1,2,...,s, med 2"i elementer i hver, og alle x,, fra Van
der Corputfglgen er i preecis én delfglge w;. Da hver w; er endelig og har alle sine
elementer i [0, 1] kan raekkefplgen af elementerne i w; sendres til at veere i stigende
reekkefglge uden at sendre pa diskrepansen til w;. Seetning medfgrer, at

D 1 i-1 2i—1
o (Wj) = oh;+1 +i:f§‘?¥2h_7 Yi T om T g
< 1 1 < 1
= gt P T ghET | S g
Fra Seetning fas da, at
S 1
h; _
NDy(w) <> 2 Yo =

j=1

Nu mangler vi kun at finde en gvre greense for s. Vi ser, at

N:iw zizs—kzr‘—l,
k=1 k=1

sa )
s < 7og(N + 1) .
- log 2
Dermed er log(N + 1)
¥ og(/V +
ND < == 7
Nw) = log 2
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