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1 Indledning

Forestil dig en følge (xn), n = 1, 2, . . . best̊aende af reelle tal. Betragt nu decimalde-
lene til hvert element, {xn}, i følgen, som alle ligger i intervallet I = [0, 1). Hvordan
ville du tænke en uniformt fordelt følge p̊a I ser ud? For endelige følger er det
naturligt at tænke p̊a følger, hvor distancen mellem alle p̊afølgende elementer er
konstant, s̊a følgerne er p̊a formen (xn) = (n/N), hvor n = 0, 1, . . . , N − 1. Hvis
vi i stedet vender blikket mod uendelige følger, da er det naturligt at tænke p̊a, at
en uniformt fordelt følge p̊a I kunne ligne den uniforme fordeling fra statistik n̊ar
n → ∞. Her er det naturligt se p̊a følger, som best̊ar af tilfæligt genererede tal i
I. Hvis vi i stedet ser p̊a deterministiske følger, kan vi igen se p̊a følger af typen
(nα) for et vilk̊arligt reelt tal α. Vi ser, at n̊ar α = p/q, hvor p, q ∈ N, da vil
{kα} = {(q + k)α} for k = 0, 1, . . .. Det vil sige, at følgen ({nα}) best̊ar af æk-
vidistante punkter i [0, 1), men den tager kun q forskellige værdier. Hvis α i stedet
er irrational, da vil alle værdier af {nα} være forskellige og ikke ækvidistante, s̊a I
stort set bliver tildækket af punkter i ({nα}) n̊ar n → ∞. N̊ar vi ser p̊a (nα) mod
1, afhænger opførslen af følgen alts̊a i stor grad af, om α er rational eller irrational.
Desuden m̊a vi have os en definition, som kan afgøre, om s̊a forskellige følger begge
kan være uniformt fordelt mod 1 (u.d. mod 1).

Definitionen af en følge, som er u.d. mod 1 blev udviklet af Hermann Weyl i 1916
[5, s. vii]. Lad A([a, b);N ; (xn)) være antal punkter ({xn}), som ligger i [a, b) ⊆ I,
n̊ar 1 ≤ n ≤ N . Da definerer vi, at (xn) er u.d. mod 1, hvis der for alle [a, b) ⊆ I
gælder, at

lim
N→∞

A([a, b);N ; (xn))

N
= b− a.

Det vil sige, at andelen af elementerne i følgen, som ligger i [a, b) asymptotisk m̊a
tilsvare andelen af I, som [a, b) udgør. Lidt upræcist kan man sige, at elementerne
i en uendelig følge m̊a næsten tildække intervallet I, hvilket tilsvarer den kendte
uniforme fordeling fra statistik. MedWeyls definition er det klart, at (nα) ikke er u.d.
mod 1, n̊ar α er rational. Vi ser nemlig, at et meget lille interval, som indeholder et
af de q punkter, hvor ({nα}) tager værdier, vil indeholde mange elementer fra denne
følge, mens et langt større interval mellem s̊adanne to punkter ikke vil indeholde
nogle elementer af følgen. I stedet peger Weyls definition af u.d. mod 1 i retning af,
at (nα) er u.d. mod 1, n̊ar α er irrational. Dette vil blive vist senere i opgaven.

Weyl stod dog ikke kun bag definitionen af u.d. mod 1. Han viste ogs̊a et meget
brugbart kriterium, som er tilstrækkeligt og nødvendigt for at kunne afgøre, om en
følge er u.d. mod 1. Weyls kriterium fortæller, at (xn) er u.d. mod 1 hvis og kun
hvis

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πihxn = 0

for alle heltal h ̸= 0.

Et naturligt spørgsm̊al, som følger efter at have afgjort, om en følge er u.d. mod 1,
er ”hvor godt” eller ”graden af” uniform fordeling, som denne følge har. Dette giver
ophav til definitionen af diskrepans, som kan forst̊as som afvigelsen fra den ideelle
uniforme fordeling, n̊ar man ser p̊a de første N elementer af (xn). Diskrepansen DN
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bliver derfor defineret som

DN ((xn)) = sup
[a,b)⊆I

∣∣∣∣A([a, b);N ; (xn))

N
− (b− a)

∣∣∣∣ .
Hvis vi vender tilbage til følgen (nα), s̊a kan man overveje, hvilke irrationale α,
som giver den laveste diskrepans. Her viser det sig, at det er de irrationale α,
som d̊arligst kan tilnærmes af rationale tal ved diofantisk tilnærmelse, der giver den
laveste diskrepans til (nα).

Denne oppgave vil introducere os til teorien knyttet til uniformt fordelte følger mod 1.
Først vil uniform fordeling mod 1 defineres, og derefter vil fokus være p̊a sætninger,
som kan bruges til at afgøre, om en given følge er u.d. mod 1. Den mest centrale
sætning her er Weyls kriterium. Vi skal s̊a se p̊a flere eksempler p̊a følger, som er
u.d. mod 1. Her vil (nα), n = 1, 2, . . ., hvor α er irrational, og delfølger af denne
være et tilbagevendende eksempel.

Det næste kapitel vil have som m̊al at kvantificere graden af eventuel uniform fordel-
ing for følger. Her prøver vi at finde en nedre grænse for diskrepansen, og vi vil
derefter se p̊a eksempler p̊a følger, som har en diskrepans, der er meget tæt p̊a
denne nedre grænse. Vi ser specifikt p̊a to følger, nemlig (nα) og Van der Cor-
putfølgen.

Resultaterne her fra opgaven kan fint udvides til Rn, hvor decimaldelen af punkter
i stedet vil ligge i [0, 1]n. Beviserne i flere dimensioner vil ofte følge samme ideer
som her, men notationen og de tekniske udregninger vil være mer komplicerede, s̊a
derfor har vi valgt at nøjes med en dimension.
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2 Uniformt fordelte følger modulo 1

N̊ar vi arbejder med uniformt fordelte følger modulo 1 (forkortes u.d. mod 1), s̊a ser
vi p̊a fordelingen af decimaldelen af elementerne i en følge (xn) best̊aende af reelle
tal. Decimaldelen til et reelt tal skrives som {x} = x− [x], hvor [x] er lig det største
heltal, som er mindre end eller lig x. Hvis en følge (xn) skal være u.d. mod 1, m̊a
ethvert interval [a, b) i enhedsintervallet I = [0, 1) indeholde andelen af elementerne
i følgen ({xn}), som asymptotisk tilsvarer længden af intervallet [a, b). Dette giver
følgende definition.

Definition 2.1. Lad ω = (xn), n = 1, 2, . . . være en følge best̊aende af reelle tal.
For N ∈ N og E ⊆ [0, 1) definerer vi tællefunktionen A s̊aledes at A(E;N ;ω) er lig
antal elementer i (xn), hvor 1 ≤ n ≤ N og {xn} ∈ E. Følgen ω er da u.d. mod 1 ,
hvis der for alle par af reelle tal a, b, som opfylder 0 ≤ a < b ≤ 1, gælder at

lim
N→∞

A([a, b);N ;ω)

N
= b− a. (2.1)

Vi ser at tællesunktionen A er tæt knyttet til indikatorfunktionen p̊a E ⊆ R, som
er funktionen 1E : R→ {0, 1}, hvor

1E(x) =

{
1 hvis x ∈ E.

0 ellers.

Ligning (2.1) kan da skrives p̊a andre former, som kan være nyttige til at afgøre, om
en følge er u.d. mod 1.

Lemma 2.2. Lad (xn), n = 1, 2, . . . være en følge best̊aende af reelle tal og E =
[a, b) ⊆ I være et interval med indikatorfunktionen 1E. Følgen (xn) er u.d. mod 1
hvis og kun hvis

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

1E({xn}) =
∫ 1

0

1E(x) dx. (2.2)

Bevis. Det gælder at 1E(x) = 1 for alle {xn} ∈ E. Dette medfører, at

N∑
n=1

1E({xn}) = A(E;N ; (xn)). (2.3)

Desuden er ∫ 1

0

1E(x) dx = b− a.

Derfor er (2.2) ækvivalent med (2.1).

Kontinuerte funktioner kan tilnærmes med trappefunktioner, som er linære kombi-
nationer af indikatorfunktioner. Dermed kan kontinuerte funktioner bruges til at
afgøre om en følge er u.d. mod 1 som i Lemma 2.2.
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Sætning 2.3. En følge (xn), n = 1, 2, . . . best̊aende af reelle tal er u.d. mod 1 hvis
og kun hvis for enhver kontinuert funktion f : [0, 1] → R gælder at

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f({xn}) =
∫ 1

0

f(x) dx. (2.4)

Bevis. Antag (xn) er u.d. mod 1 og inddel intervallet [0, 1] i delintervallerne [ai, ai+1],
hvor i = 0, 1, . . . , k − 1, s̊a a0 = 0 og ak = 1. Betragt funktionen f : [0, 1] → R hvor

f(x) =
∑k−1

i=0 di1[ai,ai+1)
(x), di ∈ R for i = 0, 1, . . . , k − 1. Da vil (2.2) give at

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f({xn}) = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

k−1∑
i=0

di1[ai,ai+1)({xn})

=

k−1∑
i=0

di lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

1[ai,ai+1)({xn})

=

k−1∑
i=0

di

∫ 1

0

1[ai,ai+1)(x) dx

=

∫ 1

0

k−1∑
i=0

di1[ai,ai+1) dx

=

∫ 1

0

f(x) dx.

Det vil sige, at (2.4) holder for trappefunktioner. Nu vil vi vise at (2.4) holder for
alle kontinuerte funktioner f : [0, 1] → R. Da alle kontinuerte funktioner defineret
p̊a et lukket interval er Riemann-integrable, vil der for alle ε > 0 findes en inddeling
af intervallet [0, 1] s̊a differencen mellem oversummen O(x) og undersummen U(x)
hørende til funktionen f vil være mindre end ε. Det giver at∫ 1

0

(O(x)− U(x)) dx ≤ ε.

Da over- og undersummer opfylder at U(x) ≤ f(x) ≤ O(x) for alle x ∈ [0, 1] vil∫ 1

0

f(x) dx− ε ≤
∫ 1

0

O(x) dx−
∫ 1

0

(O(x)− U(x)) dx =

∫ 1

0

U(x) dx. (2.5)

Tilsvarende er ∫ 1

0

O(x) dx ≤
∫ 1

0

f(x) dx+ ε. (2.6)

Da over- og undersummer netop er p̊a formen
∑k−1

i=0 di1[ai,ai+1)
(x), vil (2.4) gælde

for U og O, s̊a ∫ 1

0

U(x) dx = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

U({xn}), (2.7)
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og ∫ 1

0

O(x) dx = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

O({xn}). (2.8)

Desuden er

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

U({xn}) ≤ lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

f({xn})

≤ lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f({xn})

≤ lim sup
N→∞

1

N

N∑
n=1

f({xn})

≤ lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

O({xn}). (2.9)

Hvis man sammensætter (2.5) - (2.9), da vil man opn̊a∫ 1

0

f(x) dx− ε ≤ lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f({xn}) ≤
∫ 1

0

f(x) dx− ε,

og dermed at (2.4) gælder for en vilk̊arlig kontinuert funktion f : [0, 1] → R.

Nu vil vi vise den modsatte implikation. Betragt følgen (xn), n = 1, 2, . . . best̊aende
af reelle tal, og antag (2.4) gælder for alle kontinuerte funktioner f : [0, 1] → R. Lad
[a, b) ⊆ [0, 1]. Da vil for alle ε > 0 eksistere to kontinuerte funktioner U,O : [0, 1] →
R s̊aledes U(x) ≤ 1[a,b)(x) ≤ O(x) for alle x ∈ [0, 1], samt

∫ 1

0
(O(x)− U(x)) dx ≤ ε.

Dette implicerer

b− a− ε =

∫ 1

0

1[a,b)(x) dx− ε ≤
∫ 1

0

O(x) dx− ε ≤
∫ 1

0

U(x) dx. (2.10)

Tilsvarende f̊as at ∫ 1

0

O(x) ≤ b− a+ ε. (2.11)

Da vi antog, at (2.4) gælder for alle reelle, kontinuerte funktioner p̊a [0, 1], og dermed
ogs̊a for U og O, vil ∫ 1

0

U(x) dx = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

U({xn}) (2.12)

og ∫ 1

0

O(x) dx = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

O({xn}) (2.13)
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At U(x) ≤ 1[a,b)(x) ≤ O(x) for alle x ∈ [a, b) og (2.3) gælder, giver at

N∑
n=1

U({xn}) ≤
N∑

n=1

1[a,b)({xn}) = A([a, b);N ; (xn)) ≤
N∑

n=1

O({xn}). (2.14)

Kombineres (2.10) - (2.14), f̊ar vi at

lim
N→∞

A([a, b);N ; (xn))

N
= b− a.

og dermed at (xn) er u.d. mod 1.

Da 1-periodiske, komplekse, kontinuerte funktioner kan tilnærmes med reelle, kon-
tinuerte funktioner, kan disse ogs̊a bruges til at afgøre, om en følge er u.d. mod
1.

Korollar 2.4. Følgen (xn) er u.d. mod 1 hvis og kun hvis for alle 1-periodiske
kontinuerte funktioner f : R→ C gælder at

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(xn) =

∫ 1

0

f(x) dx. (2.15)

2.1 Weyls kriterium

Korollar 2.4 kan forenkles, s̊a det ikke er nødvendigt at tjekke om alle 1-periodiske,
kontinuerte funktioner f : R→ C opfylder (2.15) for at kunne afgøre om en følge er
u.d. mod 1. Funktioner f : R → C p̊a formen f(x) = e2πihx, h ∈ Z \ {0} opfylder
nemlig b̊ade at være kontinuerte og 1-periodiske, og det viser sig at benyttelsen af
disse funktioner i (2.15) er tilstrækkelig til at kunne vise om en følge er u.d. mod 1.
Det hænger sammen med at {e2πihx|h ∈ Z} er en basis for L2([0, 1]) og samles i en
sætning kaldet Weyls kriterium.

Sætning 2.5 (Weyls kriterium). Følgen (xn), n = 1, 2, . . . best̊aende af reelle tal er
u.d. mod 1 hvis og kun hvis

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πihxn = 0 (2.16)

for alle heltal h ̸= 0.

Bevis. Lad (xn), n = 1, 2, . . . være en følge best̊aende af reelle tal, som er u.d. mod
1. Da f : R→ C, hvor f(x) = e2πihx, h ∈ Z \ {0} er b̊ade kontinuert og 1-periodisk,
giver Korollar 2.4 at

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πihxn =

∫ 1

0

e2πihx dx =
1

2πih
(e2πih − 1) = 0. (2.17)
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Antag nu, at (xn) opfylder (2.16) for alle heltal h ̸= 0. Lad ε > 0 og f : R→ C være
kontinuert og 1-periodisk. Weierstrass’ approksimationssætning [3, s. 202] giver da
at der eksisterer et trigonometrisk polynomium P s̊a

∥f − P∥∞ = sup
0≤x≤1

|f(x)− P (x)| < ε. (2.18)

Da er∣∣∣∣∣
∫ 1

0

f(x) dx− 1

N

N∑
n=1

f(xn)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ 1

0

f(x) dx−
∫ 1

0

P (x) dx+

∫ 1

0

P (x) dx

− 1

N

N∑
n=1

P (xn) +
1

N

N∑
n=1

P (xn)−
1

N

N∑
n=1

f(xn)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)− P (x) dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

P (x) dx− 1

N

N∑
n=1

P (xn)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣ 1N
N∑

n=1

(P (xn)− f(xn))

∣∣∣∣∣ .
Ligning (2.18) medfører at det første og tredje led over vil være mindre end ε. Da

P er en lineær kombination af trigonometriske polynomier vil
∫ 1

0
P (x) dx = 0 som i

(2.17). Grænseværdien i (2.16) medfører, at n̊ar N er tilstrækkelig stor, da vil∣∣∣∣∣
∫ 1

0

P (x) dx− 1

N

N∑
n=1

P (xn)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣0− 1

N

N∑
n=1

P (xn)

∣∣∣∣∣ < ε.

Dermed vil man for N tilstrækkelig stor opn̊a, at∣∣∣∣∣
∫ 1

0

f(x) dx− 1

N

N∑
n=1

f(xn)

∣∣∣∣∣ < 3ε,

s̊a fra Korollar 2.4 kan vi kan konkludere (xn) er u.d. mod 1.

Vi vil nu se nogle eksempler p̊a, at Weyls kriterium kan bruges til b̊ade at vise en
følge er u.d. mod 1, samt at en følge ikke er u.d. mod 1.

Eksempel 2.6. Vi vil nu se p̊a følgen (nα), n = 1, 2, . . ., hvor α er irrational. Da∑N
n=1 e

2πihnα er en geometrisk sum, vil

∣∣∣∣∣ 1N
N∑

n=1

e2πihnα

∣∣∣∣∣ =
∣∣e2πihNα − 1

∣∣
N |e2πihα − 1|

.

Da
∣∣e2πihNα

∣∣ ≤ 1, vil
∣∣e2πihNα − 1

∣∣ ≤ 2. Desuden er∣∣e2πihα − 1
∣∣ = √

−2 cos 2πhα+ 2 = 2 |sinπhθ| .
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Dette medfører, at ∣∣∣∣∣ 1N
N∑

n=1

e2πhnα

∣∣∣∣∣ ≤ 1

N |sinπhα|
→ 0

for N → ∞. Fra Weyls kriterium f̊ar vi, at følgen (nα) er u.d. mod 1.

Eksempel 2.7. Vi vil nu se nærmere p̊a om følgen (log n), n = 1, 2, . . . er u.d. mod
1. Lad F : [1, N ] → C være en kontinuert og differentiabel funktion, hvor N ∈ N.
Eulers summationsformel [6, s. 10] giver, at

1

N

N∑
n=1

F (n) =
1

N

∫ N

1

F (x) dx+
F (1) + F (N)

2N
+

1

N

∫ N

1

(
{x} − 1

2

)
F ′(x) dx.

(2.19)

Lad F (x) = e2πi log x i (2.19). Det ses, at det andet led p̊a højresiden g̊ar mod 0 for
N → ∞. Det tredje led p̊a højresiden opfylder, at

1

N

∣∣∣∣∣
∫ N

1

(
{x} − 1

2

)
2πie2πi log x

x
dx

∣∣∣∣∣ ≤ 1

N

∫ N

1

∣∣∣∣{x} − 1

2

∣∣∣∣ |2πi|
∣∣e2πi log x

∣∣
x

dx

≤ 1

N

∫ N

1

∣∣∣∣{x} − 1

2

∣∣∣∣ 2πx dx

≤ 1

N

∫ N

1

π

x
dx

= π
logN

N
.

Dermed vil det tredje led p̊a højresiden af (2.19) g̊a mod 0 for N → ∞. Det første
led p̊a højresiden af (2.19) er lig

1

N

∫ N

1

e2πi log x dx =
Ne2πi logN − 1

N(2πi+ 1)
.

Det vil sige, at

lim
N→∞

1

N

∫ N

1

e2πi log x dx = lim
N→∞

e2πi logN

2πi+ 1
.

Denne grænseværdi er ikke lig 0. Hvis den skal være lig 0, m̊a

lim
N→∞

e2πi logN = 0. (2.20)

Dette medfører, at logN m̊a nærme sig heltalsværdier, n̊ar N er stor. Dette kan
ske ved at alle værdier af logN samler sig om et bestemt heltal, n̊ar N er stor,
men dette er ikke muligt, da logN → ∞ for N → ∞. Derfor m̊a værdierne til
logN i stedet nærme sig heltalsværdier ved at nærme sig et heltal og s̊a ”hoppe”
videre til at nærme sig et større heltal igen og igen. Dette er dog heller ikke muligt,
da (logN)′ = 1/N , s̊a afstanden mellem værdierne af logN vil blive vilk̊arlig lille.
Dette resulterer i, at værdierne logN ikke kun kan samle sig om heltal, men i stedet
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vil ligge vilk̊arligt tæt mellem heltallene. Derfor kan (2.20) umuligt være opfyldt.
Da summen af de to andre led p̊a højresiden af (2.19) konvergerer mod 0, vil

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πihxn = lim
N→∞

e2πi logN

2πi+ 1

ikke være lig 0 for h = 1, og Weyls kriterium giver da at (xn) ikke er u.d. mod 1.

Der findes mange andre familier af følger, hvor Weyls kriterium kan bruges til at
vise, at om er u.d. mod 1. Sætningen under er en konsekvens af Weyls kriterium,
som ofte kan være nyttig i praksis.

Sætning 2.8 (Fejérs sætning). Lad (f(n)), n = 1, 2, . . . være en følge best̊aende af
reelle tal, hvor ∆f(n) = f(n+ 1)− f(n) er monoton. Antag desuden, at

lim
n→∞

∆f(n) = 0 (2.21)

og
lim
n→∞

n |f(n)| = ∞. (2.22)

Da er (f(n)) u.d. mod 1.

Bevis. Først vises en ulighed, som vil blive taget i brug senere i beviset.

Lad u, v ∈ R. Da vil∣∣e2πiu − e2πiv − 2πi(u− v)e2πiv
∣∣ = ∣∣∣e2πi(u−v) − 1− 2πi(u− v)

∣∣∣
= 4π2

∣∣∣∣∫ u−v

0

(u− v − x) e2πix dx

∣∣∣∣
≤ 4π2

∣∣∣∣∫ u−v

0

(u− v − x) dx

∣∣∣∣
= 2π2(u− v)2. (2.23)

For u = hf(n+ 1) og v = hf(n), h ∈ Z \ {0}, vil (2.23) medføre at∣∣∣∣e2πihf(n+1)

∆f(n)
− e2πihf(n)

∆f(n)
− 2πihe2πihf(n)

∣∣∣∣ ≤ 2π2h2 |∆f(n)| .
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Da følger det, at∣∣∣∣e2πihf(n+1)

∆f(n+ 1)
− e2πihf(n)

∆f(n)
− 2πihe2πihf(n)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣e2πihf(n+1)

∆f(n+ 1)
− e2πihf(n)

∆f(n)
+

e2πihf(n+1)

∆f(n)
− e2πihf(n+1)

∆f(n)
− 2πihe2πihf(n)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣e2πihf(n+1)

∆f(n)
− e2πihf(n)

∆f(n)
− 2πihe2πihf(n)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣e2πihf(n+1)

∆f(n+ 1)
− e2πihf(n+1)

∆f(n)

∣∣∣∣
≤ 2π2h2 |∆f(n)|+

∣∣∣e2πihf(n+1)
∣∣∣ ∣∣∣∣ 1

∆f(n+ 1)
− 1

∆f(n)

∣∣∣∣
= 2π2h2 |∆f(n)|+

∣∣∣∣ 1

∆f(n+ 1)
− 1

∆f(n)

∣∣∣∣ . (2.24)

Målet er at bruge Weyls kriterium til at vise at (f(n)) er u.d. mod 1, s̊a vi ser p̊a∣∣∣∣∣2πih
N−1∑
n=1

e2πihf(n)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=1

(
2πihe2πihf(n) − e2πihf(n+1)

∆f(n+ 1)
+

e2πihf(n)

∆f(n)

)
+

e2πihf(N)

∆f(N)
− e2πihf(1)

∆f(1)

∣∣∣∣∣
≤

N−1∑
n=1

∣∣∣∣2πihe2πihf(n) − e2πihf(n+1)

∆f(n+ 1)
+

e2πihf(n)

∆f(n)

∣∣∣∣+ 1

|∆f(N)|
+

1

|∆f(1)|

≤
N−1∑
n=1

∣∣∣∣ 1

∆f(n)
− 1

∆f(n+ 1)

∣∣∣∣+ 2π2h2
N−1∑
n=1

|∆f(n)|+ 1

|∆f(N)|
+

1

|∆f(1)|
. (2.25)

Dette fulgte fra trekantuligheden og efterfølgende (2.24). Da ∆f er monoton, vil ∆f
være enten voksende eller aftagende. Hvis ∆f er voksende vil

1

∆f(n)
− 1

∆f(n+ 1)
≤ 0

for n = 1, 2, . . . , N − 1, og

N−1∑
n=1

∣∣∣∣ 1

∆f(n)
− 1

∆f(n+ 1)

∣∣∣∣ = N−1∑
n=1

(
1

∆f(n+ 1)
− 1

∆f(n)

)
=

1

∆f(N)
− 1

∆f(1)
.
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Fra (2.25) f̊ar vi, at∣∣∣∣∣ 1N
N−1∑
n=1

e2πihf(n)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π|h|

(
1

N∆f(N)
− 1

N∆f(1)

)

+
1

2π|h|

(
1

N |∆f(N)|
+

1

N |∆f(1)|

)
+

π|h|
N

N−1∑
n=1

|∆f(n)|

≤ 1

π|h|

(
1

N |∆f(N)|
+

1

N |∆f(1)|

)
+

π|h|
N

N−1∑
n=1

|∆f(n)| .

Med tilsvarende argumenter kan overst̊aende ulighed vises, hvis ∆f er aftagende.
Ved brug af grænseværdierne i (2.21) og (2.22), kan vi da konkludere, at

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πihf(n) = 0.

Weyls kriterium giver da, at (f(n)) er u.d. mod 1.

Korollar 2.9. Lad f : [1,∞) → R være en funktion, som er differentiabel n̊ar
x ≥ x0 for en given x0 ∈ [1,∞). Hvis f ′(x) → 0 for x → ∞ ∈ [1,∞) monotont, og
x |f ′(x)| → ∞ for x → ∞, da vil følgen (f(n)), n = 1, 2, . . . være u.d. mod 1.

Bevis. Mellemværdisætningen giver, at for n ≥ x0 eksisterer c ∈ (n, n+ 1), s̊a

f ′(c) = f(n+ 1)− f(n).

Derfor opfylder f(n + 1) − f(n) betingelserne for at kunne bruge Fejérs sætning
(Sætning 2.8) for n ≥ x0. Det endelige antal n som er mindre end x0 har ingen ind-
flydelse p̊a om følgen (f(n)) er u.d. mod 1, da dette er defineret ved en grænseværdi.
Derfor kan vi konkludere, at (f(n)) er u.d. mod 1.

Fejérs sætning (Sætning 2.8), og ikke mindst Korollar 2.9, gør det lettere at bestemme
om nogle klasser af følger er u.d. mod 1.

Eksempel 2.10. Disse klasser af følger er u.d. mod 1:

i) (ank logt n), n = 2, 3, . . ., hvor a ̸= 0, 0 < k < 1 og t er vilk̊arlig.

ii) (a logt n), n = 1, 2, . . ., hvor a ̸= 0 og t > 1.

iii) (an logt n), n = 2, 3, . . ., hvor a ̸= 0 og t < 0.

Beviserne for alle tre tilfælde over er næsten ens, s̊a derfor viser vi kun det første
tilfælde i detaljer. For enkelthedens skyld gøres det med konkrete værdier for a =
1, k = 1/2 og t = 2. Lad f(x) = x1/2 log2 x, som er differentiabel p̊a (0,∞) med

f ′(x) = x− 1
2
log2 x

2
+ 2x− 1

2 log x.
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Da

lim
x→∞

logp x

xq
= 0

for alle positive reelle tal p og q, vil limx→∞ f ′(x) = 0. Fra grænseværdien over ved
vi, at der findes x0 ∈ (0,∞) s̊aledes, at f ′ er monoton for x ≥ x0. Vi ser at

xf ′(x) = x
1
2 log x

(
1

2
log x+ 2

)

er voksende p̊a hele (1,∞), samt ikke-begrænset. Derfor vil limx→∞ x |f ′(x)| = ∞.
Korollar 2.9 giver da, at (n1/2 log2 n) er u.d. mod 1.

2.2 Et metrisk resultat

I Eksempel 2.6 viste vi, at følgen (nα), n = 1, 2, . . . er u.d. mod 1, n̊ar α er irrational.
Vi vil nu se p̊a delfølger af denne følge, hvor α ikke nødvendigvis m̊a ganges med
ethvert naturligt tal, men i stedet bliver ganget med forskellige heltal. Disse heltal
kan betragtes som elementer i en følge (an), hvor n = 1, 2, . . .. Hvis vi udvælger en
bestemt følge af denne slags, vil (anα) ikke nødvendigvis være u.d. mod 1 for alle
irrationale α, men i stedet næsten alle irrationale α og dermed næsten alle reelle α.
Det viser sig, at blandt andet kædebrøksrepræsentationen til α har betydning for,
om for en given heltalsfølge (an) vil (anα) være u.d. mod 1. Derfor gives en kort
introduktion til kædebrøker.

En kædebrøk er en brøk p̊a formen

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
1

a4 + . . .

hvor a0 ∈ Z og ai ∈ N for i = 1, 2, . . .. Det gælder, at alle reelle tal er lig en
kædebrøk, hvor rationale tal er lig en endelig kædebrøk og irrationale tal er lig en
uendelig, entydig kædebrøk. For et irrationalt tal α, som er lig kædebrøken med
positive heltal a0, a1, . . . skriver man, at

α = [a0, a1, a2, . . .].

Den bedste rationale tilnærmelse til α er givet ved brøken

pn/qn = [a0, a1, . . . , an] (2.26)

med n ≥ 0, som opfylder, at ∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣
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for alle q ≤ qn. De ikke-negative tal pn og qn ̸= 0, genereres med algoritmen

p−2 = 0, p−1 = 1, pn = anpn−1 + pn−2

q−2 = 1, q−1 = 0, qn = anqn−1 + qn−2,

hvor i = 0, 1, . . .. Da vil gcd(pi, qi) = 1, og 1 = q0 ≤ q1 < q2 < . . .. Den bedste
rationale tilnærmelse pn/qn vil ogs̊a opfylde, at [5, s. 122]∣∣∣∣α− pn

qn

∣∣∣∣ < 1

qnqn+1
≤ 1

q2n
. (2.27)

Vi vil nu se et eksempel p̊a hvorfor et irrationalt tals repræsentation som kædebrøk
kan have afgørende betydning for hvorvidt (anα) er u.d. mod 1 for en given heltalsfølge
(an).

Eksempel 2.11. Lad α = [a0, a1, . . .] være et irrationalt tal med bedste ratio-
nale tilnærmelser pn/qn, n = 0, 1, 2, . . . , som i (2.26). Vi definerer nu heltalsfølgen
(qn), n = 1, 2, . . .. Da vil (qnα) ikke være u.d. mod 1. Det ser vi, da vi fra (2.27)
f̊ar, at for alle n = 1, 2, . . . er

|qnα− pn| <
1

qn
.

Dermed m̊a {qnα} < 1/qn, s̊a

lim
n→∞

{qnα} = 0,

hvilket gør, at (qnα) umuligt kan være u.d. mod 1.

I ovenst̊aende eksempel har vi skræddersyet vores valg af qn ud fra α s̊aledes at følgen
(qnα) ikke er u.d. mod 1. Hvis man i stedet begynder med en vilk̊arlig heltalsfølge,
s̊a viser det sig dog, at det er f̊a α, som gør at følgen (anα) ikke er u.d. mod 1.

Sætning 2.12. Lad (an), n = 1, 2, . . . være en følge best̊aende af distinkte heltal.
Da er følgen (anx), n = 1, 2, . . . u.d. mod 1 for næsten alle x ∈ R.

Bevis. Det er tilstrækkeligt at vise, at (anx) er u.d. mod 1 for næsten alle x ∈ [0, 1).
Det skyldes, at hvis y ∈ [k, k+1), hvor k ∈ Z, da vil {any} = {an(k+ x)} = {anx},
da an er et heltal. Hvis (anx) er u.d. mod 1 for næsten alle x ∈ [0, 1], vil mængden
B best̊aende af x ∈ [0, 1), hvor (anx) ikke er u.d. mod 1, opfylde at λ(B) = 0. Da
Lebesguem̊alet er translationsinvariant vil B+k, som er lig mængden af y ∈ [k, k+1),
hvor (any) ikke er u.d. mod 1, have Lesbesguem̊al 0. Mængden best̊aende af reelle
tal z, hvor (anz) ikke er u.d. mod 1 er lig⋃

k∈Z

(B + k) ,

som har Lebesguem̊al 0, s̊a sætningen over gælder for næsten alle z ∈ R. Dermed
kan sætningen vises ved kun at betragte x i intervallet [0, 1).
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Vi vil nu anvende Weyls kriterium. Fikser h ∈ Z \ {0}. Vi definerer funktionen

S(N, x) =
1

N

N∑
n=1

e2πihanx

hvor N ∈ N og x ∈ [0, 1). Læg mærke til at S afhænger af h. Det gælder, at

|S(N, x)|2 =
1

N2

N∑
m=1

e2πihamx
N∑

n=1

e2πihanx =
1

N2

N∑
m=1

N∑
n=1

e2πih(am−an)x.

Da
∫ 1

0
e2πih(am−an)x dx = 0 n̊ar m ̸= n, og ellers lig 1, vil

∫ 1

0

|S(N, x)|2 dx =
1

N2

N∑
m=1

1 =
1

N
.

Dette implicerer
∞∑

N=1

∫ 1

0

∣∣S(N2, x)
∣∣2 dx =

∞∑
N=1

1

N2
< ∞.

Vi definerer nu funktionerne fk : [0, 1) → [0,∞), hvor fk(x) =
∑k

N=1

∣∣S(N2, x)
∣∣2,

som opfylder 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ . . .. Da

lim
k→∞

fk(x) =

∞∑
N=1

∣∣S(N2, x)
∣∣2 ,

giver Lebesgues monoton konvergenssætning [1, s. 78], at∫ 1

0

∞∑
N=1

∣∣S(N2, x)
∣∣2 dx = lim

k→∞

∫ 1

0

fk(x) dx =

k∑
N=1

∫ 1

0

∣∣S(N2, x)
∣∣2 dx < ∞.

Dermed er
∞∑

N=1

∣∣S(N2, x)
∣∣2 < ∞

for næsten alle x ∈ [0, 1), s̊a

lim
N→∞

S(N2, x) = 0

for næsten alle x ∈ [0, 1).
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For ethvert N ≥ 1 eksisterer m ∈ N, s̊a m2 ≤ N < (m+ 1)2. Derfor gælder, at

|S(N, x)| ≤ 1

N

∣∣∣∣∣∣
m2∑
n=1

e2πihanx

∣∣∣∣∣∣+ 1

N

∣∣∣∣∣∣
N∑

n=m2+1

e2πihanx

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

m2

∣∣∣∣∣∣
m2∑
n=1

e2πihanx

∣∣∣∣∣∣+ 1

N

(m+1)2∑
n=m2+1

∣∣e2πihanx
∣∣

≤
∣∣S(m2, x)

∣∣+ 2m

N

≤
∣∣S(m2, x)

∣∣+ 2√
N

.

Det følger da, at limN→∞ |S(N, x)| = 0 for næsten alle x ∈ [0, 1]. Det vil sige, at
der for ethvert h ̸= 0 eksisterer en mængde Bh med λ(Bh) = 0 best̊aende af alle
x ∈ [0, 1), hvor limN→∞ |S(N, x)| er forskellig fra 0 eller ikke eksisterer. Da vil⋃

h∈Z\{0}

Bh

ogs̊a have Lebesguemål 0, og fra Weyls kriterium kan vi dermed konkludere, at (anx)
er u.d. mod 1 for næsten alle x ∈ [0, 1).
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3 Diskrepans

Indtil nu har fokus været p̊a at f̊a værktøjerne til at kunne afgøre, om en følge er
u.d. mod 1 eller ej. To følger, som er u.d. mod 1 kan, dog godt have forskellige
størrelser p̊a afvigelsen fra den ideelle uniforme fordeling. Det skyldes, at kravet til
at opn̊a u.d. mod 1 kun er at antall punkter i et interval m̊a vokse proportionelt med
længden af intervallet ganget med antal punkter i følgen, n̊ar antal punkter i følgen
øges. Konceptet diskrepans indføres derfor som et m̊al p̊a en følges afvigelse fra den
ideelle uniforme fordeling. Dette kan hjælpe med at kunne afgøre hvilke følger, som
er særligt tæt p̊a den ideelle uniforme fordeling.

Definition 3.1. Lad ω = (xn), n = 1, 2, . . . være en følge best̊aende af reelle tal.
Diskrepansen til de første N led af denne følge, DN defineres som

DN (ω) = sup
0≤a<b≤1

∣∣∣∣A([a, b);N ;ω)

N
− (b− a)

∣∣∣∣
hvor A er tællefunktionen fra Definition 2.1. Ofte skrives kun DN n̊ar konteksten
gør det åbenlyst, hvilken følge der er tale om.

Denne definition viser tydeligt, at der er en klar sammenhæng mellem diskrepansens
størrelse og om en følge er u.d. mod 1.

Sætning 3.2. Følgen ω = (xn), n = 1, 2, . . . best̊aende af reelle tal er u.d. mod 1
hvis og kun hvis

lim
N→∞

DN (ω) = 0.

Bevis. Antag (3.2) gælder. Da vil for alle ε > 0 eksistere M > 0, s̊aledes at for
N > M vil

sup
0≤a<b≤1

∣∣∣∣A([a, b);N ;ω)

N
− (b− a)

∣∣∣∣ < ε.

Da ∣∣∣∣A([a, b);N ;ω)

N
− (b− a)

∣∣∣∣ ≤ sup
0≤a<b≤1

∣∣∣∣A([a, b);N ;ω)

N
− (b− a)

∣∣∣∣ < ε

for alle [a, b) ⊆ [0, 1]. Vi f̊ar da, at

lim
N→∞

A([a, b);N ;ω)

N
= b− a

for alle a, b ∈ [0, 1], hvor a < b. Dermed er ω u.d. mod 1.

Antag nu, at ω er u.d. mod 1. Vi deler nu intervallet I = [0, 1] op i m ≥ 2
delintervaller, Ik, 0 ≤ k ≤ m− 1, hvor

Ik =

[
k

m
,
k + 1

m

)
.

Da vil λ(Ik) = 1/m. Siden ω er u.d. mod 1 vil der for alle ε > 0 eksistere M(m) > 0
s̊a for N > M vil ∣∣∣∣A(Ik;N ;ω)

N
− 1

m

∣∣∣∣ < ε.
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Ved at vælge ε = 1/m2 f̊ar vi uligheden

1

m

(
1− 1

m

)
<

A(Ik;N ;ω)

N
<

1

m

(
1 +

1

m

)
. (3.1)

Lad J = [a, b) ⊆ I. Da findes to intervaller J1 og J2, som begge er endelige unioner
af nogle av intervallerne Ik, s̊a J1 ⊆ J ⊆ J2. Intervallerne J1 og J2 kan vælges
s̊aledes, at de ogs̊a opfylder, at

λ(J)− λ(J1) <
2

m
og λ(J2)− λ(J) <

2

m
. (3.2)

Ved brug af samme argumentation som for (3.1) og det faktum, at alle xn i ω som
ligger i J2 ogs̊a vil ligge i J og J1, f̊as at

λ(J1)

(
1− 1

m

)
≤ A(J1;N ;ω)

N
≤ A(J ;N ;ω)

N
≤ A(J2;N ;ω)

N
≤ λ(J2)

(
1 +

1

m

)
.

Fra (3.2) f̊ar vi, at(
λ(J)− 2

m

)(
1− 1

m

)
<

A(J ;N ;ω)

N
<

(
λ(J) +

2

m

)(
1 +

1

m

)
.

Da λ(J) ≤ 1 vil

− 3

m
− 2

m2
<

A(J ;N ;ω)

N
− λ(J) <

3

m
+

2

m2

for alle N > M . Da J blev valgt vilk̊arligt, vil

DN (ω) = sup
0≤a<b≤1

∣∣∣∣A([a, b);N ;ω)

N
− (b− a)

∣∣∣∣ < 3

m
+

2

m2

for alle N > M . Dog kan 3/m+ 2/m2 blive valgt vilk̊arlig lille, s̊a derfor vil

lim
N→∞

DN (ω) = 0.

Allerede fra definitionen af diskrepans følger de første begrænsninger p̊a størrelsen
af denne. Disse begrænsninger for diskrepansen kan forbedres væsenligt, hvilket vil
blive vist senere i dette kapitel.

Sætning 3.3. For enhver følge (xn), n = 1, 2, . . . best̊aende af reelle tal, er

1

N
≤ DN ≤ 1.
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Bevis. Lad J = [a, b) ⊆ I = [0, 1]. Ud af N punkter vil højest N af dem være i J ,
s̊a

A(J ;N) ≤ N.

Desuden er λ(J) = b− a > 0, s̊a derfor vil

DN ≤ N

N
− 0 = 1.

Nu vil vi vise den anden ulighed. Lad ε > 0 og x være decimaldelen til et af de
første N elementer i følgen (xn). Betragt intervallet K = [x, x+ ε) ∩ I. Da x ∈ K,
vil

DN ≥ A(K,N)

N
− ε ≥ 1

N
− ε.

Da dette gælder for alle ε > 0 vil

1

N
≤ DN ≤ 1.

Et eksempel p̊a følger, hvor DN = 1/N , er endelige følger, hvor elementerne er
ækvidistant fordelt over [0, 1).

Eksempel 3.4. Følgen (xn) = ((n − 1)/N), n = 1, 2, . . . , N , uanset rækkefølge
p̊a elementerne, opfylder, at DN = 1/N . For at se dette, betragt intervallet J =
[a, b) ⊆ I = [0, 1). Da findes et unikt heltal k, hvor 0 ≤ k ≤ N − 1, som opfylder, at
k/N < λ(J) ≤ (k+1)/N . Da vil J indeholde mindst k og maksimalt k+1 elementer
af (xn). Da vil

DN = sup
J⊆I

|A(J ;N)− λ(J)| ≤
∣∣∣∣k + 1

N
− k

N

∣∣∣∣ = 1

N
.

Kombineres dette med Sætning 3.3, f̊as at DN = 1/N .

Det viser sig, at man faktisk kan nøjes med at betragte intervaller p̊a formen [0, a) ⊆
I = [0, 1] i stedet for alle intervaller [a, b) ⊆ I, n̊ar man skal estimere diskrepansen
til en følge. Det skyldes, at diskrepansen til en følge kan begrænses b̊ade ovenfra
og nedenfra af det som kaldes stjernediskrepansen, hvor man kun forholder sig til
intervaller [0, a) ⊆ I.

Definition 3.5. Lad ω = (xn), n = 1, 2, . . . være en følge best̊aende af reelle tal.
Stjernediskrepansen til de første N led af denne følge, D∗

N , defineres som

D∗
N (ω) = sup

0<a≤1

∣∣∣∣A([0, a);N ;ω)

N
− a

∣∣∣∣
Sætning 3.6. For diskrepans og stjernediskrepans gælder at

D∗
N ≤ DN ≤ 2D∗

N .
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Bevis. Da mængden best̊aende af intervaller p̊a formen [0, c) ⊆ I = [0, 1] er indeholdt
i mængden best̊aende af intervaller p̊a formen [a, b) ⊆ I vil

D∗
N = sup

0<c≤1

∣∣∣∣A([0, c);N ;ω)

N
− c

∣∣∣∣ ≤ sup
0≤a<b≤1

∣∣∣∣A([a, b);N ;ω)

N
− a

∣∣∣∣ = DN .

For at opn̊a den modsatte ulighed, ser vi at A([a, b);N) = A([0, b;N)−A([0, a);N),
hvor 0 ≤ a < b ≤ 1. Trekantuligheden giver derfor, at∣∣∣∣A([a, b);N ;ω)

N
− (b− a)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣A([0, b);N ;ω)

N
− b

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣A([0, a);N ;ω)

N
− a

∣∣∣∣ .
Da supremum bevarer uligheder, vil

DN ≤ 2D∗
N .

Det følgende korollar følger direkte fra Sætning 3.2 og Sætning 3.6.

Korollar 3.7. En følge ω = (xn), n = 1, 2, . . . best̊aende af reelle tal er u.d. mod 1
hvis og kun hvis

lim
N→∞

D∗
N = 0.

For en endelig følge med N elementer, vil DN ikke ændre sig, hvis man ændrer p̊a
rækkefølgen af de N elementer i følgen. Derfor kan man i sætninger vedrørende DN

i følger af længde N antage at elementerne i følgen kommer i stigende rækkefølge.
Det samme gælder for stjernediskrepansen D∗

N .

Sætning 3.8. Lad (xn), n = 1, 2, . . . , N være en følge best̊aende reelle tal, hvor
0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xN ≤ 1. Da er

D∗
N = max

i=1,2,...,N
max

(∣∣∣∣xi −
1

N

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣xi −
i− 1

N

∣∣∣∣)
=

1

2N
+ max

i=1,2,...,N

∣∣∣∣xi −
2i− 1

2N

∣∣∣∣ .
Vi henviser til [5, s. 92] for at læse beviset for Sætning 3.8.

Korollar 3.9. For for alle følger best̊aende af N elementer i I = [0, 1] vil

D∗
N ≥ 1

2N
, (3.3)

hvor følgen

(xn) =

(
2n− 1

2N

)
med n = 1, 2, . . . , N er den eneste følge i I, hvor (3.3) er en lighed.
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Bevis. Da enhver følge med N kan f̊a omrokeret sine elementer, s̊a de kommer i
stigende rækkefølge uden at p̊avirke D∗

N vil vi kunne gøre dette og anvende Sætning
3.8. Derfra følger det direkte at D∗

N ≥ 1
2N . Hvis der skal opn̊as lighed m̊a

max
i=1,2,...,N

∣∣∣∣xi −
2i− 1

2N

∣∣∣∣ = 0

s̊a

xi =
2i− 1

2N

for alle i = 1, 2, . . . , N , hvilket netop kun er den givne følge, som opfylder.

Bemærkning. At alle følger best̊aende af N elementer i I = [0, 1] opfylder (3.3) kan
ogs̊a konkluderes p̊a baggrund af Sætning 3.3 og 3.6 .

Vi vil nu se p̊a diskrepansen og stjernediskrepansen til uendelige følger ω = (xn).
For disse ser vi, at det sker regelmæssigt, alts̊a for uendelig mange N , at den nedre
grænse for stjernediskrepansen er væsentligt større end 1/2N , nemlig at D∗

N >
c logN/N .

Sætning 3.10. Lad ω være en uendelig følge best̊aende af reelle tal. S̊a er

ND∗
N (ω) > c logN

for uendelig mange naturlige tal N , og hvor c > 0 er en absolut konstant.

For at kunne bevise Sætning 3.10 har vi brug for et lemma, hvis bevis findes i [5, s.
108]. Vi definerer RN (y) = A([0, y);N)−Ny, hvor y ∈ [0, 1] og A er tællefunktionen
fra definitionen af diskrepans. For K = (a, b], 0 ≤ a < b, og y ∈ [0, 1], definerer vi
da, at for en følge (xn) best̊aende af elementer i [0, 1], er

h(K, y) = max
N∈K

(RN (y))− min
N∈K

(RN (y)) , (3.4)

hvor vi med maxN∈K (RN (y)) (resp. min) mener maksimum over alle heltalværdier
N med a < N ≤ b.

Lemma 3.11. Lad t være et naturligt tal. For ethvert interval K = (a, b] ⊆ (0,∞)
med λ(K) ≥ 4t, samt alle y, gælder at

4−t
4t∑
j=1

h(K, y + j4−t) ≥ 2−5t.

Bevis for Sætning 3.10. Det tilstrækkeligt at vise, at for alle naturlige tal N eksis-
terer et naturligt tal m, hvor 1 ≤ m ≤ N , s̊aledes at

mD∗
m(ω) > c logN. (3.5)

Det skyldes, at c logN ≥ c logm, og vi ved, at n̊arN → ∞, vil c logN → ∞. Dermed
m̊a mD∗

m(ω) → ∞, men D∗
m(ω) ≤ 1, s̊a da m̊a m → ∞. Derfor m̊a D∗

m(ω) > c logm
for uendelig mange m.
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Vi deler beviset op i to tilfælde. Antag først, at N ≥ 432. Da findes et heltal t ≥ 32,
s̊aledes at 4t ≤ N < 4t+1. Lad K = (0, 4t]. Da Lemma 3.11 gælder for alle reelle
y ≥ 0, vil dette ogs̊a gælde for y = 0, s̊a

4−t
4t∑
j=1

h(K, j4−t) ≥ 2−5t. (3.6)

Vi ser at j4−t ∈ [0, 1] for alle j = 1, 2, . . . , 4t. Derfor m̊a der eksistere x ∈ [0, 1], s̊a

4t∑
j=1

h(K, j4−t) = 4th(K,x).

Sættes dette in i (3.6), f̊as at
h(K,x) ≥ 2−5t.

Fra definitionen (3.4) af h m̊a der derfor eksistere to heltal m,n ∈ K, s̊a Rm(x) −
Rn(x) ≥ 2−5t. Hvis b̊ade |Rm(x)| < 2−6t og |Rn(x)| < 2−6t vil

Rm(x)−Rn(x) < 2 · 2−6t = 2−5t,

hvilket giver en modsigelse. Derfor m̊a |Rm(x)| ≥ 2−6t eller |Rn(x)| ≥ 2−6t. Antag
uden tab af generalitet at |Rm(x)| ≥ 2−6t. Fra definitionen af Rm vil da m ≥ 1.
Dermed vil 1 ≤ m ≤ 4t ≤ N . Siden mD∗

m(ω) ≥ |Rm(x)| for alle x ∈ [0, 1], m̊a
mD∗

m(ω) ≥ 2−6t. Vi mangler nu kun at estimere t. Da t ≥ 32 er t ≥ 32/33(t + 1)
og logN < log 4t+1. Dermed er

mD∗
m(ω) ≥ 2−6 32

33
(t+ 1) > 2−6 32

33

logN

log 4
=

logN

66 log 4
,

s̊a (3.5) er opfyldt med c = 1/(66 log 4).

I tilfældet hvor 1 ≤ N < 432 er ω endelig, s̊a vi kan benytte Korollar 3.9 til at
konkludere, at

D∗
1(ω) ≥

1

2
>

logN

66 log 4

da logN < 32 log 4. I dette tilfælde er (3.5) derfor opfyldt med m = 1 og c =
1/(66 log 4), og dermed for alle N .

Den eneste øvre grænse for DN , som vi har set indtil nu, er 1. Fra Sætning 3.10
ser vi, at en øvre grænse m̊a være større end c logN/N . Et naturligt spørgsm̊al er
dog, om der findes nogle bestemte følger, hvor diskrepansen kommer tæt p̊a denne
grænse. Svaret p̊a dette er ja, og vi skal nu se nærmere p̊a to s̊adanne følger.
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3.1 Kroneckerfølgen (nα)

I Kapitel 2 s̊a vi, at Kroneckerfølgen (nα), n = 1, 2, . . . er u.d. mod 1, n̊ar α er
irrational. Det viser sig dog, at for bestemte irrationale α bliver diskrepansen til
denne følge særdeles lav. Dette gælder blandt andet irrationale tal, hvor den bedste
rationale tilnærmelse ikke er specielt god.

Sætning 3.12. Lad α = [a0, a1, a2, . . .] være et irrationalt tal. Antag der eksisterer
et positivt reelt tal K, hvor ai ≤ K for alle i ∈ N ∪ {0}. Da opfylder følgen ω =
(nα), n = 1, 2, . . ., at

NDN (ω) ≤ 3 +

(
1

logφ
+

K

log(K + 1)

)
logN,

hvor φ = (1 +
√
5)/2.

Ovenst̊aene sætning gælder blandt andet kvadratiske irrationale tal, som er lig pe-
riodiske kædebrøker [4, s. 48]. Før beviset af sætningen over vises et lemma, som
fortæller, at diskrepansen til en følge kan begrænses ovenfra af diskrepansen til
dennes delfølger.

Lemma 3.13. Lad 1 ≤ i ≤ k, hvor i og k er naturlige tal. For hvert i, lad ωi være
en følge best̊aende af reelle tal med Ni elementer. Antag ωi har diskrepans DNi

(ωi).
Lad ω være en følge best̊aende af reelle tal, s̊aledes at ω indeholder alle elementerne
fra alle ωi for i = 1, 2, . . . , k, hvor N = N1 +N2 + . . .+Nk er antal elementer i ω.
Da vil

DN (ω) ≤
k∑

i=1

Ni

N
DNi

(ωi), (3.7)

og

D∗
N (ω) ≤

k∑
i=1

Ni

N
D∗

Ni
(ωi). (3.8)

Bevis. Vi viser kun (3.7), da beviset for (3.8) følger de helt samme linjer.

Lad J = [a, b) ⊆ I = [0, 1]. Da ethvert element i ω ogs̊a er i nøjagtig en delfølge ωi,
er

A(J,N, ω) =

k∑
i=1

A(J ;Ni;ωi).

Derfor er∣∣∣∣A(J ;N ;ω)

N
− λ(J)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

k∑
i=1

Ni

N

(
A(J ;Ni;ωi)

Ni
− λ(J)

)∣∣∣∣∣ ≤
k∑

i=1

Ni

N
DNi

(ωi).

Vi ser da, at DN (ω) er lig supremum til venstresiden over, som da vil være mindre
end eller lig højresiden.
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Bevis for Sætning 3.12. For α = [a0, a1, a2, . . .], lad 1 = q0 ≤ q1 < q2 < . . . være
defineret som i (2.26). For ethvert naturligt talN , eksisterer et ikke-negativt heltal r,
s̊aledes at qr ≤ N < qr+1. Tallet N kan da skrives som sin Ostrowskirepræsentation
[2, s. 107]

N =

r∑
i=1

biqi, (3.9)

som opfylder, at for 0 ≤ i ≤ r er 0 ≤ bi ≤ ai+1, samt br ≥ 1. Denne er unik.1

Betragt nu følgen (nα), n = 1, 2, . . . , N . Denne følge kan deles op i b0 + b1 + . . .+ br
delfølger, 0 ≤ i ≤ r, hvor bi delfølger har qi p̊a hinanden følgende tal som elementer.
Da er alle N elementer i (nα) placeret i præcis én delfølge. Vi vil nu estimere
diskrepansen for en af disse delfølger med qi elementer. Da vil elementerne i denne
delfølge kunne skrives som nα, hvor n = n0 + j, 1 ≤ j ≤ qi, samt n0, j ∈ N. Fra
(2.27) f̊as, at

α =
pi
qi

+
θ

qiqi+1
,

hvor |θ| < 1, s̊a

{nα} =

{
n0α+

jpi
qi

+
jθ

qiqi+1

}
. (3.10)

Da gcd(pi, qi) = 1 vil punkterne {n0α+ jpi/qi} kunne samles til en følge best̊aende
af qi ækvidistante punkter i stigende rækkefølge med afstand 1/qi. Siden∣∣∣∣ jθ

qiqi+1

∣∣∣∣ < 1

qi+1
,

for j = 1, 2, . . . , qi, vil ethvert element i (3.10) være lig et element {n0α + jpi/qi}
som er flyttet med en afstand mindre end 1/qi+1. Alle elementerne i (3.10) vil være
flyttet i samme retning. Lad J være et interval s̊a J ⊆ [0, 1]. Da eksisterer et heltal
k, hvor 0 ≤ k ≤ qi − 1, s̊a

k

qi
+

1

qi+1
≤ λ(J) ≤ k + 1

qi
+

1

qi+1
.

Desuden vil der gælde for denne delfølge, at

k ≤ A(J ; qi) ≤ k + 1,

hvilket medfører

Dqi ≤
∣∣∣∣k + 1

qi
+

1

qi+1
− k

qi

∣∣∣∣ = 1

qi
+

1

qi+1
.

Nu kan vi finde en øvre grænse til følgen (nα), n = 1, 2, . . . , N . Da vi opdelte denne
følge i b0 + b1 + . . . + br delfølger, hvor bi følger har qi elementer, kan vi benytte
Lemma 3.13, s̊a vi f̊ar

NDN (ω) ≤
r∑

i=0

biqiDqi ≤
r∑

i=0

bi

(
qi

qi+1
+ 1

)
≤ r + 1 +

r∑
i=0

bi, (3.11)

1Hvis q0 = q1 = 1, kan flere forskellige valg af b0 og b1 kan give samme sum. Dette kan løses
ved at indeksere summen fra 1 og justere værdien af b1.

24



da biqi/qi+1 ≤ biqi/ai+1qi ≤ 1 for i = 0, 1, . . . . Vi vil nu vise at

r∑
i=0

bi ≤ 1 +
K

log (K + 1)
logN, (3.12)

hvor hver bi kommer fra Ostrowskirepræsentationen (3.9) af N , og K er den øvre
begrensning af ai for i = 1, 2, . . .. Dette vil vi vise ved induktion p̊a r. For N ≥ 1
definerer vi

σ(N) =

r∑
i=0

bi.

Her er det nødvendigt at overveje to tilfælde i induktionsstarten, da q0 ≤ q1. Hvis
q0 = q1 = 1 vil man i princippet kunne fjerne leddet b0q0 fra summen i (3.9) og
lægge b0 til leddet b1q1. Da vil induktionsstarten være med værdien r = 1, og vi f̊ar
at

1 ≤ σ(N) = b0 + b1 = N < q2 ≤ a2 + 1 ≤ K + 1.

Hvis q0 < q1 vil vi i stedet have induktionsstarten i r = 0, og vi f̊ar da at

1 ≤ σ(N) = b0 = N < q1 ≤ a1 + 1 ≤ K + 1.

For 1 ≤ N ≤ K + 1 vil det derfor være tilstrækkeligt for induktionsstarten at vise,
at

N ≤ 1 +
K

log (K + 1)
logN.

Dette kan vi vise ved at betragte funktionen f(x) = x − (K/ log (K + 1)) log x.
Observer at f(1) = f(K + 1) = 1 og f er konveks med minimum p̊a intervallet
[1,K + 1], s̊a for N ∈ [1,K + 1] vil

f(N) = N − K

log (K + 1)
logN ≤ 1,

som giver det ønskede resultat. Nu antager vi at (3.12) er sand for r − 1 og viser
det ogs̊a gælder for r. Betragt et naturligt tal N , hvor 1 < qr ≤ N < qr+1. Fra
Ostrowskirepræsentationen af N kan vi skrive N = brqr+Nr−1, hvor 0 ≤ Nr−1 < qr.
Antag Nr−1 > 0. Da er σ(N) = br + σ(Nr−1). Fra induktionshypotesen f̊as da, at

σ(N) ≤ br + 1 +
K

log (K + 1)
logNr−1.

Da N > brNr−1 +Nr−1, vil derfor

σ(N) ≤ br + 1 +
K

log (K + 1)
log

(
N

br + 1

)
. (3.13)

Vi antager nu, at Nr−1 = 0. Da vil N = brqr, s̊a σ(N) = br. Da qr > 1 vil vi derfor
f̊a at

N

br + 1
=

brqr
br + 1

≥ 1.
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Dermed er log(N/(br + 1)) ≥ 0, s̊a uligheden i (3.13) holder ogs̊a for Nr−1 = 0.

Da 1 ≤ br ≤ ar+1 ≤ K og funktionen g(x) = x/ log x er voksende for x > 0, vil

br =
br

log(br + 1)
log(br + 1) ≤ K

log (K + 1)
log(br + 1).

Indsættes dette i (3.13), f̊as at

σ(N) ≤ 1 +
K

log (K + 1)
(log(br + 1) + (logN − log(br + 1)))

≤ 1 +
K

log (K + 1)
logN.

Dette bekræfter (3.12).

Nu mangler vi kun at finde en øvre grænse for r i (3.11). Vi viser derfor at qi ≥ φi−1

ved induktion p̊a i ≥ 0. For i = 0 ser vi at

q0 = 1 ≥ 2√
5 + 1

= φ−1.

Tilsvarende for i = 1 er

q1 = a1q0 + q−1 ≥ q0 = 1 = φ0.

Vi antager nu qj ≥ φj−1 for j ≤ i. Da er

qi+1 = ai+1qi + qi−1 ≥ φi−1 + φi−2 = φi−2 (φ+ 1) = φi,

da netop den valgte φ opfylder, at φ2 = φ+ 1. Dermed har vi vist, at qi ≥ φi−1 for
i ≥ 0. Da vil N ≥ qr ≥ φr−1, s̊a r ≤ (logN)/ logφ + 1. Fra (3.11) og (3.12) følger
det da, at

NDN (ω) ≤ logN

logφ
+ 1 + 1 + 1 +

K

log (K + 1)
logN

= 3 +

(
1

logφ
+

K

log (K + 1)

)
logN.

3.2 Van der Corputfølgen

En anden følge som har lav diskrepans er Van der Corputfølgen. Et ikke-negativt
heltal n− 1 skrives ud fra dets repræsentation i 2-talssystemet, s̊a

n− 1 =

s∑
j=0

aj2
j .
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Her er aj ∈ {0, 1} for alle j = 0, 1, . . . , s. Van der Corputfølgen ω = (xn), n = 1, 2, . . .
defineres da ud fra n’s repræsentation i 2-talssystemet som

xn =

s∑
j=0

aj2
−j−1.

Elementerne i Van der Corputfølgen vil derfor være

0,
1

2
,
1

4
,
3

4
,
1

8
,
5

8
,
3

8
,
7

8
,
1

16
,
9

16
,
5

16
,
13

16
,
3

16
,
11

16
,
7

16
,
15

16
, . . .

s̊a denne opfylder, at xn ∈ [0, 1] for alle n ∈ N.

Sætning 3.14. Stjernediskrepansen D∗
N (ω) til Van der Corputfølgen ω = (xn) op-

fylder, at

ND∗
N (ω) ≤ log(N + 1)

log 2
.

Bevis. Lad N være et naturligt tal med repræsentationen N = 2h1 +2h2 + . . .+2hs

i 2-talssystemet, hvor 0 ≤ hs < hs−1 < . . . < h2 < h1. Vi opdeler intervallet [1, N ] i
s disjunkte intervaller Mj , s̊a

Mj =
[
1 + 2h1 + 2h2 + . . .+ 2hj−1 , 2h1 + 2h2 + . . .+ 2hj

]
,

og j = 1, 2, . . . , s. Vi definerer M1 =
[
1, 2h1

]
. Bemærk at hvert heltal i [1, N ] ligger

i nøjagtig et interval Mj . Hvert interval Mj indeholder 2hj heltal n, som hver især
entydigt kan skrives som

n = 1 +

j−1∑
k=1

2hk +

hj−1∑
i=0

ai2
i,

hvor ai ∈ {0, 1}. Det vides, at der findes 2hj kombinationer af disse ai. Vi ser over,
at vi har repræsentationen af n − 1 i 2-talssystemet st̊aende. Dermed m̊a hvert af
de første N elementer af Van der Corputfølgen kunne skrives som

xn =

j−1∑
k=1

2−hk−1 +

hj−1∑
i=0

ai2
−i−1 = yj +

hj−1∑
i=0

ai2
−i−1,

hvor

0 ≤ yj =

j−1∑
k=1

2−hk−1 =
1

2

j−1∑
k=1

2−hk ≤ 1

2

hj−1∑
i=1

2−i = 2−hj − 1 < 2−hj .

Hvis vi lader n gennemg̊a alle 2hj heltalsværdier i Mj vil
∑hj−1

i=0 ai2
−i−1 have

værdierne
0, 2−hj , 2 · 2−hj , 3 · 2−hj , . . . ,

(
2hj − 1

)
2−hj

i en eller anden rækkefølge. Vi definerer delfølgen ωj af Van der Corputfølgen til at
best̊a af xn fra Van der Corputfølgen, hvor n ∈ Mj . Dermed vil Van der Corputfølgen

27



blive delt i s delfølger ωj , j = 1, 2, . . . , s, med 2hj elementer i hver, og alle xn fra Van
der Corputfølgen er i præcis én delfølge ωj . Da hver ωj er endelig og har alle sine
elementer i [0, 1] kan rækkefølgen af elementerne i ωj ændres til at være i stigende
rækkefølge uden at ændre p̊a diskrepansen til ωj . Sætning 3.8 medfører, at

D∗
2hj

(ωj) =
1

2hj+1
+ max

i=1,2,...,2hj

∣∣∣∣yj + i− 1

2hj
− 2i− 1

2hj+1

∣∣∣∣
≤ 1

2hj+1
+

∣∣∣∣yj − 1

2hj+1

∣∣∣∣ ≤ 1

2hj
.

Fra Sætning 3.13 f̊as da, at

ND∗
N (ω) ≤

s∑
j=1

2hj
1

2hj
= s.

Nu mangler vi kun at finde en øvre grænse for s. Vi ser, at

N =

s∑
k=1

2hk ≥
s∑

k=1

2s−k = 2s − 1,

s̊a

s ≤ log(N + 1)

log 2
.

Dermed er

ND∗
N (ω) ≤ log(N + 1)

log 2
.
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