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� �	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � #)�
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 ��� ���

������
� �	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #)/
!�#* �-��
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 �� ������� ��������� ��� ������

�������� ��� ������� ������� �� ���������� �������� ���� ������ ������� ������ ��
������� ��������

������ �������	

 ����� �������� �� ��!����� �� ���"�� ��� ����� �� ���� �#������� �� �����
��� ������� ���$� ��� �������������� ������ ��� ������ �� ��� ������� ������
��� ���������� �� ��� ���� %����� ��� ��������� ������� ���� ������� �� �������
���� ��� ������� ���$ ��!������ &���� ��� ������ �������� ��������� ���� �������
���������� �����������  ������ ���� "��� ��������� ��� '(��)"��� ��"��� ���
*������)"��� ��"��� 
��� � ����� "���� &�� �(������ ������� ��� ������ ��������

��� ���������� ���������� ������� ���$)�������� ������� $��������� +�,- �������
��� ����������� ����� ����������� +�.�-� &�� �
� ���� ������� �� �, ��� "����
�� /	01 ��� /2�1� 3���� ���� �� ��� ������� ������� ���� �� ���"����� ���������
��� ���"����� ���������� �� ��� �����������)��"��� �������� ���$)�������� +.4 &5-
������ "���� �� /	01 ��� �������� �� /61� ���������� ��"��� ��� ������)��������
�������� ��� ������)������� ���$� ��� ���������� ���)"���� /7�1� .��)"���� ���$� ��
��� '� ��������� ���� ��� �������� ���$)�������� �, �����
��$� &�� ������� �� /891
��� /881 �(���� ��� .4 &5������ �� ������� ���)"���� ���$� ����� ��"��� �������
������� &�� ������� �� /261 ��� ���)"���� ���$� �� � �����
��$ ������� ���� /2�1�
��� ������ �����'������ /221 ������� ��� .4 &5 ������� ��� /2:1 ������� ���
������ ���� /891� &�� �(������ �, ������� �� ��� 
��$ 
��� ��� ������
 ��� ����
������ �� ���� ��� �������� ��� ��� ����������� � ����������� ���������� �� �,
�� ���� ��� $��������� ��� �������� ��� "� ���������; ���� ���������� ����� ���
4��� 
��� � ����� "��� ��� '(��)"��� ��"���� ������������ 
��� ��������� ���
��������� ���"����� ����������� �� �� ������ �� ������� ��� �������� ��� ������ ����
��� ��������� ������ �� ����$�� ��������� "� � ������� ����������� &��� ��������
��$�� ����� ��� '(��)"��� ������������ �� ��� � .� 
���� ��� ���� �� ��� ������� ��
���� ������ ���� ��� ���� �� ��� ����������� ��� ���� ���� %���� ������ ���� ���
���� � �����'���� ������ �� ��� ������� ������ �� ��� 
���� �������� ��� �������
��� �������� ������ ������ "� %���� ������ ��� ��� ����� �� ���� �� ���� �����������
�������� ���� ������� ��� ��������� ������ ��� ������� ������ "� %���� ������ ����
� �����'���� �<��� �� ��� ������� ������ �� ��� 
���� ���������� ��� 
���� ���
%���� ������ ����� �� � ������������� ������ �� ��� ��������� �� ��� ��������� ����
��� ������"���� ����� ��� ��"��� ��� ���� ���� �� ������� ��� ���"����� ����������
�� ��� $�������� ��� ������� ��"������� ���� "� �������� �������� ����� ���
���������� ���� ��� ���������� ��� ��������� ����$��� �� 
���� ��� �, �������� ��
"����� �� ��� ����� ��� ������� &��������� �(������ �, ������� ��� ��� �����"�� ���
����� ������ ���������
�� �������� �� �,� �.� �������� ������� � ������� ���!�� �� ��� ��������� �����)

������ /	6� 9�1� �� /21� � ����� ���$)�������� �����
��$ "���� �� � ��������� �� �������
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σ = x1 + x2 = 0

x0

Reaching phase

Sliding phase

������ ��	
 ����
������� ��� �������� ��� 
������ ���
� ���� σ = x1 + x2 �������

���� ���� ������

���������� �����
�� �� �� ! �
 � "���#���$�������
����� ���������� ��%#���� ���� �
&������'$#�
�� (�) ����������� *����&��+ ���� �" ���
� %�����
 "���
 �� ��#�
�
�������+ ����� �
 �

������ "�� ���,-
�

����� ������	 
��� 
������

�*� 
'
��%
 ��� ��
����� �� ���&� 
'
��% 
���� ���.�������
 ���� � ����������

��"��� �� ��� 
���� 
����+ ��%�� ��� 
������ 
��"��� σ+ �� /���� ��%�� 0��� ���

������ 
��"��� �
 �������+ �*� ����
 ��� 
����
 �� ��� ���
� �����#������� �" ���

������ 
��"��� "�� ��� "����� ��%�� 1����+ �*� �
 � ���$���� ���������� ��
���� 2��
/�
� ���� ��&��&�
 ��� ��
��� �" � 
������ 
��"���+ ����� 
����� #� ��
����� 
��� ����
���� ��� 
������ &����#�� σ ���
 �� 3���+ ��� 
���� &����#��
 �
'%���������' ���&����
�� 3���� 2�� 
����� ���� �
 ��������� ���� 
�������� � ������� ��� ���� %���
 ���

������ 
��"��� ���&���� �� 3��� �� /���� ��%�� 2��
+ �*� ��� #� ��&���� ���� ���
���
�
+ �
 
���� �� ������ ��	� 2�� /�
� ���
� �
 ������ ��� �������� ���
�+ �����
��� 
���� ���.�����' �
 ���&�� ������
 ��� 
������ 
��"���+ ��� ��� 
����� ���
� �

������ ��� 
������ ���
�+ ����� ��� 
���� ���.�����' %�&�
 ������
 ��� ������ �����
��� 
������ 
��"����

�*� �
 � ��#�
� ��� &��
����� ���$������ ������� �������� ���� �
 �����������'
���� 
����� "�� ����������� ������#�� ������� 
'
��%
+ 
����/����'+ ������� 
'
��%

������#�� #' %������ ������������
 ��� ��
���#����
 �45!� 6� �����&� ���
� ������$

7



�� ������	
����

���� ����� � 	��
��������� 
�����
 
��� ��� 	��
��������� �
����� �����	�� �������
���� ��� �
�� �����	�
�� 
���������� ����� ������������
� ����
���� �� ��� 
�����

������ ���������� 
�� �� ����	�	 �� ����� � ���������� �� ������	 ���
���� ������	
�� ��� 	��
��������� ������ ���
���� ���� �� � !� ���� �
����� 
��������� 
�����

������ ��� �� ������
� ��� �
�	��� ������"� ���#�
���� �� � ����	��� �����	 ���
�
�	��� �����
�� ������� 
����� ���������� �� 	��������
��� $������� 
��������� 
��
�
�� �� ����	�	 ��� ���������	�� �
�	��� ��	� %$&'() ��
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����������� ��� ����)���!��� �1������ ������������ �� ����������� ��� ��� �������
�� ������ ����� � ���)������ ����������� ��������)����� ���*�������� 2����)����
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M(q)ζ̇ + C(q, ζ)ζ +D(q, ζ)ζ + g(q,RI
B) = τ(q) 3 �"4

��	
	 q ∈ R
(n−1) �� ��	 %	���
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τ(q) =

[
T (q) 06×(n−1)

0(n−1)×m I(n−1)×(n−1)

] [
τthr
τq

]
�����

�	��� T (q) ∈ R
6×m 
� �	� �	������ ��
������
�
 ����
�� τthr ∈ R

m 
� �	� ������
�� �	������ ������� �
� τq ∈ R

(n−1) �������
�� �	�  �
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������
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�� �	� m �	�������� �	�
������ �� ����&���� �����
�
��� ζ� 
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�� ��

ζ =
[
vT ωT q̇T

]T ∈ R
6+(n−1) ���'�

�	��� v �
� ω ��� �	� ����&���� �

��� �
� �
����� �����
�
�� �� �	� ���� ��
�	� ()(*+� �������
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� q̇ 
� �	� ������ ��  �

� �
��� �����
�
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���
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�
�� ��� ��
���� ��

ζd =
[
vTd ωT

d q̇Td
]T
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ξq =
[
ηT1 pT qT

]T ∈ R
7+(n−1) ���0�

�	��� η1 =
[
x y z

]T ∈ R
3 
� �	� ���
�
�
 �� �	� ���� �
� p =

[
εT η

]T
=[

ε1 ε2 ε3 η
]T ∈ R
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ξ̇q = Jq(p)ζ =

⎡
⎣ RI

B(p) 03×3 03×(n−1)

04×3 Jk,oq(p) 04×(n−1)

0(n−1)×3 0(n−1)×3 I(n−1)×(n−1)

⎤
⎦ ζ ���2�

�	��� RB
I 
� �	� �����
�
 ����
� �������

� �	� ���
�������
�
 ���� �	� 

���
��

����� �� �	� ����&���� ����� �
� Jk,oq(p) =
1
2

[
ηI3 + S(ε)
−εT

]
� ����� I3 �� ��� (3×3)

�	�
���� �
���� 

	 S(·) �� ��� ���������	��� ����
��� 	��
�	 
� �
 ���
����
 ����
�� 	��
�
� ��� 	�����	 ��
��������� 
�

ξq,d =
[
ηT1,d pTd qTd

]T
�����

� 
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����� pd =
[
εTd ηd

]T
� ��� ����	�
���	 ������ ����� �� ��
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 ��� ��
�����
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���	��	 �������� ���� �� ���	 ����	 ��

p̃ =

[
ε̃
η̃

]
=

[
ηεd − ηdε+ S(εd)ε

ηηd + εT εd

]
�����

��� ��
� ��� ��
�!�	� ����� �
	 ���	 �� ��"	�� 
�

ξ̃q =

⎡
⎣η̃1ε̃
q̃

⎤
⎦ =

⎡
⎣ η1 − η1,d
ηεd − ηdε+ S(εd)ε

q − qd

⎤
⎦ ���#�

������ ��	� $��� ��
� %�� ��� ����	�
���	� ��� ��
 �� �� �	���� ��
� p = ±pd�

����� ��������	�� �� p̃ =
[
01×3 ±1]T � $��� ��	�� ��� &� �� �
�

����� �
���%�

η2 + εT ε = 1� �� �� ��'���	� �� 

!� ε̃ → 0 ���
��� ���	 p̃ =
[
01×3 ±1]T �

�����%���� η̃ �� 	�� �	� ���� 
� 
	 �	����	��	� ��
�� �	 ���#��

��� ��
 �% ��� ��
�!�	� ���� �
 �� �� 

!� ��� ����� ������ ���#� ��	�����
�� (���� ��� ��
�!�	� ��	��� ��)������ �� �����%��� �� 

!� (ξ̃q, ζ̃) = (0, 0) 
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����� ����� 	�
	����
�
��� ����� ����	 ������

,	 ���� ������	� �� ��  �������� ��� 
��� ���	� &� �� 
	� ��� - ��  �!	��	 ���� �

���	 �� ��� ��� &� �� 
	� �� �� ��
� ��� .
����
	 �
	 ����
� ��	�� 
� 
� θ = ±π/2
�xyz���	��	���	�/ �������� �% �� ��
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�
� %��
 ��
� 
	� �� ��� .
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ξe =
[
ηT1 ηT2 qT

]T ∈ R
6+(n−1) ���*3�

����� η1 =
[
x y z

]T ∈ R
3 �� ��� �������	 �% ��� �
�� 
	� η2 =

[
φ θ ψ

]T ∈ R
3
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� ��� ��
�� ������
�� ����	 �� ��� ��4���	��
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ξ̇e = Je(η2)ζ =

⎡
⎣ RI

B 03×3 03×(n−1)

03×3 J−1
k,o 03×(n−1)

0(n−1)×3 0(n−1)×3 I(n−1)×(n−1)

⎤
⎦ ζ ���**�

����� Jk,o �� ��� .
����
	 

���0� 5� ��"	�	� ��� ������� ��
)������ 
� ξe,d =[
ηT1,d ηT2,d qTd

]T
� ��� ��
�!�	� ����� ������ �
	 �� ��"	�� 
�

ξ̃e =

⎡
⎣η̃1η̃2
q̃

⎤
⎦ =

⎡
⎣η1 − η1,d
η2 − η2,d
q − qd

⎤
⎦ ���*��

*6
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�! "! �! # 0.10 2.5  ���
$ 0.59 15.0 2
 %! &
' 0.80 20.4 3
 (! (! %
) 0.59 15.0 2
 &! %
* 0.37 9.4  ���

����� ������ ���� 	�
��
�

��� ���� ������� �+ ��� 
����� ����� ��� � ������ �+ 6.15 �! ,����� 194.1 ��!
��- �� ���,� �� ������ ���� ��� ./.01 ��� n = 9 �����-����� ����� ,��� ��-���
0.1 �! n − 1 = 8 �������� 2����� ��- m = 12 ���������� ��� ���������� �+ ����
���� ��� ��������- �� ����� ��$� /� ��� ��������� ������! 34
 �(!%�! �(!4%�! &! 4&3
����� ���� ��� ���� ��� 4 ���������
 �,� ��������� ,��� �� ���� ��� x4-��������
��- ��� ��������5�������� z4-�������� �� ��� ���� +����! ��- �,� ��������� ,��� ��
��� ��������5�������� y4-��������� ��� ��������� ���� ,��� �� ���� ��� x4-��������
��- z4-�������� ��� �����- 45 deg ���� ���� ���� ,���� �� ���� -���������� 6�����
1! 3! 5 ��- 7 ������ ����� ��� z4�7��! ��- 2����� 2! 4! 6 ��- 8 ������ ����� ���
y4�7��� 6���� �������� ������ �� ��� ���� +���� �+ ��� ���������-��� ����! ����! 2����
1 ������� ����� ��� z4�7�� �+ ���� 1� ��� �������� ���������� �����7 �� ����������-!
�� �������- �� 8�'9� ��� ��7���� ������ �+ ���� �������� �� �����7������� 60  !
,���� ��� ����� �� ��� 2���� ���:��� ��� 16  ��
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� ��� �������" �"� ����"�����" � ��� ���� � ��� -.-'/� ��� ,�����)� �)����
��� ��! ���"����� �������( ������"� �� �� ����� ��������� ������� �������� �� ���
���� � ��� -.-'/ �"��������( �� ����" �" ������ ��	� ��� ������� ����� �� ��
����� ��� ��������� ������� �"���� � �����"� ���� ���� ����"���"� � 10 � ×1.35 �
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�"� ����"�����"  ��� �" �!���"�� ��������( �� ����� ��� ,�����)� �)���� ���
��""�����( ������� '12 �� 3��/.
� ����� 3��/.
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�" ��� ��"������ ������ ���� �������" ��� �����" ��"�� �"�) �������" ���������"��
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 ������������ �� ��� ������ ��������� �� !�������� ������ ����"

������ �������� ���� #$�%$& '������� �� 
����� '����� 
����� '���� ����
��� �������� ����������� �� ��� ���� ��� ��(�� ������� �� �!����� )(�� ��(��� ��
�������� ��� ������ ��� ������� ���������� �� ��� ������� ��� ��� *���� ����������+
�� ���� �� � ������ ,����� )���� (���� �� ��� ��������� �����+ ����� ��� ����
��!�������� �� #$�%$& '�������� $� ��!��� �� ��� ,����� )����+ �� ���� ���
!������� ������������ ���� -������� ��� ��� ����������� ��� *���� ������������
���� ��� ��(��+ �� ��� ����������� ������������ ���� ��� ��(�� ���� ���� ��������
���� ����� ���� -�������� �� ������� ��� ���������+ �� ���� ������� �������� ���
�������� ��������� ��� ���� !��!�������� �� ��� ����� �������+ ����� ����� ���� ��
���� � ������ ��!!��� �� ��������� ��� ��������� ��������� �� ���� ���� #$�.
%$& '������� ���� ��� ������� ������ ��� ��������� ��������� ��� � ���(�� ��
��� ����� �� ±100+ ����� ������!����� �� ±23 $ �� ��� ����� ��� �!!�� �������
±60 /�
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�� ���� ����� �� ������ �� ��������� ��� �������� ������ ����� ��������� ���� ���
��������� ����� ����� ��� ��������� �� ������ �� � !"� #�������� ���� �� 
�� ����$
�������� ���%��� ��� ��������� ���� �� 
�� ���
������ ����������� ��� �����%������
���&�� '���%��� �� ������� ������ ��� ����������� ���� ��� �(�( %������ �
 ���
��)�� �� %��* �������%� �� ���� ���� �� ��� �$����� +�� ����� ��� ����� ������ ���
�,��� �� -���� q = 0deg.� ����� �� ���� 
�� ��������� ����� /� �����
��� ������
�� ��� � %��* ����� ���� 
�� ���� ������� ���� �� ��� �$������ /��� �� ���� �����
�� ���������� 
��� ��� �$����� �� ��� 0$����� +�� ����� �%��* ������ ����� �����
�� �,��� �� 55 deg.� �� ������ � ���� ������ ���� �� ���� �� �����%� ���� ����&����
1������ ��� ���� ���� �� 
�� ��� �$����� �������� �� � ����� ��%������ �� ����� ���
��� ��)�� ����� �� �������� ��� )����� �
 ��� )���� ������ ��� ����������� /���
�� ���� � ���������� ���� �� ����������� �� ���� �)�� �� �%�������* �����%� ����
����&��� �
��� ��� ���������� 
��� ��� �$����� �� ��� 0$�����2 ����%��� �� ���& �
%��* ���� ����� 3���� ��� ��)�� �� �� �������%� �� ����� �� ��� ���� %��* ��4���� ��
�����%� ���� ����&��� �� ��� �$����� )������ �
 ��� ����$-��� �
 ��� ���������� /�
�����
��� ����� �� ���� � ���� ���� ����� ��������� ���* ��� ��������� �����

�� ���� ����� �� ���
����� �� ���������� )* ������� ��� 5�567 �� ��� 0$�����
���8�������� ��� ����� �
��� ���� ����� ��%��� ������ 7 ��� 8 �� � �������� ������
���� ���� ���& 9 ��� ��%�� ������� �� ������ ��	
� ��� ��
������ ���������* 
�� ���
��������� ��� ����������� ��� ��� ��%����� �
 ��� ������ ��� ������ #�� ��������$
���� 
�� ��� �������� ��� ����������� �
 ��� 5�567 ��� ��� ������ ���� ���������
)* ������� ���$������ ��� ���� ����*��� � 8���� �� ������ � ���������� ���������*
)������ �����
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���� )� ��������� �� 0������  � #����
���� �� ���� ��� 3�9#: ������ �� ������ �
���������� ���������* 
�� ��� 5�567 �� 
������ #�� �*����� ���������� ���� �� ���
������ ���& �
 ��� 5�567� ��� ��� ������ ��
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χ̃1 =
[
(η̃f1,If )

T , η̃T2,f

]T
J1 = Jcf ,

����� η̃f1,If 
� ��� ���
�
�� 
�%
	�
�� �� ��� ����� ��
 	�
 η̃2,f 
� ��� ��
���	�
��

�%
	�
�� �� ��� ����
 ��
� ��� �	�� (	���
	� J1 ��� �	�� � 
� ��� ��������
 (	���
	�
Jcf � ��
�� ���	��� ��� ��
 �)'�
 %����
�
�� �� ��� ����� ��
 �� ��� ��
 �)'�

%����
� �� ��� ������ �
�� 	�
 ��� &�
�� %����
�
��� ��� �	��� �	� ���� �� ���%�

� ��
�� ��� ���
�
�� 	�
 ��
���	�
�� �� ��� ������ �
�� 	�
 ��� ��� 
������&�
��
��
���� 
� ����� �� ��� ������ �
���

��� �����
 �	�� ��
�
*�� ��� ���
�
�� 	�
 ��
���	�
�� �� ��� ������ �
�� 	�
 ���
��� 
������&�
�� ��
���� ���
�
 ��� ������ �
��� �� ��� �'�����
��� ��� ��� �	��
����� 	�
 ��� �	�� (	���
	� ��� �	�� � 	�� 	� ��������
���� � � ���	
	�� ��� �
	��
�
	�� �� 
�� ���� ���

χ̃2 =
[
(η̃b1,Ib)

T , η̃T2,b
]T

J2 = Jcb,

����� η̃b1,Ib 
� ��� ���
�
�� 
�%
	�
�� �� ��� �	�� ��
 	�
 η̃2,b 
� ��� ��
���	�
��

�%
	�
�� �� ��� �	�� ��
� ��� �	�� (	���
	� J2 ��� �	�� � 
� ��� �	�����
 (	���
�
	� Jcb� ��
�� ���	��� ��� ��
 �)'�
 %����
�
�� �� ��� �	�� ��
 �� ��� ��
 �)'�

%����
� �� ��� ������ �
�� 	�
 ��� &�
�� %����
�
���

��� ��������� %����
�
��� ζr� 	�� �	����	��
 	����

�� ��

ζr = J+
1 Λ1χ̃1 +N1J

+
2 Λ2χ̃2 ����+�

����� J+
i = JT

i (JiJ
T
i )−1 
� ��� ,
��� -�����.������ ����
��
�%���� �� ��� �	��

(	���
	� 	�
 N1 
� ��� ���� ��	�� ���&����� �� �	�� �� ��� ������
��� χi,d ���� ���
�	��	�� 	�
 )�����
 ������� 	 ��
�
���
�� ��������� )���� �� 	%�

 

�����
��
�
��
	�
 �	��� &���� 
� ��� �	����	��
 ��������� %����
�
��� ��� �	
� �	�	������ 
� ����+�
���� ��� �� Λ1 = 0.5I6×6 	�
 Λ2 = 0.5I6×6�

��� ��������� ��	&�����
�� ��� �	�� �	�� 	�� ����� 
� /
���� ���0�

�1



�� ������ �	
��
	
��	� ������ ��
��	
��� ����� 	�� ������
��
	� ��
���

��� �����	
�� ��
����� ��� �����	
�� ���
�������

��� ����	
�� ��
����� ��� ����	
�� ���
�������

������ ��	
� ��
������ ������������ 
�� ���� ���� �� ��� ������������� ����

��



������� �

�������� 	
��� ��
 �	�
�����
����

���������

���� �����	
 ���	���
��	� ��	 ��	 �� ��	 ��� ���� �������	 
���� �� ����	 ��	
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 �
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 �� ������ ��	 �
�����
 �
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��	� �	������ �	���
	�	��� �
	 ��� ��������	 �� ����
 ��	 ��� ���� �������	

���� �� ����������� ���� � � �! � ��	 ����	�"���� ����	� �� ��	� ������	��

������������	 �
 ���	 ��
����

��	 ����
�������� �� ���� �����	
 ��� �	 �����
�#	� �� �������� ��	 �
��	���
�
�
�����
 ����
�� �
���	� �� �� ����� �� $% & �� ����	� ����
 ��	 ��� ����
�������	 
����� ��	 �
��	���
� �
�����
 ����
�� �
���	� �� ���� ����	� �� ����
 ��	
��
�
���� �� ����������� ���� � � �! � ������������' ��	 �
�����
 	

�
� ��
 ��	
����
�� ��� ����
 ��	 ��� ���� �������	 
���� �� ����������� ���� ��	 � �! �
	
�
��	� �� ����	

	 �������������� �� #	
�� (	 �	�����
��	 ��	 ������������� �� ��	
�
	�	��	� ����
�� ���� ���� ����
	�	����	 ���������� ��� 	)�	
��	���� 
	������

���
���
���� �
 ���	 ��
����

���� �����	
 �� ��
����
	� �� �������� �� �	����� *�+ ��	 ��� ���� �������	 
����
�� 
��	� �� �	����� ��	 ����
�� ��� ��� ���	
�	
 �	��
� ��
 �
�����
 ��	 �	��
	�
�
��	���
� �
	 �
	�	��	� ��� ������	� �� �	����� *�,� ��	 ���������� 
	����� �
	
�
	�	��	� �� �	����� *�* ��� ��	 	)�	
��	���� 
	����� �
	 �
	�	��	� �� �	����� *�-�
�� �	����� *�. � �����	
 �����
� �� �
	�	��	��

������
����	

���� �����	
 �� ���	� �� /01' /21 ��� /+.1�

��� ��� ��	�
��
������ ����
���� 
��� ���	���� �����
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����' ����� ���� �	 ��	� ��
 �
��	���
�
�
�����
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�� ����������
�	
 ��
���
��

��������� ��	� 
��
��
����� ��� ��
����� �
��
 ������� 	
� �
�		����� ��������
�
� ��� ��	
 ����	��� ������ �������� �� ����� �� 	
� ���	 ����� !� ������
�����
���	��!�!� ��� ������	
�� �� �	 �		��!�	�� �
�		����� ��� ���� ��	 ��"!��� 	
�
���������	��� � ��� ��������	��� !���� ��!�� �� 	
� ���	!������ �� ����� 	� ����

	��� ������� ����!�� � 	
� ����	��� ������ �
� ��� ��	
 ����	��� ����� ��������
�� ���� ��� �� ���		�� �� 	
� !���	� ���

uSTA(σ) = −α|σ|1/2 sgn(σ) + v

v̇ = −βSTA sgn(σ)
#$�%&

�
��� σ �� 	
� ������� �!� ��� ��� 	
� ����	��� ����� ��� ��'��� ��

α̇ =

{
ω1

√
γ1

2 � σ �= 0

0, � σ = 0
#$�(&

���
βSTA = 2εα+ λ+ 4ε2 #$�$&

�
��� ε� λ� γ1 ��� ω1 ��� ����	��� ����	��	� ��� σ �� 	
� ������� �!� ����

��� �����	
� ��

��� ����

)� 	
�� ���	���� �� ���� ������	 	�� 	���*��� ���	��� ����  �� 	
� �)�+, �����
�� 	
� ��� ��	
 ����	��� �����- ��� �
��� ���� 	
� ��� ��	
 ����	��� ����� ��
!���� ��� ��� �
��� 	
� ��� ��	
 ����	��� ����� �� �������� ��	
 � ./��/�
�
� ������  �� 	
�� �� 	
�	 	
� ��� �� ���� ���������� 	� ���	��� �
��� 	
� ���	���
���!	 ������� �� 	
� �"!�	���  �� 	
� '��	 ������	��� � 	
� ������� ��������� ��	
 	
�
����	��� ��� ������	� � 	
� �)�+, �!�	 	
��� ��� �� ���������  �� ����!�����	�
0�� 	
� ���� �
�� ���� 	
� ����	��� ����!�����	� ��� ���������� �� !�� � ./��/�
�� �������� �� �1��� 	� ��	���	� 	
� �	�	���

����� ����	�
 
�� 
���� �� ��� ��� ���� �������� �����

)� 	
�� ���	���� � ���	��� ��� ����� �� 	
� ��� ��	
 ����	��� ����� �� ������	���

������� ��	
��
�

0�� ��� 	� �� !���� � ������� �!� ��� ����� 	� �� ��������� �
� �!� ��� �
�!��
�� �������� �!�
 	
�	 �
�� 	
� ������� �������� σ ���� 	� 2���� 	
� �	�	� ���������
�����	�	������ �������� 	� 2���� ��� �!�
 	
�	 	
� ���	��� ���!	 τ(q) ������� ��
	
� '��	 ������	��� � σ� 3�'�� x̃1 = ξ̃q� �
��� ξ̃q �� ����� �� #(��& ���

x̃2 =

⎡
⎣ RI

B(p̃) 03×3 03×(n−1)

03×3
1
2 (η̃I3 + S(ε̃)) 03×(n−1)

0(n−1)×3 0(n−1)×3 I(n−1)×(n−1)

⎤
⎦ (ζ − ζd) = Tq(p̃)ζ̃ #$�1&

�
��� ζ ��� ζd ��� ��'��� �� #(�$& ��� #(�1&� ������	������ �
� ������� �!� ��� ���
	
�� �� �
���� ��

σq = x̃1 + x̃2 ∈ R
6+(n−1) #$�4&

$5



���� �����	
� ��

��� ����

�� σq = 0� �� ���� �	� 
��� x̃1 + x̃2 = 0
 ����� x̃2 = ˙̃x1� �� ��� ����� �
�� ��

˙̃x1 = −x̃1 ��
��

�
��
 ���� ������ �
�� x̃1 ��	����� ���	��������� �	������� �	 ���	
 �	�� �����
x̃1 = ξ̃q� �
� ����� ��������� ξ̃q ���� ���	 ��	����� ���	��������� �	������ �	 ���	 ��
σq = 0
 �	  ���� �
� ��� ��� ������� �	 ���	� �� ���� ��� �
� ��! ���
 � ������
�����


������� ���	�


�	�� �� ���� �
� �	���	� ����� τ(q) �	 �� �
	��� ���
 �
�� σ̇q = uSTA� �	 �
��
σq �� σ̇q ���� ����
 ���	 �� "���� ��#�
 $	������ ����� ��  	 �	� %�	� ����
���
��	�� �
� #	 ��� �� �
		�� 	�� �	���	� ����� �	 ��

τ(q) = uSTA(σq) ��
&�

���
 σq  �"�� �� �� ��
'�
 (��
 �
�� �
	���� uSTA ������� �� σ̇q� ��  ����� 


����� ������	 	
� �

�� �� ��� ��� ���� 
�
����� �
��


�������� ���� 
 ������������ 
	����� ���� ��
�����

�� �
�� �����	�� � �	���	� ��� ���� 	� �
� ��! ���
 � ������ ����� �	#���� ���
 �
$)�*) ���� ��  ����� 
 +���� ,�����	� �
�	��� �� ���� �
	� �
�� (ξ̃e, ζ̃) = (0, 0)
�� �� ���#��	������� ������ �-��������# �	��� 	� �.
/� �� �.
//� ���
 �
� ��	�	�� 
�	���	� ���
 (� 
��� ��� �
� 0���� ������ ������������	� 	� �
� #	 �� ������	� .
/
.�
�
�� �� ������ �
� �	���	� ���
 �
� ����	� �� �
�� �
� $)�*)  	�� �	� �	�% ���

-�������	��� �� �
��� �� �
�� �  �1����� ��#��� 	� ������ �� �	����	� ������ ���	����


����
 ���
��
�

2������ ���	���� #������#���� ��� �	� ���������� � ����� 	������� 
�� �	 ��  �3
����� 
 (� ���� �	 ��� �
� �
�� 3	� �� ��� ��� #	 � 	������� ��*)� �������� ��
45�6� �� �� 
�� ���� ��	��� �	 �� 7�� �� 4'&6
 �	 ��� �
�� �
�� 3	� �� �*)� ��
����	 ��� � �
���� 	� ���������
 8�"�� x1 = ξe� �
��� ξe �� ����� �� �.
/9�� �� 
x2 = Je(η2)ζ� �
��� Je(η2)ζ �� ����� �� �.
//�
 �
�  ���#��� ��� �
�� �� �������
��

ẋ1 = x2

ẋ2 =
d

dt
(Je(η2))J

−1
e (η2)x2 +M−1(q)Je(η2)

(
− C

(
q, J−1

e (η2)x2

)
J−1
e (η2)x2

−D
(
q, J−1

e (η2)x2

)
J−1
e (η2)x2 − g(q,RI

B) + τ(q)
) ��
:�

���	������ ���� (� ����#� �
�� d
dt (Je(η2))J

−1
e (η2)x2 �� � �#��� �	�� �  ��3

��������� �
��
 �� ���� ���� d(t)


�
���� ���� 7	� ��� ��������� ����	���� !���#���	� �
/ ���� �� �����"� ����� �
�
!�!+; �� � #��
������ �����# �� 
�� � ��#��� �	���	� ������ �
��
 ���� �����
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�� ����������
�	
 ��
���
��

��� ���������	 �
 ��� 	�	��� �� 
� 
������� �
 ��� ���������	 ��� 
������ d
dt (Je(η2))

���� 
� 	���� ��� 
������� ������������ J−1
e (η2) �	 
������ 	���� �� ���	�	�	 �


�������	 ���� cos ��� sin� ��� ����������� �����	�	� �� 	����� 
� ������ ���� ���	

�		������� ����� �������� ���	 ����
 ���� 
� ��
� �	 � ����� 
�� 
����� �����

�� ��	� ����� f(·) = −C(
q, J−1

e (η2)x2

)
J−1
e (η2)x2−D

(
q, J−1

e (η2)x2

)
J−1
e (η2)x2−

g(q,RI
B) �� ������ ��� 	
��� �	�� �� ��
�� ��� ������ ��� ����� ��� ���� �� ��
��

��� �	

ẋ1 = x2

ẋ2 = d(t) +M−1(q)Je(η2)
(
f(·) + τ(q)

) �����

�� ��	
��
�� ��� ��
�������� ��� 	�������� �	 
� � !"# ��� ��
�������� ��� ���
�� ��
���� �	

˙̂x1 = x̂2 + z1

˙̂x2 = x̂3 + z2 +M−1(q)Je(η2)τ(q)

˙̂x3 = z3

���$%�

�����

z1 = k1|e1|2/3 sgn(e1)
z2 = k2|e1|1/3 sgn(e1)
z3 = k3 sgn(e1)

���$$�

��� k1 ∈ R
6+(n−1)# k2 ∈ R

6+(n−1) ��� k3 ∈ R
6+(n−1) ��� ��
�	 �� �� ���	��

������
�� �� � &" ��� � �"# ����� e1 = x1−x̂1 ∈ R
6+(n−1)� ��� ���
�� �' 
��������	

���� 	��
	(�	 ��� ��)�
������	 
� � &" ��� � �" 
	# ������
�� �� �$�"# k1 = 6L1/3#
k2 = 11L1/2 ��� k3 = 6L# ����� L ∈ R

6+(n−1) 
	 � 	�*�
����� ����� ���	�����
+��� ���� ��� ��������
��� �
����
��	 
� ���$%� ��� ���$$� ��� 
��'����� 
� ��
���������
	� ������� �� ��(�
�� e2 = x2 − x̂2 ��� e3 = −x̂3 + F (·)# �����
F (·) = d(t)+M−1(q)Je(η2)f(·)# ��� ����� �����
�	 �' ��� ,���� ��� �� ��
����
�	

ė1 = −k1|e1|2/3 sgn(e1) + e2

ė2 = −k2|e1|1/3 sgn(e1) + e3

ė3 = −k3 sgn(e1) + Ḟ (·)
. ���$-�

.' |Ḟ (·)| < Δ# ���� ��� ��
�������� ��� �����	 �� �� /��� 
� (�
�� �
�� �01"� �
���
F (·) 
	 � ����
���
�� �' d(t)# C(q, J−1

e (η2)x2)J
−1
e (η2)x2#D(q, J−1

e (η2)x2)J
−1
e (η2)x2

��� g(q,RI
B)# ��� 	
��� ��� 2.234 
	 � ������
��� 	�	���# ���	� ����
��	 �
�� ���

������ 
�(�
���� '�	�� .� 
	 �����'��� � 5��
� �		��
�
�� �� �		��� ���� Ḟ (p, ζ, η2)

	 ��������

������� ��	
��


2	 ����
���� 
��5
��	��# �� ��5� �� ��	
�� � 	�
�
�� 	��'��� �� �	� ��6� ���
	�
�
�� 	��'��� ��	 �� �� ��	
���� 	��� ���� ���� ��� 	�
�
�� 5��
���� σ ���	 ��

�-
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� ��

��� ����

����� ��� ��	�� 
	��	�
�� 	���������	

� ���
���� �� ����� 	�� ���� ��	� ��� ������

����� τ(q) 	���	�� �� ��� ���� ����
	��
� �� σ� ���� ��� 
�
����� ��	�������� ��
	
	�
	�
�� �� ������ ��� �
����� ����	�� �� ��

σe = x̃1 + x̃2 ∈ R
6+(n−1) ������

����� x̃1 = ξ̃e� ���� ξ̃e ������ 	� �� ������� 	�� x̃2 = Je(η2)ζ − Je(η2,d)ζd� �����
Je(η2)ζ �� ������ �� �������  � σe = 0� �� ��

 ��� �	
� x̃1+ x̃2 = 0� !���� x̃2 = ˙̃x1�
�� �	� ����� ���� 	�

˙̃x1 = −x̃1 ����"�

����� ��

 ������ ��	� x̃1 �
��	

� �#�������	

� ���
����� �� ����� $��� �����
x̃1 = ξ̃e� ��� ��	�� 
	��	�
�� ξ̃e ��

 	
�� �
��	

� �#�������	

� ���
���� �� ���� ��
σe = 0� ���� ��� 
�
����� ��	�������� �� ��� 	
	�
	�
�� ��� �����
�� ��	�� 
	
���
	�� ����� 	�� �� �	� ��������� ����� ��� �
����� ����	�� ���� ��� �����
�� 
	
���
	�

σ̂e = ˆ̃x1 + ˆ̃x2 ∈ R
6+(n−1) ����%�

����� ˆ̃x1 = x̂1 − ξe,d 	�� ˆ̃x2 = x̂2 − Je(η2,d)ζd� !���� ��� �����&����� !'( ������
�� ������ �� �� ���� �� ����� ����� σ̂e = σe 	���� ���� ����� ����� )���� �� σ̂e ����
�� ����� ��� ��	�*��� ��+����
� ��

 �� �	������� )� ���
� ��� �
����� ����	�� �� �����
�� ��

 ��� ��� !), ���� 	�	���
� �	����

������� ���	�

-� ��������� ��� ������
 ����� τ(q) ���� ��	� ˙̂σe = uSTA� �� 	����
� ��	� σ̂e 	��
˙̂σe ��	�� ���� �� ����� ���� ����� ��� !), �� .)!� )	*��� ��� ���� ����
	��
� ��
����%� 	�� ������������ ˙̂x1 	�� ˙̂x2� ������ �� ����/�� �� ��� ��	�

˙̂σe =
˙̂
x̃1 +

˙̂
x̃2 = ˙̂x1 − ẋ1,d + ˙̂x2 − ẋ2,d

= x̂2 + z1 − ẋ1,d + x̂3 + z2 +M(q)−1Je(η2)τ(q)− ẋ2,d

����0�

-� �������� τ(q) �� ��

τ(q) = Je(η2)
−1M(q)(−x̂2 − z1 + ẋ1,d − x̂3 − z2 + ẋ2,d + uSTA) ����1�

�� ���	��
˙̂σe = uSTA. ����2�


�������
 ����
���

 � ���� �������� �� ������� 	 ��	��
��� 	�	
���� �� ��� �
����&
��� ������� 	�� ��
�� ����� ��	� ��� ��	�*��� ����� ���
����� 	���������	

� �� ����� �� ��������
��� �
����&
��� ������ ������ �� ������ ������ 	�� ����1�� -� ����� ��� �	�� ��	�
x̂1 = x1 − e1 	�� ��	� x̂2 = x2 − e2� ���� !������ ������ ����%� �	� �� ������� 	�

σ̂e = x1 − e1 − x1,d + x2 − e2 − x2,d = ξ̃e − e1 +
˙̃
ξe − e2 ����3�

��



�� ������	
 ���	
 
�� ����������
�	
 ��
���
��

������� ������	�
	�� �� �
��
	 ���� ��� �����
	� ����� ��	��
�� 
�

˙̃
ξe = −ξ̃e + σ̂e + e1 + e2 ������

������������ ��� �����
�� �����
	� ����� ζ̃ 
� �������	��� 
� ��� ��
�
	� ���
�
�� σ̂e�
���� ��� � �	� ���!"�� ��� ������� ������#���� ��	��
�� �
�� τ(q) �
��	 
� ���$� 
�

���� �
��	 
� ˙̂σe �
��	 
	 ���! ��
˙̃
ξe �
��	 
	 ������ �	� ��� ����� �
������ �����

�
��	 
	 ���!��� ��� ������#���� ��	��
�� 
� ����

∑
1

⎧⎪⎨
⎪⎩

˙̃
ξe = −ξ̃e + σ̂e + e1 + e2
˙̂σe = −α|σ̂e|1/2 sgn(σ̂e) + v

v̇ = −βSTA sgn(σ̂e)

∑
2

⎧⎪⎨
⎪⎩

ė1 = −k1|e1|2/3 sgn(e1) + e2

ė2 = −k2|e1|1/3 sgn(e1) + e3

ė3 = −k3 sgn(e1) + Ḟ (·)

����!�

������� ��	� �������� 	
� ������
���� ���	�� ���!�� ���!!�� ��� ���!$�� ������
	
�	 	
� ����� �� ���!�� ��� ���!!� �� ���� 	� ��	���	� x1 ��� x2� �
��� �	 ��

������� 	
�	 |Ḟ (·)| < Δ� ��� ������ 	
�	 	
� ������� ������� �� �
���� �� �� ���!"��
�
��� 	
� ������	� ���	�� �� ��������	�� �� 	
� �������� ���	�� �� ����!�� ��� 	
�
������ �� 	
� �������� ���	�� �� � ��� �
��
 ������� 	
� �����	�	�� ���!�������

�� 	
� 	���"��� ������

#����� �������� �� ������	�� $� ��	
 e1 = 0 ��� e2 = 0% %
�� e1 = 0 �	� e2 = 0�
��
������ ! ��	 
� ��
���	 ��

∑
1

⎧⎪⎨
⎪⎩

˙̃
ξe = −ξ̃e + σ̂e

˙̂σe = −α|σ̂e|1/2 sgn(σ̂e) + v

v̇ = −βSTA sgn(σ̂e)

������

��
� ��	 ���	 
� �
�
��� 
	�� ��� ��
�������&∑
11

{
˙̃
ξe = −ξ̃e + σ̂e

∑
12

{
˙̂σe = −α|σ̂e|1/2 sgn(σ̂e) + v

v̇ = −βSTA sgn(σ̂e)

������

����� '���� (�$ ��	 
� ����� )�
������
∑

11 �
�� σ̂e = 0 
� �	������ *����
��
� 
� ������� � ���
���� �+��	�	�
���� ���
�� �
	��� ������� 
�� �
	�� �� �
�� 	���
� '����	�� ��	��
�	 �� �	����� ��
� ������ ���	 σ̂e �= 0� �� ��� ��� '����	��
��	��
�	 ��	�
���� V11(ξ̃e) =

1
2 ξ̃

2
e ��� ��� �	����
�� ��� ���
���
�� �� V11 �
����

V̇11(ξ̃e) = ξ̃e
˙̃
ξe = ξ̃e(−ξ̃e) = −ξ̃2e ≤ −||ξ̃e||2 ����,�

�,



���� �����	
� ��

��� ����

���� ����� 	��	 	�� 
���
��� �
��	��� ��	������

k1||x||a ≤ V11(x) ≤ k2||x||a
∂V11

∂x
f11(t, x) ≤ −k3||x||a

������

��	� k1 = k2 = 1
2 � k3 = 1 ��� a = 2� ������ �� ���	
� �� �������  �!� 	�� ���"�� ���

�
����	��
∑

11 ��	� σ̂e = 0 �� "#���##� �$�����	��##� �	��#� �%&'� (����	���  ����
'
����	��

∑
12 ��� 	�� �	�
�	
�� �� 	�� '� ��	� ����	��� "����� )� *+,-� �


���
��� �
��	��� �� �������� ��� ���	��� ��	� 	��� �	�
�	
��� ����� �	 �� ������
	��	 	�� 
���
��� �
��	��� �������� �� ������ � 
���
��� �
��	��� ��� �
����	��∑

12 ��� 	��	 ��� ��� ���	��# �����	����� σ̂e, ˙̂σe → 0 �� ���	� 	��� �� 
���" 	�� '� 
��	� ����	��� "���� "���� �� &.� ����� ��� &.� ������ ����� ε� λ� γ1 ��� ω1 ���
����	���� ����	��� ����	��	� )	 �� �#�� ������ 	��	 	�� �#����" �
����� σ̂e = 0 ��##
�� ������� �� ���	� 	���� /��� ����� 	�� �
����	�� �� %0�' ��� �
	�����
��
�	 �� �#�� 1% ' �� 2������	���  �3 ��� 2������	���  ��� ����� �#�� ���#��� 	��	
||σ̂e(t)|| < β1∀t ≥ 0�

�� ������ 	��	 	�� ��#
	���� ��
∑

1 ��� 
������#� "#���##� ��
���� �1%4� (��5
���	���  �,�� �
����	��

∑
11 �
�	 �� ���#���� ��	� σ̂e �= 0� ��� ������	��� �� 	��


���
��� �
��	��� V11 �� 	��� �� ��##����

V̇11(ξ̃e) = −||ξ̃e||2 + σ̂eξ̃e

≤ −||ξ̃e||2 + θ||ξ̃e||2 − θ||ξ̃e||2 + β1||ξ̃e||
≤ −(1− θ)||ξ̃e||2 ∀ ||ξ̃e|| ≥ β1

θ

����+�

����� 0 < θ < 1� ��� ��#
	���� ��� 	��� 1%4 ����
�� 	�� �����	���� �� ���5
����  �� ��� ��	������ 6����.
��	#�� 	�� �����	���� �� 
����  �7 ��� ��	������
����� ���#��� 	��	 	�� ���"�� �� �
����	��

∑
1 �� 1% '�

�������� �	 �
�����
� �� )� *�7- � 
���
��� �
��	��� �� �������� ��� � 	����5�����
��������� )	 �� ������ 	��	 	�� 
���
��� �
��	��� �� �����##� 
���
���� ��� ����	���
�����	� ��� 	��	 �	 �� � 
���
��� �
��	��� ��� �
����	��

∑
2� ����� 	��8��	�����

������"� �� ���	� 	��� 	� 	�� ���"�� e = 0 ��� ����� ��#
� �� |Ḟ (t)| �� #��" �� Ḟ (t)
�� ��
����� '���� Ḟ (t) �� ��
���� �� ���
��	����� 	�� ���"�� �� %0�' ��� �����
��#
� �� Ḟ (t)� ����� ����� 	��	 	�� ���"�� �� �#�� 1% ' �� 2������	���  �3 ���
2������	���  ��� ����� �� 	
�� ���#��� ||e(t)|| ≤ β2∀t ≥ 0�

�������� �	 ��
 �����
�
 ����
�� �� ���#��� 	�� ����#�	� ���	�� 
����  �7 ��

���� �� ����9 �� 	�� ��#
	���� �� 	�� ����#�	� ���	�� ��� 1%4� 	�� ��
�������� ��
ξ̃e �
�	 �� ���#
�	�� ���� e1 �= 0 ��� e2 �= 0� ��� ��� 	���� 	�� 
���
��� �
��	���
V11 �� 
���� /�	� 	��	 	�� ��
�������� �� σ̂e ��##��� ����

∑
12 ����" 1% ' ����
��∑

12 �� ��	 ���	
���� ��
∑

2�

V̇11(ξ̃e) = −||ξ̃e||2 + (σ̂e + e1 + e2)ξ̃e

≤ −||ξ̃e||2 + θ||ξ̃e||2 − θ||ξ̃e||2 + (β1 + 2β2)||ξ̃e||
≤ −(1− θ)||ξ̃e||2 ∀ ||ξ̃e|| ≥ β1 + 2β2

θ

����7�

��



�� ������	
 ���	
 
�� ����������
�	
 ��
���
��

����� 0 < θ < 1� ��� ��	
���
� ��� ���
 ��� ����
�� ��� ��
�����
� �� ����
���� ��� ��� ��������� ��
���
�
�	�� ��� ��
�����
� �� ����� �� ��� ���������
����� ��!	��� ���� ��� ���!	��� ������ �� ���"�

��� ������	�
� �
���	�

#
 ���� ������
� �� !����
� ���
	����
 ���
	�� ��� ���$������ ����%�
& 
��
& ��� ��
�
���	 	��� !����
��� �
 "�����
 '�(� )� !����
� ���� ���
	�� �����
& ��� �!����	
!�������
�� �� ��� �	&������� �
� �	�� ���	����� �
�� ���� ��� ����� �
 
��
& ���
��
���	 &��
� �����
�� �
 �*!�����
�� �
��
& ��� ��		 �� (+,-� )� 
�� ��� ���
	����

����	 !����
��� �
 "�����
 (�( �
� ��� .�	
�� (+,/ 0�����
 �� ��� ����� !����
���
�
 "�����
 (�(�,�

����� �����	
� ��	
�

1�� ��!	���
�����
 !
�!����� � ���		 ��

���� �� !
� �
 σ �� ��� ���!��0� &��
�
��
 �� �*!������ ��

α̇ =

{
ω1

√
γ1

2 , �� |σ| > αm

0, �� |σ| ≤ αm

β = 2εα+ λ+ 4ε2

2'�(-3

����� ��� ����&
 !�������� αm �� � ���		 !�����0� ��
���
� �����
 ��!�����		��
���� ��

���� ��� �
����
��� ����
�� 

������		� σ ��		 
�0�� �� �*���	� 4����
���
�
& ���� �
 !�������	 ��!	���
�����
� ��� ����
� ��
�����
 �� 2'�(3 ��		 
�0��
�� ���� ����� ��
	� ��%� ��� ���!��0� &��
� �
������ �� �
�
����

����� ���	��� ��������
��

#
 ���� ������
 ��� �!����	 !�������
�� ���� ��		 �� !����
���� �� 
��
& ��� ��
���	
	�� ���� "�����
 '�(�,� ��� ���% ���� �� !�������� �
 ��� ���
	����
 �� ���$������
����%�
& ��� ��� ���� �� ��� �#��5� � �
����	� !��� ��� ��� ���� �� ��		�� �� &�
�
������ �� &�0�
& ����!��
�� �� �
 �
0���� %�
������ ��
���		��� ��� ����!��
�� &�0�

��� ��� ��� �
���6����� �� ��� �#��5� �
� ��� �
0���� %�
������ ���
 &�
������
� ������
�� ���$������ ��� ��� ���� �
� $��
��� �
�� ���� ��� �
���6����� �������
�� ���&��� ����� ��6���
� ����!��
�� ��� &�0�
 �� ��� �
0���� %�
������� �
� ����
���
&� �� 5� 200� 400 ����
��� 1�� ��� ���
	����
�� � �*������! ��	0�� ���� � ���!
��4� �� 10−4 ��� 
����

���������	


"�
�� ��� "�� ��� �
 ���!��0� &��
 α� ��� ������ �� !��������� �� 
�� ���� ���
!����
� ��� ��� "��� ��� ������ �� &��
� ��
 ��!��� ��� ���� ��� ���!��0� &��

������� ��� �!����	 0�	
�� �
� �� ��		 �	���� ����� ���� 0�	
�� ��� &��
� ��� ���
"�� ���� ��������� �����
 �� �

�
& ���� ��

�		�� "!������		�� ��� &��
� �

��� �
!���������
& �	&������ ���� ���!��0� &��
� ���� ��� �� ε1 = [0.0001e14]

T �
λ1 = [0.1e6 5e8]

T � γ1 = [e14]
T � ω1 = [8e14]

T �
� αm = [0.005e14]
T � ����� ei ��

'/
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��� �������	 �	
 ����	�����	 �
 ��� ���� ��� ���	� �	����

��� �������� 
����� �	
 ���	� ������� �
� ���
�	� ���
���

������ ��	
 ��
���� ������
��� �����
� ����� 
�� ���
��� ��� ���� ���
��� ����	

� 1 × i ���
�� �� ����� �� ������ ��	�� 
�� ������
��� �����
� ��� 
�� ����
��� ���

�����
�
��� �� 
�� ���� ��� ������
�� ��� �� ������ ��	�� 
�� ������
��� �����
� ���


�� ����
 ������ ��� ������
��� �� ������ ��	� 
�� 
����
�� ������ ��� ����
 
�� ���

������� ��� ������
�� ��� �� ������ ��	� 
�� ������� ������� σ �� ������

����������

�	 
�� �		 �
�� ����
	 ���� ��� ����
	 ���� ���� ��	 ����� ������� ��	 ���	�

��������� �
�	������� ��� ������ �
��	
��
�	� �	
 �	��� !��� �� ���� �����
�	� � 

����
	 ����� �� σ �� �	��� 0.15 ��
 ��	 �������� ��� �
�	������� ��� �	��� 0.015
��
 ��	 ������ �� �������	 ����	� �
�� ����
	 ���
 �	 
�� �		 ���� ��	 ��

	� ��	�

�� ������� ��	� �� 
����	
��� ��� �	��� 50 "� ���
� �� ��	 ����� ��
 ��	 ��
���	
��

!��� �	��� ���� ��	 ��

	� ��	� �� 
���
�� ��	 ����� �� ���		� �����
���	�

����� ������	�
 ������	�
��

�� ���� �	
���� ���������� 
	����� ���	� �� 
���
�� ����� ������	� �� 	#�	
��	���

��
��� ��	 ���� �� $%�& ���� �	 �
	�	��	�� ��
 ���� 
���
�� ���� �
	�	��	� �� '	
(

���� ��$� !�	 �	�� 
��	� ��	� �
	 ��	 )(����	 ��� ��	 )(����	 ���� � ������ �	���

!�	 �	�� 
��	� �
	 	#�����	� �� '	
���� $����� !� ��*	 ��	 ����������� � ����� 
��(

��
���� ���� ��	 	#�	
��	���� �	 ��	 � +(
���
���	
 ��
 ��	 ������� !�	 
	���� ��


���� 
���
	 �� ���� ��	 ,	���	 $%�- 
���� ��� �� ���	
��� ����� 
���
���	
� ���
�

�� � +(
���
���	
� !� 

	��	 � 
��������� �
��	
��
 �	 ��	 � .��	
 �� �	�	
��	 �

�/



�� ������	
 ���	
 
�� ����������
�	
 ��
���
��

���������� ��	
������ 
������ ����������� ��� ��� �����	������ ��� ���� ���������
������ ���� 	 ���� ���� �� 0.002 �	� �����

���������	


�� ������ ��	� ��� ����	����� 
������ ��� �����	����� 	�� ����������� �� 	� �	��
	� �����
��� ��� �	��� ���� ������ ��� �����	����� 	�� ��� �	��� ����� ������ ���
������������ ��� �	��� ��� ���  �! ���� 	�	����� �	��� 	�� ��� "# $# 	��
��������� �� �	
�� ��%� ��� �	�� ��� ��� "# $#� L� �� ��&����� ���� ��� ���
���� ������ ��� ����������� ��� ��� '���	�� 	�� ��� '���	�� ���� 	 ������ ��	�

��	��� �� �
������ ��	������� �� ��� �����	����� ���� �� ���� L = 0.01� �����
�	� ��� ����������� �� ��� ������������

�	
�� ��%(  ����	����( '������ �	��� ��� ���  �! ���� 	�	����� �	���

���	

�

�


'���	�� '���	�� �)������ ��	� '���	�� �)������ ��	� �)"# $#
ε 1 · 10−6 1 · 10−6 1 · 10−6

λ 0.05 0.05 0.05
γ1 0.5 0.5 0.5
ω1 0.4 0.4 0.2
L 0.1 "# $# ��� ���� 0.1

��� ������� ���� ����� ��� ������� �	� �������� ��  ������ ��*�% 	�� ���������
�� ������ ��*� ������ ��� ����� ��� �����	���� ������� ���� �������� ��	���������
	�� ��� 	�	��	
�� 	�� ��� ������� �	� �������� ��  ������ ��*�* �� ����� +��� ��	�
�� ������ �	��� �	� 
��� ���� �� ��� �����	������ ��� ������� ����� �	�� ���������

��
��

��	

!� ����� �� ������ ��* 	�� ������ ���� ��� !,!-. ������� ��� ����� �������� 	��
������	���� ���� ���� ��� 
��� �����	���� �	���� 
��� ���� ��� ������� �	� ����
 ������ ��*�% 	�� ���� ��� ������� �	� ���� ��� "# $# ����  ������ ��*�* �� �����
��� !,!-. ���� �	�� ���� ������ ���� ��������� ��� θ ��������� �� 
��� �	���� 
��
��	� ����� 
� 
��	��� ����� �� 	 ��	�� ����	���� 
������ ��� ������� ������� �����
	�� ��� ������� ����� ��	� �� �
�	�� ���� ��� �������� 	����	���� ������� +���
��	� ���� ��� �� ��� �����	������ �	�� ��� �������� 	����	���� ������ ���� ����
�� �	��� �� ���� ��� ��������� 
����� �� �	� ��� �� ���� 	�	��� �� �
������ ��	�
��� ��������� �	� ������	��� ���������  ���� �� �	�� 	 
	�/����
	�/ ����	�����

������ �����	����� 	�� ������������ �� /��� ��� �	�� ������ �� ��� �����	�����
	� �� ��� ������������ 0� 	��� �
����� ���� ������	����� �� θ 	�� ψ �� ��� '���	��
���� 	 ������ ��	� �	��� 	� ����� �� ������ ��*� 	�� ������ ����� 	�� ��� ��	���
��� ��� ������	����� �� ��� ������ ��	�1 ��������� �� �
����� ��	� ��� ������	�����
�� ��� ��	��� 	�� ���������� ���� ��� �������� �� ��� ��	��

��� ��� '���	�� 	�� ��� '���	�� ���� 	 ������ ��	�� �� �� �
����� 	� ���
��������� �� ��� �������	��� ���� ��� "# $# �� ����� 	�� ��� ��	��� ��� ����
����������� �	� 
� ����� 
� ����	���� ������ ��*
 	�� ������ ���
� 	�� ����
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� ����	 �	 ����� ������ ���	 ��� ����� �� �����
������ �������� ������ ��� �����


����� ��� �	� 
����� ��� ���� ���� ���� ��� ���� ��	���� ������� ��� ��������
������ ���� ��� ����� 50 �� ����� �� ��� ����� �� ��� ��������� �	 ��� ������ ������
������  ��� ������ ���	� ���� ��� ������ ���� �� ��	���� ��� 
!
"# ��� �	����
�����������

��� �����	
���
� 	�����	�
�	��

!	 ���� ������	� ��� �$������	��� ������� �����	�� ����	� ��� ���� �� �%&' ��� ���(
��	����  �� ������� �� ��� �$������	�� �� �� )������� ��� �����* �	� ��� ������	���
�� ��� ��	���� ����������� �* �����	� ���� ��� �������� ���������� ���� ���+ �	
�$������	�� �	� 	�� �	�* �	 ��� ����� ���� �� ��� ���������	��  �� ����� ���� ��
��� ������ �%&, )�����	 �� ��� ����� �����	��� �	 ������	 ����& �	� ��� ���� �����
���� ��� ��� ���� �� ��� ��� ���������	�� �	� ��� �$����	�� �	 ������	 ������

����� ����	
�

 �� ���	� ���� �	������� �	��� �� �����)�� ���� ������ ���	 �������	� ��� ������	���
��� 
!
"# ����	 �� ��������� ����	� ��� ������	��� -� ��������� ����� ���	� ����
������� � ����� ��)�����	 ���� ��� ������	�� ������ ���	 ���	� ���� ���� ����
��������)� .������/� ����� ��� 
!
"# ����� ��������� ����	� ��� ������	���  ����
����������	� ����� �� ������ �* ����*� �	 ��� ���������� -� ��������� �� ��� ���
���� ���	� ��� ���� ���� ������ ����� �� ��������� �� 0	� ��� ���� �������� ���	�
��� ��� 1(������ �	� ���	 �� ���� ��� ���� ��� ��� 1(����� ���� � ��)�	� ����
��� � ���� ���������	� 
�� ��� � 
 ���� ������)� ���	�� ��� ������ �� ���	� ��
	�� )��* �������	� ������� ��� ���	� ���� ����� �� ����� ���� �������� )����� �*
�������)��� -� ���� ����)��� �����)� ���� �� �� ����� ��� �	����� ������)� ���	� ��
�� ��� ����� ��� ������ 
!
"# ������� �� ���������� -� ��������� ��� �� ��� �����
���	� ���	 ��� ����� ��� ���� �	 ��� ���� �� ��� 1(����� ���� � ��)�	� �����
 �� �����	 ��� ���� �� �������* ������� ���	 ��� ����� ��� ����� ��� ��������
������ �	��������  �� ���	� ��� ��� � 
 ���� ������)� ���	� �	� ��� ����� ���
�����	��� �	  ���� ����

 ���� ���2 �$������	��2 1�	���� ���	� ��� ��� � 
 ���� ������)� ���	�

�����
�����

1(����� 1(����� �3��)�	� ���� 1(����� �3��)�	� ���� �3�����
ε 1 · 10−6 1 · 10−6 1 · 10−6

λ 0.05 0.05 0.05
γ1 0.5 0.5 0.5
ω1 0.4 0.4 0.2
L 0.01 ����� 	�� ���� 0.01

!	 
����� ��4 ��� ������� ���	 ���	� ��� ��	���� ��� �������� �	 ������	 ����&
��� �����	���� ���� ���� ���� ��� )������* ��������� ���� ���� ��� 5����	 0�����

4%



θ
θ 10 deg 300

φ 300 θ

φ θ

φ θ

θ 10 deg 300
φ θ
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��� �� �������� ��� ������ ���������� ����������� ����� ����
 ������� ��� �!������ �� ����� ������ !�� ��� ����� ��� ��� �"��� ��� 
�����������
#���� ��� ���������� ����� !� ���� ��� $%�&% ���'� ���� ��� ������� !�����

���������� ���� ��� (����� )���� ���� �� ����� *��� �� ���� ��� $%�&%� ��
�!������ �� �������� �� ����������� ���� ��'��� !������ ���� ���������� ������ �� ���
��������� ������ ���� ��� $%�&%� ���� ��� $%�&% ������ �� ������ ��+� �����
��� )��� ��!,
��� ����� e1 = x1 − x̂1 ��� ��� ������ ��!,
��� ����� e2 = x2 − x̂2�
�� �!����� ���� ��� ������ ��� -���� ����� ��� ���� ���� �

��� �� !� ������ ����
����� ���� ��� $%�&% �� ������ �

����!���

.� �� ���
��� ��� ������� �!������ �� ��� ����������� /������ ��� ��� ���,
��� ���0 ��� ��� ������� �!������ �� ��� ��
�������� /������ ��1 ��� ������ ��	0
��� !��� ������� �������� �� )�� ���� ���� ��� -���� �������� ��� ��� 2,���
�� ���
���3�������� ���� ������ 
�������� ����'��� ������� ��� ��� 2,���
� ���� � ������
����� �� �!������ ���� ������������ �� ���� �� ��� ������� ����� ���� ������ !� ���
������ ����� ��� ��� 2,���
� ��� ��� 2,���
� ���� � ������ ����� �� �!������
�� ��
�������� �� 
���������� ���� ��� $%�&% ��� ����� #�� ����'��� 
�����,
����� �� ��� ��
�������� �� ������ !����� ���� ��� ����'��� 
���������� �� ���
������������ #�� ������ ��� ���� ����� !� !������ �� ���� ����� ���� ���� �
�����
��� ��� ��
���������
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�
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� �������	� 	� ��� ��� ��
� ��	����� ���������� �	��������� �� ���
�������� 	� ����� 
�� ��
������������ �������
��	��
 ����� �� �������
� �	� �	����
�	���	� 	� ��� ��� !� ��� ���� ��	�	��� �� "#$% �
� �� ������� 
�

uGSTA = −k1φ1(σ) + z

ż = −k2φ2(σ)
&'�#(

�����

φ1(σ) = �σ	 1
2 + βGSTAσ

φ2(σ) =
1

2
�σ	0 + 3

2
βGSTA�σ	 1

2 + β2
GSTAσ

&'�)(

����� �a	b = |a|b sgn(a) 
�� k1
 k2 
�� βGSTA 
�� �	���	���� �
���� *��� ��� ����

����
� ����
 �	��
��� �	 ��� ���
 ����� ������� 	� �����	� 
�� 	��
���� �� ���
������ 	� ��� ���� �
���+ k1
 k2 
�� βGSTA� ��� ����
� ��	��� ���� βGSTAσ
�� φ1 ����� �	 �	�����
�� ��� �,���� 	� ��
������������ �������
��	��
 ����� �
�
���	�����
��- �����
�� �� ����� .- ��		���� ��� �
��� 
� ��������� �� "#$%
 ���

��	����� �� ��	��� �	 �
/� σ �	 �	 0��	
 ��	�
��- 
�� �� ����� ����
 �� ��� ��������
	� ��
��� 
�� �������������� ������
�� �	���	� �	�1������ 
�� �������
��	��� 2	��
��
� ��� �
���
 ���� ��	��� 
� ��������� �� "#$%
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�� �	� ��� ��� ! �
��� 	� ���
����+ ����
 �� ������� 	�� �	���	� �
� ����� �� ��� ��� ����3 ����
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� ����� ��� ���� �� �	������ ���� 
 45�65�
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���� �� ��� ����

�� ���� ��������	�
 ��� ��
�/��� �	���	� �
� �	� ��� ��� ! ����� ��� ���� ����
�� ����������  ���� 7-
���	� ���	�-
 �� ���� ��	� ��
� (ξ̃q, ζ̃) = (0, 0) �� 
�

�-���	���
��- ��
��� ����������� �	��� 	� &)�#( 
�� &)�8( ���� ��� ��	�	��� �	���	�
�
��

����� �����	
�

9���� x̃1 = ξ̃q
 ����� ξ̃q �� ����� �- &)�:( 
��

x̃2 =

⎡
⎣ RI

B(p̃) 03×3 03×(n−1)

03×3
1
2 (η̃I3 + S(ε̃)) 03×(n−1)

0(n−1)×3 0(n−1)×3 I(n−1)×(n−1)

⎤
⎦ (ζ − ζd) = T (p̃)ζ̃ &'�;(

����� ζ 
�� ζd 
�� ������ �� &)�;( 
�� &)�'(
 �����������-� ��� ��
�	� �	� ��		����
x̃2 = T (·)ζ̃ �� ��
� ���� �
/�� x̃2 = ˙̃x1
 
�� �- ����� ��
�
 �� �
� ��	�� ��
� ���
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�����
 �������� 
� ���� ���� 
�� 	������ 	������ �	 ����� 
�
���� �	�� ���
��� ����� ��� 
�� ������� ����� �	 � ����������
 ���� ��	������ 
��
	������ 	�������  � x̃2 ��	 ���	�� 
� �� ����� 
� ζ̃� 
��� 
��	 ����� ��
 ���� ���� 
��
��	�� !
 ��"����
��
��� ���#� ��� ���$� ��� �	��� ζ̇ ���� ����� ��� ξ̇q ���� ���%��

�� ����� �
�����	 �	

˙̃x1 = x̃2

˙̃x2 =
d

dt

(
T (p̃)

)
T−1(p̃)x̃2 +M−1(q̃ + qd)T (p̃)

(
− C

(
q̃ + qd, T

−1(p̃)x̃2 + ζd
)

(
T−1(p̃)x̃2 + ζd

)−D
(
q̃ + qd, T

−1(p̃)x̃2 + ζd
)(
T−1(p̃)x̃2 + ζd

)
− g(q̃ + qd, R

I
B) + τ(q̃ + qd)−M(q̃ + qd)ζ̇d

)
�����

&� ������ 
�� 	���� �	�� 
� ���
� 
�� ����� �
�����	� �� ���� ��
������ 	��� ���
����
���	� f1(·) = d

dt (T (·))T−1(·) ��� f2(·) = −C(·)(T−1(·)x̃2+ζd)−D(·)(T−1(·)x̃2+

ζd)− g(·)−M(·)ζ̇d� 	��� 
��
 
�� ����� �
�����	 ��� �� ���

�� �	

˙̃x1 = x̃2

˙̃x2 = f1(·)x̃2 +M−1(·)T (·)(f2(·) + τ(·)) ���'�

������� ��	
��


�� ��� �� �	
 ������
�� �� ���� ���� ������ � ������� �����
�� ��� ������� �����
�
������ �� �������� ��
� ���� ���� ��� ������� �������� σ ���� �� ����� ��� �����
��������� ���������
���� 
������� �� ���� ��� ��
� ���� ��� 
������ ����� τ(·)
������� �� ��� ���� ���������� �� σ� ��� ������� �����
� �� 
����� ��

σq = x̃1 + x̃2 ∈ R
6+(n−1). ��� !

"� σq = 0� �� ���� ���� x̃1 + x̃2 = 0� ���
� x̃2 = ˙̃x1� �� 
�� ����� ���� ��

˙̃x1 = −x̃1 ���#!

���
� ������� ���� x̃1 �������� �$����������� 
�������� �� ����� ���
� x̃1 = ξ̃q� ���

�������� ����� �������� ξ̃q ���� ���� �������� �$����������� 
������� �� ���� �� σq = 0�
��� %��&� ���
� �� ���
����� �� ��
���� ��'� �� ���� ���� �� ����� ��� �������
�����
� �� �����

������� ���	�

"� ���� ��
����� �� ������ � 
������ ��� ����� �� ��� %��& ���
����� �� ��
���� ��'�
���
� �� ���� �
������ ��� ���
(��� 
������ ��)�
���� �� ��
���� ��*�'� +� �����
��� ��
� ���� ˙̃x1 = x̃2 ���� ����!� ��� ! 
�� �� ������� ��

˙̃x1 = σq − x̃1. ���,!

+� ��-����������� ��� !� �� ������

σ̇q = ˙̃x1 + ˙̃x2 = x̃2 + f1(·)x̃2 +M−1(·)T (·)(f2(·) + τ(·)) ���.!

�#
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�	
 ��
���
��

��� �� ����	 x̃2 = σq − x̃1
 �� 
�����

σ̇q = σq − x̃1 + f1(·)(σq + x̃1) +M−1(·)T (·)(f2(·) + τ(·)). ������

�
�
 �� ���� ��� �
���
� ����� τ(·) �
 �� ��
��� ���� ���� σ̇q = uGSTA
 ���� ����
σq ��� σ̇q ����� ���
 �� ����� ����� �
�����
 ����� �� �
 �
�  �
� f1(·) ��� f2(·)

�� ��

�� 
�� �
���
� ����� �
 ��

τ(·) = T−1(·)uGSTA ������

��� �� !����
� ��"��
 �� ���� ��
� ���� ���� �
���
� ����� �������� ��� ���� ��	
�
���
� 
�#�������

��������� �����	�	

$� ���� �����
�
 �� ���� ������� ��� ��
���%�

� ������ ��������	 &�
� ��� �
���
�
��� ��
�
��� ��� �� ��
� ���� ��� ���� ��	 ���
� �
����	�� ������
������� �
 ���
�
'���� 
& ��� �������� ����� ��
� ��� ������� 
������� �� (�)*
 ��� �� �+���� �����
������� �� ��
���	 ���&
����� &
� ��� ,!-.
 ����� �� �� �� �
������ �
 ��
� ����
��� ���� ��	 ���
�� &
� ��� �
������ ������ �
����	� ������
������� �
 ���
�

/� ����
�����	 ϕ(σq, x̃1, t) = ϕ1(σq, x̃1, t)+ϕ2(σq, x̃1, t)
 ����� ϕ1(0, x̃1, t) = 0

Γ(·) = M−1(·)
 ��� ����	 τ(·) �� �� ������
 �� ��� ������� ������ ��

σ̇q = −k1Γ(·)φ1(σq) + ϕ1(σq, x̃1, t) + Γ(·)(z + Γ−1(·)ϕ2(σq, x̃1, t)
)

����"�

����� ϕ1(σq, x̃1, t) = σq + f1(·)σq + Γ(·)(−C(·)σq − D(·)σq) ��� ϕ2(σq, x̃1, t) =

−x̃1+f1(·)x̃1+Γ(·)(−C(·)(x̃1+T (·)ζd)−D(·)(x̃1+T (·)ζd)−T (·)g(·)−T (·)M(·)ζ̇d)�
-���
 �� ����� 
& ���)� ��� ������	 σq,1 = σq ��� σq,2 = z + Γ−1(·)ϕ2(σq, x̃1, t)

�� ��� ����� ��� 
������ ��
���%�

� �������� ��∑

1

{
˙̃x1 = −x̃1 + σq,1

∑
2

{
σ̇q,1 = −k1Γ(·)φ1(σq,1) + ϕ1(σq,1, x̃1, t) + Γ(·)σq,2

σ̇q,2 = −k2φ2(σq,1) +
d
dt

(
Γ−1(·)ϕ2(σq,1, x̃1, t)

) ����0�
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� ����� ����
��� ����� �� ������ ��� ��	 	
� �������
������� σq �� ������ �� ���1�� ��	 	
� ���	��� ����	 �� ����� �� ������� �
��� 	
�
����������� ����
��� ��� ��������� �� ����0�� ��� 	
� ������ �� 	
�� ������� ���	�

�� �����  
��
 ������� 	
� ���
�	�	�� ����������� �� 	
� 	���!��� �����  
��

0 < kmI ≤ Γ(·) ≤ kMI� |ϕ1(·)| ≤ α|φ1(σq)| ��� | ddt (Γ−1(·)ϕ2(·))| ≤ Δ�  
��� km�
kM � α ��� Δ ��� ����	��� ����	��	��

"����� -
 ������� ��� ������� ������ ����0�
 2���� .�3 ���� �� ����� �
�� ����
��� ������ �� �������� ������
�������
 ��� ����� ��������� � �� ���� ������� ��
�
�	 �� σq �
�� �
� �+��
��
 ���� x̃1 �� �
�����
 ��� ������ ��� �� �������� ����
�������� ���
�� �� ��������	 ��
�	 ��� ���#���
���� ���� x̃1(t) �
������ 4���
��������	 ��� �
������ ������
 �� ���� ��
�� ���� ���� �� ������ ��� ����
 ���� ��
��
���� x̃1(t) �� 5,/� 4� ���� ����� �� ��������	 ��������� � ����
�� ����������
���

�)
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�������� �	 �
�����
� � ���� σq,1 = 0� ���� σq,1 = 0� ����	��
� � 
�� �

�����
� �� ∑

1

{
˙̃x1 = −x̃1 ������

���� �� 
�
���	 � �������	 
����
������	 �����
 ���
�� �	��
�� ��� ���

 �
 ���� �

�
� �	������ ���
���� �� ����	�
 ���� �	��
� ��
� σq,1 �= 0� �
 ��
 ��
 �	������
���
���� 
�������
 V1(x̃1) =

1
2 x̃

2
1 ��� ��
 ����	���� ��
 �
�������
 �� V1 	�
���

V̇1(x̃1) = x̃1
˙̃x1 = x̃1(−x̃1) = −x̃2

1 ≤ −||x̃1||2 ���� �

���� �
��� ���� ��
 �	������ ���
���� �����!
�

k1||x̃1||a ≤ V1(x̃1) ≤ k2||x̃1||a
∂V1

∂x
f(t, x) ≤ −k3||x̃1||a

����"�

���� k1 = k2 = 1
2 � k3 = 1 ��� a = 2� #
�

� �	 �����
 �� ��
��
� $��� ��
 ������

��� ����	��
�
∑

1 ���� σq,1 = 0 �� %&'�
�������� �	 �
�����
� �� '���	��
�

∑
2 ��� ��
 ���
 ����
���
 �� ��
 �	��
�

�� (�)*+ ����� �
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���
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 ������ �� ��
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 %,�' ��
0 < kmI ≤ Γ(·) ≤ kMI� |ϕ1(·)| ≤ α|φ1(σq)| ��� | ddt (Γ−1(·)ϕ2(·))| ≤ Δ� ��
�
 km�
kM � α ��� Δ ��
 �������
 
��������� '��

 ��
 �	��
� �� %,�'� �� �� ���� �������	
��	������
���	 �����
 �.
!������ $�/� �	 0���������� $�/� �� ����
 ���� ��
 ������
�� ����	��
� / �� 1%$' �� %1,�'� �
 ���� ��
 ��
��
� $�"� -� ��
 ����	����
�
 ���� ��
 ��
 �	������ ���
���� ����� �� (�)*� ���
� ��� ��
� �� ����
 %,�'�
��� ��
 ����	��� ���
��� ��
�� ������� ���������	 �	 ����� ��
��
� $�" �� ���
�� ��


���
���� V = ξTPξ� ��
�
 ξT = [φ1(σq,1) σq,2] ��� P =

[
p1 −1
−1 p2

]
� p1p2 > 1�

�� ��
 �
�
����2
� �	������ ���
���� ��� ����	��
� /+ �

 (�)* ��� �
������ ����
���
���� �� �������	 ����
� ��� 
��������� ���� ��� ����
���2 
��������� �� ��

���
 σq,1 = 0�� ,�� σq,1 �= 0� ���� ���
���� �� ��3
�
������
 ���

DVF (σq,1,σq,2)(σq,1, σq,2) ≤ −μ1

√
V (σq,1, σq,2) ����4�

��
�
 μ1 > 0 ���(
σ̇q,1

σ̇q,2

)
∈ F (σq,1, σq,2) =

(−k1Γ(·)φ1(σq,1) + ϕ1(σq,1, x̃1, t) + Γ(·)σq,2

−k2φ2(σq,1) +
d
dt

(
Γ−1(·)ϕ2(σq,1, x̃1, t)

) )
����)�

,�� σq,11 = 0 ��� σq,2 �= 0� �
 �

� �� 
��
����
 � �
�
����2
� ���

������ �
�������
�
����� 
�����
� ��
 �����

D{hn},{un}V (0, σq,2) = lim
n→∞

V (hnu
σq,1
n , σq,2 + hnu

σq,2
n )− V (0, σq,2)

hn
����5�

��
�
 {hn} ∈ K �K �� � �
� �� ��� �
6�
�

� �� �
�� ����
�� 
���
����� �� 2
���
��
�� {hn} ∈ K ⇔ hn → 0, hn �= 0�� un = (u

σq,1
n , u

σq,2
n )T � {un} ∈ M(d) �M(d) �� �

�5
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��� �� ��� ���	�
��� �� ���� 
������ ��

����
� �� d ∈ R
n� ���� {un} ∈M(d)⇔ un →

d, un ∈ R
n�� �
� d ∈ F (0, σq,2)� �
 ���� ����� u

σq,1
n → σq,2 �
� u

σq,2
n → q� �����

q ∈ [− 1
2k2 ±Δ, 1

2k2 ±Δ]� ��
���

D{hn},{un}V (0, σq,2) = lim
n→∞

V (hnσq,2, σq,2 + hnq)− V (0, σq,2)

hn

= lim
n→∞

(
p1

(|hnσq,2|(1/2) sgn(hnσq,2) + βhnσq,2

)2 − 2
(|hnσq,2|(1/2) sgn(hnσq,2)

+ βhnσq,2

)
(σq,2 + hnq) + p2(σq,2 + hnq)

2 − p2σ
2
q,2

)
/hn = −∞

������

����������

DF (σq,1,σq,2)V (0, σq,2) = {−∞} ≤ −μ1

√
V (0, σq,2) ��� σq,2 �= 0 ������

�
� ��� �����
 �� �	������ � �� ��������� !"#�$ ������ %�&� �
� ���������� ��
�� ���� "!%$� ���� ���	�� � '���� ���� ||σq(t)|| < β ∀t ≥ 0�

�������� �	 
�� 
�����
� ���
��� �� �
����� ��� �� '���� ����� � (�  � %�) ��
	���� �� ����* ������� ��� ���	���
� �� ��� �� '���� ����� ��� "!+� ��� ��	
�,
��
��� �� x̃1  	�� �� �
��	���� ���
 σq,1 �= 0� ��� ����
���
� �� ��� (��'	
�

�	
����
 V1 �� ���
 �� �������-

V̇1(x̃1) = −||x̃1||2 + σq,1x̃1

≤ −||x̃1||2 + θ||x̃1||2 − θ||x̃1||2 + β||x̃1||
≤ −(1− θ)||x̃1||2 ∀ ||x̃1|| ≥ β

θ

������

����� 0 < θ < 1� ��� ���	���
� ��� ���
 "!+ ����	�� ��� ��
�����
� �� ���,
��� %�. ��� �����/��� 0�
���	�
���� ��� ��
�����
� �� (�  � %�) ��� �����/���
����� � '���� ���� ��� �����
 �� ��� �� '���� ����� �� "!%$�

1
� ��� ��� ��� �
��	������� �
 ������ ��� �� �� �����/�� �� �� ��� ���	 '���
�
�
 ��� �������
� ������ ��� �����/���

������� ��	� �������� 
�� 
���������� ���
�� �� ����2�� �	 
�� 	�������� ���

����
���� ��� ��
������


����
���� ���� ��� %�%"3 �� 
�	������ �	���
��


����
���� ��	� ��� %�%"3 ��� �
�� ��
��	�� 4��
���


����
���� ���� ��� ������
�� ���4������ �
� ��� ����
���
�� ��� ��
��
	�	� �
�
��	
��� �� �����
�


����
���� ���� ���  ����5 || d2

dt2T (·)|| ≤ TM �� ��	
���� ����� T (·) �� ��,
/
�� �
 ���2�� ��� 0�������,��
���'����  ����5 �� ��	
��� �� ||C(·)|| ≤ CM ||x2||
�
� || ddtC(·)|| ≤ Cm||x2||� ��� �� '�
�  ����5 �� ��	
��� �� ||D(·)|| ≤ DM ||x2||
�
� || ddtD(·)|| ≤ Dm||x2||� �
� ���  ����5 �� ���
������
�� �
� �	���
�� ������ ��
��	
��� �� || ddtg(·)|| ≤ gM ||x2||�

.�



���� �����	
� ��

��� ����

���������	 
��� x̃2(t) �� �������	

���� ������	� 
�������� km� kM � α ��
 Δ ����� ��
� ����

�� ���������� �� 0 < kmI ≤ Γ(·) ≤ kMI

�� ���������� �� |ϕ1(·)| ≤ α|φ1(σ)|
�� ���������� �� | ddt

(
Γ−1(·)ϕ2(·)

)| ≤ Δ

��� ��������	

������ ��	� ���������	� 
�� 
�� �
��� ��� �� ��� �����	 �� ������ 
	� �����
������	�� ��
���������� ���������	� ��� 
�� �
��� ��	�� ��� ����� �� 
 ����
	��
�
�������


����	 ��  � 
 �� �� ����� ��
� ��� 
 ��� �	�!�
������ 
�� �
���"��# $� "��� 	���
���� ���������� ��
� 
���� ���� �
��	� �������� ���	�� %�&'


� (������� 
' 0 < λmin(M) ≤ ||M || ≤ λmax(M)

)� (������� )' M = MT > 0

�� (������� �' Ṁ = C + CT 
	� ζT (Ṁ − 2C)ζ = 0 ∀ ζ ∈ R
6+(n−1)


���� �� 
��������� �� 0 < kmI ≤ Γ(·) ≤ kMI
*�	�� Γ(·) = M−1(·)# $� 	��� �� ����� ��
�

0 < kmI ≤M−1(·) ≤ kMI +��)�,

$���� km 
	� kM 
�� �������� ��	��
	��� -��� (������� 
# $� �
�� ��
� M �� ��$��

	� �����  ��	���. ��� �	����� $��� ��������� 
���  � ��$�� 
	� �����  ��	���  �
0 < 1/λmax(M) ≤ ||M−1|| ≤ 1/λmin(M)# $���� ��
	� ��
� km = 1/λmax(M) 
	�
kM = 1/λmin(M)� �	�!�
���� 1 �� ��������� �
���"���


���� �� 
��������� �� |ϕ1(·)| ≤ α|φ1(σ)|
*�	�� ϕ1(σ, x̃1, t) = σ+ f1(·)σ+Γ(·)(−C(·)σ−D(·)σ) $��� f1(·) = d

dt (T (·))T−1(·)#
$� 	��� �� ����� ��
�

|σ + f1(·)σ + Γ(·)(− C(·)σ −D(·)σ)| ≤ α|φ1(σ)| = α|�σ	 1
2 + βGSTAσ| +��)�,

/� ��$����	�

|1 + f1(·) + Γ(·)(− C(·)−D(·))||σ| ≤ α|φ1(σ)| = α|�σ	 1
2 + βGSTAσ| +��)�,

$� "	� ��
� ��
|1 + f1(·) + Γ(·)(− C(·)−D(·))| ≤ α, +��)0,

��� �	�!�
���� ������ 1�$# T (·) �� 
 �
���2 ��
� ��	�
�	� ��� ���
���	 �
���2 RI
B #

��� ���	���� �
���2 
	� ��� �2�������	 (1/2)(η̃I3+S(ε̃))# $���� ����� ���� Jk,oq(p̃)�
*�	�� ���� 
�� 
��  ��	���# ��� �
���2 T (·) $��� 
���  �  ��	���� ��� �
���2 T (·)
�� 
��� 	�	��	���
� ��	�� !�
���	��	� 
�� ����# $���� ��
	� ��
� T−1(·) �2���� 
	�
$��� 
���  �  ��	���� /� �
3�	� ��� �����
���� �� T (·)# $� "	� ��
� ��� d

dt (T (·)) ��
 �  ��	���# x̃2(t) 	���� ��  �  ��	���# $���� �� ��  � 
��������	� ��� ��	����	
f1(·) �� ��������� 
 ��	����	 ��  ��	��� ���	
��# 
	� f1(·) �� ����  ��	���� ���
��	����	 Γ(·) �� ���	� ��  �  ��	��� �	 ��� ����� �� �	�!�
���� 
� ��� �
������

�




�� ������	
 ���	
 
�� ��	�������� ����������
�	
 ��
���
��

C(·) ��� D(·) ��� ������� �	 �

���
��� �
 ���� �
 x̃2(t) �
 �������� ����� �

������� �	 �

���
���� ��� ��
����
 C(·) ��� D(·) ��� 
�������� �������� ���

���� ��� 
�� ����
���
 �� 
�� ����
����� 
��� �� ������ ��� �������� 
�� ��������
	
����
� ����
��� ������ �
 
�������� 
�
�
 ��� ��� 
��
� !�������
	 2 �
 
�
�
 ���

����� �� ����	
��
� �� | ddt
(
Γ−1(·)ϕ2(·)

)| ≤ Δ
"���� ϕ2(σ, x̃1, t) = −x̃1 + f1(·)x̃1 +Γ(·)(−C(·)(x̃1 + T (·)ζd)−D(·)(x̃1 + T (·)ζd)−
T (·)g(·)− T (·)M(·)ζ̇d)� �� ���� 
� ���#�

| d
dt

(
Γ−1(·)

(
− x̃1 + f1(·)x̃1 + Γ(·)(− C(·)(x̃1 + T (·)ζd)

−D(·)(x̃1 + T (·)ζd)− T (·)g(·)− T (·)M(·)ζ̇d
)))| ≤ Δ

����$�

%	 ��&����
��
���� ��  �� 
��
 ��� 
�� ���#� 
� ����� �� ���� d
dtf1(·)� d

dtΓ(·)�
d
dtC(·)� d

dtD(·)� g(·)� d
dtg(·) ��� d

dtM(·) 
� �� ������� 
���� x̃1(t)� x̃2(t)� f1(·)� Γ(·)�
T (·)� M(·)� C(·)� D(·)� d

dt (T (·))� ζd� ζ̇d ��� ζ̈d ��#� ���#���
�	 ���� ���#�� 
� ��

������� �� ��� ������� �	 �

���
���� '�� 
�� ����
��� d
dtf1(·) 
� �� ��������

�� ���� ��� 
�� ��
��( d2

dt2T (·) 
� �� �������� ����� �
 �
 �	 �

���
���) 
��
�
d
dtf1(·) �
 �������� ��� 
��� ����#�
�#� d

dtΓ(·) �
 ������� �� d
dtM(·) ��� M(·) ���

�������� "���� C(·) �
 �������� d
dtM(·) �
 ������� ����� *�����
	 +�� ��� M(·)

�
 ������� �	 *�����
	 ,� ��� ����
��� d
dtΓ(·) �
 
�������� �������� '��
��������

d
dtC(·) ��� d

dtD(·) ��� ������� 
���� x̃2(t) �
 ������� �	 �

���
���� ��� ��
��(

g(·) �
 ������� 
���� 
�� -!-./ �
 ���
����	 ���	��
� ��� d
dtg(·) �
 ������� �	

�

���
��� 
���� x̃2(t) �
 �������� 0��� 
���� ����$� �
 
�
�
 ��� !�������
	 3 �


�
�
 ���

������ ��	� !� 
�� �

���
���
 �� ������� ��� ��� 
�
�
 ��� 
�� ��������
��
 ��
������� ��, ��� 
�
�
 �� �� 
�� ��
�
�#� ������
��
 α� km� kM ��� Δ ��� ���
��
��������� 
� ��������
��
 ����+�� ������ ��� ����$� ��#�� �� 
�� ������ ��� 
�� ����
������ �� 1,23 ��� 
��� �� �
�� 
� ����
� 
�� ����
 k1� k2 ��� βGSTA �� ���,� ���
������ ����� ���� ��
��� 
��  ��
��
��� ���#��������

����� ������	 	
� �

�� �� ��� ���� �������� ���� 


������������ 
	����� ���� ��
�����

!� 
��
 
��
��
���� 
�� 
���4��� ���
��� ��� ��� 
�� -!-./ �
��� 
�� 5"�- ����
����� ��
� 
�� 67"87 ���� �� ���
��
��� .
��� 9	�����# 
����	� �� ���� 
���

��
 (ξ̃e, ζ̃) = (0, 0) �
 �� �
	��
�
�����	 

���� ����������� ����
 �� ���,� ���
���,,� ��
� 
�� �����
�� ���
��� ���� :� ���� �
� 
�� ����� �����
 �����
��
�
���
�� 
�� ����� �"��
��� ��,��� ���� �� ����
� 
�� ���
��� ���� ��� ���
�� �
 
��


�� 67"87 ���
 ��
 ���4 ��
� ���
������
� �
 
���� �
 
��� � ��&����
 ������
�� 

�
�
 �� ��
�
��� #��
�
 #�����
	�


���
���
�� ���
��� ��
� ��������

%����
� #�����
	 ���
������

 ��� ���#�������� � 67"87 ���� �� ��#������ �� 
��


��
��
��� ��� 

�
� �

���
���� :� ���
 
� �
� 
�� 
���������� "87 ���
��
�� ��

;�



���� �����	
� ��

��� ����

���� ����	
� ��� ��
�������� ��� ��
 ���� ������ �� �� ��� 
� ����� �� 	
� ��


������ �� 
�����	�� � ���� � �! ���
��"�
� #�$�� x1 = ξe� ����� ξe 

  
��� �%
&'�()*� ��� x2 = J(η2)ζ� ����� J(η2)ζ 

  
��� �% &'�((*+ ����� ��� �%��,
�
 ���
�� ��
���� �


ẋ1 = x2

ẋ2 =
d

dt
(J(η2))J

−1(η2)x2 +M−1(q)J(η2)
(− C

(
q, J−1(η2)x2

)
J−1(η2)x2

−D
(
q, J−1(η2)x2

)
J−1(η2)x2 − g(q,RI

B) + τ(q)
) &��'-*

���������	 
��� .� �

	,� ���� d
dt (J(·))J−1(·)x2 

 � 
,�"" ��	���� �

�	��

������ ��
�� �� �
"" ��"" d(t)�


����� 
��� ��� �"" �����
��" �	���
�
� /

	,��
�� ��� �
"" �� 
��

$�� 

��� ���
/0/12 

 � ,�����
��" 
%
��, ��� ��
 � "
,
��� ������" 
��	�� ��
�� �
"" ��	
�
��� ��"��
�
�
 �! ��� 
%
��, �� �� ��	����� 0! ��� ��"��
�
�
 ��� ��	���� d

dt (J(·))
�
"" �� 
,�"" ��� ��	����� �	�����,���� J−1(·) 

 ��	���� 

��� 
� ���


�
 �!
�"�,���
 �
�� cos ��� sin� ��� �������
��" �	���
�
� 
� 
��	"� �� ������ ���� ��


�

	,��
�� ��"�+ �������� ��

 ����! �
"" �� "�!� �
 � ���
� !�� !	�	�� ���3�

.� �"
� 
�����	�� � ��� !	���
�� f(·) = −C(·)J−1(·)x2 −D(·)J−1(·)x2 − g(·)
�� ���	�� ��� 
���� 	
�� �� ��
�� ��� ,���"� ��� ,���" ��� ���� �� ��
���� �


ẋ1 = x2

ẋ2 = d(t) +M−1(·)J(·)(f(·) + τ(·)) &��'4*

5�� ���� �� ���� 
�����	��� ��� ���� � �! ���
��"�
� ��� ����� ��� �� 
��
����	���� 6% ��

 �
� ��� ����� 
��	��	�� �
 
� ����� ��� ����� 

 ���
��
�


˙̂x1 = x̂2+z1,

˙̂x2 = x̂3+z2+M−1(·)J(·)τ(·),
˙̂x3 = z3,

&��7)*

�����

z1 = k1|e1|2/3 sgn(e1)
z2 = k2|e1|1/3 sgn(e1)
z3 = k3 sgn(e1)

&��7(*

��� k1 ∈ R
6+(n−1)� k2 ∈ R

6+(n−1) ��� k3 ∈ R
6+(n−1) ���  �
�
 �� �� ���
��

������
� �� ��-� ��� ��4�� ����� e1 = x1−x̂1 ∈ R
6+(n−1)� ��� ���
�� �! ����,����


���� 
��

$�
 ��� ��8	
��,���
 
� ��-� ��� ��4� 

� ������
� �� �(4�� k1 = 6L1/3�
k2 = 11L1/2 ��� k3 = 6L� ����� L ∈ R

6+(n−1) 

 � 
	9�
���"% "�� � ���
����� 6%
��$�
� e2 = x2 − x̂2 ��� e3 = −x̂3 + F (·)� ����� F (·) = d(t) +M−1(·)J(·)f(·)�
��� ����� �%��,
�
 �! ��� ����� ��� �� ��
���� �


ė1 = −k1|e1|2/3 sgn(e1) + e2

ė2 = −k2|e1|1/3 sgn(e1) + e3

ė3 = −k3 sgn(e1) + Ḟ (·)
. &��7'*

�7



�� ������	
 ���	
 
�� ��	�������� ����������
�	
 ��
���
��

�� |Ḟ (·)| < Δ� ���� ��� �	
�	 ���
�� �
 �
 ���
 �� ����� ���� ����� 
���� F (·) ��
� �
�������
� 
� d(t)� C(·)J−1(·)x2� D(·)J−1(·)x2 ��� g(·)� ��� ����� ��� �����
�� � ��������� �!����� ����� �������� "�  �
� ������ ������� ! ����� #�����
���
���$���� ���� Ḟ (·) �� �
$���� �� � %� �� ���$�&��
��

������� ��	
��


�� &��%�
$� ! ����$����� �
 $�� �� 
�' �&&�
���� "� �$�� ���� ������ � � �����
�$������ #�� � ����� �$����� ��
$ � �� �������� �$�� ���� "��� ��� � ����� %���(
�� � σ �
�� �
 ���
� ��� ����� %����� �� ��!�&�
����  ! �
�%���� �
 ���
 ��� �$��
���� ��� �
���
 ��&$� τ(·) �&&���� �� ��� ���� ����%���%� 
� σ� �� "� ��� %� 
���!
����$������� �%�� �� �� "� "
$ � ��

�� ��� � ����� �$����� ��

σe = x̃1 + x̃2, ∈ R
6+(n−1) )*�++,

"���� x̃1 = ξ̃e� "��� ξ̃e ������ �� �� )-�.-,� ��� x̃2 = Je(η2)ζ − Je(η2,d)ζd� "����
Je(η2)ζ �� ������ �� )-�..,� /
"� �� σe = 0� "� "�  ��%� x̃1 + x̃2 = 0� 
����
x̃2 = x2 − x2,d = ẋ1 − ẋ1,d = ˙̃x1� "� ��� "���� ���� ��

˙̃x1 = −x̃1 )*�+*,

"���� "�  ���$�� ���� x̃1 � 
��  ! �0&
������  ! �
�%����� �
 ���
� /
"� �����
x̃1 = ξ̃e� ��� ����� %����� �� ξ̃e "�  � �
 � 
��  ! �0&
������  ! �
�%���� �
 ���
 ��
σe = 0� 
���� ��� %� 
���! ����$������ �� �
� �%�� �� �� ��� 
����%�� ����� %� $��
��� $���� ��� "� ��� ������
�� "���� ��� � ����� �$����� "��� ��� 
����%�� %� $��
��

σ̂e = ˆ̃x1 + ˆ̃x2, ∈ R
6+(n−1) )*�+�,

"���� ˆ̃x1 = x̂1−ξe,d ��� ˆ̃x2 = x̂2−Je(η2,d)ζd� 
���� ��� �	
�	 ���
�� �� )*�+-, �

�
 ���
 �� ����� ����� σ̂e = σe ����� �
�� ����� ����� #�$�� �� σ̂e = 0� ��� ����1���

�2����%� "�  �� ���������

����	�� �����

�� ���� �����
�� "� "�  ������ � �
���
  �" ����� 
� ��� 3
#� ��������� �� 
��(
��
� *�.� "���� "� "�  ��
" �����%�� ��� ����1��� �
���
 
�2����%� �� 
����
� *�-�-�
4! ��������� ��� �
���
 ��&$� τ(·) �$�� ���� ˙̂σe = uGSTA� "� ��$� �����%� ���� σ̂e

��� ˙̂σe ����� ���
 �� ����� ���� ����� ��� 3
#� �� 5#
� #�1��� ��� ���� ����%���%�

� )*�+�, ��� �$�����$���� ˙̂x1 ��� ˙̂x2� ������ �� )*�+6,� "� ��� ����

˙̂σe =
˙̂
x̃1 +

˙̂
x̃2 = ˙̂x1 − ẋ1,d + ˙̂x2 − ẋ2,d

= x̂2 + z1 − ẋ1,d + x̂3 + z2 +M−1(·)J(·)τ(·)− ẋ2,d

)*�+7,

4! ��

���� τ(·) �
 ��

τ(·) = J−1(·)M(·)(− x̂2 − z1 + ẋ1,d − x̂3 − z2 + ẋ2,d + uGSTA

)
)*�+�,

"� 
�����
˙̂σe = uGSTA. )*�+8,

�*
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��� ����

��������� �����	�	

�� ���� �����	�
 �� ���� 
�
���� ��� ��	�����		� ������ ��������� ��	� ��� �	���	�
�
� ��	�	��� 
�� �� ��	� ��
� ��� ��
����� ���	� �	������� 
�����	���
��� �	 ���	�
�� �	������ ��� ��	�����		� ������ �����
 ������
 � �!"�� #� ����� ��� �
��� ��
�
x̂1 = x1 − e1 
�� ��
� x̂2 = x2 − e2
 ��	� $����	�  ����
 � �!%� ��

σ̂e = x1 − e1 − x1,d + x2 − e2 − x2,d = ξ̃e − e1 +
˙̃
ξe − e2 � �!&�

#� ��
��
�����
 �� 	'�
�� ��
� ��� ��
����� ���	� ���
���� ��

˙̃
ξe = −ξ̃e + σ̂e + e1 + e2. � � (�

)�������	��
 ��� ���	���� ��
����� ���	� ζ̃ �� ����������� '� ��� ������� �
��
'�� σ̂e*
��� � ��&� 
�� � �!%�� +�� 	���
�� ��	�����		� ���
���� ���� τ(·) ����� '� � �!"� ��

���� ����� '� ˙̂σe ����� �� � �!,�

˙̃
ξe ����� �� � � (� 
�� ��� -.$/. ���	� ����� ��

� �!��� +�� ��	�����		� ���
���� �� ����

∑
1

⎧⎪⎨
⎪⎩

˙̃
ξe = −ξ̃e + σ̂e + e1 + e2
˙̂σe = −k1φ1(σ̂)e + z

ż = −k2φ2(σ̂)e

∑
2

⎧⎪⎨
⎪⎩

ė1 = −k1|e1|2/3 sgn(e1) + e2

ė2 = −k2|e1|1/3 sgn(e1) + e3

ė3 = −k3 sgn(e1) + Ḟ (·)

� � ��


��
��� ���� �������� 	
� ������
���� ���	�� ������ ������� ��� ������� ������
	
�	 	
� ����� �� ����	� ��� ������ �� ���� 	� ��	���	� x1 ��� x2� �
��� �	 ��

������� 	
�	 |Ḟ (·)| < Δ� �� ���� 	� ��	���	� x1 ��� x2� ��� ������ 	
�	 	
�

������� ������� �� �
���� �� �� ����
�� �
��� 	
� ������	� ���	�� �� ��������	��

�� 	
� �������� ���	�� �� ������� ��� 	
� ������ �� 	
� �������� ���	�� �� � ���

�
��
 ������� 	
� �����	�	�� ���!������� �� 	
� 	���"��� ������

#����� �������� �� ������	�� $ ��	
 e1 = 0 ��� e2 = 0% ��
� e1 = 0 ��� e2 = 0�
������
�� � ��� �� ���

�� ��

∑
1

⎧⎪⎨
⎪⎩

˙̃
ξe = −ξ̃e + σ̂e

˙̂σe = −k1φ1(σ̂)e + z

ż = −k2φ2(σ̂e)

������

���� ������
�� �� 
��� ����� 
� 
�� ���
�� �������� ��  ��
��� ����� ��
� Γ(·) = 1�
ϕ1(·) = 0 ��� ϕ2(·) = 0� ����� ��
��!� 
�� ��������
��� �� ������� ���� �� ���

����!��� �������� 
��
 ������
�� � �� "#$ �
�������� �� ������	�� &% %� &
�'� � (��)���* !���
��� �� )��)���� !�� � 
����+

�����  ,-� %
 �� )��*�� 
��
 
�� (��)���* !���
��� �� �������� ��������� ���







�� ������	
 ���	
 
�� ��	�������� ����������
�	
 ��
���
��

�������� ��	
��� �
� ���� �� �� � 
����
�� ��
����
 ��� ���������
∑

2� ����� ����
��������� ��
����� �
 	
��� ���� �� ��� �����
 e = 0 ��� ����� ����� �� |Ḟ (·)| �� ��
�
�� Ḟ (·) �� ���
���� ��
�� Ḟ (·) �� ���
��� �� ���������
�� ��� �����
 �� ���� ���
����� ����� �� Ḟ (·)� ����� ���
� ���� ��� �����
 �� ����  �!� �� "���������
 !�#
�
� "���������
 !�$� �
 ���
 ������
� ���� ||e(t)|| ≤ δ ∀t ≥ 0�

�������� �	 
�� 
�����
� ���
��� �� �
����� ��� �������� ������� 
���� !�%
�� ����� �� ����& ������� ��� �������
� �� ��� �������� ������ ���  �'� ���
���
���
��� �� ξ̃e ���� �� ��������� ���
 e1 �= 0 �
� e2 �= 0� �
� ��� ���� ��������
��� 
����
�� ��
����
 ��
������ V (ξ̃e) =

1
2 ξ̃

2
e �� ����� (��� ���� ��� ���
���
���

�� σ̂e ��� �����
 �
 ��� ����� �� ������� )�#� ��� ���������� �� ��� 
����
��
��
����
 ��
������ V �� ���
 �� �������*

V̇ (ξ̃e) = −||ξ̃e||2 + (σ̂e + e1 + e2)ξ̃e

≤ −||ξ̃e||2 + θ||ξ̃e||2 − θ||ξ̃e||2 + (β + 2δ)||ξ̃e||
≤ −(1− θ)||ξ̃e||2 ∀ ||ξ̃e|| ≥ β + 2δ

θ

+)�),-

����� 0 < θ < 1� ��� �������
� ��� ���
  �' ������� ��� ��
�����
� �� ����
���� !�. ��� �����	��� /�
��0��
���� ��� ��
�����
� �� 
���� !�% ��� �����	���
����� ������� ���� ��� �������� ������ ��  �!��

��� �����	
��� 
����
�

1
 ���� ������
� �� �����
� ���������
 ������� ��� ���������� ����&�
� ���
� ��� ��
�
���� ���� �����
��� �
 ������
 )�$� 2� �����
� ���� ������� �����
� ��� �������
��������
�� �� ��� ���������� ��� ���� ��������� �
�� ���� ��� ����� �
 ���
� ���
��
���� ���
� �����
�� �
 �3������
�� ����
� ��� ���� �� $4#5� 2� ��� ��� ���������

����� �����
��� �
 ������
 $�$ �
� ��� 6����� $4#7 ������
 �� ��� ����� �����
���
�
 ������
 $�$�#�

����� ����	
� ��
��
	
���

1
 ���� ������
 ��� ������� ��������
�� ���� ���� �� �����
���� �� ���
� ��� ��
����
��� ���� ������
 )�$�#� ��� ���& ���� �� ��������� �
 ��� ���������
 �� ����������
����&�
� ��� ��� ���� �� ��� !1! 8� ! �������� ���� ��� ��� ���� �� ������ �� ��
�
������ �� ����
� �������
�� �� �
 �
����� &�
������ ��
�������� ��� �������
�� ����

��� ��� ��� �
���9����� �� ��� !1! 8� �
� ��� �
����� &�
������ ���
 ��
������
� ������
�� ���������� ��� ��� ���� �
� ���
��� ���� ���� ��� �
���9����� �������
�� ������� ����� ��9���
� �������
�� ��� ����
 �� ��� �
����� &�
������� �
� ����
���
�� �� 5� 200� 400 ����
��� ��� ��� ���������
�� � 	3������� ������ ���� � ����
��:� �� 10−4 ��� �����

���������	


��� ���
� ��� ��� ���! ���� �����
 �� k1 = [5e14]
T � k2 = [0.0002e14]

T �
�
βGSTA = [15e14]

T ����� ei �� � 1× i ������ �� �
��� 1
 ������ )�#�� ��� ���������

������� ��� ��� �������
 �
� ����
�����
 �� ��� ���� ��� �����
��� �
� �
 ������ )�#��

.7
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��� �������	 �	
 ����	�����	 �
 ��� ���� ��� ���	� �	����

��� �������� 
����� �	
 ���	� ������� �
� ���
�	� ���
���

������ ��	
 ��
���� ������
��� �����
� ����� 
�� ���
��� ��� ���� ���
��� ����	


�� ������
��� �����
� ��� 
�� ����
 ������ ��� ������
��� �� ������ ��	� 
�� 
����
��

������ ��� ����
 
������ ������� ��� ������
�� ��� �� ������ ��	� 
�� ������� �������

σ �� ������

����������

�� ��� ��� ���� ������ ��	� ��� ������ ��	� 
��
 
��  � !" ������� 
�� ��#��

����
���$ �����
�
��� ��� ����
� 
�����
����� #��% ����� &��� �� ���� ������
�� �%

������ ��	�$ �� σ �� ����� 0.07 ��� 
�� ����
��� ��� �����
�
��� ��� ����� 0.015
��� 
�� ����
� �� ������
� #����� ���� ������ ��	� �� ��� ��� 
��
 
�� ������ ����

�� ����
�$ ���� �� ���

����� ��� ����� 50 '$ ����� �� 
�� ����
 ��� 
�� 
����
����
&��
 ����� 
��
 
�� ������ ���� 
� ���
��� 
��  � !" �� ������ �����������

����� ����	
�	� 
	
����	��


�� 
��� ���
��� ������
��� �����
� ����� �� ���
��� ����� ��
����� �� �(�������
�

���� �� ������
��$ ��� ��
� ���
��� ���� ������
�� �� ���
��� ���� &�� 
��
 ����� ����

��� 
�� )*�����$ 
�� )*����� ��
� � ��#��� ���� ��� 
�� �*������ &�� 
��
 �����

��� �(������� �� ���
��� ��+�+� &� ��,� 
�� ������
���� � #���� ���������� ��
� 
��

�(�������
�$ �� ��� � -*���
������ ��� 
�� ����
�� &�� ������ ��� 
��� ������ �� 
��



�� .����� �/	0 ����
 ��� �� ��
����� ����
 ���
������$ ����� �� � -*���
������� &�

����
� � ���
������ 
�����
��% �� ��� � 1�
�� 
� ������
� � ���
������ 
�����
��%
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�� ������	
 ���	
 
�� ��	�������� ����������
�	
 ��
���
��

������� �����	
���� �	
 ��� �
�����
	��� ��� 	��� ��������� �	���
 �
�� � ���� �
��
	� 0.002 ��� �����

���������	


��� ��
�� ���� �	
 ��� �
�����
	�� �
� ��	�� �	��� ��

�� ��� ����

����� �	
����
� ���� ��� �	���

�	� ������� ��� �
�����
	�� ��� ����

����� 
� �� �	

���
�� �	��
���� ��� ��
�� �	
 ��� ��� ��� ��� !"�#" ��
� ��	��� �� 
� ����� $�%�
&	�� ���� �� ���� �	��
 ��
�� �	
 ��� '������ ���� �	
 ��� ��	 	���
 ������� ���
�� ���	 ���� �
(�
��� ��
�� �	
 ��� ��	 �	��
	� �������� ��� 
���	� �	
 ���� 
� ����
���� ��� �	��
	� ������ �
�� ��� !"�#" ��� ���� ��� �	��
	� 
���� ��� �	
�
���
���
��� ��
�� ��� �� ���� �
	� ��� 
������� ��
� ��� �	 �
���
 �	
��� ��
�� ����
��� ���
��	
� �� ��� �	 ��� �	��
 ��
�� �	 �	� ��� 	��
����
	�� 
� ��� ����

������
 ��	 �	�� ���� ��� ��
�� �	
 ��� !"�#"� L� �
� �
(�
��� �
	� ��	�� ���� ��

��
��� ����

����� �	
 ��� )������ ��� ��� )������ �
�� � �	�
�� ����� �������
�� 	���
��� ������

�� 
� ��� �
�����
	�� ���� �� ���� L = 0.01� ��
�� ��� �	�
����

����� 
� ��� ����

������

����� $�%* �
�����
	��* )	��
	� ��
�� �	
 ��� ��� 

���	

�

�


)������ )������ �+�	�
�� ���� '������ '������
k1 1 1 2 1
k2 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006
β 24 24 12 3
L 0.1 0.1 !"�#" �	� ���� 0.1

��� 
������ ���� ��
�� ��� �	��
	� ��� �
	�	��� 
� ����
	� $�,�% �
� �
�������

� �
��
� $�,� �
��
� $�� ��	�� ��� �
�����
	� 
������ ���� ���	�
�- �����
������
�
� �	� ���
����� ��� ��� �	��
	� ��� �
	�	��� 
� ����
	� $�,�, 
� ����� &	�� ����

� �
���
 ��
�� ��� ���� ���� 
� ��� �
�����
	��� ��� 
������ �	��� ���� 
��
	����

����� ��������	


 � ��	�� 
� �
��
� $�, ��� �
��
� $��� ���  ' ./ �	��	�� ��� �
��� �	�
�
	�
��� 	

�����
	� ��
- ���� �	
 ��� ��
�� ������� �	�� ���� ��� �	��
	� ��� �
	�
����
	� $�,�% ��� ���� ��� �	��
	� ��� �
�� ��� !"�#" �
	� ����
	� $�,�, 
�
����� ���  ' ./ �	�� ���� �	�� 
����� �
�� �	��	�
�� ��� θ 
���
���� 
� ��� ������
��� ���� �
��� �� ������� ���
� 
� � ����� ���
��
	� ������� ��� ���

�� �	��
	�

���� ��� ��� �	��
	� 
���� ���� �� 	���
� �
	� ��� ��
����
 ���	���
	� �������
�� ��	�� 
� �
��
� $�$� &	�� ���� ���� ��� 
� ��� �
�����
	��� ���� ��� ��
����

���	���
	� ������ �	
� �
�� �	 ����� �� �
�� ��� 
���
���� ���	
� 
� ��� ��� �	 ��
	
���
�� �� 	���
��� ���� ��� 
���
���� ��� ���������- �	��	���� �
��� �� ���� � ���0�
�	����0 �	���

�	� ������� �
�����
	�� ��� ����

������ �� 0��� ��� ���� �
�
��

� ��� �
�����
	�� �� 
� ��� ����

������ 1� ��� ���	 	���
�� � ����� ���
��
	�

� ψ �� 600 � �	
 ��� ������ ��
�� 
� � �
���
��� ������� 	� ��� ������� 
� �	�
�
	�

���
����� ���� 	���
 �� 600 �� '� ��� '������� ���
� 
� � �
���
��� ���
��
	� 
� ψ
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���� �����	
��� 
����
�

��� ������	
 �	 ��
���� ��� ����
��� �����
 �
�� �	 ��
����

��� ������	
 �	 ��
���� ���� � ����	
 ����
��� ����
��� �����
 �
�� �	 ��
���� ���� �
����	
 ����

��� ������	
 �	 ��
���� ��� ����
��� �����
 �
�� �	 ��
����

������ ��	
 ����
����� ����
�� ����� ��� ������
 
�� ���� ������� ��	��

�
�� ����� 100 �� ��� ��� ������ ��� ���� �� ������
� ��� 
���� ������ �� �
�� �������

���� ����

������ �� θ ��� ψ �� ��� � ����� ���� � ������ ���� ����� �� �����

�� ������ ��	� ��� ������ ��!�� ��� ��� ������ ��� ��� ����

������ �� ��� ������

����" ��������� �� ������� ���� ��� ����

������ �� ��� ������ ��� ���������� ����

��� �������� �� ��� �����

��� ��� � ����� ��� ��� � ����� ���� � ������ ����� �� �� ������� �� �� 
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����

�� �
�������� ��� ����
�� ����� 
��� ��� ��� ����
����
 �� ���� �� ��&��� 	�

τ(q) = −kpξ̃e − kdζ̃ − ki

∫
ξ̃edt '(�)*


��
� ξ̃e �� ��&��� 	� �� '+�)+* 	�� ζ̃ = ζ − ζd� 
��
� ζ 	�� ζd 	
� ��&��� 	� ��
'+�,* 	�� '+�-*� 
�������"��#� ��� �����	��� kp� kd 	�� ki 	
� ����
����
 �	����

����� ������	 	
� �

�� �� ��� ��� ������		�� �������� ���� 


�����

�� ���� ����������� ��� �
	����� ����
�� �	
 ��
 ��� ���� ����� ��� ��� ����
����


��� ��� �����	��� "������# �
�� ��� $%��% �� �
��������

����� �����	��

.��	��� "������# ��	��
������ 	
� ��� 	"	��	���� 	 ��	�� ����
"�
 �	� �� �� ��/
������� 0� 
	�� �� ��� ��� ���
�/�
��
 ��% �
������� �� 1-23� 	� �� �	� ����
�
�"�� �� �� 4�� �� 1(53� .# ��������� ��� ���
�/�
��
 ��% ��
����
� 	� �� 1-23�
��� ���
�/�
��
 ��% �	� �� 

����� 	�

˙̂x1 = x̂2 + z1

˙̂x2 = x̂3 + z2 +M−1(q)Je(η2)τ(q)

˙̂x3 = z3

'(�+*


��
�

z1 = k1|e1|2/3 sgn(e1)
z2 = k2|e1|1/3 sgn(e1)
z3 = k3 sgn(e1)

'(�,*

	�� k1 ∈ R
6+(n−1)� k2 ∈ R

6+(n−1) 	�� k3 ∈ R
6+(n−1) 	
� �	��� �� �� ������

	���
���� �� 1-63 	�� 1-73� 
��
� e1 = ξe − x̂1 ∈ R
6+(n−1) 
��� ξe ��&��� 	� ��

'+�)8*� %�� ������ �� �	
	����
� ��	� �	���&�� ��� 
�9��
������ �� 1-63 	�� 1-73 ���
	���
���� �� 1)73� k1 = 6L1/3� k2 = 11L1/2 	�� k3 = 6L� 
��
� L ∈ R

6+(n−1) ��
	 ��:������# �	
�� �����	��� ;��� ��	� ��� �	����	���	� ���
	����� �� '(�+* 	��
'(�,* 	
� ��
��
��� �� 	� �������/
��� �	���
�
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��� ���� ����� ��� ��� � ��� �!�� ��� "� ����� �!

τ(q) = −kpξ̃e − kd
ˆ̃
ζ − ki

∫
ξ̃edt ���#�


���� ξ̃e 
! ��$��� �! 
� ���%�� ���
ˆ̃
ζ = Je(η2)

−1x̂2−ζd& 
���� x̂2 ��� ζd ��� ��$���
�! 
� ����� ��� ���#�& ��!����
��	�� ��� ���!����! kp& kd ��� ki ��� ������		�� '�
�!�

��� �����	
��� 
����
�

�� ��
! !���
��& 
� ���!��� !
��	��
�� ��!�	�! ��� ���(������ ����)
�' �!
�' ��� ����
���	 	�
! ���!����� 
� ����
��  ��& ����
�� #�� ��� ����
�� ��%� *� �!� ��� !
��	��
��
����	 ���!����� 
� ����
�� ��� ��� ��� +�	��� �,%- ���!
�� �� ��� ��"�� ���!�����

� ����
�� ����%�

��� ��!� ��!�! �!�� ��� ��� .�!���� ��� ��� .�!���� 

�� � ���
�' �����
��� ��!� ��!�! ��� �/�	�
��� 
� ����
�� �� � � �� ��)� ��� !
��	��
��! � ��	
�
������
!�� 

�� ��� �/���
����!& 
� �!� � ��������		�� ��� ��� (�
��!� ��� ���!��
��� ��
! ���
�� 
! ���� ��� +�	��� �,%- ��"�� ��! �� 
������	 (�
�� ������		��& 
�
��

! � ��������		��� �� ������ � ����
����! ���(������ 
� �!� � $	��� �� '������� �
����
����! ���(������ "��
��� !�����
��!� 0�� ��� !
��	��
��!& ��� ��� $/���!���
!�	��� 

�� � !��� !
1� �� 0.002 
�! �!��� �� ��!��� ���� ��� ������
!�� "��
���
��� !
��	��
��! ��� �/���
����! 
! �! ��
� �! ��!!
"	�& ��� '�
�! �!�� ���
�' ���
!
��	��
��! ��� ��� '�
�! ����� ���
�' ��� �/���
����!� ��� '�
�! ��� ��� ��2 

��
�����
�� '�
�! ��� ��� 3���� ��� ���!����� 
� ��"	�  �%4 ��� ��� 5��2 ��� ���
3����& ��� '�
�! ��� ���!����� 
� ��"	� #�%4 ��� ��� ��� ��� ������		��& ��� '�
�!
��� ���!����� 
� ��"	� ��%� 0�� ��� ��. �	'��
���!& ��� '�
�! ��� ��� 3����&
L& ��� �
6����� ���� ���!� �!�� ���
�' ��� �/���
����! ��� ��� .�!���� ��� ���
.�!���� 

�� � ���
�' ���� "����!� 
� �"!����� �������
�' 
� ��� !
��	��
��!

��� 
� �!�� L = 0.01& 
�
�� 
�! ��� �/���
����� 
� ��� �/���
����!�

��"	� ��%7 �
��	��
��7 .�����	 '�
�! ��� ��� ��� ������		��


����

����

.�!���� .�!���� 
8���
�' ����
kp 20 20
kd 0.4 0.4
ki 0.1 0.1
L 0.01 0.01

��� ���(������ ����)
�' ��!�	�! �!
�' ��� ������	 	�
! ���� ����
��  ���%& ����
�
�� #���% ��� ����
�� ��%�%& 
���& 

����� ��� 3����& ��� ���!����� 
� 0
'��� ��%�
9��� ���� ��� ��
�����
�� �����! ��� ���!����� 
� ����! �� +�	�� ��'	�! ��� �
!��
�	
1��
��& ���� ����'� ��� ������	 	�
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��!� ��
! 
! �	!� ��� ��!� ���
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��� ����� ��� ��� ����� � �� ������ ��! ��" ��� ��� ����� � ���� � ��#��� ���"
�� ������ ��$� %� ��&
� ��!' ��� ���� ���� �(���� ����� )*��+, ��" ��-����
����� ��� ���  ������� ��" ����������� ��� ��#�� ��� ���� ������
 
�� ������� ���
����� ��" ��� &��� ����
����� ���� �����' ����' ��� ����� � ��" ��� ����� � ����
� ��#��� ���"� %� ��&
� ��$' ��� ���� ���� �(���� )*��, ��� ��� �������� ������
��" ��� "���#���#� �� ��� �������� ������ ��� ��#�� ��� ���� ������
 
�� �������
��� ����� ��" ��� &��� ����
����� ���� ������ ��� *�� �� ��� �������� ������
 ��#�"�� �� �"�� �� ��� ���� ����� �� ���"' ��" ��� *�� �� ��� "���#���#� �� ���
�������� ������  ��#�"�� � ������� �� ��� ���� ���������� ��  ������ �� ��� ��������
������� ��� ���������� �������� ����
�� ����� ��� ������
 
��� ���� ������� $�!�!'
������� .�!�! ��" ������� ��	�!' ����' ���� ��� �����' ���  �������" �� ������ ��.�
��� ������ ��"��� �������� ������ ��� ����� ��� ��� ����� � �� ������ ��� ��"
��� ��� ����� � ���� � ��#��� ���" �� ������ ��/� %� ��&
� ��.' ��� *��+ ��"
��-���� ����� ��� ���  ������� ��" ����������� ��� ��#�� ��� ���� ������
 
�� ����
��� ����� ��" ��� &��� ����
����� ���� ������ %� ��&
� ���' ��� *�� ��� ���
�������� ������ ��" ��� "���#���#� �� ��� �������� ������ ��� ��#�� ��� ���� ������


�� ���� ��� ����� ��" ��� &��� ����
����� ���� ������ 0��� ���� �� ������ �����
��" &��� ���" �� ��� ����
������' ��� ����
�� ���
" ��#� �� ��#�"' �� 
���� ��� ���
1��2�
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!� ����� �� ������ ��"# ��� !$!%& ��

��� ��� �� �� �������� ��� �����������

 ��' ��

 ��� (��� ���� ����� �� �

 ������ ��� )���� ���

 ���� ��� ������
 
���

���� ������� ��	�"# ������� *�	�" ��� ������� ��"�"# ����# ������� ��� �����# ���

����� ���� ����
� ��������� ���� �
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��� ��� ���
���(
�� !� ����� ��

������� ��"� ��� ��"(# �� ��� ������� ����# ��� ��! ���� ������ � ����� ��� ����

��� (��� ����
� � ���

# ����# ��� 
����� �����# ��� ��� +��! ��� ���� ��� ������

(���� ��� ������ ��' ��� ��! ���� ������ � ����� ��� ���� (����� ����
�� ���� ���

+��! �� ���(�(
' ���� �� �� � �� ���� ��� +��! �����

'# ���
� ��� ��! ����

������ � ����� ������ �
' ,��� ��� (��� ������ ���� ��# �� �� ���� �
���
' �-�����

���� �� ��� ����
�� ��� φ ��� θ# �� �� ,�� ���� ��� φ# ��� +��! ��� ���� ��� 
�����
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�� ������	
�� �� 
�� ��	�	�� ���� ������� �����	���


����� ���	 
��
������	 ���������� �� ���
��� ���� ��� ������� ���� �����
� ���
��
�� ��� 
���

��������	

��� ��
� ���
�� ����� �
���� �
��	�	 �����
������� ������� ������� ���� ������� ������� ������� ����

���
!������� 0.0008 0.0019 0.0090 0.0167

����������� 0.0116 0.0228 0.0301 0.0720

����
!������� 0.0054 0.0068 0.0303 0.0327

����������� 0.0114 0.0193 0.0330 0.0535

���
!������� 0.0087 0.0115 0.0509 0.0521

����������� 0.0154 0.0249 0.0455 0.0699

����� ��"	 
��
������	 ���������� �� ��� ���
���� ������ 
��� ���� ��� �������
���� �����
� ��� ��
�� ��� 
���


��� ��
� ���
�� �
���
��������	 τthr τ̇thr

������� ������� ������� ���� ������� ������� ������� ����

�# 2.16 1.89 5.32 2.19
$
�# 1.84 1.91 5.05 0.31
!%& 1.80 1.87 0.74 0.67

����� ��'	 
��
������	 ���������� �� ���
��� ���� ��� ������� ���� ���� ���
��
�� ��� 
���

��������	

��� ��
� ���
�� ����� �
���� �
��	�	 �����
������� ������� ������� ���� ������� ������� ������� ����

���
!������� 0.0009 0.0032 0.0091 0.0271

����������� 0.0078 0.0198 0.0206 0.0676

����
!������� 0.0059 0.0075 0.0304 0.0341

����������� 0.0072 0.0125 0.0205 0.0348

���
!������� 0.0083 0.0112 0.0497 0.0524

����������� 0.0147 0.0245 0.0434 0.0692

�����( ��� ��� θ( $
�# ��� !%& ������� � ��� ���) ����� ����� ���� ��� 
�# ����
��������  ����� *��� *� 
���� ��+� ��� ��+�( �� ������� ��� ���� ���������� ���
��� ������� ���� � ����� ���� �� ��� ��� ������� ����( ����( �� x( y( z ��� ψ(
��� 
�# ���� ��������  ���� �������� ��� �������� �����( ��� ��� $
�# �� ���
������ ����� �������( ��� φ ��� θ( ��� ������ ��� �
�� ���� �������� ,-������ 
����� ��� ���.��� ���� �� ��� ������� ���� *� 
�� ��+( ����( ���� ��� 
�# ����
��������  ���� �������� ��� �������� ����� ��� ��� ��������( ��� ���� ��� $
�# ��
��� ������ ����( ������� ��� �����������( ��� $
�# ��� ��� 
�# ���� ��������
 ���� ���� �
�� ���� ������� ���
���( ��� ��� $
�# ���
���) �������� � ��� ���)
������� ������ ��� !%& ���������� ������) �/��� ��� ����� ����0�� ����������� ���
���� �������� ��� ������������ %� �� ��0� ��� ���
���� 
�� �� ��� ��/����� �� �������
���� �������������( ����( *� 
��� ��� ��� ��"( �� .�� ���� ��� ���� ���� �����( ���

�# ���� ��������  ���� 
��� ���� ����� ���� ��� $
�# ��� ��� !%& ����������(
����� ��� $
�# ��� ��� !%& 
�� ���) ������� ���
��� �� ������ �������( ��� 1�

�� τthr �� ����� ��" ����� ���� ���� ����( ����� �� ���
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��� ���� ���
�����

���
� ���
 ����
�����
 ���������� � ��� ��������  ����� ���! ���� ��� ������


��� ���� ��� ����� ��� ���!

���� ���� �	
��� ����

��������� τthr τ̇thr

�"����� �"����� �#��$��� ���! �"����� �"����� �#��$��� ���!
��% 2.25 2.05 15.78 9.48

&��% 2.11 2.22 10.99 7.90
'() 1.82 1.89 1.43 1.37

��� �"����� ����* ���  �� ��� ���� � ��� �"����� ���� � ��$��� ���!* �� �� $���
����
��� ����$��*  ��� ��� +�� � τ̇thr* �� ,�! ���� ����� �� ��� ���� ����������
�� ��� ������
 �����  ��� ��� ��% ���� �!����$� �����* ����� �� 
��� �� ����  ���
��� &��%* ��! ��� ������
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������� ����. ��� ��# ���� ������!� "���� ���� ���"���, ��
� ��
�� ���� ��� $��#.
��� ��� $��# ���� ��
� ��
�� ���� ��� %&' ����
����
� &� ��� ���� �� ��� �������
���� � ��!��" ����. ����!�
. ��� %&' ����
����
 ��� ��� $��# ��� !�
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������� �� ��
��. ����� ��� ��# ���� ������!� "���� ���� ��
�� /�!�
�������. �
��
��� 0�� �� τ̇thr. �� ��� ����!�
 ���� ���
� �� ��� ���� ������
��" �� ��� ����
��
����� �
�� ��� ��# ���� ������!� "����. ���
� �� ���� �� ���� �
�� ��� $��#. ���
��� %&' ����
����
 ����� ��� ����� 
���� ����"�� �� ��� ��
��� ��
���� ����!�
. ���
!���� �� ��� 0�� �� τ̇thr �� �� ����� ���� ��� ������
��" ���� �� ���
������ �, ���
��# ���� ������!� "���� �� ������ ��"��"����� ��� 
����� ��, ��� ������
��" ��,
�����
 �� �� �������
���� �� ��� ����� �� ������� �� ��� ���� ����� �����

1��� ��� ����
�� ���� ���� ��� ����� �
� ����. ����. �
�� ������� 2�3�3.
������� 4�3�3 ��� ������� ��)�3. �� ����
!� ��� ���� ���������� �� (�"�
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���
#������� 0.0064 0.0177 0.0640 0.1007

�
��������� 0.0087 0.0215 0.1035 0.1321

����
#������� 0.0100 0.0252 0.0661 0.0871

�
��������� 0.0062 0.0147 0.0914 0.0618

���
#������� 0.0143 0.0394 0.0549 0.1428

�
��������� 0.0181 0.0431 0.0779 0.1327
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���
��������	 τthr τ̇thr

������� ������� � ��!��" ���� ������� ������� � ��!��" ����
��& 3.02 3.34 17.49 13.51
'��& 1.85 2.23 4.77 5.05
#() 1.71 2.09 4.27 4.64

��� ��"�
�����* ��
������
�+ ��� ��& ���� ������!� "���� ��� ��� '��&* �� ���
�
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� ���� ��
"� ���,� �� ����� �����
������� (� �� ��,� ��� ��
����
 ��� �� ���
��-�
��� ��"�
����� ���� �������
�����* ����* .�"�
�� ��$$ ��� ��$/* �� 0�� ���� ���
��& ���� ������!� "���� ���� ��
� ��
�� ��
 ���� ���� ����� ��� ���� ��� '��&
���� ��
� ��
�� ���� ��� #() ����
����
 �� ��� ������� ����* ���
��� �� ��� ���� ��
��� ������� ���� � ��!��" ����* ��� #() ����
����
 ��� ��� '��& ��� ������ ���
���� ������ �� ��
��� ����!�
* �� ����� �� ����� ��$%* ��� 1�� �� τthr ���������
���� ��� ��& ���� ��� ��
� ��
�� ���� ��� '��& ��� ��� #() ����
����
 �� ����
���� �����* ���
��� ��� #() ����
����
 ��� ��� '��& ��� ������ ��� ���� ������
�� ��
��� .
�� ��� 1�� �� τ̇thr* �� ��� ���� ����
!� ���� ���
� �� ��� ���� ������
��"
�� ��� ����
�� ����� �
�� ��� ��& ���� ������!� "����* ���
� �� ���� �� ���� �
��
��� '��&* ��� ��� #() ����
����
 ����� ��� ����� 
���� ����"�� �� ��� ��
����

��
���� ����!�
* ��� !���� �� ��� 1�� �� τ̇thr �� �� ����� ���� ��� ������
��" ����
�� ���
������ �+ ��� ��& ���� ������!� "���� �� ��"��"����� ��� 
����� ��+ ���
�
��+ �����
 �� �� �������
���� ������
��" �� ��� ����� �� �"��� ������� �� ��� ����
����� �����

(� �� �����
� ��� 
������ �������� ���� ��� ����
�� ���� �
�� ������� 2�/�$*
������� 3�/�$ ��� ������� ��$�$* ����* ������� ��� �����* ��� ��� 
������ ��������
���� ��� ����
�� ���� �
�� ������� 2�/�/* ������� 3�/�/ ��� ������� ��$�/* ����* ����
��� ����� �� ����* �+ �����
��" ����� ��4 ���� ����� ���* ����� ��5 ��� ���
��� ��$%* �� 0�� ���� ���� ��� ����� �� ����* �� ������ �����
 �
��,��" 
������
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 ��� �
��������� ��
 ��� ��� ��"�
�����* �� ���� �� �����
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 ��������
���� ��� '��& �� ����� &����������+* ���� ���� ��� ��-�
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������ �
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� ��� ���� �������� 
� !��� �� "��
� 
��� ����� ������
��� #��
��$����  ����
 �� 
�� �����
��� ���
��� ���%����
 ��� ���
�� �
��� 
����

����� �����	 
���	
��
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�� ������� 
�

�� �����
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��  � 
�� ��'����
��� �(��
���

σ̇ = γ(σ, t)u+ ϕ(σ, t) )*��+

����� σ ∈ R �
 
�� 

�
� ���
�� ��� u ∈ R �
 
�� ���
��� ����
 ���
��� ��� #���,

���
 γ(σ, t) ��� ϕ(σ, t) ��� �����
��� #���
���
 ��������� �� 
�� 

�
� ��� 
����
-�������� ��.�� �� ����
 
�� #�������� �

���
���
/

���������	 
��� ��� #���
���
 γ(σ, t) ��� ϕ(σ, t) ��� 0��
���
! ���
�����
 #���,

���
 ��
� ��
���
 
� t� ��� γ(σ, t), ϕ(σ, t) ∈ C1 ��
� ��
���
 
� σ�

���������	 
�
� ��� �����
��� ���
��� ���%����
 #���
��� �
  ������  �

0 < km ≤ γ(σ, t) ≤ kM )*�1+

����� km ��� kM ��� ��
�
��� ���

��

�

���������	 
��� ��� ���
�� �
��� 
��� ϕ(σ, t) ���  � 
���
 ��
� 
�� ��������

/

ϕ(σ, t) = ϕ1(σ, t) + ϕ2(σ, t) )*��+

����� 
�� "�

 ��������
 ����
��
 �
 
�� ������� ����� ϕ1(0, t) = 0 ∀ t ≥ 0� ��� �

 ������  �

|ϕ1(σ, t)| ≤ α|φ1(σ)|, α > 0 )*�2+

������ 
��� -�� 
�� ����
��� ���� ����� ����  � ���
��
��  ����� �# �� ��
��

)*�.+ #�� φ1(σ) �� )*�2+� �� ���� 
��
 |ϕ1(σ, t)| ≤ α||σ| 12 sgn(σ) + βσ| ≤ α(|σ| 12 +
β|σ|)� ���
 ����
 
��
 
�� ���
�� �
��� 
��� ϕ1(σ, t) ��
 
�  � ���
����� �� 
��


��
�� ����
��  � 
�� �����
 ±α(|σ| 12 + β|σ|)� ��� ��� ���� ���� �
 ��

 ��������
�� σ�

���������	 
��� ��� 
�
�� 
��� ������
��� �# 
�� ���,����
���� ��������
 �#

�� ���
�� �
��� 
��� �������  � 
�� ���
��� ���%����
 γ(σ, t) ���  � �����
��
��
�


d

dt

(
γ−1(σ, t)ϕ2(σ, t)

)
= γ−1 ∂ϕ2

∂t
− γ−2ϕ2

∂γ

∂t︸ ︷︷ ︸
δ1(σ,t)

+

(
γ−1 ∂ϕ2

∂σ
− γ−2ϕ2

∂γ

∂σ

)
︸ ︷︷ ︸

δ2(σ,t)

σ̇

= δ1(σ, t) + δ2(σ, t)σ̇

)*�3+

.*
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����� δ1(σ, t) ��� δ2(σ, t) ��� �	
���� �� �	
����� �	�
����
�

|δ1(σ, t)| ≤ δ̄1, |δ2(σ, t)| ≤ δ̄2 �����

������ ��	� ���
 ����
 ���� ��� �	������
���� ���� ������� �� ��� �	���	�
�	������� γ−1(σ, t)ϕ2(σ, t) ��� 	��� ��	� �������� �� σ� ����� γ(σ, t) ��
 �	 ��
�	��� ��� 
���� �	
���� �� �	�
����
 ��


����	�
 ���� ���
 ����
 ���� ���
�	������
���� ���� ϕ2(σ, t) ��� 	��� ��	� �� �	
� �������� �� σ�

������ ��
� !	�� ���� �


����	�
 ������" ��� 
��	���� ������� ���� ��� ��		#
	# ��� �	
����� ��$������

 	# ��� �����% Q(t) �� ���&'� �
 ���� ��� ������ �	 ��
���� �	 �	
�� ��� ��������
 �� ���&(� ����� ��� �	
��
 ��� ��$��� �
 �� ���&���

����� �����	
���
 �������������� 	
������� ���� 	
	����� �	���

)� ���
 
����	� ��� �*
���	�
 ��
������� ��� �������� +��� ��� ���
������ ���
+��� ��	�	
�� �� ,&-. ��� �� ������� �


uAGSTA = −k1φ1(σ) + z ∈ R

ż = −k2φ2(σ)
���/�

����

φ1(σ) = �σ	 1
2 + βσ

φ2(σ) =
1

2
�σ	0 + 3

2
β�σ	 1

2 + β2σ
���-�

����� �a	b = |a|b sgn(a) ��� k1 ∈ R k2 ∈ R ��� β ∈ R ��� �	�
���� �	���	����
����
� 0	������� �� ,�1. �� ��	�	
� �	 ��
���� ��� k1 ��� k2 �� �������� ����

��$��� �� ��� #	��	���� 
����� ���
�

k̇1 =

{
ω1

√
γ1

2 , �# σ �= 0

0, �# σ = 0
���1��

k2 = 2εk1 + λ+ 4ε2 ���1��

����� ε ∈ R λ ∈ R γ1 ∈ R ��� ω1 ∈ R ��� �	
����� �	�
����
�

����� �
���
�
��� 
��	����

��� ��	
����		� �������
 ��� 	������� �� 

�
���
���� ���'� ��� ���/� ���	 ���&� 
��������

σ̇ = −k1γ(σ, t)φ1(σ) + ϕ1(σ, t) + γ(σ, t)
(
z + γ−1(σ, t)ϕ2(σ, t)

)
���&2�

3� ��$���� σ1 = σ ��� σ2 = z + γ−1(σ1, t)ϕ2(σ1, t) �� ��� �����
��� ��� ��	
���
�		� �������
 �


σ̇1 = γ(σ1, t)
(− k1φ1(σ1) + γ−1(σ1, t)ϕ1(σ1, t) + σ2

)
���&&��

σ̇2 = −k2φ2(σ1) +
d

dt

(
γ−1(σ1, t)ϕ2(σ1, t)

)
���&&��

-/
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 �������������� �
������� ���� �
	����� �	���

������� ��	� ������� ��	� γ(σ1, t) 	
� ϕ(σ1, t) �
 �
���� ����� �	����
 �������

���
� �������� ���
� ��� ����������� �

	���� �
 ������ 	�� ����� ���� ��	� ���

��	��� σ1 	
� σ2 ��
����� �� ���� 	
� z ��
������ �� −γ−1(0, t)ϕ2(0, t)� ��� 	��


	
� �
 !
��� ����� �� ��� �	�
� k1 	
� k2 	�� �����
�� 	� �"������� �
 ������ β > 0�

λ > 0� ω1 > 0� γ1 > 0 	
� ε = ω2

2ω1

√
γ2

γ1
� #���� ω2 > 0 	
� γ2 > 0�


����� ��
� ��	
 	��	 	�
 
���� �� ��� � ��
����
������� ���
� ���
�
�� ����

��� �

�����
� �� ��	 ��
 ���
� �������	���� 	�
 n ���
������ ��� ���
� !

�

���	
� ��	� n ��
����
������� ���
�� "�
 
���� 	��� ����� ��� n ���
������ ��
���# �� $����
	���� ������% ���� ��� 
��� ���
������ "��� ���� !
 �
����	��	
� ��
	�
 ���
 �	�� 
�
�
�	
� �� �
�	��� ��&�

$����� '��� (�)*� �
 ���
 	��	 	�
 ����
�����
 � �	
� �� ������ �� +'"� ��
�
����	��	 ����
� �� k1� k2 ��� β > 0 ��
 ��
� �� ���,� ��� 	�
 #���� ��
 ����
� ��
���������
 ��	� (�)� "�
��
� &��*� "��� �� 
���
� ����# 	�
 - �
���� ����	���
�������	


V0 = ξTPξ, P =

[
p1 −1
−1 p2

]
����&�

��
�
 p1p2 > 1 ��� ξT =
[
φ1(σ1) σ2

]
� .	 �� ����� 	��	 	�
 �
����	��
 ����# 	�


	��/
�	�� �� 	�
 � �	
� ��

V̇0 ≤ −2γ(σ1, t)φ
′
1(σ1)ξ

TQ(t)ξ

≤ −μ1V
1
2
0 (σ1, σ2)− μ2V0(σ1, σ2)

����0�

��
�


μ1 =
kmελ

1
2

min{P}
λmax{P} , μ2 = β

2kmε

λmax{P} ����%�

��� Q(t) �� 
���	��
 �
1��	
 �� 	�
 #���� ��
 ����
� �� ���������
 ��	� (�)� "�
��
�
� &��*� '�� 	�
 
��
��
� ���
	��
 +�"$� ���
�
�� k1 ��� k2 ��
 ��	 ����	��	��
.��	
��� k1 ��� k2 ��
 	��
���� ��# ����	���� #��
� ! ������ ��	���	
� ! (��*� �

��
 	�
 - �
���� ����	��� �������	
 �
1�
� �� ����&� 	� 1�� � k1 	��	 ��	��1
�
������ ���� 	��	 Q(t) �� 
���	��
 �
1��	
 ��
� k2 �� ����
� �� 
2
�
��
� �� ����!��
'��� (�)*� 	�
 
�
�
�	� �� Q(t) ��


Q(t) =

[
q1(t) q2(t)
q2(t) q3(t)

]
=

[
k̃1p̃1 − k̃2

1
2 (p2k̃2 − (k̃1h̃+ p̃1))

1
2 (p2k̃2 − (k̃1h̃+ p̃1)) h̃

]
����3�

��	�

p̃1 =
(
p1 − δ2(σ1, t)

φ′1(σ1)

)
⇒ p̃1 ∈ [p

1
, p̄1] =

[
p1 − δ̄2

β
, p1 +

δ̄2
β

]
k̃2 = γ−1(σ1, t)

(
k2 − δ1(σ1, t)

φ2(σ1)

)
⇒ k̃2 ∈ [k2, k̄2] =

[ 1

kM
(k2 − 2δ̄1),

1

km
(k2 + 2δ̄1)

]
k̃1 =

(
k1 − γ−1(σ1, t)

ϕ1(σ1, t)

φ1(σ1)

)
⇒ k̃1 ∈ [k1, k̄1] =

[
k1 − α

km
, k1 +

α

km

]
h̃ =

(
1− p2δ2(σ1, t)

φ′1(σ1)

)
⇒ h̃ ∈ [h, h̄] =

[
1− p2δ̄2

β
, 1 +

p2δ̄2
β

]
������

))
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 ��
�	
	�� 
�� 

�� �	�����

�� �� ������ k̃1 = k1 − α
km

	
� k̃2 = 1
km

(k2 + 2δ̄1)� �
�� ��	� Q(t) �� 	� 
��	���� 	�
��������� �� �	
 ������� Q(t) 	�

Q(t) =

[
(k1 − α

km
)p̃1 − 1

km
(k2 + 2δ̄1) q2(t)

1
2

(
p2

km
(k2 + 2δ̄1)−

(
(k1 − α

km
)h̃+ p̃1

))
h̃

]
������

��� ��� �	���� Q(t) �
 ������ �� �� �������� ���
���� �� 
��� q1(t) > 0 	
�
det(Q(t)) > 0�  ! 
��
� k2 	� ����
 �
 ���"�� 	
� �	��
�	��
� ��� �������
	
�
�� Q(t) �
 ������� �� ���	�


det(Q(t)) = q1(t)q3(t)− q22(t)

=

((
k1 − α

km

)
p̃1 − 1

km

(
2εk1 + λ+ 4ε2 + 2δ̄1

))
h̃

− 1

4

(
p2
km

(
2εk1 + λ+ 4ε2 + 2δ̄1

)
−

(
(k1 − α

km
)h̃+ p̃1

))2

= h̃p̃1k1 − αh̃p̃1
km

− 2εh̃

km
k1 − λh̃

km
− 4ε2h̃

km
− 2δ̄1h̃

km

− 1

4

(
2εp2
km

k1 +
λp2
km

+
4ε2p2
km

+
2δ̄1p2
km

− h̃k1 +
αh̃

km
− p̃1

)2

������

�� 	
��
���	
� ka = αh̃p̃1

km
+ λh̃

km
+ 4ε2h̃

km
+ 2δ̄1h̃

km
> 0 �
� kb =

λp2

km
+ 4ε2p2

km
+ 2δ̄1p2

km
+ αh̃

km
>

0� �� ��
 ����	�� ������ ��

det(Q(t)) =

((
h̃p̃1 − 2εh̃

km

)
k1 − ka

)
− 1

4

((2εp2
km

− h̃
)
k1 + kb − p̃1

)2

=

((
h̃p̃1 − 2εh̃

km

)
k1 − ka

)
−

((ε2p22
k2m

− εh̃p2
km

+
1

4
h̃2

)
k21

+
(εkbp2

km
− εp̃1p2

km
− 1

2
h̃kb +

1

2
h̃p̃1

)
k1 +

1

4
k2b −

1

2
kbp̃1 +

1

4
p̃21

)

=

(
− ε2p22

k2m
+

εh̃p2
km

− 1

4
h̃2

)
k21 +

(
h̃p̃1 − 2εh̃

km
− εkbp2

km
+

εp̃1p2
km

+
1

2
h̃kb − 1

2
h̃p̃1

)
k1 − 1

4
k2b +

1

2
kbp̃1 − 1

4
p̃21 − ka

= (kd − kc)k
2
1 + (ke − kf )k1 + kh − kg

������

��
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������� ���� �
	����� �	���

����

kc =
ε2p22
k2m

+
1

4
h̃2 > 0 ����	
�

kd =
εh̃p2
km

> 0 ����	��

ke = h̃p̃1 +
εp̃1p2
km

+
1

2
h̃kb > 0 ����	
�

kf =
2εh̃

km
+

εkbp2
km

+
1

2
h̃p̃1 > 0 ����	��

kg =
1

4
k2b +

1

4
p̃21 + ka > 0 ����	��

kh =
1

2
kbp̃1 > 0 ����	��

� �������� ��

det(Q(t)) = (kd − kc)k
2
1 + (ke − kf )k1 + kh − kg > 0 ������

�� ����

k1 >
kg − kh
ke − kf

������

����� �� ���� 
����� p1 
�� p2 ��
� ��
� kf < ke 
�� kd = kc� �� ������ ��
�
kd = kc� �� 
�����

p2 =
h̃km
2ε

������

�� ������������ ������ ���� ����	
� 
�� ����	��� �� ���
��

kc =
ε2( h̃km

2ε )2

k2m
+

1

4
h̃2 =

1

2
h̃2

kd =
εh̃ h̃km

2ε

km
=

1

2
h̃2

���� �

���� ������� ��
� kd = kc �� �������� �� ������ ��
� kf < ke� �� 

�
��
��

kf < ke

2εh̃

km
+

εkbp2
km

+
1

2
h̃p̃1 < h̃p̃1 +

εp̃1p2
km

+
1

2
h̃kb

����!�

�� ������������ ������ ���� ����!�� �� ���
��

2εh̃

km
+

εkb
km

h̃km
2ε

+
1

2
h̃p̃1 < h̃p̃1 +

εp̃1
km

h̃km
2ε

+
1

2
h̃kb

2εh̃

km
+

h̃kb
2

+
1

2
h̃p̃1 < h̃p̃1 +

h̃p̃1
2

+
1

2
h̃kb

2ε

km
< p̃1

������

"	



���� �����	
 ��
�	
	�� 
�� 

�� �	�����

���� ����� 	��	 
� ��

���� p̃1 > 2ε
km


�

p1 >
2ε

km
+

δ̄2
β

������

�� ��� ������ 	��	 kf < ke� ������
��� 
� ��

���� k1 �� �� ������� p1 �� �� ������
��� p2 �� �� ������� �� 

	��� det(Q(t)) > 0� �
�� 	
 ������ 	��	 q1(t) > 0� ��
�������	�

q1(t) > 0(
k1 − α

km

)
p̃1 − 1

km
(2εk1 + λ+ 4ε2 + 2δ̄1) > 0(

p̃1 − 2ε

km

)
k1 − α

km
p̃1 − 1

km
(λ+ 4ε2 + 2δ̄1) > 0

������

�� ��

����

k1 > kq =
(
p̃1 − 2ε

km

)−1( α

km
p̃1 +

1

km
(λ+ 4ε2 + 2δ̄1)

)
���� �

�� ��� ������ 	��	 q1(t) > 0� �� �
�
����� ������ ��� ���� �� �� 

	���

k1 >
kg

ke − kf
+ kq ����!�

����� ���� ������ 

	� 	��	 det(Q(t)) > 0 ��� 	��	 q1(t) > 0� �
	� 	��	 	�� 	���
−kh 	��	 �""���� �� 	�� ������	
� �� ������ �� ���
#�� ����� kh > kg �
��� ����

	
 q1(t) < 0� $��
 �
	� 	��	 	��� �
�� �
	 �%��	 det(Q(t)) > 0 �����
kg

ke−kf
>

kg−kh

ke−kf


������ kh > 0� &�
� 	���� �� ��� �
������ 	��	 �� �� ��

�� k1 �� �� ����!�� p1
�� �� ������ ��� p2 �� �� ������� 	��� 	�� ��	��' Q(t) ���� 
� "
��	�#� ��(��	�� 	���
�������� 	��	 	�� ��
���)�

" ���	�� �� ���**� ���� 
� +&�, ���� �
��	��	 �����
��� ����- �� 
	��� �
���� �� ��#� "�
#�� 	��	 	���� �'��	� � ���� k1 ���� 	��	 Q(t)
�� "
��	�#� ��(��	�� .� �
� ���� 	
 "�
#� 	��	 ���� 	�� ���"	�#� ����� ��(��� ��
��� � ��� ��
"	��� k1 ���� �
�#���� ���� 	��	 ����!� �� ��	��(���

�
�� �� ���� ��� 	�� /��"��
# ����	�
� �������	�

V = V0 +
1

2γ1
(k1 − k	1)

2 +
1

2γ2
(k2 − k	2)

2 ����*�

����� k	1 > 0 ��� k	2 > 0 ��� �
��	��	�� 	
 "�
#� 	��	 	�� ��
���)�

" ��������
�� ���**� ��� ���
 +&�, ��	� 	�� ���"	�#� ����� ��#�� �� ��� �� �� 	�0��� 	��
����#�	�#� 
� ����*�� �� 

	���

V̇ = V̇0 +
1

γ1
(k1 − k	1)k̇1 +

1

γ2
(k2 − k	2)k̇2 ������

�� ����� 	�� ���	 	��	 V̇0 ≤ −μ1V
1
2
0 (σ1, σ2) ��� ��
	���	��� ��� ������ ω1√

2γ1
|k1−

k	1 |+ ω2√
2γ2
|k2 − k	2 |� �� ��� �����	� ������ ��

V̇ ≤ −μ1V
1
2
0 − ω1√

2γ1
|k1 − k	1 | −

ω2√
2γ2

|k2 − k	2 |

+
1

γ1
(k1 − k	1)k̇1 +

1

γ2
(k2 − k	2)k̇2 +

ω1√
2γ1

|k1 − k	1 |+
ω2√
2γ2

|k2 − k	2 |
������

 *



�� ��� �����	
���
 �������������� �
������� ���� �
	����� �	���

�� ����� �	
 �
��
����� ��
�������

(x2 + y2 + z2)1/2 ≤ |x|+ |y|+ |z| ������

�� ������� �
 ������

√
V =

(
V0 +

1

2γ1
(k1 − k	1)

2 +
1

2γ2
(k2 − k	2)

2
) 1

2

≤ V
1
2
0 +

1√
2γ1

|k1 − k	1 |+
1√
2γ2

|k2 − k	2 |
������

�
 ��� �	
� �
�� 


− μ1V
1
2
0 − ω1√

2γ1
|k1 − k	1 | −

ω2√
2γ2

|k2 − k	2 | ≤ −η
√
V ������

�	
�
 η = min(μ1, ω1, ω2)� !�����
���� ������� �
 ��� �
����
 ������ ��

V̇ ≤ −ηV 1
2 +

1

γ1
(k1 − k	1)k̇1 +

1

γ2
(k2 − k	2)k̇2

+
ω1√
2γ1

|k1 − k	1 |+
ω2√
2γ2

|k2 − k	2 |
����"�

�� #�$� %��&������� �'� �
 	� 
 �	�� �	
 ���&������ ��� �� 
� �� ���$� ����
� �	

���&�� 
 ����� k1 ��� k2 �� �
 �����
�� (	
�� �	
�
 
)��� &����� 
 ��������� k	1
��� k	2 ���	 �	��

k1(t)− k	1 < 0, k2(t)− k	2 < 0 ∀t ≥ 0. ����*�

�
 ��� �	
�
+��
 �
���
 ����"� ��

V̇ ≤ −ηV 1
2 − |k1 − k	1 |

(
1

γ1
k̇1 − ω1√

2γ1

)
− |k2 − k	2 |

(
1

γ2
k̇2 − ω2√

2γ2

)
����$�

�	
�
 �
 ,��� 
����
 �	��

− |k1 − k	1 |
(

1

γ1
k̇1 − ω1√

2γ1

)
− |k2 − k	2 |

(
1

γ2
k̇2 − ω2√

2γ2

)
= 0 ����-�

�� ��	�
 
 .���

��,
 ��� 
��
��
� (	
 �����+������ �+ ����-� �	���� �
 ��	�
 
�
�	����	 �	
 ���&������ �+ �	
 ����� k1 ��� k2� ��
��

k̇1 = ω1

√
γ1

2 �������

k̇2 = ω2

√
γ2

2 �������

/+ �
 �
�
�� ε = ω2

2ω1

√
γ2

γ1
� �	
� ���$�� ��� ������� ��
 
����� ����


k2 = 2εk1 + λ+ 4ε2 ⇒ k̇2 = 2εk̇1 ⇒ k̇2 = εω1

√
2γ1 = ω2

√
γ2

2
����0�

1�� .���

��,
 ��� 
��
��
� k1(t) ,��� �����+� ����-�� (	�� ,
��� �	�� k1(t) ,���
����
��
 �� ���������
 ���	 ������� ����� ����-� �� �����.
�2 ����
 k1(t) ����
��
� ���


����� ����-� ���� �
 �����.
� �� .���
 ��,
� (	�� �������

� �	
 &����� 
 �
.���
�
��
�+ �	
 ,����) Q(t)� 3��
 ����-� �� �����.
�� .���

��,
 ��� 
��
��
 �� �������

�
��������� �� ����$�� ��� �� ���
�� �
�����
� �� �	
 /����������� �+ #�"'� �	�� �,&��
�
�	�� �	
 ����
�
���& ����
, �� ������ �� 41(5�

$0



���� ���� �	
��
 ��	��
��	�� ��	�����	�������

��� ���� �	
��
 ��	��
��	�� ��	�����	�������

�� ���� �����	�
 �� �

�� ��� ���	������� ������� 	� �����	� ��� �	� ��� ��������

�	���	� 	� �� ����� �� � ���� ����� �	 ��	� ��� ������������ 	� ��� 
�	
	���

�	���	� ���	������

����� ����	
�� �
���
� ��� ��
�� ��� �����
�� ����

�� ���� �����	�
 �� ��
��	� � �������� �	���	� ��� �	� ��� ����� ����� 	� ���
������
� ���� ��� ��	� ���� ��� �������� ���	�� �	�
���� ������	������� �	 ���	�

 �!�� ��� 
���"�� ��������� 
���	� ζr = ζd − Λξ̃q
 ����� ζd �� ��!��� �� ��

#$�%&
 ξ̃q �� ��!��� �� �� #$�'& ��� Λ = diag(KpR
B
I (p) sgn(η̃)I3 Kq)
 ����� η̃

�� ��!��� �� �� #$�(& ��� Kp ��� Kq ��� �	������
 �	����
� ��!���� ���� ���������
)�� ��� ������� �"����� �� ��!��� ��

σ = ζ − ζr ∈ R
6+(n−1) #*�%+&

����� ζ �� ��!��� �� �� #$�+& ��� ��� ��� �	���	� ���"� �� ��
�� ��

τ(q) = uAGSTA ∈ R
6+(n−1) #*�%%&

����� uAGSTA �� ��
�� �� #*�,&-#*�'&� .� ��/����������� #*�%+& ��� ��������� #$�0&

�� 	�����

σ̇ = ζ̇ − ζ̇r = M−1(·)(−C(·)ζ −D(·)ζ − g(·) + τ(·))− ζ̇r #*�%1&

��� �� "���� ��� ���� ���� ζ = ζr+σ ��	� #*�%+&
 �� 	����� ��� �	��	���� �2"���	�
���������� ��� �������� 	� σ3

σ̇ = M−1(·)(−C(·)(ζr + σ)−D(·)(ζr + σ)− g(·) + τ(·))− ζ̇r. #*�%*&

4	�
 �� ��� �������� #*�%*& ���	 6 + (n − 1) 	��-�������	��� �2"���	�� �"��
���� ���	��� *�0 ��� �� "���� ��� �������� 	� σi ��� ���� �� ��������� ��

σ̇i = m−1
i (·)(−ci(·)(ζr,i + σi)− di(·)(ζr,i + σi)− gi(·) + τi(·))− ζ̇r,i

+m−1
�=i (·)(−c �=i(·)(ζr, �=i + σ �=i)− d �=i(·)(ζr, �=i + σ �=i)− g �=i(·))

#*�%,&

����� ζr,i ��� ζ̇r,i ��� ��� 
��	���� ��������� ��� ��� ����
���
�
 ��������
���
 �	�-
����	����� �	 σi = ζi − ζr,i5 m

−1
i (·)
 ci(·) ��� di(·) ��� ��� i�� �������� 	� ���

����	���� 	� ��� �������� M−1(·)
 C(·) ��� D(·)
 ��������
���5 gi �� ������� i
�� ��� 
���	� g(·)5 ��� τi(·) �� ������� i �� ��� �	���	� ���"� τ(·)� ��� 
���	��
m−1
�=i (·) ∈ R

6+(n−1)−1
 c �=i(·) ∈ R
6+(n−1)−1 ��� d �=i(·) ∈ R

6+(n−1)−1 �	����� 	�

��� �������� #i, j&
 ����� j = 1 : 6 + (n − 1) �"� j �= i
 �� ��� �������� M−1(·)

C(·) ��� D(·)
 ��������
���� ��� 
���	�� ζr, �=i ∈ R

6+(n−1)−1
 σ �=i ∈ R
6+(n−1)−1

��� g �=i(·) ∈ R
6+(n−1)−1 �	������ 	� ��� �������� j
 ����� j = 1 : 6 + (n − 1) �"�

j �= i
 �� ��� 
��	���� ��������� 
���	� ζr
 ��� ����� 
���	� σ ��� ��� 
���	� g(·)

��������
����

'+



�� ��� �����	
���
 �������������� �
������� ���� �
	����� �	���

���� �� ��	
���
��� ϕi(σi, t) = ϕ1,i(σi, t)+ϕ2,i(σi, t)� ���
� ϕ1,i(0, t) = 0� ���
γi(·) = m−1

i (·) ��� ����	�	�	��� τi(·) �
�� ������ ��� ����������� ��	� 	�� �����
���
������� �� ��	���

σ̇i = −k1,iγi(·)φ1(σi) + ϕ1,i(σi, t) + γi(·)(zi + γ−1
i (·)ϕ2,i(σi, t)) ���� �

���
� ϕ1,i(σi, t) = γi(·)(−ci(·)σi − di(·)σi) ��� ϕ2,i(σi, t) = γi(·)(−ci(·)ζr,i −
di(·)ζr,i−gi(·)−mi(·)ζ̇r,i)+m−1

�=i (·)(−c �=i(·)(ζr, �=i+σ �=i)−d �=i(·)(ζr, �=i+σ �=i)−g �=i(·))�
!� ��		��� σ1,i = σi ��� σ2,i = zi+γ−1

i (·)ϕ2,i(σi, t)� �� 
�� 	��� �
�	� 	�� ������
�
��

σ̇1,i = −k1,iγi(·)φ1(σ1,i) + ϕ1,i(σ1,i, t) + γi(·)σ2,i

σ̇2,i = −k2,iφ2(σ1,i) +
d

dt

(
γ−1
i (·)ϕ2,i(σ1,i, t)

) ������

���� �� γ(·)� ϕ1,i(·) ��� ϕ2,i(·) ��	���� "�����	���� ��#����� 	��� $���
�� ��# ��%%
�� ��	��&��� ��� 	�� ������
� �� ������ ��%% �� '($)� $�� �%����� ��
��
� σ = 0
�� 	��� � '($) �*��%��
��� ����	� ���
� ����� 	��	 σ 
����
��� 	� +�
� �� &��	�
	����

���� 	� �
��� 	��	 γ(·)� ϕ1,i(·) ��� ϕ2,i(·) ��	���� "�����	���� ��#����� �� ����
	� ����	 	�� ��%%����� ������	���� 
���
���� 	�� ","-./

���������	 
��� $�� ","-. �� ���	
�%%� ������	�

���������	 
�
� $�� ","-. ��� ��%� 
���%�	� 0���	�� $�� ��%%����� �
���
	���
	��� ��%� 1�2/

#� 3
���
	� #/ 0 < λmin(M) ≤ ||M || ≤ λmax(M)�

4� 3
���
	� 4/ M = MT > 0�

5� 3
���
	� 5/ Ṁ = C + CT ��� ζT (Ṁ − 2C)ζ = 0 ∀ ζ ∈ R
6+(n−1)�

���������	 
�
� $�� 
���
��
� 	
�0�
	�
� ��� �	� ��
���	���� �
� 
��	������ ���
������� �� �������

������ 
��� "�����	���� ��6���� �
� ��%�� ��� 	� 	�� ������ �� 	�� ","-. ���
	�� 
���
��
� 	
�0�
	�
����

���������	 
��� $�� ��%%����� 
����	���� ��%�/

#� |γi(·)ci(·)| ≤ kα,c� ���
� kα,c �� � ����	��� 
���	��	�

4� |γi(·)di(·)| ≤ kα,d� ���
� kα,d �� � ����	��� 
���	��	�

���������	 
��� $�� ��%%����� 
����	���� ��%�/

#� | ddt (ci(·))| ≤ kδ1,c1 + kδ2,c1 |σ̇i|� ���
� kδ1,c1 ��� kδ2,c1 �
� ����	��� 
���	��	��

4� | ddt (di(·))| ≤ kδ1,d1 + kδ2,d1 |σ̇i|� ���
� kδ1,d1 ��� kδ2,d1 �
� ����	��� 
���	��	��

5� | ddt (gi(·))| ≤ kδ1,g + kδ2,g|σ̇i|� ���
� kδ1,g1 ��� kδ2,g1 �
� ����	��� 
���	��	��

�� | ddt
(
γ−1
i (·)(m−1

�=i (·)c �=i(·))
)| ≤ kδ1,c2 + kδ2,c2 |σ̇i|� ���
� kδ1,c2 ��� kδ2,c2 �
�

����	��� 
���	��	��

��



���� ���� �	
��
 ��	��
��	�� ��	�����	�������

�� | ddt
(
γ−1
i (·)(m−1

�=i (·)d �=i(·))
)| ≤ kδ1,d2

+ kδ2,d2
|σ̇i|� ����� kδ1,d2

�	
 kδ2,d2
���

��
����� ��	
��	�
�

�� | ddt
(
γ−1
i (·)(m−1

�=i (·)g �=i(·))
)| ≤ kδ1,g2 + kδ2,g2 |σ̇i|� ����� kδ1,g2 �	
 kδ2,g2 ���

��
����� ��	
��	�
�

������ ���� ��� ��� ��������� �����
�
� �

������	
 ��� �	
 ��� ���� �� 
���
��


�	�� ��� ����� �
 � �����	���� 
�
��� �	
 ��
 � ������
 ��	���� �	���� �����
���� ���
� ��� ���������
 � ��� 
�
��� �� ��
� �� ���	
�
� ��� ����������� �����
�
�
�� 
����
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�	1 
�� ��� σ = 0 �

����� ��� � $�%# �2��������� ���	�� ����� ���	
 ���� σ ��	���1�
 �� 3��� �	 �	���
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��� ���4�������
 ��� ��	�	�
 �� σ = 0� ��� ����"�	1 ����� 
�	����

��� 1���	 ��

ṽ = −KpR
B
I (p)η̃1 /���5�0

ζ − ζd = −Λξ̃q ⇔ ω̃ = − sgn(η̃)ε̃ /���5�0

˙̃q = −Kq q̃ /���5�0

��� ��� ��
����	 ����� /���5�0 �� �
 �����	 �	 6*78 ���� ��� �2��������� ���	� η̃1
�
 �$�#� �	
  �� ��� ����	�����	 ����� /���5�0 �� �
 �����	 �	 6*78 ���� ����� ���
��� �	� ����� �
������������ 
����� �2��������� ���	�
� [ε̃, η̃] = [0,±1]� ���� ���9
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k̇1,i =

{
ω1,i

√
γ1,i

2 , � |σi| > αm,i

0, � |σi| ≤ αm,i

/���,�0

k2,i = 2εik1,i + λi + 4ε2i /���,�0
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����� ��� ������ ��������� αm ∈ R
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����� ���� �������� ��� �������
�� ��
���� ������
���� σ ���� ����� ��
���
���  ���! ������� ���� �� ���
��
�� ��������������� ��� ��
��� 
�������� �"
#��$�% ���� ����� �� ���! ���
� ����� ���� ��� �������� ����� ��
����� �� ��&�����
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'� ���� ��
���� �� ������� ������� ������� ��� ������� ���"�����
� �" ��� ���������!
��� 
������ ���� ���� ������� �������� ����� ��� ����� (� ��� ��� ����������
����� ��������� �� ��
���� )�) ��� ��� *����� )+	� ������� �" ��� ����� ���������
�� ��
���� )�)�	�

��� ���������� 
��� 
����� ���������� ��� ��� ��,����� �����! ��������� ����
��� ��������� ����! ���
� ��� ��������� �� ������ �� -.$/� ��������� ���� �� "��
����0������
� ������! ��� ��������� ���� �� "�� ���"������ �����
����� ��� �����0
������� ������ '� ���� 
��� �� ����� �� ��������� ����! ���� ����� ���� ��� �����
�� �� '0����� #��� ��� 1���� ������ ��� �2��� ��  ���
 q = 0deg%! ������ "������
�� ��� x0����
���� ��� �������� �� ��� z0����
����! ��"��� ������ ���� ���������
���� �� 80�� '� ��������� ���� �� ���"��� �� �����
����! �� ������� ��� �'�34
�� 50����� #����� ��
��� 1���� ����� �� �2��� �� 45 deg%! ��� ���� ������ 1���� 7
��� 8 �� � 
��
���� ������ ��
� ���� ���� 9 �� ������ ������! ���"������ �� �����
0
����� ��� ��� �����������! � &���0���� ������ ���� � ���� �� � �" 10−4 ��� ����� ���

����� ���� 
����� ��
 βAGSTA = [80e14]
T ! λ = [0.1e6 10e8]

T ! ε = ω2

2ω1

√
γ2

γ1
[e14]

T !

γ1 = [e14]
T ! ω1 = [2e14]

T ! γ2 = [4 ·10−10e3 8 ·10−9e3 4 ·10−10e8]
T ! ω2 = [2e14]

T

��� αm = [5 · 10−3e6 5 · 10−6e8]
T ! ����� ei �� � 1× i ��
��� �" ����� '� ������ ��	

��� ��"����
� ���1�
���� "�� ��� ��������! ��� ����������� ��� ��� �������� �" ���
1����� �������� ���� ��� ������ ��� ������ '� ������ ��)� ��� ������� ���"�
� σ ��
�����! �� ������ ��6� ��� �������� "��
�� ��� 1���� ���2��� ���� ��� �����! ��� ��
������ ��7 ��� ��������� �" ��� ���� k1(t) ���� ���� �� ������

���� ������ ��	 �� 
�� ��� ���� ��� ������� ���1�
������ "�� ��������! �����������
��� ��� 1����� ��� ���
��� ���� ����� ���� �� ���� ��������� �� ������ ��)! �� σ ��
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��
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��	 ����

������ ��	
 ���
��� ������� σ

����� 0.07 ��� ��� �������� ��
 ����������� ��
 ����� 5 · 10−4 ��� ��� ������ ��

�������� ������ ���� ������ ��� �� ��� ��� ���� ��� ������ ���
 �� ������� ���� ��

���������� ��
 ����������� �� ������ ��� �� ��� ��� ���� ��� 	�
� k1(t) 
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 ��� ������	�� �� � ��
����� ������ ��
� ��� ���� �� ����� 
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�� ����

��� ������
���� 
� �
	��� ���� ��� ��
�
�	 ������� σ ��� 
� �
	��� ���� ���
�������� ������ ��� ��
�� ��� ��� ��� ������ ���� ��� !�"# �
�� �������� 	�
��

� ����� �
�� 	�
�� k1 = [5e14]

T � k2 = [0.02e14]
T ��� βGSTA = [80e14]

T � $
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��� $
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�	 ��� �������� ������ ��� ��
�� ��� ��� 
� �
	��� ��� �� ��� ��� ���� ����
��� ��
��� ���� �� 80 � &������� ��� #'#() 
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�	 
��� ������
�� ����* ���
�����
�� !�"# ����
��� �
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�� !�"# ���� ���
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�
���� ,� ��� ��������� �������� ����
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���� �� ���� ��� �����	���
 ����� �����
��� �

������
 ��� 	
� ��� ������ ���� ������
 �� ��� ����� �����
��� �
 ������
 ������  ��
���� �	�� ���� �� ��� �
�������
 �	�� ����	�
�� �
 ������
 ��!�"� #�� ��� �����	���
��
��� ���" $���%���� ������ ���� 	 ���� ��&� �� 0.01 �	� �����

������� ��	
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 �� �	�
� ���� ��� ��� '� ( ���� 	�	����� �	�
� 	�� �����
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  	��� )�*�  ��

 	��� )�*+ ,�
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� ��� ��� 	�	����� '� ( ��� ��� �
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ε 1 · 10−5eT14
λ 0.1eT14
γ1 eT14
ω1 [e6 0.01e8]

T

β [5e6 e8]
T

αm 0.05eT14
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� ��� ��
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 )���* 	�� �����
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�
 #����� )�-� �
 #��� )�-� �	��� qi ��������
�� �� ��� ���.�� ���� ��� /��
� i� 	
�
�
 #��� )�-� 	
� #��� )�-� �	��� x ��������
�� �� ��� ��������
 �� ��� 	�	����� �	�
�
k1(t) 	
� k2(t)� �����������0� ���� ���� ��� ��� x%����
���
� �	��� y ��������
�� ��
��� ��������
 �� ��� 	�	����� �	�
� k1(t) 	
� k2(t) ���� ���� ��� ��� y%����
���
�
����

������� ���������
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���
�� 	���%
������� ���� ��� � ( ���� 	�	����� �	�
� 1"�*2 	
� ��� '� ( 1!�*2� #�� ���� ���
� ( ���� 	�	����� �	�
� 	
� ��� '� (� �� ���� ��� �����
� ����	�� ��$
�� �

1)�!"2� �� 	��� ����	�� ��� ������� ���� ����� �� 	 ��	
�	�� 
�� ��
������� 1-�*2�
 �� ��	��
 �� ����� �� �
����� 	 
�� ��
������� 	� 	 �������
�	���� ��	
�	�� ��
%
���� ������ �� ���	��� �� �� �
� �� ��� ���� �����0 ���� �0��� �� ��
�������� 	
�
�� 3
��
 �� 0���� ���� ������� �� ��
�� ��������0� 4������� �� ���� 
�� ������� 	
0
��	�����0 ��	�	
���� �� ���� ��� �	�
� ���
� ��� ��� � ( ���� 	�	����� �	�
�� ���
'� ( 	
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�� ��
������� ����
� ��� ��������
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� ��� ������ �� �����
����� 	�� �����
��� �
  	��� )���  	��� )�" 	
�  	��� )�!� �����������0�  �� ��	�3%
�
� ������ ��� 	�� 	��������� 	�� �����
��� �
 #����� )�)� �
 #����� )�5� �� �����
�
��� �������� ������ 	
� /��
� ���.��� ��� 	�� 	��������� ������ ��� 	�	����� '� (�
��� ����� ��� ������ 	
� ���.��� �	�� ���
 ���������0 �����
��� �
 #����� )�-� #��
��� � ( ���� 	�	����� �	�
�� ��� ��������
 �� ��� 	�	����� �	�
� ���� ���� �	
 ��
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���� �����	

ε 1 · 10−5eT14
λ 0.1eT14
γ1 eT14
ω1 [e6 0.01e8]

T

αm 0.05eT14

����� ���	 
��
��� ����� ��� 
�� ���� ��� 
�� ������
��� ����

���� �����	

k1 [2e6 e8]
T

k2 [0.004e6 0.002e8]
T

β [80e6 15e8]
T

����� ���	 
��
��� ����� ��� 
�� �� ���
������ ��� 
�� ������
��� ����

���� �����	

kp [250e6 20e8]
T

kd [80e6 5e8]
T

ki [5e6 e8]
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 �������������� �
������� ���� �
	����� �	���

��� �����	
�� �� α(t) ��
� 	
�
 ��� �����	
�� �� β(t) ��
� 	
�


������ ��	
 ����
�����
 ���
����� �� ��� �������� ����� ���� ���� ��� ��� ��� ����

�������� ����� ��� ��� ���������� ����

���
� ���
 ����
�����
 ���������� �� ��� ���� ��� ����
�� ��� ��� ���������� ����

��������	 
��
 ����	�	 �����

!������� 0.0007 0.0052
�"��� #���������� 0.0066 0.0262

$����� 0.0050 0.0305

!������� 0.0029 0.0256
��� #���������� 0.0209 0.0829

$����� 0.0091 0.0391

!������� 0.0014 0.0114
"��� #���������� 0.0056 0.0300

$����� 0.0130 0.0421

!������� 0.0020 0.0152
!%& #���������� 0.0078 0.0292

$����� 0.0108 0.0357

"��� �����

' ����� ��� ���� ()��* ���
� ��� �������� "��� ����� ��� ���� ��+,

���� �����* ������� ��� ��-������ �� ��� 
����� .� ��� ��������� ����
��� ���� ���

�������� "��� �+������ ��� ���� ���� ��� ����������� �����

* ����* ��� ���

���

������� (�������� ��� �������� ��� ���/�� ��� �� ��� ��-����� �
��������* �� ���

��� ���� ������ ����* ������ ���� ��� ������ ��0 ���� ��� ����� ��� �� /���� ����
��

��� �

 �� ��� ���������� �
��������� 1������* ���� ���
� ���* �� ��� ��� ���� �����

��� ���� ���

 ��-������� ������� ��� �
��������� ���� ��� ()� �� ��� ��������

������ �� ��� ���� �� �� �����

' ��� "��� ���� ���� ��� ���� �������� �����* ���
�

��� �������� "��� �� ��� ��� ������* ����� ��' �� ��� ������ ��' ��� "���

�������� �� ��

 �� ������������ .� ��� �
�� ��� ���� ��� ��� ���� �������� �����

�� ��� �
������� ���� ���� ��� 
���� ������ �� �������� �����* ����� ��' �� ���

������ ��' �� �������� ��� �����

 ����� �� ���� ��� �� �������� ��� ������������
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��

τthr τ̇thr τq τ̇q
��	�� 1.8466 7.2346 0.8684 0.6239
��� 1.5135 0.2469 0.7505 0.1109
���� 1.8969 6.6455 0.7811 2.4089
��� 1.7548 0.0423 0.7665 0.0182
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��	 ���� ���
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"�	����
 0.0096 0.1021
� ��� 7��

�����
 0.0134 0.0824

8��
�	 0.0212 0.1890

"�	����
 0.0180 0.1202
��� 7��

�����
 0.0232 0.1424

8��
�	 0.0240 0.1639

"�	����
 0.0069 0.0390
 ��� 7��

�����
 0.0160 0.0834

8��
�	 0.0187 0.1073

"�	����
 0.0096 0.0566
"#$ 7��

�����
 0.0140 0.0675

8��
�	 0.0158 0.1150
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 (�45 3)�
���

�	5 6������	�
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τthr τ̇thr τq τ̇q
� ��� 3.3061 4.2939 2.4505 0.1900
��� 3.6476 6.2583 2.4103 0.1964
 ��� 3.2591 1.3542 2.6514 0.8800
"#$ 3.3327 2.6029 2.6013 0.8044

�+0
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���� ���  � � �� ���� ��� ���$�� ��� �������� '��� ���������� �����������& ���

��� #����� ��������� ��������� �� ��� ��������� ���$�� �������  ������ ��� �����

���� ������ ��)�& �� ��� ��� ���� ��� ������ ���� ��� ����  ���� 60 *& ����� ��

�����
������� ��� ����� �� ��� ��������� �� ��� 
+
+ ������� �� ��� �� ��� ,� ��

��� ���� ���������� �� ����������&  �� ��� ���������� �� ��� ��  �� �� �� ���(� ��

��� %����& ����� ��� %���� ��� � ����� ����� �������� �� ��� ���� ������ ����

������ ��)�& �� ��� ��� ���� ��� #���� ���$��� ��� ������ ��� ���  ���� 16 *�&

����� �� ��� ����� �� ��� #���� ���$���� ���� ������ ��)� ��� ������ ��)�& �� ���

���� ��� ���� ��� ����� k1(t) ��� k2(t) �������� �������� ��� �������� �� ����� ��

������& ����� ������ ���� ��� ����������� ������� �� ����� �� ������� ��	�

-� ��������� ��� ���������� ������� ����� �� ������ ��. ���� ��� �
����������

������� ����� �� ������ ��)& �� ��� ��� ���� �� ���� �������� ����� ����(��� �� ���

 ������ �� ��� ����� ������������ ������ 200 �& ���� ������ �� ��� �
���������� ,�

��� ���� ��� ���� ��� ����(��� �� ��� #����� �� �����%������ ������ ���� �� ��� � ��

��� �� ��� #���� �������� ���� �� ��� �������� �� ��� ���������� /� ��� ��������� ��

��� ��� ���$�� ���� �� ��������� �����������& ��� �� ��� ����� ���� ����� ���$��

������& ���� �� �� ��� ���� � ����!"���� /� �� ������� �� �� ��. ���� �� �� ��0& ��

��� ����  ��� ��� 12��� ��� ��� ��
���� ������ ���  ����� ��� ��� ����������&

 �� ���� �� ��  � �
������  ������ �� ����������� �����& �������� ��������& #����

�������� ��� ����� ���������� �������� ���� ��� �������� �� �
���������� /� ��

������� ��� ����� ����  � ��������� ������ ��.� ���� ������ ��)� ��� ������ ��.�

���� ������ ��)�& �� ��� ���� �����%������ ���� ����� ��� ���� �� ��� �����������&

��� ���� �� ���� ���%����  � ��������� �� �� ��� ���� �� �� ��3� *�����������& ���

�
���������� ������� ��� ��� ���������� ������� ��� $���� �������& ���������� ����

��� �������� '��� �� ������ ������� �� ��� ����������� ��� �/�45�
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����	 �� �����
� ��# ��	 ��� �$���������� 
��	! �
 ���
����	 �� �����
� ��%�
&� �����
� ��' � ������� 
�����! �
 ���
����	�

�����
���	��

���
 ������� �
 ��
�	 
� (��)� (�") ��	 (�#)�

��� �����	�
��
���	���� ����	

��� �
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�
�	���	 �� ���
 ������� �
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����	 �� ���
 
����
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��� � ���

 
� 
!
���
 ��� �� 	�
�����	 �! ��� �������*���������
� �
	�� ("�)�  ����
�! +���, ��	 +����,� ����� D(q, ζ) �
 
��! �
� -
���� ��	 
����� �	 �������
� ���
	!����� �
	�� �� +���, ��	 +����,� ��� �� �
�������	 ���� ��
���� �
 � �

�	�����
����� ����� ��
 
�� �� �� �� ��������! �

���
� 
� ��� ������� ���������
�� &� ���

�������� �� �

��� ���� ��� �
	�� �
 �
�������	 ���� ��
���� �
 �� ��������! ����

� ��� ������� ���������
� 
��� ���� ��� ���
���! 
���� ����
�� ζ� �
 	�.��	 �


ζ =

⎡
⎣vaIaωa

Ia

q̇

⎤
⎦ ∈ R

6+(n−1) +���,

����� vaIa ��	 ωa
Ia ��� ��� �
	!*.$�	 ������ ��	 �� ���� ���
�����
 
� ��� ��

��

���� 
� ��� ������� ���������
�� ��
��������!� ��	 q̇ �
 ��� ����
� 
� /
��� ���
�����
�

������ ���� ��� �
�������
� �� +���, ��	 +����,� ���
����
 ��� �
��
��� ���
�*
���� ��
������
 ("�)0

�� M = MT > 0

�� xT (Ṁ − 2C)x = 0 ∀ x ∈ R
6+(n−1)

�� xTDx > 0 ∀ x ∈ R
6+(n−1)

��� �����	� 
����
��� �������

����� �	
��
�	���� 	�� �����
�� �� ������� ������� �	��� 	�����	��� ���� ������
��� �
���
	� ��
��
�	���
 �� ��� ����� ����
����
��
�	���
 ��	��� �� ��� �����
	�
��
��
�	���
 ���� ������� �� ��� �
����
��
� �����	���
	���	�� ��	����  �	��
��	� �������� 	 ������� �������
 	
���� ����
�	���
 �� ��� �
� �!����� �� ��� �����
�� 	
 ��	���� �� 	 �����
 ����	���
	� ��	�� �	���  ��������
���� ���������
 ��
�������� �	��� ��� 

����	��� ������� �������� �� �����
��� �
 "#$�  
 m%����
���
	�
�	�� �	
 �� ��������� �& ��� �	�� �	��	���' χi(t) ∈ R

m' ���
�� 	�

χi(t) = f(ξe(t)), �(���

))#
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����� ξe(t) �� ��� ��	�
� 
� ��
�������� 	
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���� ���	����
� ��� 	

�������

 
�
��� ����	�� ��
������
� ���
�� �
 ��	��

 ���� ��� ��
	��

 f(·) ���� ��� 	

�
�������

 �
�
 ��� ���� ���	� 	

���
����� ��� ���� �������� χi(t)� ��� ��
��������
	

���
���� ξe(t) �
� ��� ������ ���
	����� ζ(t) ���� ��� �
��
��
� ���
���
� ����
����
���� ������

���� 

χ̇i(t) =
∂f(ξe(t))

∂ξe
ξ̇e(t) =

∂f(ξe(t))

∂ξe
J(Θ)ζ(t) = Ji(ξe(t))ζ(t) !��"#

����� Ji(ξe(t)) ∈ R
m×(6+(n−1)) �� ��� 	

�������

�����
��
� ���� $�	
���
 ���

���%� &�� χi,d(t) ∈ R
m �� ��� ������� ���'�	�
�� �
� ��� ���� �������� χi(t) �
�

���
� ��� ���� ���
� χ̃i ∈ R
m ��

χ̃i = χi,d − χi. !��(#

�
 �������
� ��� �
��

 ��)����� �
 �	����� 	

�����
	� 
� ��� ���� ���
� χ̃i

�
 ���
� �� �� 	
��

 �
 ��� ��� 	�
�����

� �
����� ��
�����	 !*&+,# �
���
�
�%������� ��

ζr = J+
i (χ̇i,d + Λiχ̃i), !��-#

����� J+
i = JT

i (JiJ
T
i )−1 �� ��� ����� .

���/�
�
�� �����
��
����� 
� ��� ����

$�	
���
� ζr �� ��� ������
	� ���
	��� ��	�
�� �
� Λi > 0 �� � �
����������
��� ���

�����%� ��� ��
�������� ����
�	� 	�
 �� �%��
��� �
 �������� �������
�
�� �����
���
� ��� �0.�/ ����
� 1234 

ζr = J+
1 (χ̇1,d + Λ1χ̃1) +N1J

+
2 (χ̇2,d + Λ2χ̃2) + . . .

+N12..(k−1)J
+
k (χ̇k,d + Λkχ̃k) ,

!��5#

����� ��� 
��� ���	� ��
'�	�
�� 
� ��� ���� $�	
���
� ��� ����
 �� Ni = (I−J+
i Ji)�

�
� N12..(k−1) = 6���(
[
JT
1 , JT

2 , . . . , JT
k−1

]T
) �������
�� ��� 	
���
�� 
��� ���	�

��
'�	�
� 
� ����� 1 ���
��� k − 1� ��� 
��� ���	� ��
'�	�
� �����	�� �
���� ����
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� ��� ����������
���� ������ +

1"4� �� �� ��
�
 ���� ��� ��� ���� ���
�� ���� 	

����� �
 ���
� ��
����� ���� ζ(t) =
ζr(t) ∀ t ≥ 0 !����� 
����	��
� ��� ��
���	�#� ���� ��� ����� ��� 	
�������� �
�
���	���� �� ������
����
��
� ��������

 ����� !����� χ̇i,d = 0# �
� ���� ��� ����
���
� Λi ��� 	�
��
 ����
���������

+
 ��� 
�%� ��	��

� �� �%��
� ��� ��
�����	 ��������� �
������ �
 1"4 �� 	
��
��
�
� �� ���� � ��
���	 	

��
� ��� �
� ��� �
��� ���	����� �
 ��	��

 ���� �
�
�� ��
� ���� ��� ��� ��������

 ���� ���
�� ���� 	

����� ������
��	���� �
 ���

����
�� ��� ����	� ��)������
� ���� ζ(t) = ζr(t) ∀ t ≥ 0�

��� �����	
� ��	
�
��� 
	� ��	
��� ��
������ 
	
�����

+
 ���� ��	��

� �� ��
�
�� � 	
���
�� ��
�����	 �
� ��
���	 	

��
� ��� �
� ���
�
��� �����
��� �
 ��	��

 ��� ����
���
� �
 ��������� 
����� 
� ��������

 ������
9� 	
���
�
� ��� �0.�/ ����
� ���� �
 �.* ���� �� :��� �� ��
�� �� �%��
��
�
� ��� &����

� �
������ �
� ��������

 ����� �����
��� �
 1"4 �
 ���
 �
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�� ���� �

 ��� ����
��	�� ���� ������ �	

 
������� ��������	
�

�
�� ���� �	����� ��� ���	
� ����	������ ���� ζ(t) = ζr(t)∀t ≥ 0� ��	� ����
 ������
�
���� ���	�� ��� �������	�� �� �����
� �����	
 
�����
 ���� 	� 
����� 	� �	�����	

����	
	�� ���
���� ��� ���	

� ���	��
������ �� ���� ����	�� ��� �����
�� �� �� 
�
���	���� ���� ���	��� ��� ����	������ �� ��	�� !���

�� �� ��
� �� ��� �� � �� ���� "��� ��"�� � �
	�	�� �����
�� #�"�� ��� �
	�	��
�����
� ��

σ � ζ − ζr. $%�%&

����� ζr =
[
(vaIa,r)

T (ωa
Ia,r)

T q̇Tr
]T ∈ R

6+(n−1) 	� ��� �������
� ��
�
	�� ��
���
�	��� �� ��� ������ �� ��� �'��( 	������ �	�����	
� ����	�� 	� $%�)& ��� ����
��	��
����� $	���� �	��*	���������� �����&� +� �	,�����	��	�� $%�%& ��� 	�����	�� $-�.&� ��
����	�

σ̇ = ζ̇ − ζ̇r = M−1(−Cζ −Dζ − g + τ)− ζ̇r $%�/&

��� �� ��	�� ���� ζ = ζr+σ ���� $%�%&� �� ����	� ��� ��

��	�� �����	�� ���
�	�	��
��� �����	
� �� σ0

σ̇ = M−1(−C(ζr + σ)−D(ζr + σ)− g + τ)− ζ̇r. $%�1&

2��� ��"�� χ̃ �� � ��
��� �� �

 ��� ����
��	�� ���� ������� 	����

χ̃ =
[
χ̃T
1 , χ̃

T
2 , . . . , χ̃

T
k

]T
. $%�.3&

+� ���	�� ��� �	�� ���	���	�� �� $%�.3& ��� ��	�� $%�4&� χ̇i,d = 0 ��� ζ = ζr + σ
���� $%�%&� �� ����

˙̃χ = −χ̇ = −J(ξe)ζ = −J(ξe)(ζr + σ), $%�..&

����� J(ξe) =
[
JT
1 , JT

2 , . . . , JT
k

]T
	� � ����	� ���� 
����	�� ��� 
���������	�� 5�*


��	�� ����	
�� ��� ��� ������ �� ���� ��� ��

��	�� �������	�� ����� J(ξe)0

���������	 
��� J(ξe) 	� $%�..& 	� ��������


����� 
��� 2��� ���� ��� ����	� J(ξe) �	

 �� ������� �� 
��� �� �	���
��	�	��
	� ��� ���� �����������	��� ��� ���	���� ��	� 	� �
�� ��
������ ��� ��� 
���
���

�����
 ������ �� �� �	���
��	��*�����

��� ����
 ����� �����	
� 
�� ���� �� ����	��� �� 
���	�	�� $%�/& ��� $%�..&0

˙̃χ = −J(ξe)(ζr + σ) $%�.-�&

σ̇ = M−1(−C(ζr + σ)−D(ζr + σ)− g + τ)− ζ̇r $%�.-�&

������� 
��� ������ ���� �����	�
�� 
�� 
� ���
����� ��� ��� ������� 
�	�� ��

$-�.& �� �
��� �� ��� ��� ���

τ = uSMC(σ), $%�.4&

����� σ 
� ��� ��
�
�� ������� 
� $%�%& ��� uSMC 
� ��� ��� ���� ����
�
��� ���

��
�
�� ������� σ = 0 
� ��
�� �
���  �� ��
�
�� ������� σ = 0 
� ���� �� ! �
�"�
�
��
�� �� $%�.-�&# ��
�� ������� ����	���
� ����������� �� ��� �������
�� ���$
������# 
���#

lim
t→∞ χ̃(t) = 0.

..)
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� ��	
�
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	� ��	
��� ��
������ 
	
�����

������ �� ���� �� �	 	
��� �

� �� �
� �����
����� ���������	 �� �
� ��
������
�����
���
������ �
� ��������� ���������	� ����� ζ = ζr� �
�� �
� �����
���� �
	� �����	 
	������
���
��� �������� �� ����� ����� limt→∞ χ̃(t) = 0� ����� �� ���� ������ �
�	 
�
��	�	 ��
������� �
� ���
��� ������� �
�� �� �
� ��� ���� !
� ���	������� ���
���	 "#�$% &�
"#�$�& �	 '!(  � 
		�������� �
��
 ��
�	 �

� ζ = ζr 
���� 	��� )���� ���� T �
!
�	 
�	� ������	 �

� ||σ|| ≤ δ1∀t ≥ 0� �
��� δ1 �	 
 ��	����� ���	�
��� *��� �
�
��
�

� 
		����� �

� ζ = ζr 
	 ���� �� ���� �� �
�� ���� 
������ �

� ζ = ζr + σ�

+� ���� ��� 
�
��	� �
� 	�
 ����� ���������	 �� �
� ������ �� "#�$%
& �	��� �
�
,�
����� �������� �
����
�� ",'-& V (χ̃) = 1

2 χ̃
T χ̃� !
� �����
���� �� �
� ,'- �	�

 � "#�$%
&� 
	 ������	.

V̇ = χ̃T ˙̃χ = −χ̃TJ(ξe)(ζr + σ) "#�$/&

'��� ���� �� 

�� �

�
χ̃TJ(ξe)ζr = χ̃TP (ξe)χ̃, "#�$0&

�
��� P (ξ) �	 ��)��� 
	

P (ξe) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Λ1 Om1,m2 . . . Om1,mk

J2J
+
1 Λ1 J2N1J

+
2 Λ2 . . . J2N̄J+

k Λk

. . . . . . . . . . . .
Jk−1J

+
1 Λ1 Jk−1N1J

+
2 Λ2 . . . Jk−1N̄J+

k Λk

JkJ
+
1 Λ1 JkN1J

+
2 Λ2 . . . JkN̄J+

k Λk

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ "#�$1&

�
��� N̄ = N12..(k−1)� *��� �

� P �	 ��	����� ��)���� ���� 2� �	��� "#�$0&� �� �
�
����� �
� ,'- �����
���� 
	

V̇ = −χ̃TP (ξe)χ̃− χ̃TJ(ξe)σ "#�$#&

(����� 
	 	�
��� 
 ���� �� 

�� �

� ||σ(t)|| ≤ δ1 ∀t ≥ 0� �� �
� ������� "#�$#& 
	
������	.

V̇ ≤ −λmin(P )||χ̃||2 + δ1||J(ξe)||||χ̃||
= −λmin(P )||χ̃||2 + θ||χ̃||2 − θ||χ̃||2 + δ1||J(ξe)||||χ̃||

≤ −(λmin(P )− θ)||χ̃||2 ∀ ||χ̃|| ≥ δ1||J(ξe)||
θ

"#�$3&

�
��� 0 < θ < λmin(P )� 	���� P �	 ��	����� ��)����� 2� 4		������� #�$� J(ξe)
�	  ������5 �
�	� �
� ���������	 �� !
����� 4�0 
�� 	
��	)��� +� �
� �
�� ����
����� �

� �
� 	�������	 
�� ��� 
��� ��������� �����
����  ������ "6�)������ 4�7&�
�
��
 ��
�	 �

� ||χ̃(t)|| ≤ δ2∀t ≥ 0� �
��� δ2 �	 
 ��	����� ���	�
��� -��	�8�������
�
� �����
���� �
	� �����	 ���� ��� �	�
�� �� ��)���� �
�� σ �= 0� *��� 
���� 
 )����
���� T � �
� 	������ 	���
�� σ = 0 ����  � ��
�
��� 9��� �
� 	�	��� ��
:�������	 
��
���)��� �� σ = 0� �
� ����� ���
���	 
�� �����  �

˙̃χ = −J(ξe)ζ "#�$7&


�� �
� ������ �� "#�$7& �	 
	��������
��� 	�
 �� 
�� �
� �����
���� �
	� �����	 ����
�
�	 
	��������
��� �������� �� ����� ����� limt→∞ χ̃(t) = 0 ����
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��
��
� �� ��	���
 ��
�
	���� ��
	���� �
��� ���
���� i �� ��	������ J+

g,i(ζ
i
Ii,d(t) − Λ(ξe,i(t) − ξe,i,d(t)))� ��
�
 J+

g,i �� ��
 �
��
���	
�
	���
�� ���	� �
�� ��
 �
��	��� ��
�
 �
	��� ζ �� ��
 ���

� 
�� 
����
� �
��	���
�
�� ���� i� ζiIi,d �� ��
 �
���
� �������
� �
��	��� �� ��
 ���� ��
�
 �� ���� i� Λ �� 

�
�� �
����� 
�� ξe,1 
�� ξe,i,d �� ��
 �������� 
�� ��
 �
���
� ��������� �
��
	���
���
�� ���� i� 
� ��
 ����
�� �
�� �� �� ! "�
� ��
 ������� ����
	
 
�� ��
 �
��� 
�����
�
�
 ���
 �� #
��� �!
!� ζ − ζr = 0� Jg,iζ(t) = ζiIi,d(t)− Λ(ξe,i(t)− ξe,i,d(t)) �
�
���
���	� ���� �
�
 ξe,i(t)− ξe,i,d(t) 	���
��
 �� #
�� �� Λ �� 	���
� 	���
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τ = ĝ(q,RIb)−Kdσ −K sgn(σ), ��!23 

����� Kd > 0� ĝ(q,RIb) ���������� ��� ���
���� �� ��� ����
���
������� ������ ���
�������� ���

sgn(σi) =

{
1, ��� σi ≥ 0

−1, ��� σi < 0

��� ��
� K 
� ������ ��
K ≥ κ+K0, ��!20 

����� K0 > 0 ��� κ 
� �� ����� 
���� ������ �� ���
���

κ ≥ ||C(q, ζ)ζr +D(q, ζ)ζr + g̃(q,RIb) +M(q)ζ̇r||. ��!22 

��� �	
�
�� ������� σ 
� ��!� �� ��� ������ ��!02� � ��!23 �
		 ���� ��������
��������
�		� ��� 
� ��
�� �
�� �� ��� �	
�
�� ������� σ = 0�

������ )�����
� ��
 45) ��� ��
 ����
� ��!02� � ��!23 

Vσ =
1

2
σTMσ > 0, ∀σ �= 0, ��!21 

���	� �� �������
 �
����
 
� M(q) > 0! 6�7
�
���
���� ��!21 
�� ���
����� ��!� 

�� ��!02� ��
���

V̇σ = σTMσ̇ +
1

2
σT Ṁσ

= σT
[
τ − Cζ −Dζ − g −Mζ̇r

]
+

1

2
σT Ṁσ

= −σTDσ + σT
[
τ − Cζr −Dζr − g −Mζ̇r

]
+

1

2
σT

[
Ṁ − 2C

]
σ.
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V̇σ =− σT (Kd +D)σ − σT [K sgn(σ)] + σT
[
−Cζr −Dζr − g̃ −Mζ̇r

]
≤− σT (Kd +D)σ −K||σ||+ ||Cζr +Dζr + g̃ +Mζ̇r||||σ||,
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V̇σ ≤ −σT (Kd +D)σ −K0||σ|| < 0, ∀σ �= 0. ������
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		 ���� �������� 
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�� �
�� �� ��� �	
�
�� ������� σ = 0�

������ ��	 � ������ �� σ ��	 �	�����	� � ���8���� :��� � ��
�������� Φ(σ, t) =
Φ1(σ, t) + Φ2(σ, t)� ��	�	 Φ1(0, t) = 0� Γ(·) = M−1� ��� � �	

��� τ �� �� ������
�	 ��
���

σ̇ = −k1Γ(·)φ1(σ) + Φ1(σ, t) + Γ(·)(z + Γ−1(·)Φ2(σ, t)) ������
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����� Φ1(σ, t) = Γ(·)(−Cσ − Dσ) ��� Φ2(σ, t) = Γ(·)(−Cζr − Dζr − g −Mζ̇r)�
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 ������� σ1 = σ ��� σ2 = z+Γ−1(·)Φ2(σ, t)� �� ��� ����� ��� �
������ ��

σ̇1 = −k1Γ(·)φ1(σ1) + Φ1(σ1, t) + Γ(·)σ2

σ̇2 = −k2φ2(σ1) +
d

dt

(
Γ−1(·)Φ2(σ1, t)
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χ̃1 =
[
(η̃c1,Ic)

T , η̃T2,c
]T

J1 =
[
I6×6 06×8

]
,

����� η̃c1,Ic �� ��� �
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χ̃2 = [ 0 1 0
0 0 1 ] η̃2,f
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ζr = J+
1 Λ1χ̃1 +N1J

+
2 Λ2χ̃2 +N1J

+
3 Λ3χ̃3 '(��)*
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 ����� ��
��� �� β = [80e14]

T �
ε = [10−5e14]

T � λ = [0.1e6, 10e8]
T � γ1 = [e14]

T ��� ω1 = [e14]
T � /
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αm = [0.005e6, 5 · 10−5e8]
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���� �������� ������� �	������ #	 ���� ���� �	����� ���� � !$% ��������	� ��� �
�������� �		����& ���	��������� ��������	�� ��	 !$% ��������	� ��	� �� �	'�	� ��

τ = −kpζ̃ + kdζ̇r − ki

∫
ζ̃dt �(�)*�

��	�	 ζ̃ = ζ − ζr ��� kp
 kd ��� ki ��	 ��������	� 
����� ��	 �	���� �	 ����	
�� ������	 � !$% ��������	� �� � �������� ������� �	���� �� �	����	 �� �� ��	 ��
��	 ���� ���	�� ��	� ��������	�� ��� �� &���� ��� ��������
 
��� �	����� �� ���	�
����	����� +��	�	�
 �� ��	� ��� ������	 ��� ��������� 
�������	� ��� �� ��,���� ��
���	 ��� ������� �	��������	� #	 ��	�	���	 ���� ������	 �	����� ����
 � �		����&
���	��������� ��������	�� ��	 �		����& ���	��������� ��������	� 
��	� ��������� 
���-
����	� ��� �� 	��� �� ���	 �� ���
 �� ��	 ���	� �����	�	�� ��	 &����� ��	 �		����&
���	��������� ��������	� ��	� �� �	'�	� ��

τ = M(−kpζ̃ + ζ̇r) + Cζ +Dζ + g �(�)��

��	�	 ζ̃ = ζ − ζr ��� kp �� � ������� 
����
.�
��	 (�) ����� ��	 �	����� ��	� ��	 !$% ��������	� �(�)*� �� ��	�
 ���� ��	

������� 
���� ����	� �� kp = 250
 kd = 80 ��� ki = 10� .�
��	� (�/ ��� (��
����� ��	 �	����� ��	� ��	 �		����& ���	��������� ��������	� �(�)�� �� ��	�
 ���� ��	
������� 
��� ����	� �� kp = 10� ��	 �	���� ��� '
��	� ��	 ������	� ��� ��	 �		����&
���	��������� ��������	� �� �	����	 ��	 �		����& ���	��������� ��������	� ��� �����	��
��	� ��	 ������	� ���������� ���	�	 ��	� ��� ������	�0 �	 ��	�	���	 ������	� ��	
'
��	 ��	�	 ��	 ������	� ���������� ��� ��	�
 ��	�
 .�
��	 (�/
 ��� ��	 '
��	 ��	�	
��	 ������	� ���������� ��� ��� ��	�
 ��	�
 .�
��	 (��� ��	 �	����� ��� ��	 �		����&
���	��������� ��������	� ��� �����	�� ���� ��	 ������	� ���������� ���	�	 ���� �	
�������	� �� ��	 ���������� �	����� �	����

����������

.�
��	� (��� ��� (��� ���� ��	 �������	� ��� ��	 ������ �������� ��� ���	�������
�� ��	 �	���	 ���& ����	�������
 �� ���& � ��	� ��	 '���-���	� � " �(�1*� �� ��	��
��	�	 �� � ����� �	������� ���� ��	 �	�-����� ��� ��	 �	���	 ���& ����� ��
�	 ��	 ��
��	 �������� ���	� �� ��	 ���������� ��������
 ����� �� �� �
�		�	�� ���� �������	
�����	��	�� �	�����	� �� �	���& (��� ��	 �	����� ��� ���&� 1 ��� ) ��	 ����� ��
.�
��	 (��� ��� .�
��	 (���� ��	 ������	� &��	����� ��� ������� ������� ��� ��
���	 �� ���'� ��� ��	 ���&� ��������	�����
 �� ����	� �� ��	��	� (�� �� �����������
���� ��	��	� (�1
 ��� ���	 ������	�� �	�������� ��� �	 ���	��	� ��� ��	 ����� ���
��	 ���& ���	�������� ��	� ����
��
 ��	 ����� ��� ��� �	�-������ ��� ��	 �	���	
���&� ��	�	 �	�������� ����� �	����	 ���& � �� ��	 ������� ���& ��� ���&� 1 ��� ) ��	
�	������� ���&�� ��	 '��� �	�� �� �(�12� ��	� ��� ������	� ��	 ���& 	����� ��� ���&�
1 ��� )� ���������
 ��	 �	���	� �	���	 ���& ���	������� ���� ��	�	���	 ��������	 	�����

�1)
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��	� ���� ��� %&�'
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��� ����������� ��	�
��� ����� ��� ��
� �
��� ��
������ �� ��	� ���
 ������ ����
	� ��� ��� ���� ���� � �� ��������� ��	�
��� ���
 ������ ����� 	� ��� ���� ���� �
�� ��� ��������� ��������� �� ������ �����	 ��� ����� ��������� ���������� ��� ����� ��
� ����� ��
� �� ��	�  �� ������ ���� � �� ��� ��������� �������� �� !������ �� ���
�������� ���������� ����
��  ��� ��� !� ���� ���
 ������ ��"� 	��� 	� ���� ���
���������� ������� ����� �� ��# ������� �� ������
 $%&'�( �������� �� ��� 
����� ����
��� �������� ���������� ����
� 	�� ��� ����� ���
 ������� ��"�� ��"!� ��"� ��� ��"�
	� ��� ��� ���� ���� )� ���� � ��� ���� � ��� �������� 	��� ��� �������� ����������
����
� �� ��� ����� ��� ���� ��� ������������ ��� ��������� �����	��� �#���� ��� ���
�
��� ��������� ��
������ ��� ��� ����� ��� ��� !��� ����������� 	��� ��� �����
��� ��	 ���*������ ��� ��� ������ ���� ��� �������� 	���� ��� ���������� !� ���
+,- . 
������  �� ������ ��� �������� ���������� ����
� �� �������� ���!��
�
��� ��� ����!��� ������������� ���������� �� !������ 	� ��
� �� ��� � ��
��� ��
����
�� ��������� ��� ����� ���� 	��� !� ������!���� �� ��� ���������� ����� ��� ��!�� ��
��*�������� �� ���� 	��� ��� ������ ������ ��� �/��� �� 0����  �� ��*�������� ����
�#�� ������ ��� ��
���� �� ��� �������� ������������ 
����# �� !���
� ���������
��� � ��
��� ��
���� ��������� ��� �� !� ����� 1�	�
��� ��� ��
��� ��
���� ����
��� �!���� ��� ��

����� ����� �� %&'� ���� 	� ������� 	���� ������� ���!��
�
��� ��� ����!��� ������������� �����������  �� ������ 	�� ���� ��� !��� �� �2�����

�� !� !������ ���� ) �� �������� ��
�� ���� �� �� ��� ���
��� ����� 	���� ���� � ��
�������� !������ ��� ������ ��� ��� �2������  �� ������ ��� !��� �� �2����� �� �����*
���� !������ ��� ��������� ��������� !� ��� +,- . 
����� �� ��� ��� !���� 3�
��� ��������� ��� ���� ��� ����!��� ������������� ���������� �� 
��� 
��� �������
�
�� ��
������� ����
���� ����� ��� �2���� �� ��� �������� ���������� ����
� ��� ���

���!�� ��� ��� �� ��� +-4 ��������
�� 5��� ���� 	� ����� kp = 10 !������ ����
	�� 	��� 	� �����
�� ��� !��� ������
���� 	��� ����� ��� �������� ����������
����
�� ������� ����� ��"�� ���� ��� ��"� ���	 ��� �������� ������ ��� ����� ���/���
�����  �� ������� ������ ��� �
���� ��� !���	 )66 5� 	���� �� ��� ��
�� ��� ���
����������  �� ������� ������ ��� ��������� �����!���

����� ����	
���
� ���� ����	 �
�
����� ������

�� ���� �������� 	� 	��� ���	 ������� 	���� ��� 7�789 ���� ������� ��� ������� !�
20%�  �� 7�789 ��
������� 
���� �� ���� ��
�� !� ��� ����
����� ��  �!�� ��)�
1�	�
��� ��� 
���� ���� �� ��� ��� ������� ������ �� ��� �������: ���� �� �� ����*
����� ��� ��!������� �� ��� +-4 ��������
��  ��� 
���� ���� 	� ���� ��� ����������
����� ��� ��� ����
���� �� ��� 
���� ����
����� �� �� +������ ������

������ ��% ���	� ��� ������� 	��� ��� ����*����� +-4 $���6( �� ����� ��� ������
��� ���	� ��� ������� 	��� ��� ;+ 7 	��� ������
� ����� $%��( �� ����� +����
��� .�& ���������� ������� ���	�� ���� ��� ������
���� �� 	���� ���� ��� +-4
��������
�� 	� ��� ��� ������� ������� ���
 ��� .�& ���������� �� ���� �������� ���
��� ����!��� ������������� ����������� 	� ������� ���� ��� ������� ��� ��� ���� 	����
��� �������� ���������� ����
� �� ��� ����� �� ���	� �� ������ ��<�
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����� ���	 
����� 
��� ���� ���������� ����� ������� ������� �� 20%�

���� ��� ����	
 ��
 ���� ���
 �
���	���
� 0.50 12.6 ����


 ! � " 0.08 2.0 ����

# 0.47 12.0 2	 $ %

& 0.64 16.3 3	 ' ' $

� 0.47 12.0 2	 % $

( 0.30 7.5 ����

����������

)��� )������ ��� ��� ��� *� ��� ��� ���� ��� �������� ������� ��� ������ ���������
�� ����� �������� �� +������ ��!�
� ,� ��� �����-��� �������� ���� ��� +./ ����0
������ ��� ������ �� ��������� ������������� �� ����� ���-������� �� ��� �1�����
�� ������ ��� 23245 �������� )��� )����� ��" *� ��� ��� ���� ��� -�������
������������� ���������� �� ������� �1����� �� ��� ������ �- ������ �� ������ �����
������� *� ��� �� ������ ��� ������� ���� �� kp = 2006 �- *� ���� ��� ����� ������
�� +������ ��!�
 *� ����� ��� ������ ��� ������ �������� ,��� kp = 200 *� ��� ���
-��� )������ ��"� ��� ��"� ���� ���� � �� ������ -��7���� *���� �� )������ ��"� ���
��"� *� ��� ��� ���� ���� 
 ��� # ��� ��� -��7����� )������ ��"� ��� ��"- ��8��� ����
��� ������� ����� �� ���� ���� �� ��� -�������� ,� -���� ���� *� ��� �� ��� kp = 500
-�� ��� ��� ����� �� �� -��7���� *��� ��� -������� ������������� ����������� ���� -��
��� -������� ������������� ���������� �� *��� *��� ��������� ������������� *� ��8�
�� ���� ��� ���������� ��������� *���� ��� �� ��9����� ��� +./ ���������� ���
�����-��� ���� ���� ���������� -�� ��� 23245 *���� �� ����� �� ��������� ������
��� ��������������

��� �����	
���
� �
�� �����

3� ���� ������� � ���� ����� ����� ��� 23245 ����� �� �:���������� ������� ��0
������ ������ ��� ������ �- 
�
� �� ���������� ��� ������� �- ��� �:���������
*�� �� 8������� ��� ���������� ������ ��� ��� ���������� �- ��� ������� ��������
�� ���*��� ���� ��� �������� �������� ���� *���� �� �������� ��� ��� ���� �� ���
����� ���� ��������� �� ������������ ��� ����� ���� �� ��� 
����� 
�
� 8������
�- ��� ����� ��������� �� +������ 
�!�� ��� ��� ���� ���� ���� �� ��� ����0��������
���� ��������� �� +������ 
�!�#� ,� *��� ���� ������� ���������� ������� -�� ���
���� ���� ��������� �� +������ 
�!�# ���� ���� *� ��� ������� ��� �:����������
������� *��� ���������� �������� ,� ���* ������� *��� ��� ������8� ;+�2 -��� +��0
���� ��#�
� ,� *��� ��� ���� �� ��� �:���������� ������� �� ����� ��� ������� ��*
-��� +������ ��#��� ��� 7���0����� +./ ��������� *�� �� ��9���� �� ���� ������
��� �:��������� ��� �8�� *��� �:�����8� ������ �1���� *� *��� ��� ���� �� ���
�� �� *���� +� *� *��� ��� ���* ������� *��� ��� 7���0����� +./� ��� ������ *��
������� -�� ��� ������0����� +./� ��� *� *��� ���� �� ������ ������� *��� ����
��� +�2 *��� ������8� ����� �#��� ��� ��� ;+�2 �!���� ,� ��� �����-��� ������� �
���������� *��� ��� +�2 *��� ������8� ����� ��� ��� ;+�2 �� �8������ *������
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���
 ���� ������� ����
 ������	� ������ ��	 	"�	���
�	��
 ��	 ��	
	��	�� #	 �
	� ��	 
��������� ���	� ��	
	��	� �� �	����� $�$ ���
��	 %	���	 $&$& �	�
��� �� ��	 ����� ��	
	��	� �� �	����� $�$�$� ��	 �	
� ��
	 �
	�
�
 ��	 �'(�� ��
	 ���� �	����� $�)�*� +�� ��	 
���������
� ��	 ��	* ,"	��
�	�

���	� ���� � 
�	� 
�-	 �� 0.01 ��
 �
	��

������� ��	
�

#	 �	�	 ��� ���	 �� ���	���� �
	 ��	 ����
 ������	� ������ ��	 	"�	���	��
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���������
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 ��	 ��	
	��	� �� ����	 0�$� +�� ��	 �������	

���� �� ��
 �	�	

��� ���� �� �����	 ��	 λ ���� ��� ��	 1����
 ���� 0.1 �� 1�
��	 �	
���
 ������	� ��	� �
��� ��	 ������� ��� �����
	� �� �	����� 0�*�$ ��	

����	 0�$2 ����������2 3������ ����
 ��� ��	 �������	 
��� ��� ��	 ��
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���
 ������

ε 1 · 10−5eT14
λ eT14
γ1 eT14
ω1 [e6 0.1e8]

T

β [3e6 e8]
T

αm 0.05eT14

��	
	��	� �� +����	 0�4� ��� ��	 	�������� �� ��	 �������	 ����
 ��	� ���	 ��� ��	
�������	 
��� ��� �	 
		� �� +����	 0�5&�  � +��� 0�4� ���	� qi ����	
����
 �� ��	
���6�	 �
	� ��� 1���� i� ��� �� +��� 0�5& ���	� x ����	
����
 �� ��	 	�������� �� ��	
�������	 ����
 k1(t) ��� k2(t) ��	� ���	 ��� ��	 x����	�
���� ���	� y ����	
����
 ��
��	 	�������� �� ��	 �������	 ����
 k1(t) ��� k2(t) ��	� ���	 ��� ��	 y����	�
����
	���

������� ���������
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��� ��	 ��	����
�� �	�����	� �����
�����
� ��	�� ��	 ��� ���� �������	 ����
 ���� 7*�58 ��� ��	 
��� ���� 7)�58�
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�� �� k1(t) ��
� 	
�
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������ ��	
� ��
�������� ��������� �� ��� �������� ����� ���� ��
� ��� ��� ��������
���� ��� ��� �������������  ���

 ��������� !��"
#� ��� ������ $�  ���� �� �� ���� � %&'  ��������� �� � �����������
���� ��������  ������ 
����� �� (� ���� �� �� ��� �� ��� 
��� $����� ���� ����� ��
 ���������� ��� �� ���$� �� ����� ���� ������� �� �����  ���� ���� )�$����* �� ����
��� ������� ��� ���(����� ���������� �� 
�������� ����������* $� $��� ��� �(�� ��
��� ���  ������ ����� ����� ������ ��� �+����
���� ���� ���� ��� ����� ���� �� ���
��
�������� ��� ��������� �� ��(�� ��" ��� ��� ��� $��� �������� �����* �� ��(�� ��,
��� ��� ���� ��� �� ��(�� ��- ��� ��� %&'  ���������� ��� ��� ��� $��� ��������
�����* $� ������ ���� ��  ����� ��� λ ���� ��� ��� .����� ���
 0.1 �� 1� ��� ���
����* �� $�� �� ������ ��  ����� ��� β ����� ���
 [80e6 15e8] �� [25e6 45e8]*
��� ��� ��� %&'  ���������* $� ������ ��  ����� ��� kp ���� ��� ��� .����� ���

20 �� 40 ��� ��� ki ���� ��� ��� .����� ���
 10 �� 15� ��� ��� ���� ������ ��� ���

��(�� ��"� ��
�������� /������ ����� ��� ��� ��� $��� �������� ����� ��� ��� �����
��������  ���

���� �����	

ε 1 · 10−5eT14
λ eT14
γ1 eT14
ω1 [e6 0.1e8]

T

αm 0.05eT14

��� ��������
� ��� ��������� �� ������ ��		� 0� ���� �� ���� �� ����  ����� �� ���
����� �����* ������� �� ���.� ���� ����� �� �� �� ���� ��,* �� 
��� ���  �
�������
������ ��� 
��� ����(��� &� ������ ��	1* $� ������� ��� �������� ��� �� ��� .����
���2��� ��� ��� ��������
� �+ ��� ��� �������� ����* ��� $�� � ��� ��� �� ���
���2��� ���� (��� ���������� ��������� �� ������ ��3� ��� ��� ��� $��� ��������
�����* ��� ��������� �� ��� �������� ����� ���� ��
�  �� (� ���� �� ������ ��	"�
&� ��(�� ��4* ��� 56��� ��� 
�+�
�
 ������ �� ��� �������� ��� ����������� ���
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������	 ������� ����� ��� ��� �
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���� �����	

k1 [3e6 e8]
T

k2 [0.004e6 0.002e8]
T

β [25e6 45e8]
T

����� ���	 
��
������	 ������� ����� ��� ��� ��� ���������� ��� ��� �������������

����

���� �����	

kp [250e6 40e8]
T

kd [80e6 10e8]
T

ki [15e6 15e8]
T

���� ���� ��� ����� ��� ��� ����������� �� ����� ��� ��� !"
 ���
�� �� ��� ���
����

������ ��� #��������� �� ��� ���
���� ������ ��� $���� ���%
�� ��# ��� #���������

�� ��� $���� ���%
�� ��� ����� ��� ��� ����������� ��� !"
 �� ��� ���
���� ������

��# ��� $���� ���%
�� �����#�� � ����
�� �� ��& �
�� ������� �'��� ���� �� 
��# 

��# ��� !"
 �� ��� #��������� �� ��� ���
���� ������ ��# ��� #��������� �� ��� $����

���%
�� �����#�� � ����
�� �� ��& �
�� ���������� ���� �� ������� �� ��� ���
����

������ ��# ��� $���� ���%
���

����� ��(	 
��
������	 ���������� �� ��� �������� ���
��� ��� ��� ������������� ����


���
����
���� ������� �

�


���� ) ���� * ���� ) ���� *

+,
�+
�������� 0.0313 0.0382 0.2295 0.2124

-���������� 0.0113 0.0146 0.0698 0.0787


�+
�������� 0.0467 0.0581 0.3057 0.2713

-���������� 0.0216 0.0239 0.1227 0.1158

,
�+
�������� 0.1106 0.1177 0.5683 0.3832

-���������� 0.0483 0.0550 0.1816 0.1755

���
�������� 0.0512 0.0763 0.2732 0.2882

-���������� 0.0227 0.0356 0.0891 0.1385

����� ���	 
��
������	 ���������� �� ��� ������� ���
�� ��� ��� ������������� ����


���
����
���

τthr τ̇thr τq τ̇q
+,
�+ 4.7933 0.4191 1.9777 0.4487


�+ 5.8351 0.7371 2.4834 0.8704
,
�+ 4.3251 107.6121 1.8879 83.8284
��� 5.4231 0.1324 2.3276 0.0778

).�
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 �������� ������ ��� ��� ������������� ����
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������ ���� ��� ������ ���� ���� ��� ��������� ��� �����
 �������� ��� ��������
���� �� ��� ����� ��� ������������� �� ���� 	 ���� ��� ��� ���� ������!� �����
"#��$ �� ����� ��� ���� 	% �� ��� ��� ���� ���

 ��������� ��!������� �� �����&��
����
� 200 � ��� 400 � �� ��� �������� ��� �� ��� ��� ������������ ����� ���������
������ ���������� �� � ��

 ��!����� �� ��� ����� ���% ����� ��� �������� ����
��!����� �� ��� ��

 ��������� ���������� ���� ��!����� �� ��� ����� '(��� ���
����
�� ��� ���� ) ��� ����� �� ������ ���� ��� ������ �����  � �����% ��� ����
�������� �� ��� �*+�, ������ ��� ��� ������� ������
 
�� ����
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�� ������	
 ���	��
�� ��
 ������� ���
���

��� �����	
�� �� α(t) ��
� 	
�
 ��� �����	
�� �� β(t) ��
� 	
�


������ ��	
� ��
�������� ��������� �� ��� �������� ����� ���� ��
� ��� ��� ���
���� �������� ����� ��� ��� �������������  ���

!� ��� ��
� �
��� ��������� ������ ������ 200 � ��� 400 � �� �������� ��� ��� ����
 ��������� �� ���� 
���
���� ��� ���� 	 ��� ���� "� !� ���� ��� �
��� ���������
������ �� ��� ���� ��� ��� � ���� ����� �� �����#�
����� 550 �$ ��� �  ���������
�� 
���
��� �� ��� x����� ���� ��� ���� 	� �� ���������� ��� ����� �� �� ���� ��%$
����� ���������� �  �� &� ���� ���� 	 �� ��� ���
��� ����$ ������� ���� " �� ���
�� ������ ����� ��� '��� ���
 �� ("�	
) ���� ���  ������� ��� ���� ������ ��� ���� "�
��� ����
�� �� � ����� ��� ������� ����� ��� �������� ��� ����������� ����  �����
*������ ������� � ������ �� ��� &� � ��� �������� ��� ������������ ����� ����������
��������� �� ���� �� ��� �� ��� ���
 �� ("�	
)  �
�������� ��� ����� ���� �������
��� ��
������� ������� ��������� ������� ��� �������� �� �������$ ��� �� '�� ���� ���
��� ��������� ����� ��� ���'����� ���
 ������ ��+�$ ��  �� ��� ���� ��� ��� �� ����
��� �
���� ��� ���� &���� 60 ,$ ��� � �� �����#�
����� ��� ��
�� �� ��� ���������
�� ��� "-"- ������� �� ��� ��&��� ���
 ������ ��+�$ ��  �� ��� ���� ��� .���� ���*���
��� �
���� ��� &���� 16 ,
$ ��� � �� ��� ��
�� �� ��� .���� ���*���� ���  ������
������ ��� ��������� �����&��� ���
 ������ ��	-� ��� ������ ��	-&$ ��  �� ���� ���
���� ��� ����� k1(t) ��� k2(t) �� ����� �������� ���  ������� �� �����&�� �������

���
 ������ ��		$ ��  ��  ������ ��� ���� ����� ��� ��
� ������ ���� �#��&��
��������� ������ ������� �� &� ��� �/0�1 
������ 2������$ �� ���� ��� ���� ���

��������� �� ����� ��������� ������ ��� ��3����� ��� ��� ��3�����  ������ �����
����
�� ���
 ������ ��		�$ ��  �� ��� ���� ��� �������� 4���  ������ ������� ��
��� �
������ �������� ������ ��� ���� 	$ ����� ��� ��� ���� �������� ����� ������
��� �� ��� �
������ ������� 2������$ ��� ��� ���� �������� ����� ���� ������� ��
��
� �� �������� �� z� ��� 156  ��������� � ������ ��� ����� �
������ ������$ �����
��� 4��� ������� �� ��� ������� ������� ������ ��		& ����� ���� ���� �� ���� ���  ���
��� ��� ����������� ������ ��� ���� 	� 2������$ �� ������� ���� ��� 156  ���������
� ������ ������ &����� ������� ���� ��� ��� ���� �������� ������ ��� ��� ����
�������� ����� ���� ������� �� ��
� �� ��������� ���� ��� ������� !��� ��  �������
��� �������� ������ ��� ���� " �� ������ ��		 $ �� ��� ���� ��� ��� ���� ��������

	%-
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�� #�$$	� �� ��� ���� ���� ����� ��� �	������ ���� ��������
��� ������ ������� ��� ��� ���� �	������ ����� ����� �����	
��� ��%� ������������
���� ��� ������& �������� �� ���� ����	� ��� �����	 �%������ ������� ����� '�	���� ���
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����� �
������	 
� ��
�� #�(� ����� ����� ���� ��� �	������ ���� ���
��� �� ���
�%������ )*�+ ���
�� ��	 %�,�%
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��� ���� ��� ������%���� �������� ����� ��� �%������ ������� ��� ��� ���� �	������
����� ��%�� �� �����	 �������� ���� ���
�� ��� ��� ���������� ��� �%����� %�,��
%
% ����� ���
�� ��� ��� $� ��� ��� ���������� ��
� �� �� ����	 ������ ����� ���
���� ��%�� ��
����

)����	��� ��� ���
���� ��	 ���-
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�� �� ��� 	�.����� ��������%�� �� ��� ���
���% "��
�� #�/�� "��
�� #�/� ��	 "��
�� #�$! ���� ��� ����� 
�� �� -
��� ��%���� ���
��� �� ��� �����	���	 ��������%�� 0������� ��� ���� 
��� ���� ����� ���� ��� �����
��������%� ��	 �����	
��� ��%� ����������� ����� %�� 
� ��� ������ ��� �� ���
���
�� ��� ������� ���� ��� ������� "��% ��
�� #�#� �� ��� ��� ���� ����� ��� ��%�
�%��� 	�.������� �%��� ��� ����� ��������%�� �� ����� 0������� ��� )*� ���
�� ��
��� ���
���� ������ ��	 ��� 1���� ���-
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�� ��������	 ��
������� !�4�$ ��	 ��� ���� ���� 
��	 ��� ��� ��%� �� ��� ��� ��%
������� ��	 ���
�,������	 �� ������� !�4�5�
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�
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�	������ ����� ��� ������ �� ��� ����� ���
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�����	 	
���� ���
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��� �
�����	 
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��� 
���� ��� ������
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����%�� ����� ��� ��� ���� �	������ ����� 85�$9� ��� ���� 84�$9 ��	 � ��� ����
������� 8#�539� "�� ��� �*: ��������%�� �� 
��	 ��� ���	��� �
����� 	�'��	 �� 8#�#9�
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���� �����	

ε 1 · 10−5eT14
λ [e6 0.1e8]

T

γ1 eT14
ω1 [e6 0.1e8]

T

β [3e6 e8]
T

αm 0.05eT14

��� �����	
�� �� k1(t) ��
� 	
�
 ��� �����	
�� �� k2(t) ��
� 	
�


!��"
� ��#$	 
���
������	 
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 ���� ��
 ��� ��������
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 ��� ������
��
���  ���

��� ����� ��"�� ��
 ��� ��� %��� �������� �����& ��� ���� ��� ��� '()  ���
����
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�
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������� �� !��"
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"
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"���
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 �� ��� -���� ��
."�� ��
 ��� ����
����� �� ��� ���

�������� ����& ��
 %�� � ��� ��
 �� ��� ��
."�� ���� ���� �
����"��� �
������� ��

!��"
� ��#/� !�
 ��� ��� %��� �������� �����& ��� ����"���� �� ��� �������� �����

���
 ����  �� �� ���� �� !��"
� ��#�� (� ����� ��#0& ��� 12�
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ε 1 · 10−5eT14
λ [e6 0.1eT8
γ1 e14
ω1 [e6 0.1e8]

T

αm 0.05eT14
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����� ���	
 ��
��������
 ������� ����� ��� ��� ���� ��� ��� �����
������� ����

���� �����	

k1 [3e6 e8]
T

k2 [0.004e6 0.002e8]
T

β [80e6 15e8]
T

����� ����
 ��
��������
 ������� ����� ��� ���  !" ���������� ��� ��� �����
�������
����

���� �����	

kp [250e6 20e8]
T

kd [80e6 10e8]
T

ki [15e6 10e8]
T

������ �� ��� 
������� ��# ����������� ��� ���� ���� ��� ��$�� ��� ��� ����������� !�
����� ���%& ��� '(� $��)�� �� ��� ���)���� ������& ��� #���$���$�� �� ��� ���)����
������& ��� *���� ���+)��& ��# ��� #���$���$�� �� ��� *���� ���+)�� ��� ��$�� ��� ���
�����������

����� ���,
 ��
��������
 ���
������ �� ��� �������� ���)��� ��� ��� �����
�������
����


���
����
���� ������� �

�


���� � ���� , ���� � ���� ,

�����
 ������� 0.0521 0.0760 0.3323 0.4011

-���������� 0.0220 0.0296 0.1040 0.1054

���
 ������� 0.0651 0.0839 0.4213 0.5638

-���������� 0.0235 0.0321 0.1253 0.1831

����
 ������� 0.0649 0.0915 0.4154 0.5304

-���������� 0.0215 0.0328 0.1267 0.1560

 !"
 ������� 0.0851 0.1020 0.4900 0.5545

-���������� 0.0263 0.0366 0.1394 0.1797

��	��		���

.��)�� ���/� ��# .��)�� ���/� ���0 ��� ������#�# ��# ���)�� 
������� ��# ����
�������� �� ��� ����� ��# ������
��#��� �� ���� � 0��� ��� ���� 0��� �#�
��$�
����� 12��3 �� )��#� .�� ���� �& 0� ��� ��� � ����� ��������� #�$������ �� �

����
������� 400 � �� ��� ��0 ������������ ���� ��������� ����� ������
��#� �� � ����
��$����� �� ��� ����� ��#& 0���� ��� ��#����� ���� ��$����� �� ��� ���� #��������
���������� 0��� ��$����� �� ��� ��0 #��������� ���� ����� ����� ������������ ���
���� �$�#���& �)� ����� ��� ���
�� �� ������)��# �� ��
��������� )������������� ���
���)��� ��� ���� , ��� ���0� �� .��)�� ���/� ��# .��)�� ���/#� !� �� ���� ���� ���

�//
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τthr τ̇thr τq τ̇q
�%��� 5.0325 7.8897 2.1488 0.3898
��� 3.6394 5.7950 2.2093 0.3645
%��� 3.6527 3.3307 2.2126 0.3398
&'( 3.2469 42.1036 2.1960 5.3478

)���� ���*��� ��� ������ ��� "���� 16 +�, ���!� �� ��� ����� �� ��� )���� ���*����

��� !������ ������ ��� ��������� �����"��� ���� ������ ��	-� ��� ������ ��	-", ��

!�� ��� ���� ��� ����� k1(t) ��� k2(t) !������� �� �����"�� �������

. !�������� ��� ���������� ������� �� ������ ��/ ���� ��� �
���������� �������

�� ������ ��	0, �� !�� ��� ���� ��� ���� ��������� ������ �������!�� " ��� �12�&

������ �!!�� �� "��� ��� ����������� ��� �
���������� '� ��� �
���������, �� ����

��� ���� ���� ��!��������� ��� ������ ����������3 �������, ���� �� �� "� �
��!���

"�!���� �� ����������� �����, ��� �������� � ����!�, ��� )���� � ����!� ��� �����

���������� � ����!� ���� �������"� �4�!� ��� �
��������� � !��������� �� ���

�������� ���!�� ��� )���� ���*��� ������� ���� ��� �������� ��4����!� "������ ���

����������� ��� �
��������� �� ���� ����� �� � �������� ������! ������� !���������

�� ��� !������ ������ �� ��� �
���������3 �� ��������, ���� ���!� �� ���� �� ���

������������ +�����������, ��� �
���������� ������� ��� ��� ���������� ������� ���

*���� �������, ����!����� ���� ��� �������� %��� �� ������ �����!�"�� ��� !����������

��� �'�56�

���� ��� �������� ����� ����� �� ������ ��	7, �� !�� !����� ��� ���� �����

��� ���� ������ ���� �
��"�� ��������� ������ �������!�� " ��� �12�& �������

���� "�������� �� ���� !���� �� ��� ����������� ����� �����, �������� ���� ������! 
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� R+ = {x ∈ R : x > 0}
� B(r) = {x ∈ R

n : ||x|| < r} �� �� ���� ��		 �
 ��� 
����� r ∈ R+ ���� ���
�����
 �� ��� �
�����

� {y}+ B(ε) �� �� ���� ��		 �
 ��� 
����� ε > 0 ���� �����
 �� y ∈ R
n�

� ���(Ω) �� ��� ����
��
 �
 � ��� Ω ⊆ R
n�

� ��
 � ����� �����
 r ∈ R ��� � ����� �������� ������� 
������� W : Rn → R

������ �� Ω 	�� �� ���
����� ��� ��� Π(W, r) = {x ∈ Ω : W (x) < r} ����� ��
��		�� ��� 	���	 ��� �
 ��� 
������� W �

��
 ��
	����	� �	� ����������	�

��������� �	
 ��
�����
����� ���
���
� ���� ���������  � !"	 #�� �����
 �
����
�
����� × �� ������ �$

λ× a := S(λ)a �%�&"

���
� S ∈ SS(3) �� ������ ��

S(λ) = −ST (λ) =

⎡
⎣ 0 −λ3 λ2

λ3 0 −λ1

−λ2 λ1 0

⎤
⎦ , λ =

⎡
⎣λ1

λ2

λ3

⎤
⎦ �%� "

����� ����	
	��

�������
 ��� �������������� �$����

ẋ = f(t, x) �%��"

���
� f : [0,∞)×D → R
n �� ��������� ���������� �� t ��� 	���		$ '�������( �� x ��

[0,∞)×D ��� D ⊂ R
n �� � ������ ���� �������� ��� �
���� x = 0� )������ ����

��� �
���� x = 0 �� �� �*��	��
��� �
 ��� �$���� �%��"� +� ����� ��� 
�		������
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 ����������	 
��	 
�������� �����	 ��� ����������� ����� x = 0 ��
����� ��

� ������ ��	 ��� �� � ε > 0	 ����� �� δ = δ(ε, t0) > 0 �� � ����

||x(t0)|| < δ ⇒ ||x(t)|| < ε, ∀ t ≥ t0 ≥ 0 �����

� ��������� ������ ��	 ��� �� � ε > 0	 ����� �� δ = δ(ε) > 0	 ��!����!��� �� t0	
�� � ���� ����� �� �������!�

� �������� �� �� ��� �������

� ��������� ���� ������ �� �� �� ������ ��! ����� �� � ������"�  ������� c = c(t0)
�� � ���� x(t)→ 0 �� t→∞	 ��� ��� ||x(t0)|| < c�

� ��������� ��������� ���� ������ �� �� �� ��������� ������ ��! ����� �� � ������"�
 �������  	 ��!����!��� �� t0	 �� � ���� ��� ��� ||x(t0)|| < c	 x(t) → 0 ��
t → ∞	 ��������� �� t0# ���� ��	 ��� �� � η > 0	 ����� �� T = T (η) > 0 �� �
����

||x(t)|| < η, ∀ t ≥ t0 + T (η), ∀ ||x(t0)|| < c ���$�

� ��������� %������� ����������� ������ �� �� �� ��������� ������	 δ(ε)  �� ��
 ����� �� ������� limε→∞ δ(ε) =∞	 ��!	 ��� �� � ���� �� ������"� ������� η
��! c	 ����� �� T = T (η, c) > 0 �� � ����

||x(t)|| < η, ∀ t ≥ t0 + T (η, c), ∀ ||x(t0)|| < c ���&�

��������� �	� �'(��������� ���������	 
��	 
�������� ��$��	 ��� ����������� �����
x = 0 �� ����� �� �(����������� ������ �� ����� �(��� � ������"�  �������� c	 k ��! λ
�� � ����

||x(t)|| ≤ k||x(t0)||e−λ(t−t0), ∀ ||x(t0)|| < c ���)�

��! %������� �(����������� ������ �� ���)� �� �������! ��� ��� ������� ����� x(t0)�

�
��������� �	� �
&�	 *���������� +��	 ��� � �������	�
 �	�
���� F : Rn → R
n

�� 
����
 ��
 	����������
�����	�	� �� R
n� ��� F (x) �� ���������� 
����
� ��



����� ��� ��� x ∈ R
n� �� ��� ������ �� ��� ������

ẋ ∈ F (x) ���,�

�� ���������
���� ������ ���� �� �� 	�������� ���������
���� �������

����� ������	��
� ���
�����

-����!�� ��� �(���!�! !�.�������� �� ������

ẋ ∈ F (t, x), t ∈ R ���/�

��� t > t0 0��� �� �������  ��!�����

x(t0) = x0, ���1��

0���� x0 ∈ R
n �� %�"���

1$&
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�� ��
 ��
�
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��

��������� �	
 ��������	 
���
�
�� ���� ����
�
�� ���	 ��� ��
�
� �� ��� 
�
���
�� !� 

 
�
" �� �� �������	 
����� 
� ∀ ε ∈ R+ ��" ∀ t0 ∈ R ����� �#

�
 δ =
δ(ε, t0) ∈ R+ 
�$� ���� ∀x0 ∈ B(δ)

� ��� 
����
�� x(t, t0, x0) �� %��$�� ������� �� !�� �� &�� �#

�
 ��� t > t0'

� x(t, t0, x0) ∈ B(ε) ��� t > t0 

(� ��� ���$�
�� δ "��
 ��� "����" �� t0 ���� ��� ��
�
� 

 $����" ��
������ �������	

����� 

��������� �	� �)
�
��*�
�� �����$�
	
��� ���� ����
�
�� &&��	 ��� ��
�
� �� ���

�
��� �� !� 

 
�
" �� �� ��
��*�
�� �����$�
	� 
� ∀ t0 ∈ R ����� �#

�
 � 
��
V(t0) ⊆ R

n : 0 ∈ 
��(V(t0)) 
�$� ���� ∀x0 ∈ V(t0)
� ��� 
����
�� x(t, t0, x0) �� %��$�� ������� �� !�� �� &�� �#

�
 ��� t > t0'

� T (t0, x0) < +∞ ��� x0 ∈ V(t0) ��" ��� t0 ∈ R 

��������� �	� �+�
���� ��
��*�
�� �����$�
	
��� ���� ����
�
�� &,��	 ��� ��
�
�
�� ��� 
�
��� �� !� 

 
�
" �� �� ��
������ ��
��*�
�� �����$�
	� 
� 
� 

 ��
��*�
�� ��*
���$�
	� -
�� � �
��*
�	��
��� �����$�
�� "���
� V ⊆ R

n 
�$� ���� ��� 
����
�� �
��
���$�
�� T (t0, x0) 

 ��$���� ����"�" �� R×V ��
������ �� t0 ∈ R� 
 � ��� ��� y ∈ V
����� �#

� ε ∈ R+ 
�$� ���� {y} + B(ε) ⊆ V ��" 
��t0∈R,x0∈{y}+B(ε)T (t0, x0) <
+∞ 

��������� �	
 �)
�
��*�
�� 
���
�
��� ���� ����
�
�� &.��	 ��� ��
�
� �� ��� 
�
*
��� �� !� 

 
�
" �� �� ��
��*�
�� 
����� 
� 
� 

 �������	 
����� ��" ��
��*�
��
�����$�
	� (� V(t0) = R

n ���� ��� ��
�
� �� �� !� 

 $����" �������� ��
��*�
��

����� 

��������� �	� �+�
���� ��
��*�
�� 
���
�
��� ���� ����
�
�� &/��	 ��� ��
�
�
�� ��� 
�
��� �� !� 

 
�
" �� �� ��
������ ��
��*�
�� 
����� 
� 
� 

 ��
������
�������	 
����� ��" ��
������ ��
��*�
�� �����$�
	� ��� ��
�
� �� �� !� 

 $����"
�������� ��
������ ��
��*�
�� 
����� 
� V = R

n 

����������� �	� ����� 0����

�
�� ,��� �� ��� ���	�
 �� ��� �����
 ����� �� �
����

��
� ������ ���
 �� �� ���
���������� ������ �
� x(t, t0, x0) = 0 ��� t > t0+T0(t0, x0)�

����� ����	
	�
��

��������� 	�
 ����	
�
	���
 ���
 ���	����	 ������ ��� �������	� �� ����� ��

� �	������� ���	
�
 �� ����� � ���� ! "�����#� $�	��!	� c
 �	
�"�	
�	� �� t0 ≥ 0

!	
 ��� !	� a ∈ (0, c)
 ����� �� β = β(a) > 0
 �	
�"�	
�	� �� t0
 ��$� ��!�

||x(t0)|| ≤ a⇒ ||x(t)|| ≤ β, ∀ t ≥ t0 ���%%�

� �	������� &���!��� ���	
�
 �� ���%%� ���
� ��� !�����!���� �!�&� a�

� �	������� �����!���� ���	
�
 '��� �����!�� ���	
 b �� ����� � ��� "�����#�
$�	��!	�� b !	
 c
 �	
�"�	
�	� �� t0 ≥ 0
 !	
 ��� �#��� a ∈ (0, c)
 ����� ��
T = T (a, b) ≥ 0
 �	
�"�	
�	� �� t0
 ��$� ��!�

||x(t0)|| ≤ a⇒ ||x(t)|| ≤ β, ∀ t ≥ t0 + T ���%(�

� �	������� &���!��� �����!���� ���	
�
 �� ���%(� ���
� ��� !�����!���� �!�&� a�

%)*



�� ��������	 
��
����
� �
� ��������

����� �����	
� ��	
�

��� ��� ������	� 
���� 
� ������ ��

α̇ =

{
ω1

√
γ1

2 �� σ �= 0

0, �� σ = 0
�������

β = 2εα+ λ+ 4ε2 �����
�

����� ε� λ� γ1 ��� ω1 ��� ������	� ��������� ��� σ �� ��� ������
 ��������

����������� 	
� �����  ���������� �!�
 ��� ������	� 
���� α(t) ��� β(t) ��
���
�� ������ ��� ��������

��� ������	
 ��
 ��		�


����� ����
�
�	�� ����	�	��

�
����� 	
� �"#��������� ���
����$� �%&� '�����( %��&!�
 ��� � � � �� ��
����������� ����� ��� ����� ��� D ⊂ R

n �� � ������ ���������
 x = 0� ���
V : [0,∞)×D → R �� � ������������ ������������� �������� ���� ����

k1||x||a ≤ V (t, x) ≤ k2||x||a
∂V

∂t
+

∂V

∂x
f(t, x) ≤ −k3||x||a

����%�

∀ t ≥ 0 ��� ∀x ∈ D� ����� k1� k2� k3� ��� a ��� ������	� ���������� ����� x = 0
�� ������������� �������  � ��� ����������� ���� 
�������� ���� x = 0 �� 
�������
������������� �������

����� ���
���
���

�
����� 	
� �)����������� �%&� '�����( %��*!�
 ��� D ⊂ R
n �� � ������

���� �������� ��� ���
�� ��� V : [0,∞) × D → R �� � ������������ �������������
�������� ���� ����

α1(||x||) ≤ V (t, x) ≤ α2(||x||)
∂V

∂t
+

∂V

∂x
f(t, x) ≤ −W3(x), ∀ ||x|| ≥ μ > 0

����+�

∀ t ≥ 0 ��� ∀x ∈ D� ����� α1 ��� α2 ��� ����� K ��������� ��� W3(x) �� ������!
���� ������	� ��
���� ��������� ��"� r > 0 ���� ���� Br ⊂ D ��� ������� ����

μ < α−1
2 (α1(r)) ������

���� ����� ������ � ����� KL �������� β ��� ��� �	��� ������� ����� x(t0)� ���������

||x(t0)|| ≤ α−1

2 (α1(r))� ����� �� T ≥ 0 #��������� �� x(t0) ��� μ$ ���� ���� ���
�������� �� ����� �����
��

||x(t)|| ≤ β(||x(t0)||, t− t0), ∀ t0 ≤ t ≤ t0 + T

||x(t)|| ≤ α−1
1 (α2(μ)), ∀ t ≥ t0 + T

����,�

�+*
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 ��
 ��		�


��������� �� D = R
n 	
� α1 ��
�
� �� �
	�� K∞� ���
 ������ ��
� ��� 	
� �
���	


��	�� x(t0)� ���� 
� ����������
� �
 ��� 
	��� μ ���

����� ������	��
� ���
�����

������� ��	 ���	
��
 ��	����	
� ����	�	��� ���� ������
 ����� ��� 	 ��
��
����
��
����
 V : Rn → R �� ������ �
 	
 ���
 
�
������ ��� Ω ⊆ R

n : 0 ∈ �
�(Ω) 	
�

DF (t,x)V (x) ≤ −rV ρ(x), t > t0, x ∈ Ω, ������

����� r ∈ R+ 	
� 0 < ρ < 1� ���
 ��� �����
 �� ��� ������ ��� � �� �
�����
�
�
�������� ��	�
� ���� 	
 	���	����
 ���	�
 U ���
�� ��

U = Π(V, λ(h)) ∩ B(h) ���� �

����� λ(h) = �
�x∈Rn:||x||=hV (x) ���
�� ��� �� ������ ����� ����� 	 ��
��
���� �����
���� ���
��� ��
����
 V (x) ���� ��	� V (x) ≤ V (x) ∀x ∈ Ω 	
� h ≤ ���r∈R+:B(r)⊆Ωr
	
� ��� ����
�
� ���� ��
����
 T (·) �� �����	��� 	� ��

���!

T (x0) ≤ V 1−ρ(x0)

r(1− ρ)
��� x0 ∈ U . ������

����� �������� �����
�

!���	"�� ��� #��#�"�" �����
∑
1

{
ẋ1 = f1(t, x1) + g(t, x)x2 �������∑

2

{
ẋ2 = f2(t, x2) �������

$���� x1 ∈ R
n� x2 ∈ R

m� x := [xT
1 , x

T
2 ]

T � %� ���&
� ���� ��� 
&�#�	��� f1(t, x1)�
f2(t, x2) ��" g(t, x) ��� #���	�&�&� 	� ���	� ��'&
����� ��#���� (	)�#�	�* 	� x� &�	�

��
 	� t� ��" f1(t, x1) 	� #���	�&�&��� "	+�����	���� 	� ���� ��'&
����� %� ����
���&
� ���� ����� �,	��� � ����"�#����	�' 
&�#�	��� G(·) �&#� ����

|g(t, x)| ≤ G(|x|). ������


���� ��� �!��#�"�" �����
�� �-.� (�

� ������ ��� �	��	�� ������ �� �
��
����
� �
��	

� 	�������	��� ��	�
� �� 	
� �

� �� ��� �������

ẋ1 = f1(t, x1) ����.�

	
� ������� 	�� �
�����
� �
��	

� 	�������	��� ��	�
� 	
� ��� ��
����
� �� ������
	�� �
�����
� �
��	

� ���
����

�- 
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� ��������

����� ����	
���
 ����	

����� ��� ��������	�
 �����
 ���
 ����� ������ �������� 	
� ���
�� ������
��	��
 ����	���

u̇ = f(t, u), u(t0) = u0 ������

�
��� f(t, u) �� ���	������ �� t ��� 
���

� �����
�	� �� u� ��� �

 t ≥ 0 ��� �


u ∈ J ⊂ R� ��	 [t0, T ) �T ���
� �� �����	�� �� 	
� ������
 ��	�� �
 �� ����	����
�� 	
� ��
�	��� u(t)� ��� ������� u(t) ∈ J ��� �

 t ∈ [t0, T )� ��	 v(t) �� � ���	���
���� ����	��� �
��� ����� ��!
	�
��� ���� �	� � D+v(t) ��	����� 	
� �������	��

������
�	�

D+v(t) ≤ f(t, v(t)), v(t0) ≤ u0 ������

��	
 v(t) ∈ J ��� �

 t ∈ [t0, T )� "
��� v(t) ≤ u(t) ��� �

 t ∈ [t0, T )�

���
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