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Forord

Da var det gjort, og masteroppgaven er levert. Oppgaven markerer slutten pa studietiden, og
jeg kan na kalle meg for lektor i realfag. Arbeidet med masteroppgaven har veert laererikt,
spennende og krevende, og det er na pa sin plass a takke alle som har veert avgjgrende i

prosessen.

En stor takk rettes til Frode Rgnning som med en stadig hand har vist veien fra start til slutt.
Du har en vanvittig fagkompetanse, er alltid i godt humer, og har gitt gode rad og
konstruktive tilbakemeldinger gjennom hele arbeidsprosessen. Jeg unner alle en veileder av
ditt kaliber.

Kjere mamma og pappa, takk for all statte og oppmuntring, og for at dere alltid har troen pa
meg. Jeg hadde ikke klart a fullfare verken studier eller masteroppgaven uten a ha dere i
ryggen. En spesiell takk til mamma som har veert en didaktisk sparringspartner i studietiden,
0g som inspirerte til masteroppgavens tema. Takk til lillesgster Kjersti for moralsk statte,
paspanderte middager, tips og triks for oppgaveskriving, korrekturlesing — listen er uendelig
lang. Videre hadde ikke studietiden pa NTNU veert den samme uten mine medstudenter;
Elisabeth Barset, Marie Lajord, Ingrid Bekken Sngan, Ellen @ksendal og Jenny Kvamme.
Dere har gjort fem ar pa og utenfor Glgshaugen minnerik og dere er grunnen til at jeg
kommer til & savne studietiden. En stor takk rettes spesielt til Elisabeth Bgrset som har veert
viktig for & holde humgret oppe i det daglige. I tillegg vil jeg takke venninnene hjemmefra

som alltid venter pd meg, og som minner meg pa hva som faktisk er viktig her i livet.

Den siste og starste takken gar til lereren som slapp meg inn i klasserommet og til elevene
som deltok i studien. Uten dere hadde oppgaven aldri blitt noe av. Tusen hjertelig takk!

Trondheim, juni 2019

Tora Irene Moe



Sammendrag

Studien har hatt til hensikt a fglge utviklingen av en prosess, kalt instrumentell skapelse, hvor
R1-elever benyttet CAS i GeoGebra i arbeid med vektorer.! Studien skulle besvare
sparsmalet: hvilke hindre kan identifiseres pa veien til instrumentell skapelse?, og skulle
beskrive elevenes utvikling i bruk av CAS ved arbeid med matematikk. Studien er en kvalitativ

etnografisk undersgkelse som ble gjennomfgrt pa en stor videregaende skole i en norsk by.

Datamateriale ble generert ved bruk av video- og lydopptak. I en periode over to uker, ble én
lerer filmet da han underviste i bruken av CAS i arbeid med vektorer. | tillegg ble fire elever
filmet da de parvis arbeidet med CAS for & lgse matematikkoppgaver knyttet til vektorer.
Elevene som deltok i elevarbeidet ble ogsa intervjuet med hensikt & fa innblikk i elevenes
egne tanker knyttet til interesse og motivasjon for a benytte seg av CAS ved lgsning av
matematikkoppgaver, i tillegg til noen spgrsmal knyttet til hendelser fra elevarbeidet.
Datamaterialet ble analysert ved hjelp av kategorier som ble utviklet med utgangspunkt i dpen
koding.

Funn fra elevarbeidet identifiserte flere hindre. Noen hindre ble identifisert og koblet til
utfordringer knyttet til registerskifte, altsa utfordringer knyttet til overgangen fra a arbeide
med matematikk pa papir til & arbeide med matematikk i CAS. Andre hindre som ble
identifisert ble knyttet til svakheter ved selve programvaren, og tilsier at kvaliteten av CAS
ikke er god nok til & benyttes i videregaende skole. Disse svakhetene beskrives ogsa av
elevene i intervjuet a veere arsaken til at de pa generelt grunnlag ikke gnsker a benytte seg av
CAS. Elevene viste en utvikling av instrumentell skapelse da de kom over hindrene knyttet til
registerskifte, og i de tilfellene hvor elevene handterte CAS sine svakheter. Denne utviklingen

viste seg imidlertid ikke a vere realistisk, fordi elevene ble pavirket av forskningsdeltakelsen.

1 R1 er et teoretisk rettet matematikkurs for realfagselever som tilbys pa Vg 2.
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Abstract

The study aims to follow the development of a process, called instrumental genesis, in the
events students were using a technological tool, CAS in GeoGebra, to solve mathematical
problems related to vectors. The students subjecting to this study were taking the
mathematical course R1.2 The study will investigate what obstacles can be identified on the
road to instrumental genesis, and provide a description of the students development of
instrumental genesis when using CAS for mathematical work. The study has a qualitative
ethnographic design, and was conducted at a large upper secondary school in a Norwegian

city.

The data was collected by use of video- and audio recordings. During a two-week period, one
teacher was videotaped during lessons teaching CAS when working with vectors.
Additionally, four students were videotaped while working in pair to solve mathematical
problems, related to vectors, with the use of CAS. The same students were later interviewed
with the intention to get an idea about their interest and motivation for using CAS to do
mathematical work, alongside some questions dealing with previously conducted work. The

generated data was analyzed using categories developed by the means of an open coding.

Findings from the students” work revealed several obstacles. Firstly, some obstacles were
identified and linked to challenges revolving a change of register — challenges caused by a
shift from doing mathematical work on paper to doing mathematical work in CAS. Secondly,
obstacles were also related to shortcomings of CAS itself, and the standard may be considered
too low for use in upper secondary school level. The students also described the shortcomings
as the main reason they choose not to use CAS in their mathematical work. Students”
development of instrumental genesis was visible when the overcame obstacles and handled
some of the tools shortcomings. However, this development was not considered to be realistic

as the students were affected by participation.

2 R1is a theoretical mathematics course offered to science students in 12™ grade in
Norwegian upper secondary schools.
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1 Innledning

1.1 Bakgrunn for studien

Denne oppgaven handler om bruk av digitale hjelpemidler i matematikk i videregaende skole.
Matematikkelever, sa vel som lzrere, blir stadig palagt & bruke nye digitale verktay i
matematikk. Ved innfering av digitale hjelpemidler i skolen oppstar det flere sparsmal: Kan
man forvente at et verktgy umiddelbart blir nyttig og verdifull for bade leerere og elever? Vil
det veere en automatikk i at elever klarer & benytte verktgyet pa en produktiv og
hensiktsmessig mate? Eller at elevene uten videre klarer a benytte kjente verktay pa nye
bruksomrader? Det er mange aktuelle problemstillinger & forske pa.

| denne oppgaven tar jeg utgangspunkt i elevers arbeid med a lzere a bruke et verktgy elevene
kjenner til fra far, CAS i GeoGebra, pa et nytt matematisk omrade nemlig vektorer. CAS
(Computer Algebra Systems) er en samlebetegnelse pa matematiske programvarer som har
evnen til & regne med symboler i tillegg til tall. Bruk av CAS er obligatorisk ved eksamener i
matematikkursene T, S1, S2, R1 og R2 pa videregaende skole, og det er derfor ngdvendig at
elever laerer & bruke CAS i arbeid med ulike matematiske omrader. Séljo (2003) tar
utgangspunkt et sosiokulturelt perspektiv nar han omtaler lering og bruk av verktgy, ogsa kalt
artefakter, i kulturer. Et sentralt interesseomrade innenfor sosiokulturell laeringsteori er

hvordan individer og grupper tilegner seg og utnytter fysiske og intellektuelle ressurser.

Det er gjennomfart flere internasjonale studier relatert til studenter og leerere som benytter seg
av andre CAS-verktay, som for eksempel Derive eller Macsyma (Atkins, Creegan & Sloan,
1995; Mitic & Thomas, 1994; Thomas & Rickhuss, 1992; Wain, 1993). Noen av disse
studiene ser blant annet pa utfordringer knyttet til bruken av et CAS, mens andre ser naermere
pa elevers leeringsutbytte. Studiene far mer oppmerksomhet i teorikapitlet. Derimot har jeg
ikke funnet forskning pa bruken av CAS i GeoGebra i videregdende skole, noe som i seg selv
gir motivasjon for & gjennomfare denne masterstudien. Denne studien bygger pa et kvalitativt
etnografisk forskningsdesign som tar sikte pa a undersgke prosessen hvor elever lerer a bruke
CAS i tilknytning til et matematisk omrade som er nytt for dem. Utvalget som studeres tar et
matematikkurs for realfagselever (R1) pa Vg2, og vil over en periode pa to uker observeres og

intervjues.



| denne oppgaven er det flere sentrale begrep som innledningsvis kort ma gjares rede for.
Begrepet instrumentell skapelse ligger i masterstudiens kjerne, og referer til en prosess hvor et
artefakt utvikles til et instrument (Drijvers & Gravemeijer, 2005; Trouche, 2005). Prosessen
er noe kompleks og forklares ytterligere i oppgavens teorikapittel, men kort forklart handler
det om at brukeren av artefaktet ma utvikle instrumenterte handlingsskjema for & kunne
benytte artefaktet pa en hensiktsmessig og produktiv mate. Instrumenterte handlingsskjema
bestar av mindre teknologiske ferdigheter i tilknytning til artefaktet som ma benyttes sammen
med matematisk kunnskap med den hensikt & lgse oppgaver. Instrumenterte handlingsskjema
kombinert med et artefakt, danner et instrument. Instrumentell skapelse forklarer

kompleksiteten bak det a leere a benytte artefakter, fornuftig og produktivt.

1.2 Formal og problemstilling

Studien har til hensikt a faglge utviklingen av instrumentell skapelse hvor R1-elever benytter
CAS i arbeid med vektorer. | oppgaven vil jeg farst ta sikte pa a besvare falgende sparsmal:
Hvilke hindre kan identifiseres pa veien til instrumentell skapelse? Deretter vil jeg beskrive

elevenes utvikling i bruk av CAS ved arbeid med matematikk.

1.3 Oppgavens oppbygging

Oppgaven er delt inn i seks kapittel. | kapittel 2 vil jeg kort presentere digitale hjelpemidler
sin funksjon i skolematematikken. Videre vil det gis en nermere beskrivelse av det digitale
hjelpemidlet, CAS, som danner grunnlaget for studien. | oppgavens kapittel 3 presenteres to
teoretiske rammeverk som senere benyttes for analyse av det genererte datamaterialet. Det
farste rammeverket gjer rede for sentrale begrep vedrarende instrumentell skapelse, og disse
begrepene legges til grunn for & beskrive elevenes utvikling i bruk av artefaktet. Det andre
rammeverket vil benyttes for & kunne naermere kunne besvare problemstillingen: Hvilke
hindre kan identifiseres pa veien til instrumentell skapelse? Dette omhandler at elevene, i
arbeid med CAS, foretar et sakalt registerskifte. | oppgavens fjerde kapittel vil jeg gjare rede
for metoden studien baserer seg pa. Her vil forskningsdesign og valg av metode presenteres
og begrunnes. | tillegg vil jeg presentere metode for analyse av det genererte datamateriale,
far kapitlet avsluttes med vurderinger av etiske hensyn og studiens reliabilitet og validitet.
Oppgavens siste kapittel, kapittel 6, har til hensikt & drgfte og oppsummere funnene i lys av

tidligere forskning. Avslutningsvis vil jeg foreta noen refleksjoner rundt prosjektets funn.



2 Digitale verktgy i matematikk

2.1 Digitale verktey i matematikk

Skolen som kultur med sin samling av ideer, holdninger, kunnskaper og ressurser, har med
tiden gjennomgatt en gradvis utvikling (Saljo, 2003). Dette gjenspeiles blant annet i
utviklingen av nye leereplaner, en gkt tilgang pa digitale hjelpemidler, endrede krav til
leererens faglige og pedagogiske kompetanse, samt endrede krav til hvilken kompetanse

elevene skal sitte igjen med etter endt skolegang.

Bruken av digitale verktgy i matematikk, og i skolen generelt, har gkt kraftig de siste ti arene.
Som en konsekvens av et stadig mer digitalisert samfunn la regjeringen, ved Stortingsmelding
nr 30 (2003-2004), frem forslag om at IKT skulle inn i skolen med hensikt pa & forberede
barn og unge til aktiv samfunnsdeltakelse. Blant annet viste meldingen til at bruk av IKT i
opplaringen kunne motivere og bidra til leering. Pa denne bakgrunn introduserte
Kunnskapslgftet (LKO06) digitale ferdigheter som en femte grunnleggende ferdighet.
Ferdigheten skulle na vektlegges pa lik linje som det & kunne lese, regne, og & kunne uttrykke

seg muntlig og skriftlig (Utdanningsdirektoratet, 2012).

Bruken av digitale hjelpemidler i matematikk forener matematisk og digital kompetanse.
Digitale ferdigheter inneberer, ifglge Utdanningsdirektoratet (2012), a kunne bruke, navigere
i, og tolke digital informasjon. Videre skal en kunne produsere og bearbeide produkter ved
bruk av digitale verktay, og kommunisere egen kunnskap til mottakere. I tillegg kreves digital
dgmmekraft og & kunne benytte verktayet pa en fornuftig mate. Kilpatrick, Swafford og
Findell (2001) definerer det & veere god i matematikk ved hjelp av falgende fem komponenter.
(1) Forstaelse, av matematiske begreper, representasjoner, operasjoner og relasjoner. (2)
Beregning, a utfgre prosedyrer som involverer tall, starrelser, pa en effektiv, ngyaktig og
fleksibel mate. (3) Anvendelse, a formulere matematiske problemer og utvikle strategier for a
lgse problemer ved hjelp av (1) og (2). (4) Resonnering, a forklare og begrunne en lgsning til
et problem, eller utvide noe kjent til & forklare noe ukjent. (5) Engasjement, motivasjon for a
lzere matematikk, og vurdere matematikk som nyttig og verdifullt. Kilpatrick et al. (2001)
papeker at komponentene stgtter hverandre og ma utvikles samtidig. Forbindelsene mellom

dem forsterkes og resulterer i en matematisk kompetanse som er varig, fleksibel og nyttig.



Ifalge National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) vil ikke bruken av digitale
verktgy automatisk gjare elevene bedre i matematikk, og slike verktgy kan heller ikke erstatte
forstaelse og basisferdigheter (NCTM, 2000, 2014). Derimot kan digitale verktay statte
utviklingen av de fem komponentene (Kilpatrick et al., 2001). @kt forstaelse av begreper og
ideer kan opparbeides ved at elevene far mulighet til & visualisere funksjoner, veksle mellom
ulike representasjoner og diskutere hva som foregar (NCTM, 2014). Bruk av digitale verktay
tillater en fleksibel mate a utfare prosedyrer for effektiv og ngyaktig beregning, og elevene far
mulighet til & sjekke egne beregninger. Gjennom bruken av digitale verktgy har elevene ogsa
mulighet til & neerme seg matematiske problemer som ville veert for vanskelig eller
tidkrevende ved bruk av andre metoder (NCTM, 2014). Pa denne bakgrunn muliggjer digitale
verktgy at elevene heller fokuserer pa a utvikle gode lgsningsstrategier i stedet for & fokusere
pa avanserte beregninger (Kilpatrick et al., 2001). Til sist viser NCTM (2014) at digitale
verktgy kan bidra til & forbedre elevers holdninger til matematikk og & gke motivasjon for &

leering.

Utdanningsdirektoratet presiserer at a kunne bruke digitale verktgy i matematikk for realfag
innebaerer a “bruke digitale verktey til omfattende beregninger og visualisering. Det betyr &
hente, bearbeide og presentere matematisk informasjon i elektronisk form. | tillegg vil det si &
vurdere verktayets hensiktsmessighet, muligheter og begrensninger” (Utdanningsdirektoratet,
20086, s. 4). Pa videregaende skole er GeoGebra, i tillegg til lommeregneren, det mest brukte

digitale hjelpemidlet i matematikk.

2.2 GeoGebra og CAS

Navnet GeoGebra er satt sammen av begrepene geometri og algebra, og er utviklet av Markus
Hohenwarter. GeoGebra benyttes til undervisning og leering i matematikk i grunnskolen og
videregaende skole i Norge (Nasjonalt senter for matematikk i opplaeringen
[Matematikksenteret], u.a). Programvaren er en gratis interaktiv applikasjon som bestar av
graftegner, geometri-modul, CAS-modul, sannsynlighetskalkulator og regneark. |
programmet kan man blant annet tegne to- og tredimensjonale figurer, jobbe med
sannsynlighet, bruke vanlig regnearkfunksjoner, plotte og analysere funksjonsgrafer, og jobbe
med algebra i CAS.

Et CAS er en pakke som bestar av tre deler: (1) et sett algoritmer som kan forenkle

algebraiske uttrykk, lgse ligninger, og utfare operasjoner, (2) et sprak som gjer at algoritmene



kan benyttes, og (3) et miljg for a bruke dette spraket (Geddes, Czapor & Labahn, 1992). Et
”CAS-sprak” skiller seg fra matematisk sprak og naturlig sprak, og ethvert CAS-verktgy har
sine regler og begrensninger. Pa grunn av saeregenheten oppleves ofte CAS-verktgyene som
lite fleksible og brukeren av et slikt verktgy vil ikke kunne benytte uformelle notasjoner og
strategier (Guin & Trouche, 1999). Det finnes mange CAS-programvarer som benyttes i dag;
CAS i GeoGebra, Maple, Maxima, Wolfram Alpha, GAP m.fl. De forskjellige systemene kan
veere spesialisert for visse funksjoner. Eksempelvis er GAP spesialisert for gruppeteori og
kombinatorikk. CAS i GeoGebra og Maple er eksempler pa generelle CAS-programvarer som
ikke har et primaert funksjonsomrade, men som kan benyttes innenfor mange matematiske

emner.

Utover i oppgaven kommer jeg ofte til & bruke begrepet CAS. Med ett unntak (i oppgavens
kapittel 3.3) vil det kun refereres til CAS i GeoGebra.

2.3 Neermere om CAS - syntaks og oppbygging

Fordi masteroppgaven tar utgangspunkt i bruken av CAS, er det ngdvendig a gjere nermere
rede for verktgyet sin oppbygging og syntaks. CAS har sin egen syntaks. Syntaks beskrives av
Store norske leksikon & veere regler for hvordan kodelinjer eller kommandoer skal settes
sammen ved bruk av et programmeringssprak eller skriptsprak (”Syntaks — IT”, 2018).
Dersom en ikke falger reglene for syntaks, kan ikke kommandoen eller kodelinjen tolkes.
Forenklet betyr dette at programmet ikke gjar det brukeren gnsker at det skal gjare, fordi

brukeren har skrevet noe som ikke er i trdd med syntaksreglene.

Norsk digital leeringsarena (NDLA) og Matematikksenteret er noen av organisasjonene som
har digitalt tilgjengelige brukermanualer for CAS. Brukermanualene for CAS er noe
mangelfulle og utdaterte, da den nye versjonen av GeoGebra, GeoGebra 6.0, ble introdusert
juni 2018. Pa bakgrunn av at manualene er noe utdaterte og mangelfulle vil det videre
presenteres en enkel sammenfatting av brukermanualene. | tillegg vil jeg gjere rede for noe

informasjon som anses som ngdvendig for beherskelse av grunnleggende bruk av CAS.

CAS-vinduet ved bruk av Macbook ser ut som vist i figur 2.1. Vinduet inneholder en
verktaylinje, et algebrafelt, et tegnefelt, og et felt hvor en finner matematiske tegn og

symboler som ofte brukes i matematikk. Feltet med tegn og symboler er noksa



selvforklarende, da feltet inneholder symboler som kan brukes i algebrafeltet. Videre vil det

redegjeres for bruken av algebrafeltet, tegnefeltet, og noen av funksjonene i verktgylinja.

_~ Verkteylinje
[ ] ® CAS - GeoGebra |
BRI Q =
1 x . &
Tegnefelt
3 ‘
« 2 -
[o}
Algebrafelt T 5 o 5 = o —or
0/0 w 2 s -
123 f(x) ABC aBy X
X y z m 7 8 9 x *
Xt vm e 4 5 6 * - __— Tegnog
< > s = 1 2 3 = @ A symboler
( )] (b 0 < > —

Figur 2.1. Skjermbildet av et CAS-vindu.

Algebrafeltet

| algebrafeltet vises rader hvor hver rad har et inndatafelt gverst og et utdatafelt nederst.
Vanlige betegnelser pa det som skrives inn i et inndatafelt er “input”, og det som kommer ut i
utdatafeltet kalles for “output”. Algebrafeltet kan hovedsakelig brukes til to ting. Det farste er
a forenkle algebraiske uttrykk eller lgse ligninger. Uttrykket som skrives inn er input, og
forenklingen/lgsningen som kommer ut er output. Det andre er a bruke innebygde
kommandoer i CAS til & finne ut noe. Ved bruk av slike kommandoer ligger det spesifikke
innebygde algoritmer knyttet til kommandoen som brukes. Benyttelse av kommandoer i CAS
innebarer at brukeren setter bort selve utregningen til programvaren. Eksempelvis kan
vektorkommandoen, “Vektor (A, B)”, benyttes for a finne vektoren mellom punktene A og B.
Fordi kommandoen inneholder en spesifikk algoritme, er det ikke ngdvendig for brukeren a
gjere utregninger for a finne vektoren. Brukeren ma vite hvilken kommando som kan brukes,
hva som ma veere bestemt for at en kommando kan brukes, nar kommandoen kan brukes, og

hva outputen betyr.

Jeg vil papeke at selv om syntaksreglene i algebrafeltet fglges, kan det forekomme at

programmet ikke utfgrer en kommando eller det som star i kommandolinjen, eller at



programmet gjer noe annet enn det fr beskjed om. Dette kalles for en ”bug”. Arsaken til en
bug er ofte ukjent, noe som innebzrer at elevene ma veere kritiske og vurdere om outputen i
CAS er rimelig. | resultatkapitlet vil det gis flere eksempler pa bugs som forekommer nar
CAS benyttes til arbeid.

Tegnefeltet og verkteylinje
Det som skijer i tegnefeltet knyttes til algebrafeltet, men tegnefeltet kan ogsa fungere alene.
Matematiske objekter fra algebrafeltet kan i noen tilfeller representeres i tegnefeltet, og dette

indikeres ved at objektene er merket med en bla kule i radene i algebrafeltet.

Verktgylinja som vist i figur 2.1 inneholder flere funksjoner knyttet til det vi skriver inn i
algebrafeltet. Noen av funksjonene i verktgylinja utfarer spesifikke oppgaver som for
eksempel a faktorisere et uttrykk eller & bytte ut variabler med kjente verdier. | tillegg finnes
det symboler for likhetstegn som benyttes for a fa en output. Likhetstegnet helt til venstre i
verktaylinja i figur 2.1, =", brukes til eksakte utregninger, forenkling av algebraiske input-
uttrykk, og nar symboler tilordnes matematiske objekter. Tilsvarende hurtigtast for denne
funksjonen er a trykke enter pa tastaturet. Likhetstegnet, ~”, vist i figur 2.1, gir en tilneermet
verdi ved numeriske beregninger. Funksjonene ”x="" og ”x~" benyttes til loysing av ligninger.
”x=" produserer en eksakt (algebraisk) lasning for x, og ”x=” produserer en tiln@rmet verdi

for x ved bruk av numeriske metoder.



3 Teoretisk rammeverk

| dette kapitlet vil jeg gjere rede for to teoretiske rammeverk, og presentere tidligere forskning
pa ulike CAS-verktay. Oppgavens kapittel 3.1 omhandler artefakters definisjon, betydning og
posisjon i ulike kulturer, og det vil neermere redegjares for instrumentell skapelse, en prosess
som gjer artefakter til meningsfulle verktay for mennesker. Videre vil utvikling av
menneskets indre kunnskaper knyttet til bruk av artefaktene, og hvordan menneskets
kunnskaper synliggjeres gjennom hva de gjer med artefaktet presenteres. Det andre teoretiske
rammeverket presenteres i kapittel 3.2 og fungerer som en stgtte for funnene gjort i
undersgkelsen. Rammeverket handler om hvordan matematiske objekter kan uttrykkes
gjennom representasjoner som bestar av tegn og symboler, og som er basert pa konvensjoner
innenfor matematikk. Videre tas det utgangspunkt i hvordan matematiske objekter kan
uttrykkes gjennom ulike representasjoner. | den forbindelse vil det gas narmere inn pa tegn
og symboler sin betydning for de ulike representasjonene, og krav til kognitive ferdigheter
ved et skifte mellom representasjoner. Til sist vil det i oppgavens kapittel 3.3 gjeres rede for

forskning gjort pa ulike CAS-verktay.

3.1 Artefakter og mediering

Begrepene artefakt, verktgy, ressurs, redskap og hjelpemiddel refererer til noe som mennesker
kan benytte nar de skal lgse problemer, utfgre arbeid, bearbeide informasjon o.l. Begrepene
skiller seg noe fra hverandre ved at det varierer om begrepene sikter til fysiske objekter, eller
om verktgyene er immaterielle som for eksempel sprak eller evner som mennesker innehar.
Videre i denne oppgaven benyttes begrepet artefakt, som defineres av Verillon og Rabardel
(1995, s. 81) til & vaere materielle eller abstrakte objekter som mennesker kan bruke nar de
utfgrer en oppgave. Innenfor matematikk kan det eksempelvis veere CAS eller abc-formelen

som brukes til & lgse andregradsligninger.

Séljo (2003) tar utgangspunkt i et sosiokulturelt perspektiv nar han omtaler leering og bruk av
artefakter i kulturer. Et sosiokulturelt leeringssyn bygger pa en antagelse om at laering skjer
gjennom bruk av sprak og deltakelse i sosiale settinger. Pa barneskolen larer elever a benytte
seg av artefakter som blyant, linjal, kalkulator m.m. Videre leerer elevene a bruke mer
komplekse artefakter som for eksempel datamaskin med ulike typer programvarer. Laringen
skijer i en sosial setting hvor leereren ved bruk av sprak formidler kunnskap om artefaktet, hva

artefaktet gjer og hvordan det kan benyttes til a lgse ulike problem. De fysiske artefaktene



som er tilgjengelige i kulturen vi befinner oss i preger hvordan vi som mennesker begar oss i
det miljget vi befinner oss i (Saljo, 2003). Skolematematikken er ikke et unntak, noe som
blant annet synliggjeres gjennom tilgangen til personlig datamaskin og de tilhgrende

ressursene som preger hvordan elever lgser matematikkoppgaver.

Avrtefaktene, som utvikles av mennesker, inneholder menneskelige kunnskaper, konvensjoner
og begreper. Artefakter har ingen verdi uten en bruker fordi artefaktet ikke kan fungere
selvstendig. Saljo trekker frem lommeregneren som ett av flere eksempler. Lommeregneren
kan ikke regne ut noe uten at en bruker bestemmer hva som skal regnes ut og utfarer
inntastingen. Nar brukeren benytter seg av artefaktet far det en verdi, fordi bruken av det, i
dette tilfellet lommeregneren, tillater utregning av store regnestykker pa kort tid med hgy
presisjon. Gjennom sine eksempler viser Séljo til at artefakter blir en forlengelse av brukeren

nar vedkommende bruker artefaktet.

Hvordan artefaktet brukes synliggjer individets tenkning. Kombinasjonen av et artefakt og et
tenkende individ skaper et starre potensiale for problemlgsning i ulike situasjoner. S&ljo
beskriver at i et sosiokulturelt perspektiv er det en grunnleggende tanke at de fysiske og de
spraklige/intellektuelle redskapene medierer virkeligheten i bestemte situasjoner. Forandring i
intellektuelle ferdigheter og kunnskaper kan ikke sees med det blotte gye, men noen av disse
forandringene blir synlige nar vi observerer de redskapene eller verktgyene som individer
bruker nar de arbeider med konkreter. Et sosiokulturelt perspektiv pa laering kan derfor veere
et spgrsmal om hvordan vi tar i bruk artefakter for a tenke og utfere praktiske oppgaver
(Saljo, 2003).

3.1.1 Instrumentell skapelse — Fra artefakt til instrument

Selv om mennesker har et artefakt til radighet, er det ikke ngdvendigvis slik at et individ kan
nyttiggjere seg det. Verillon og Rabardel (1995) skiller derfor mellom begrepene artefakt og
instrument. Et artefakt er, som tidligere beskrevet, et materielt eller abstrakt objekt som
mennesker kan benytte seg av. Ifalge Verillon og Rabardel ma artefaktet bygges opp eller
utvikles til et instrument for at brukeren kan benytte seg av artefaktet pa en hensiktsmessig og
verdifull mate. Da vil det ifalge Rabardel, som referert i Trouche (2005), dannes et
meningsfullt forhold mellom artefaktet, eller en del av artefaktet, og brukeren knyttet til
arbeid med en spesifikk type oppgave. Eksempelvis kan CAS brukes som et ledd i a lgse en

mer kompleks oppgave hvor det ikke eksisterer innebygde kommandoer som direkte gir



svaret som det sgkes etter, eller oppgaver som vil veaere vanskelig for brukeren a gjgre ved
manuelle metoder pa papir. Et eksempel pa dette kan veare dersom man har oppgitt
funksjonen f(x) = ax? + bx + c, og skal finne ligning for linja som gar gjennom punktene
(p,f(®)) 09 (q, f(q)) hvor g og p er variabler. CAS gjer det mulig for elevene & finne svar
som de vanskelig kan oppna ved bruk av penn og papir. Prosessen nar artefaktet utvikles til et

instrument kalles for instrumentell skapelse (instrumental genesis) (Trouche, 2005).

3.1.2 To prosesser i instrumentell skapelse

Trouche (2005) bryter ned instrumentell skapelse til en kombinasjon av to prosesser som
virker mellom artefaktet og brukeren av artefaktet (subjektet). En instrumentaliseringsprosess
(instrumentalization process) knyttet til artefaktet, og en instrumenteringsprosess
(instrumentation process) som er knyttet til subjektet. Nar et subjekt bruker et artefakt til &
gjere noe sa viser figur 3.1 at prosessene virker i hver sin retning.
Instrumentaliseringsprosessen innebeerer at subjektet blir kjent med artefaktet; dets
oppbygging, muligheter og begrensninger. I CAS inneberer dette selve bruken av
programmet som inkluderer blant annet syntaks, kommandoer og hva programmet kan gjare.
Motsetningsvis vil artefaktet forme subjektet i instrumenteringsprosessen (Trouche, 2005).
Artefaktet kan forme subjektet pA mange mater. Eksempelvis nar artefaktet pavirker
subjektets arbeidsmetoder, nar subjektet oppnar ny kunnskap ved benyttelse av artefaktet,
eller nar subjektet blir klar over hvordan artefaktet kan brukes, noe som videre pavirker

hvordan subjektet velger & lgse oppgaver.

Et artefakt Instrumentering . Et Subjekt

Muligheter Hans/hennes kunnskap

Begrensninger < Hans/hennes arbeidsmetoder
Instrumentalisering

Figur 3.1: Instrumentell skapelse gjennom instrumentering- og
instrumentaliseringsprosess: en gjensidig pavirkning mellom et artefakt og et subjekt.
(Trouche 2005, s. 144)

CAS er et artefakt som krever en bruker og en hensikt, hvor hensikten er & utfgre en type
oppgave eller a produsere et matematisk objekt. Eksempelvis kan oppgaven vere a finne en

vektor. Vektoren blir da det matematiske objektet/produktet. Kombinasjonen av eleven, CAS
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og det matematiske objektet danner en tredelt struktur, hvor det skjer en gjensidig pavirkning
mellom komponentene i strukturen (figur 3.2). Ett av mange eksempel pa hvordan subjektet,
artefaktet og objektet pavirker hverandre kan vere a la en elev (subjekt) lgse en oppgave
(objekt). Graden av elevens kjennskap til CAS (artefaktet) sine muligheter og begrensninger
vil pavirke hvordan subjektet velger a lgse oppgaven. Pa den andre siden kan eleven utvide
sin kjennskap til CAS ved a lgse oppgavene. Objektet kreves for at prosessene for

instrumentalisering og instrumentering skal skje.

Subjektet
{eleven)
Instrumentell
skapelse
Objekt Artefakt
{produkt fra en (CAS)

oppgave)

Figur 3.2: Instrumentet som en del av artefaktet og subjektet for en type oppgave.

Hentet fra Drijvers og Gravemeijer (2005, s. 166).

3.1.3 Subijektets kognitive utvikling i sentrum for instrumentell skapelse

For at instrumentell skapelse kan skje fremhever Drijvers og Gravemeijer (2005) og ogsa
Trouche (2005) viktigheten av subjektets kognitive utvikling. Dette utdypes ved a bruke
begrepet mentalt skjema (mental schema). Subjektets mentale skjema innenfor matematikk
beskrives av Drijvers og Gravemeijer (2005), og handler om subjektet sin kognitive
organisering av ideer og teorier som en eventuell lgsningsstrategi tar utgangspunkt i, og den
tekniske kunnskapen som kreves for & kunne bruke et artefakt. Ved introduksjon av nye
verktay og/eller ny matematisk kunnskap kreves det at den mentale strukturen utvikles.

Trouche (2005) viser til Rabardel som beskriver at utvikling av mentale skjema skjer gjennom
en utvikling av bruksskjema (usage schemes) og instrumenterte handlingsskjema
(instrumented action schemes). Subjektet sine bruksskjema er relatert til artefaktet, og
utvikling skjer ved at subjektet bruker artefaktet i arbeid med elementzre og konkrete

oppgaver. Instrumenterte handlingsskjema er meningsfulle mentale skjema som bygges opp
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av flere bruksskjema. Her skjer det et samspill mellom kunnskap om matematiske teorier og
ideer, og bruken av artefaktet. Spleising av flere bruksskjema kan innebere en integrering av
nye matematiske ideer, teorier og/eller teknisk kunnskap i subjektets mentale skjema (Drijvers
& Gravemeijer, 2005).

3.1.4 Instrumentert handlingsskjema

Et instrumentert handlingsskjema i sin helhet kan vanskelig la seg observere direkte fordi
store deler er av en indre og personlig karakter, men gjennom & observere handlingene til
subjektet kan en fa tilgang til deler av skjemaet. Drijvers og Gravemeijer (2005) presenterer
derfor det de kaller for instrumenterte teknikker, som er en ytre og synlig bestanddel i et
instrumentert handlingsskjema. Nettopp fordi disse er synlige og observerbare, utgjer

instrumenterte teknikker inngangen til analyse av instrumentell skapelse.

Teknikk er et sammensatt begrep. Teknikk beskrives av Artigue (2002) & veare en mate a lgse
en oppgave pa. Verdien av en teknikk vurderes etter verdien av produktet som dannes
gjennom teknikken. En av verdiene er at teknikker kan bidra til forstaelse for objektet som
involveres, og derfor kan teknikker veere kilde til spgrsmal om matematisk kunnskap.
Lagrange, som referert i Drijvers og Gravemeijer (2005, s. 169), papeker at teknikk innenfor
matematikk handler om mer enn bare regneferdigheter (skills) og algoritmer (procedures).
Lagrange mener at teknikk krever mindre trening enn spesifikke regneferdigheter, og mer
refleksjon enn algoritmer. Videre i denne oppgaven brukes Drijvers og Gravemeijer (2005, s.
169) sin definisjon av instrumentert teknikk; instrumentert teknikk innebzerer et sett med
regler og metoder i et teknologisk miljg som har til hensikt & lgse en spesifikk type

matematisk problem.

3.2 Tegn og semiotiske representasjonssystem

Semiotikk er leeren om tegn (Peirce, 1998). Bruken av tegn star sentralt innenfor leering og
utvikling av matematisk kunnskap (Duval, 2006; Presmeg, 2006). Vygotsky (1978) beskriver
blant annet at tegn, nar man kjenner dets betydning, blir til et mentalt instrument som benyttes
ved mental aktivitet. Dette betyr at tegn ogsa er artefakter. Et tegn er en form for
representasjon og er noe som star for noe annet (Steinbring, 2006, s.134). Semiotiske
representasjoner innenfor matematikken brukes til a uttrykke matematiske objekter og

relasjoner mellom matematiske objekter. Et matematisk objekt kan eksempelvis vere en
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vektor eller en funksjon. Siden matematiske objekter ikke kan studeres ved hjelp av sanser
eller instrumenter, kan bare semiotiske representasjoner gi oss tilgang til dem (Duval,
2006). Gjennom sprak og representasjoner kan vi uttrykke og gi ulike matematiske objekter

en betydning.

3.2.1 Register

Duval (2006) benytter seg av begrepene semiotiske representasjonssystem og register. Et
representasjonssystem er en mate a uttrykke et matematisk objekt pa. Hvert system inneholder
en mengde tegn som har spesielle betydninger, og samlingen av tegn og relasjonen mellom
dem vil utgjare et system. Duval beskriver fire ulike semiotiske representasjonssystem:
naturlig sprak, symbolsprak, illustrasjoner og diagrammer, og grafer og tabeller. Disse skiller
seg fra hverandre med tanke pa hvilke egenskaper de har. Hvert semiotiske
representasjonssystem inneholder en mengde tegn, konvensjoner og regler som er spesielt for
det spesifikke systemet. Tegn og symboler innenfor et system benyttes for a uttrykke et
matematisk objekt innenfor representasjonssystemet. Et register er en spesiell form for
semiotisk representasjonssystem, som kjennetegnes ved at det tillater en transformasjon
mellom representasjoner (Duval, 2006, s. 111). Ulike register kan ha ulike kognitive
funksjoner og innebere ulike kognitive utfordringer. Eksempelvis vil det veere andre
kognitive utfordringer ved & regne ut et regnestykke pa papir, sammenlignet med a regne det
ut pa en kalkulator. Hvilket register en velger & jobbe innenfor har betydning for hvordan
matematiske objekter kan representeres eller hvordan en oppgave lgses, fordi de ulike
registrene krever forskjellige kognitive ferdigheter.

3.2.2 Transformasjoner

Transformasjoner i matematikk inneberer en endring i eller mellom representasjoner. Duval
(2006) skiller mellom to typer transformasjoner: omdanning (conversion) og behandling
(treatment). Behandling kjennetegnes ved at aktiviteten foregar innenfor samme register, og
avhenger av mulighetene for transformasjon i det gitte registeret. Omdanning er
transformasjoner hvor det skjer et skifte av register. Det samme objektet vil da uttrykkes ved
hjelp av representasjoner i et annet register. Dette er mulig for mange matematiske objekter.
For eksempel kan det foretas flere transformasjoner av en funksjon, y = x2 — 1, uttrykt ved
symbolsprak. Behandling kan innebzre a uttrykke funksjonen pa en annen mate,

eksempelvis y = (x + 1)(x — 1), som bevarer det matematiske objektet (funksjonen) som det
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algebraiske uttrykket representerer. Omdanning, eller skifte av representasjonsform, kan
innebere a fa tilgang til funksjonen ved a tegne dens graf eller & angi en tabell for
funksjonens koordinater.

Arbeid innenfor hvert av registrene krever at brukeren besitter unik kunnskap om tegn,
symboler og konvensjoner relatert til de systemene som benyttes (Duval, 2006). Omdanning
beskrives av Duval (2006) a vaere mer kompleks, fordi et bytte mellom ulike
representasjonsformer krever at en gjenkjenner samme objekt ut fra to eller flere
representasjoner som tilsynelatende ikke har noe til felles. Dette kan igjen eksemplifiseres ved
a benytte funksjonen y = x2 — 1. En grafisk fremstilling av funksjonen har ved farste gyekast
ikke noe til felles med uttrykket for funksjonen. For & kunne gjenkjenne funksjonssuttrykket
fra den grafiske representasjonen kreves det at en ma kunne identifisere flere kjennetegn,
eksempelvis nullpunktene, i den grafiske framstillingen. A gjenkjenne funksjonsuttrykket fra

grafen krever pa denne maten en annen type kunnskap av den som driver omdanning.

3.2.3 Kunnskaper for transformasjoner
For a foreta transformasjoner pa representasjoner kreves det et komplekst sett med kunnskap
innenfor de ulike registrene. Duval (2017) beskriver komponentene i slik kunnskap ved a

skille mellom to sett begrep; register og kode, og kommunikative og kognitive funksjoner.

Kommunikative funksjoner tillater en formidling av informasjon, men hvilket medium som
benyttes ved formidlingen vil sette ulike krav til den den som skal forsta informasjonen
(Duval, 2017). Eksempelvis kan muntlig naturlig sprak benyttes for a formidle et budskap,
men ved & endre medium og benytte en skriftlig representasjon kreves det at mottakeren av
budskapet har kunnskap om alfabetet for a kunne lese og forsta budskapet. Semiotiske system
tillater utvikling og bruk av kognitive funksjoner. Kognitive funksjoner refererer til
muligheten for tilegnelse av ny kunnskap og tillater kreativ tenkning ved a se sammenhenger

gjennom transformasjon av representasjoner.

Et register og en kode skiller seg fra hverandre ved evnen til a foreta transformasjoner. Et
register har, ifglge Duval (2017), alltid to egenskaper: (1) det referer til et objekt, og krever en
kognitiv funksjon for & forsta representasjonen, (2) den kognitive funksjonen krever en
kompleks samling av mindre meningsfulle kunnskapsenheter som er ngdvendig for a bevege

seg i og mellom representasjonssystem. De mindre kunnskapsenhetene er koder. En kode
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skiller seg ifglge Duval (2017) fra et register ved at koder ikke tillater transformasjon av
representasjon. Koder bestar av sekvenser av symboler som korresponderer til et signal eller
en mening, for eksempel alfabetet eller binzerkoder. Hvert symbol i koden har én betydning,
0g en sammensetning av symbolene har en annen betydning. Dette kan eksemplifiseres ved a
benytte eksemplet med a formidle et skriftlig budskap. For & kunne lese budskapet ma man ha
kunnskap om alfabetet, eller symbolene i koden, og kunnskap om hva ulike sammensetninger
av symboler betyr, for & kunne lese og forsta budskapet. Med andre ord blir kodene mindre
kunnskapsenheter og en bestanddel i registeret. Dette medfarer to implikasjoner for a drive
transformasjoner. For det farste ma man forsta de eventuelle kodene i representasjonen for a
kunne foreta transformasjoner. For det andre ma tegnene i kodene og deres betydning laeres
pa forhand, og dette ma skje uavhengig av representasjon fordi kodene alene ikke tillater
transformasjon. Duval (2017) beskriver at dette ogsa viser noe av kompleksiteten ved a laere
barn & lese. Duval gjar ogsa kort rede for at koding benyttes innenfor andre skriftsystem.
Ideogrammer er skrifttegn som star for et helt ord eller en idé. Matematiske symboler er et
eksempel pa et ideogram. Forstaelse for kodene innenfor matematikk blir derfor ngdvendig

for & drive transformasjoner.

3.3 Tidligere forskning

Jeg har ikke funnet tidligere studier som har vart gjennomfert i forbindelse med CAS i
GeoGebra. Dette i seg selv er motivasjon for & gjennomfare undersgkelsen som presenteres
videre i oppgaven. Derimot finnes det flere studier gjort pa elevers og studenters bruk av
andre CAS-verktay. | dette kapitlet vil det videre presenteres annen teori og forskning knyttet

til noen CAS-verktay.

Studier gjort pa 80- og 90-tallet pa noen CAS-verktgy har ulike og tidvis motstridende funn.
Aspetsberger og Kutzler (1989) fant at bruken av CAS-verktayet Derive bidrar til gkt leering i
matematikk. En annen studie viste at et annet CAS, MuMath, gir gkt forstaelse innenfor noen
matematiske omrader og andre ikke (Thomas & Rickhuss, 1992). Buchberger (1990)
argumenterer pa sin side at nar et omrade av matematikken blir trivielt, altsa at det eksisterer
algoritmer for a lgse ethvert problem, sa blir det ikke lenger hensiktsmessig a gjere
kalkulasjoner for hand. Studiene av Pavelle og Stoutemyer, referert i Mitic og Thomas (1994),
har funnet at det er store fordeler med et CAS. Blant annet fordi CAS muliggjer en utregning
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av oppgaver som er for vanskelige eller for tidkrevende til a lgses for hand, noe som er

attraktivt i matematikkens verden.

Wain (1993) og Mitic og Thomas (1994) sgker & beskrive problemene ved bruken av
henholdsvis Derive og Macsyma — to ulike CAS-verktgy. Blant annet fant de at studenter og
leerere har vanskeligheter med a forsta forskjellen mellom CAS-syntaks og matematisk
notasjon, og vanskelig for & forsta nar resultatene som produseres er ukorrekte. Videre
papekes det at hvis man ikke vet akkurat hva man gjar i Macsyma vil det ta mye lenger tid a
lgse oppgavene, enn det ville gjort for hand. Og hvis en ikke kjenner til verktayets
begrensninger og muligheter vil Macsyma ikke kunne brukes effektivt. Mitic og Thomas
(1994, s. 361) oppsummerer: ”Hvis du vet hvordan du skal gjere det, bruk et CAS. Huvis ikke,
ikke.”. Atkins, Creegan og Soan (1995) fant i sin studie at bruken av CAS-verktgyet Derive er
mest lgnnsom i tilfeller hvor elever allerede har den matematiske kunnskapen som kreves for
lgysing av oppgaver. Bruken av programvaren var derimot mindre lgnnsom nar elevene ikke

hadde den matematiske kunnskapen som kreves.

Drijvers (2002) tar utgangspunkt i CAS-verktgyet Derive. Han gjer rede for flere hindre og
gar nzrmere inn pa hvorfor studenter opplever at bruken av CAS er vanskelig. Blant annet er
det vanskelig a gjenkjenne ekvivalente uttrykk produsert av CAS, eksempelvis & gjenkjenne

at +/12 er det samme som 2+/3. Et annet hinder er & bare akseptere tilnsermede verdier (1,732)

og ikke eksakte algebraiske lgsninger (v/3). Flere hindre beskrives & veere & forsta
begrensningene i CAS og vanskeligheter med a lage strategier som hjelper CAS med 4 omga
dens begrensninger, vanskeligheter med & bestemme nar CAS er nyttig. Og “the black box
character” — at CAS ikke gir brukeren innsyn i hvordan det produserer en output. For &
forklare elevenes vanskeligheter med & bruke Derive bruker Drijvers begrepene
skjermteknikker (screen techniques) og papir-og-blyant-teknikker (paper-and-pencil
techniques), hvor teknikker referer til fremgangsmate og syntaks. Han hevder at forskjellen
mellom de to teknikkene er for store, og at dette skaper problemer for elevene nar de skal
benytte Derive. Videre farer dette til at samarbeidet mellom CAS-verktgyet Derive og
brukeren er utfordrende i tilfeller hvor det ikke finnes en direkte kommando for a lgse en
oppgave. For a unnga mange av studentenes vanskeligheter med CAS-verktayet mener
Drijvers at skjermteknikken og papir-og-blyant-teknikken bgr oppfylle to kriterier: (1)
teknikkene burde kreve lik fremgangsmate og samme syntaks, og (2) skjermteknikken burde
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gi tilgang til operasjonene programvaren foretar. Han papeker at observerte hindre ma tas pa
alvor, fordi & mgtet med dem kan lede til frustrasjon for studentene, og a ignorere hindrene
kan fare til at frustrasjonen forsterkes. Dersom de tekniske hindrene far nok oppmerksomhet
og studentene jobber seg gjennom dem sa skapes det et potensiale for leering i matematikk og
i bruken av artefaktet (Drijvers, 2002).

Artigue (2002) hevder at lzering av teknikker er ngdvendig for at instrumentell skapelse skal
skje. Hun beskriver teknikker som pa samme mate som Drijvers (2002) og skiller mellom
papir-og-blyant teknikker og instrumenterte teknikker. Teknikker er en mate a lgse oppgaver
pa, og er en kombinasjon av resonnement og rutinearbeid. Hun beskriver videre at idet en
teknikk blir en rutine sa reduseres matematikkens kompleksitet fordi teknikken blir til enkle
handlinger, noe som pavirker synet pa leering av matematikk og verdiene som knyttes til dem.
Samtidig mener Artigue at enkelte teknikker ma bli en rutine for at videre utvikling av
kunnskap og instrumentell skapelse kan skje. Kompleksiteten av instrumentell skapelse har,
ifglge Artigue, tidligere blitt undervurdert. Hun viser til en doktorgradsavhandling som
undersgkte instrumentell skapelse ved bruken av T192 kalkulatoren for a forklare prosessens
skjerhet og kompleksitet. Studien som gikk over ett skolear, tok utgangspunkt i & undersgke
instrumentell skapelse og bruken av kalkulatoren i matematikkpensum i 11. klasse.
Undersgkelsen viste at instrumentell skapelse er en tidkrevende prosess som bestar av
sykluser av progresjon og regresjon. Ved slutten av skoledret var utviklingen fremdeles skjar

og elevene handterte ikke kalkulatoren godt nok til at kunnskapen var varig.
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4 Metode

Ved gjennomfaring av et forskningsprosjekt ma en ta en rekke valg knyttet til design av
studie, valg av deltagere og hvordan datagenerering skal forega. Hvordan dette gjeres ma
begrunnes ut fra studiens formal og problemstilling: Hvilke hindre kan identifiseres pa veien
til instrumentell skapelse? Og beskrive elevenes utvikling i bruk av CAS ved arbeid med
matematikk. Med utgangspunkt i denne problemstillingen vil jeg i dette kapitlet presentere
studiens design ut fra teori om kvalitativ forskning. Deretter vil jeg videre redegjare for
studiets utvalg og gjennomfgring av datainnsamling. Her presenteres blant annet kriterier for
utvalgene og deres bakgrunn, fgr detaljer for datainnsamlingen tydeliggjeres. Til sist vil etiske
betraktninger og studiens validitet og reliabilitet diskuteres i egne delkapitler i lys av

kvalitativ forskning.

4.1 Forskningsdesign

| denne studien har jeg valgt & benytte meg av forskningsmetoden som Robson og McCartan
(2015) kaller for et fleksibelt forskningsdesign, ogsa kalt kvalitativt forskningsdesign. Spesielt
for fleksibelt forskningsdesign, er at forskningsspgrsmalet utvikler seg etter hvert som

arbeidet med studien pagar. Videre har jeg valgt a ta utgangspunkt i en etnografisk metode.

Etnografisk forskning springer ut fra antropologien. Forskning i et antropologisk perspektiv
har til hensikt & beskrive, sammenligne og forklare menneskelig atferd pa tvers av kulturer,
mens etnografiske studier har som mal a beskrive én kultur (Robson & McCartan, 2015).
Etnografisk forskningsmetode karakteriseres ved at forskeren innhenter informasjon om
eksempelvis atferd, hendelser og hjelpemidler som brukes nar personene i kulturen virker i
sitt naturlige miljg. En forutsetning for et slikt forskningsdesign, er at forskeren plasserer seg i
kulturen som skal studeres over en lengre tidsperiode (Postholm, 2005). Forskeren innhenter i
denne perioden data, hovedsakelig gjennom deltagende observasjon og samtaler med
menneskene i kulturen. Deltagende observasjon og formelle og uformelle samtaler er de mest
sentrale og mest vanlige metoder for innsamling av data innenfor etnografisk

forskningsdesign. Det er ogsa disse metodene som er brukt i denne masterstudien.

Forskning som bygger pa en etnografisk metode krever, som all annen kvalitativ forskning, at
forskeren mgter kulturen og menneskene som er i fokus pa en dpen mate. Det er ingen

retningslinjer for hvordan forskeren skal mgte kulturen, men det hersker enighet om at
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forskeren ma i forkant av studien lese seg opp og mate forskningsfeltet med forutsette
problemstillinger (Fetterman 1998; Hammersley & Atkinson 1996; Malinowski 1922).
Forskeren ma derfor ha en formening om hva som skal studeres innenfor kulturen. Samtidig
som forskeren ma ha relevant kunnskap, ma forskeren ogsa vare villig til a forkaste hypoteser
og ideer dersom det kreves ut fra dataene som samles inn, og pa denne maten legge til side

subjektive holdninger og teorier (Malinowski, 1922).

4.2 Innsamling av data

For & kunne beskrive elevenes instrumentelle skapelsesprosess og finne eventuelle hindre pa
veien til instrumentell skapelse, var det naturlig a hente data i situasjoner der elevene brukte
CAS. Elevene brukte CAS hovedsakelig ved to situasjoner: i undervisningssituasjon og i
periodene de arbeidet med oppgaver pa utlevert arbeidsplan. | tillegg var det relevant a fa
naermere innsyn i elevenes egne tanker rundt CAS. Derfor vil jeg videre gjare rede for to

metoder brukt for innsamling av data: deltagende observasjon og intervju.

4.2.1 Deltagende observasjon

Deltagende observasjon er en sentral metode ved bruk av en etnografisk forskningsmetode og
kjennetegnes ved at observataren sgker a bli en del av den observerte gruppen (Robson &
McCartan, 2015). Denne typen observasjon skiller seg fra andre typer observasjon gjennom
en stgrre grad av deltakelse i gruppen som studeres. Dette medfarte at jeg pratet med
informantene i friminutt og andre settinger utenfor skoletimene, men da undervisningen
startet trakk jeg meg tilbake og forsgkte & bli sd anonym som mulig. Fordelen med a prate
med elevene nar settingen tillot det, var at elevene kanskje ble mer komfortable med min

tilstedeveerelse og min rolle som deltagende observater.

Underveis i observasjonen ble det brukt videokamera som en stgtte til innhenting av data.
Informantene ble informert om at videokamera ble tatt i bruk, noe som ogsa Postholm (2005)
papeker som viktig. Formalet med bruk av videokamera, var muligheten til & fange opp de
sma detaljene som forekommer ved bruk av CAS; alt fra hvilket likhetstegn informantene

trykker pa, til samtalen elevene imellom.
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4.2.2 Intervju

| tillegg til uformelle samtaler underveis i datainnsamlingen, ble elevene som deltok intervjuet
noen uker etter datainnsamlingsfasen med deltagende observasjon. Kvalitative intervju egner
seg for & fa tilgang pa informasjon som er vanskelig a fange opp pa andre mater (Postholm,
2005). Hensikten med intervjuet var a finne ut av elevenes egne tanker rundt interesse og
motivasjon for 4 benytte seg av CAS ved lgsning av matematikkoppgaver, i tillegg til noen
spesifikke spgrsmal knyttet til hendelser fra elevarbeidet. Til dette ble det benyttet et intervju
som kan kategoriseres som et semi-strukturert intervju (se vedlegg). Robson og McCartan
(2015) beskriver at dette formatet tar utgangspunkt i en intervjuguide, men tillater ogsa en
omrokkering av spgrsmal og gir mulighet til a stille oppfelgingssparsmal dersom

informantenes utsagn er av ytterligere interesse.

Elevene ble intervjuet parvis, noe som begrunnes ut fra teoretiske og praktiske arsaker.
Gruppeinterviju er egnet for a hjelpe informantene til 8 komme pa hendelser eller utdype
hverandres beskrivelser av hendelser eller tanker (Postholm, 2005). Grunnet tidspress for & fa

giennomfart intervjuet, ble det ogsa fornuftig at de ble intervjuet parvis.

4.3 Utvalg og gjennomfgring

Metoden for innsamling av data krevde to grupper informanter; én leerer, og en elevgruppe.
Videre vil derfor de to utvalgene og kriterier for dem presenteres, for sa a redegjare for
leererens og elevenes bakgrunn. Dernest vil det i detalj beskrives hvordan datainnsamlingen

foregikk i de fasene CAS var involvert.

4.3.1 Utvalg for studien

For a finne en leerer som kunne bidra i studien ble avdelingsleder pa den aktuelle skolen
kontaktet for a fa tillatelse til 4 ta videre kontakt med aktuelle leerere. Primert fokus var a
finne en lzeerer som var villig til & la meg gjennomfare studien i sin klasse, og deretter

rekruttere elever i klassen for gjennomfgring av datainnsamling.

Valg av lerer baserte seg pa to hovedkriterier: (1) Laereren som ble rekruttert matte undervise
i en klasse hvor CAS ble brukt, og (2) CAS matte brukes i den perioden som var avsatt til &
gjennomfare studien. Det farstnevnte kriteriet setter flere begrensninger. Fgrst matte den

aktuelle leereren undervise i matematikk pa videregaende skole fordi CAS ikke benyttes i
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grunnskolen. Videre brukes CAS i fem av ni matematikkfag i videregaende skole, og leereren
matte derfor undervise i ett av disse fagene. I tillegg var det gnskelig, men ikke et kriterium,
at lereren hadde god digital kompetanse, hadde noen ars arbeidserfaring, og at faget
undervises i andre eller tredje klasse. Jeg gnsket ikke a samle data i ferste klasse fordi jeg
gnsket at elevene som deltok i studien skulle kjenne til hvordan programvaren fungerer og a
kunne grunnleggende bruk av CAS. A finne forskningsdeltagere som oppfyller alle krav pa
gnskelista kan veere vanskelig, og mye blir overlatt til tilfeldighetene. Utvalget beerer derfor
preg av det Robson og McCartan (2015) beskriver som bekvemmelighetsutvalg (Convenience
Sampling). Begrepet refererer til at utvalget er et resultat av hvilke lzerere som var tilgjengelig
for deltagelse i den perioden studien skulle gjennomfares. Til tross for at
bekvemmelighetsutvalg er utbredt i forskerverdenen, innebarer strategien at en ikke vet om
funnene er representative (Robson & McCartan, 2015). Dette far konsekvenser for palitelighet
og gyldighet nar funnene i denne studien presenteres. Forskeren ma derfor vare bevisst

begrensningene og unnga a generalisere funnene som fremkommer.

Studien ble begrenset til a falge én lzerer som felge av mengde datamateriale, tidsbegrensning,
og bestemmelser ute i den aktuelle skolen. Gjennom bekjentskaper rekrutterte jeg en laerer
som underviste i R1 pa en stor videregaende skole i en by i Trandelag. Klassen jeg fulgte var
én av to R1-klasser pa den aktuelle skolen. I en periode pa to uker fulgte jeg lereren og den

respektive klassen i ti skoletimer a 45 minutter.

Andre steg gikk ut pa a rekruttere fire til seks elever i klassen som skulle ta del i en
arbeidsfase hvor de skulle jobbe med CAS, med et pafalgende intervju. Jeg gnsket fire til seks
elever fordi det skulle veere nok datamateriale, men ikke for mye. | forkant av rekrutteringen
foreslo leereren 12 elever som kunne vare aktuelle for denne type datainnsamling. For &
unnga spraklige utfordringer i intervjuene og ved oppgavelgsning bestod utvalget av elever
som snakket godt norsk. I tillegg bestod utvalget av middels-eller hgytpresterende elever.
Dette begrunnes ut fra at det var gnskelig at elevene hadde en viss basiskunnskap i CAS, i
tillegg til at det var gnskelig at starre matematiske utfordringer skulle unngas da det potensielt
kunne ta fokuset bort fra instrumentell skapelse. De 12 elevene ble samlet i et friminutt hvor
jeg informerte dem om hva som skulle forega, hvor lang tid det kom til & ta, og hva deres og
min rolle i denne fasen gikk ut pa. Etter litt betenkningstid meldte fire elever seg til a veere

informanter i en slik datainnsamling.
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4.3.2 Lererens og elevenes bakgrunn

Ved bruk av etnografisk forskning er det relevant a gi en beskrivelse av kulturen som studeres
(Postholm, 2005). For & kunne beskrive utviklingen og prosessen for instrumentell skapelse,
er det relevant a redegjare noe for elevenes og leererens bakgrunn, leeringsmiljeet i klassen og
elevenes erfaring med vektorer og CAS. Leereren, som videre i oppgaven omtales som Per, er
tidlig i 40 arene, er utdannet sivilingenigr, og har ca. 15 ars arbeidserfaring i videregaende
skole. Per virket pa mange mater a beherske lzereryrket. For det farste utviste han en faglig
trygghet, og virket komfortabel med bruken av CAS. For det andre hadde han en
tilsynelatende god tone med elevene, noe som reflekteres i dialogen med elevene som vekslet
mellom faglige samtaler og en bruk av humor som elevene virket & respondere positivt pa.
Samtidig utstralte han autoritet og det var klare regler om eksempelvis mobilhotell i timene.
Videre bestod R1-klassen av 25 elever, hvorav 24 var tilstede i samtlige timer det ble samlet
data. Klassens gjennomsnittlige standpunktkarakter til jul var 4,6, noe som indikerer at det var

en faglig sterk elevgruppe. Klassemiljget fremstod som godt og det var lite brak i timene.

Elevene var pa tidspunktet for datainnsamlingen ute i sitt fjerde semester hvor de bruker CAS,
sa det var rimelig & anta at elevene kjente til programmets oppbygging og syntaks. | forkant
av datainnsamlingen i R1-klassen hadde elevene laert om vektorer i 2-3 uker. Med unntak av
elevene som tok Fysikk 1 som programfag hadde ikke elevene kjennskap til vektorer fra far.
Undervisningen og oppgavene i perioden fgr datainnsamlingen foregikk hovedsakelig uten
bruk av CAS, og elevene skal da ha leaert hva vektorer er, addisjon og subtraksjon av vektorer,
parallelle vektorer og om vektorkoordinater. | timen fer datainnsamlingen startet hadde
elevene lzrt noe CAS i forbindelse med vektorkoordinater. Dette innebar en innfaring i
eksisterende kommandoer i CAS tilknytning til vektorer, hvordan de tar absoluttverdien av en
vektor m.m. Elevenes forventede kunnskap innenfor vektorer og CAS redegjares naermere for

i oppgavens kapittel 5.1.

4.3.3 Undervisning med CAS
Leererens undervisning ble dokumentert ved bruk av videokamera, og i denne fasen av
datainnsamlingen fungerte jeg som deltagende observater. | undervisningen plasserte jeg meg

bakerst i klasserommet, litt ut til siden, og satte opp videokamera ved siden av meg. Lereren
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underviste uten min pavirkning og brukte CAS i situasjoner han selv fant det naturlig.

Leererens undervisning fremfor klassen ble filmet i sin helhet.

4.3.4 Elevarbeid med CAS

De fire elevene som frivillig meldte seg som informanter til denne datainnsamlingen, jobbet i
par slik at to elever samarbeidet pa én datamaskin. Arsaken til at elevene skulle samarbeide
begrunnes ut fra at hva elevene sier og gjar er inngang til & undersgke om verktayet, eller
artefaktet, utvikles til & bli et meningsfullt verktgy (Drijvers & Gravemeijer, 2005).
Samarbeidet var derfor et forsgk pa a trigge en faglig samtale om CAS-verktayet i seg selv og
de matematiske problemene som kunne oppsta. For & kunne dokumentere handlinger og
utsagn ble arbeidsfasen filmet. Filmkamera ble derfor satt opp bak elevene med fokus pa

skjermbildet pa datamaskinen.

Planene for hvor arbeidet skulle forega og min rolle i denne fasen endret seg underveis i
feltarbeidet. | utgangspunktet skulle begge gruppene sitte pa ett stort grupperom og min rolle
skulle igjen veare deltagende observater. Etter arbeidet var det tiltenkt & gjennomfare et
intervju knyttet til arbeidet. Av praktiske arsaker og andre vurderinger var ikke dette mulig.
Akustikken i rommet og kvaliteten pa kameraet tillot ikke begge parene pa ett rom. Jeg
besluttet derfor at elevene skulle sitte pa hvert sitt grupperom og heller falge én gruppe av
gangen. Min rolle endret seg ytterligere da jeg opplevde elevene tittet seg bakover og sa pa
meg da de skulle foreta operasjoner i CAS. Jeg opplevde situasjonen som kunstig, og at
pavirkningen av min tilstedeveerelse i grupperommet var for stor. Elevene fikk derfor jobbe

alene pa grupperommene.

I likhet med resten av klassen jobbet parene med oppgaver pa arbeidsplanen. Det ble tatt to
videoopptak & 40 minutter per gruppe, tilsammen 160 minutter med elevarbeid med CAS. Det
ble ikke gitt begrensninger utover at elevene matte gjare utvalgte oppgaver pa CAS, og at de
skulle sitte pa eget rom. Hvordan de benyttet CAS var opp til elevene, og de hadde mulighet
til & be om hjelp fra lzereren da grupperommene 13 i ner tilknytning til klasserommet.
Oppgavene parene samarbeidet om var hentet fra Heir, Engeseth, Moe og Borgan (2015, s.
277-294) som til vanlig brukes i faget. For a fa hensiktsmessige data knyttet til bruken av
CAS, og ikke bruke for mye tid pa oppgaveregning pa papir eller lete etter relevante

oppgaver, hadde jeg pa forhand plukket ut oppgavene som skulle gjgres. Ettersom lareren til
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vanlig oppmuntret elevene til a regne alle typer oppgaver i boka ved bruk av CAS, var de

utvalgte oppgavene opprinnelig beregnet for lgsning bade med og uten hjelpemidler.

4.3.5 Analyse av datamaterialet

Nilssen (2012) beskriver at analyse av et datamateriale starter med en &pen koding. Apen
koding er inspirert fra forskningsmetoden ”grounded theory”, hvor det forsgkes a utvikle nye
teorier som har basis i datamaterialet. En vellykket dpen koding krever at forskeren ma mate
datamaterialet med et apent sinn, og forsgke a legge bort en eventuell forforstaelse av
datamaterialet. Dette er ifglge Nilssen en umulig oppgave. Koding er farste steg i prosessen
for & redusere en stor mengde datamateriale i mindre tema eller kategorier som fanger
essensen i datamaterialet. Forskeren ma derfor forenkle og prgve a fa mening ut av

datamaterialet, og videre prave a identifisere og sette navn pa mgnstre.

For & bli kjent med datamaterialet startet jeg med a se gjennom filmene og here pa
lydopptakene, og noterte alt som var av interesse. Deretter ble alle opptak transkribert ved

bruk av enkelte transkripsjonsngkler for & gjare det videre arbeidet lettere.

| starten av databehandlingen var jeg preget av at elevene pa videoopptakene tydelig strevde
med bruken av artefaktet, og jeg identifiserte raskt at artefaktet tidvis oppfarte seg pa en
merkelig mate. P4 ett tidspunkt sa jeg bare hindre pa veien til instrumentell skapelse. Derfor
bestemte jeg tidlig at to kategorier skulle hete hindre som kobles til registerskifte, og
svakheter ved artefaktet. Kategoriene fikk sitt navn pa bakgrunn av en potensiell arsak til at
elevene strevde med CAS, og tok sikte pa a besvare ett av oppgavens to spgrsmal: hvilke

hindre kan identifiseres pa veien til instrumentell skapelse?

Etter 4 ha sett gjennom datamaterialet flere ganger, ble det derimot tydelig at matene elevene
strevde pa skilte seg fra hverandre, og at artefaktet viste ulike svakheter. | praksis gikk jeg
derfor motsatt vei av hva apen koding fordrer fordi jeg farst fant hovedkategoriene og deretter

underkategoriene.

Til hovedkategorien hindre som kobles til registerskifte laget jeg farst tre underkategorier: (1)
manglende bruk av kommandoer i CAS, (2) manglende kjennskap til forskjellen mellom
vektorkommandoene, og (3) manglende kunnskap om syntaks i CAS. Senere i arbeidet med

datamaterialet la jeg til enda en underkategori. Dette funnet ble farst bestemt til & veare et eget
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hovedfunn, fordi jeg ikke vurderte funnet til & ha noe med registerskifte a gjere, men
underveis i arbeidet endret jeg mening da mine observasjoner kunne knyttes til artefaktet sine
rammebetingelser. Den siste underkategorien ble derfor: (4) endrede rammer for lgysing av
oppgaver pavirker elevenes arbeidsprosess. Den andre hovedkategorien, svakheter ved
artefaktet, inneholder tre underkategorier: (i) innebygde bugs som krever mot-operasjoner, (ii)
inkonsekvens ved representasjoner og transformasjoner, og (iii) inkonsekvens pa grunn av

tilfeldige bugs.

Gjennom ytterligere prosessering av datamaterialet var det serlig ett eksempel som tydelig
viste at elevene hadde en positiv utvikling sett i lys av instrumentell skapelse. Elevene ble
flinkere til & benytte CAS, noe som ble synlig ved at elevene etterhvert overkom hindene. Jeg
kalte derfor én kategori: utvikling identifiseres nar elevene kommer over hindre. Dette
betydde ogsa at elevenes mgte med hindre farte til utvikling i bruk av artefaktet. En andre
kategori ble derfor gitt navnet hindre for skapelsesprosessen er aktive komponenter i
instrumentalisering- og instrumenteringsprosessen. Disse to kategoriene ble samlet til én
hovedkategori kalt elevenes utvikling av instrumentell skapelse. Hovedkategorien tar sikte pa
a belyse oppgavens andre formal: beskrive elevenes utvikling i bruk av artefaktet ved arbeid

med matematikk.

4.4 Etiske hensyn

Ved gjennomfaringen av kvalitative undersgkelser er det viktig & ivareta etiske hensyn ved
planlegging, gjennomfaring og presentasjon av data. Etiske problemstillinger omhandler blant
annet sparsmal om balansegangen mellom retten til 3 vite, og retten til privatliv og personvern
(Robson & McCartan, 2015). Med bakgrunn i etnografisk forskning la det til rette for en naer
kontakt med forskningsdeltagerne, og bruken av videoopptak gjer deltagerne i
datainnsamlingen sarbar for personidentifisering. Dette krever refleksjon rundt etiske
problemstillinger. Apenhet om prosessen far, under og etter datainnsamlingen har veert viktig
for & opparbeide tillitt fra bade skoleledelsen og forskningsdeltagerne. Thagaard (2013)
beskriver tre etiske retningslinjer som ma tilfredsstilles ved gjennomfaring av slike studier:

informert samtykke, konfidensialitet og konsekvenser for forskningsdeltagerne.

Forskningsstudien har fatt godkjenning fra Personvernombudet for forskning ved Norsk

senter for forskningsdata (NSD) far innsamling av data startet. Studien har fatt
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prosjektnummer 947536. | henhold til retningslinjene til NSD, ble elever og leerer informert
om forskningsprosjektet gjennom et informasjonsskriv som inneholdt informasjon om mine
forpliktelser knyttet til anonymisering av deltagerne, sikker oppbevaring av datamateriale som
kunne benyttes til personidentifisering, konsekvenser for deltagelse i studien og deltagernes
rettigheter. Informasjonsskrivene ble delt ut av lzereren i forkant av studien og elevene ble
oppmuntret til 4 ta kontakt med meg dersom de hadde ytterligere spgrsmal om deltakelsen
eller studien generelt. Samtykke til deltakelse ble gitt ved fysisk innlevering av
samtykkeskjema ved oppstart av datainnsamlingen. Siden forskningsdeltagerne var 17 ar og

eldre, var de gamle nok til selv & kunne samtykke til deltakelse.

4.5 Reliabilitet og validitet

Ved gjennomfaring av en studie er det viktig a tenke pa kvaliteten av studien. For & vurdere
kvaliteten er det vanlig & benytte seg av begrepene reliabilitet, validitet og generaliserbarhet.
Reliabilitet knyttes til om en annen forsker far samme resultat ved a anvende den samme
metoden, mens validitet handler om tolkningene av datamaterialet er gyldige i forhold til den
virkeligheten som er studert (Thagaard, 2013)

Pa generelt grunnlag er det vanskelig a si noe om reliabilitet innenfor kvalitativ forskning. |
intervju vil eksempelvis svarene veere annerledes dersom det benyttes andre informanter.
Thagaard (2013, s. 202), med henvisning til Silverman, viser til at hvordan reliabiliteten i
kvalitative studier kan styrkes gjennom det han kaller for ”low-inference descriptors”, altsa a
hente data som er mest mulig atskilt fra forskerens fortolkninger. I undervisning og elevarbeid
ble datamaterialet samlet ved hjelp av videokamera. Ifglge Thagaard (2013) vil innsamling av
data gjennom bruk av videokamera utvikle data som er mer uavhengig av forskerens
oppfatninger enn notater. Videokamera har ogsa evnen til & dokumentere handlinger og
utsagn pa et hayt detaljniva som ikke kan dokumenteres pa alternative mater. Dette styrker

reliabiliteten i studien.

Validitet kan vurderes ved a se om tolkningene som er gjort og resultatene av undersgkelsen
er representativ for virkeligheten som er studert (Thagaard, 2013). Ifglge Tjora (2010) kan
studiens validitet styrkes ved a veere apen om hvordan forskningen har foregatt. Med dette
menes blant annet & redegjgre for de valgene som er tatt, og ved a la forskningen forega

innenfor rammer av faglighet. Studiens validitet kan i tillegg styrkes gjennom triangulering,
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altsa & generere flere sett data (Robson, 2011). Robson beskriver videre at triangulering kan
innebere datatriangulering, at flere datakilder genereres, eller observasjonstriangulering, hvor
mer enn én observater er inne. En annen form for triangulering vil vaere & kombinere
kvalitative og kvantitative metoder, eller a legge flere teorier til grunn for analysearbeidet.
Min studie ble triangulert ved at data ble samlet gjennom intervju og filming av elevarbeid i

to ulike elevgrupper.

Rammene for denne studien tillot ikke & fglge klassen sa lenge som etnografisk forskning
fordrer. Optimalt burde datainnsamlingen og observasjonen vart lengre enn to uker, helst flere
maneder (Postholm, 2005). Mangel pa tid til observasjonsfasen kan ha medfaert at flere
faktorer i undervisning og arbeid med CAS ikke ble avdekket. Dette gjelder faktorer som
bade kunne gitt mer tyngde til resultatene, men ogsa faktorer som kunne motsi resultatene

som presenteres i oppgavens kapittel 5.

En svakhet ved etnografisk forskningsdesign, er potensiale for at min tilstedeveerelse i miljget
har pavirket lzereren eller elevene med tanke pa atferd, arbeidsmate, grad av elevaktivitet i
undervisningen m.m. Dette kan naturlig nok ha fatt konsekvenser for kvaliteten pa innsamlet
data. Det bgr papekes at denne svakheten gjelder etnografiske forskningsdesign generelt, da
tilstedevaerelsen av forskeren er uvanlig for miljget i seg selv (Postholm 2005; Robson &
McCartan 2015; Thagaard 2013). Det samme gjelder bruken av videokamera, da videokamera

ikke hgrer hjemme i kulturens naturlige miljg.
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5 Analyse og resultater

Denne delen av oppgaven deles videre inn i tre kapittel. Farst vil det i kapittel 5.1 redegjares
for elevenes forventede kunnskap om vektorer i matematikk og i CAS. Den forventede
kunnskapen vil benyttes av elevene i datainnsamlingen, og utgjar derfor grunnlaget for
elevarbeidet i CAS. | innledningen ble oppgavens to hovedproblemstillinger presentert.
Kapittel 5.2 vil besvare “hvilke hindre kan identifiseres pa veien til instrumentelle skapelse?”.
Deretter vil kapittel 5.3 vil ta sikte pa & “beskrive elevenes utvikling i bruk av artefaktet ved
arbeid med matematikk”, med hovedfokus pa instrumentalisering- og

instrumenteringsprosessene.

5.1 Forventet kunnskap om vektorer og vektorer i CAS

Nar elevene skal arbeide med vektorer i CAS ma elevene ha noe matematisk kunnskap og noe
kjennskap til enkelte kommandoer i CAS. | forkant av datainnsamlingen skal elevene blant
annet ha leert om hva vektorer er, vektorkoordinater, posisjonsvektorer, og de skal blant annet
ha leert algoritmene presentert i tabell 5.1. For & kunne lgse de matematiske oppgavene i CAS
som inngikk i datainnsamlingen basert pa elevarbeid, kreves det i tillegg at elevene kjenner til
definisjonen av skalarproduktet, 7 - & = || - |B| - cos(x*), at ACL AB hvis og bare hvis AC -
AB =0, og at den korteste avstanden fra et punkt P ned pa linja | males langs normalen fra P

til linja.

Tabell 5.1: Algoritmer elevene er forventet & kunne pa papir

Formel Formelen brukes til

[x1, val £ [x2, V2] = [x1 £ x5, y1 2] Addisjon og subtraksjon av to vektorer

AB = [, — X1, V2 — V1] Produserer en vektor mellom punktene
A(x1,y1) 09 B(x3,¥2)
[, vl = [x2, vo] = x1 - x04y1 - V2 Skalarmultiplikasjon av to vektorer
ld] = /x? + y? Finner lengden av © = [x, y]

I tillegg er det enkelte kommandoer i CAS elevene bar kjenne til for a kunne utnytte artefaktet
pa en hensiktsmessig mate. Tabell 5.2 viser de ulike kommandoene elevene ma kjenne til i

forbindelse med vektorer. Tabellen inneholder ogsa kommandoer som elevene ikke har laert i
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forbindelse med vektorer (se rad 6-10), men jeg velger a presentere disse kommandoene fordi

elevene benytter dem i arbeidsprosessen.

Tabell 5.2: Kommandoer elevene benyttet seg av i CAS i GeoGebra 6.0.

Kommando

Kommandoen finner/produserer

xy)

Et punkt

Vektor (< Startpunkt >, < Sluttpunkt >)

En vektor mellom to punkt

Vektor(< Punkt >)

En posisjonsvektor

|al

Lengden av a

Linje(< Punkt >, < Punkt >)

En linje gjennom to punkt

Avstand(< Punkt >, < Objekt >)

Avstanden mellom et punkt og et
objekt. Objektet kan eksempelvis veere

et punkt eller ei linje

NormalLinje(< Punkt >,< Linje >)

En normal fra et punkt ned pa en linje

Normallinje(< Punkt >, < Linjestykke >)

En normal fra et punkt ned pa et

linjestykke

NormalLinje(< Punkt >, < Vektor >)

En normal fra et punkt ned pa en vektor

Skjering(< Funksjon >, < Funksjon >)

Et skjeeringspunkt mellom grafen til to

funksjoner

Elevene kan definere eksempelvis AB som vektoren mellom to punkt ved & skrive AB :=

Vektor (4, B) i inndatafeltet. AB kan da benyttes i andre kommandoer. Det bgr papekes at

vektorer representeres i tegnefeltet med startpunkt i origo. I tillegg kan det nevnes at elevene

kjenner til algoritmene som vektorkommandoene benytter, og kan eksempelvis finne en

vektor mellom to punkt og finne lengden av en vektor ved bruk av penn og papir. Elevene

skal kunne sette opp ligninger ved a kombinere kommandoene for a finne eventuelle ukjente.

5.2 Hindre pa veien til instrumentell skapelse

Gjennom analysen ble det identifisert hovedsakelig to hindre for instrumentell skapelse. Det

farste funnet presenteres i oppgavens kapittel 5.2.1 og omhandler hindre som kobles til

registerskifte. I den forbindelse presenteres det fire mindre funn som presiseres ytterligere

innledningsvis i kapittel 5.2.1. Det andre funnet, svakheter ved artefaktet, presenteres i

kapittel 5.2.2, og viser at artefaktet pavirker subjektet gjennom at CAS ikke fungerer som det
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er ment til & gjgre. Ogsa i dette funnet presenteres det mindre funn som utdypes i sitt

respektive kapittel.

Matematikkoppgavene elevene har lgst presenteres forlgpende, og er hentet direkte fra Heir et
al. (2015, s. 277-294). Deretter vil det falge et lgsningsforslag som jeg har laget for den
spesifikke oppgaven. Det kan papekes at enkelte oppgaver gjentas fordi to elevgrupper lgste
de samme oppgavene. Lagsningsforslagene presenteres bare farste gang matematikkoppgaven

presenteres.

5.2.1 Hindre som kobles til registerskifte

Farste hinder pa veien til instrumentell skapelse knyttes til at elevene skifter register. Dette
reflekteres gjennom fire ulike funn: (1) manglende bruk av kommandoer i CAS viser at
elevene i starten ikke benytter seg av vektorkommandoer nar de skal lgse oppgaver, men tar
med seg en matematisk notasjon beregnet for papir direkte over i CAS. (2) Manglende
kjennskap til ulike typer vektorkommandoer: Elevene benytter varianter av kommandoene
som krever at de ma bruke algoritmer inni kommandoen. (3) Elevene utviser manglende
kunnskap om syntaks i CAS. (4) Arbeid i CAS medfgrer endrede rammer for oppgavelgsning

som pavirker elevenes arbeidsprosess.

Manglende bruk av kommandoer i CAS

Elevene benytter seg ikke av kommandoer i CAS, men skriver ut algoritmene og uttrykkene
med en matematisk notasjon beregnet for lgsning pa papir. Denne metoden, heretter omtalt
som kalkulatormetoden, eliminerer noe av CAS-kommandoenes nytte fordi de har evnen til &
gjere arbeidet for elevene. | det falgende presenteres to eksempler hvor dette synliggjares og

arsaken til at elevene benytter metoden kan kobles til registerskifte.

Bruk CAS til & bestemme verdien av k slik at vektorene blir ortogonale.

a) [2,5]og [k, 2] b) [-1,k] og [3,3]

c) [k k—4]og(1,3] d) [k—1,3] og [k, —2]
Oppgave 1.
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1 Vektor(2,5) Vektor(k, 2) = 0
los: {k=—5}

2 Vektor(—1,k) Vektor(3,3) = 0
Los: {k=1}

3 Vektor(k. k — 4) Vektor(1,3) = 0
Los: {k =3}

4 Vektor(k — 1,3) Vektor(k, -2) =0
los: {k=-2,k=3}

Figur 5.1: Mulig lgsningsforslag for oppgave 1 som benytter vektorkommandoer.

1 2-k+5-2=10

Los: {k = —5}

2 -1-34+k-3=0
Los: {k=1}

3 k-1+(k-4).3=20
Los: {k =3}

4 (k—1)-k+3-(-2) =0
los: {k=—-2,k=3}
Figur 5.2: Gruppe 2 sin lgsning av oppgave 1.

Ved a sammenligne lgsningsmetodene i figur 5.1 og 5.2 kan det observeres at elevenes arbeid
representert i figur 5.2 ikke benytter vektorkommandoene for a sette opp ligningene. Maten
elevene har valgt a sette opp uttrykkene er identisk med hvordan elevene ville lgse oppgaven
pa papir. To vektorer skalarmultipliseres ved a regne ut summen av x-koordinatene
multiplisert og y-koordinatene multiplisert. Elevene har pa denne maten skrevet ut algoritmen
som ligger skjult i metoden i figur 5.1. Elevene har benyttet CAS som en slags kalkulator,
fordi de setter opp uttrykket som skal lgses og bare overlater regningen og de algebraiske
operasjonene til CAS. Dette er en metode som ikke utnytter artefaktets syntaks og muligheter,
fordi CAS har evnen til & gjgre operasjonene som elevene gjer manuelt, forutsatt at artefaktet

benyttes pa en mate som gjar det mulig.

Elevenes valg av metode kan ut fra teorien begrunnes ut fra at elevene na jobber i et nytt
register. | arbeid med vektorer har elevene hovedsakelig jobbet innenfor papir-registret, og na

kreves det at elevene skal arbeide innenfor CAS-registret. CAS og papir kan defineres som
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register fordi de tillater transformasjoner. CAS og papir betegnes som to ulike registre da den
ene inneholder tegn, regler og konvensjoner som ikke kan benyttes i den andre, og vise versa.
Dette kan eksemplifiseres ved a sammenligne rad 2 i tabell 5.1 og 5.2. Kommandoen i rad 2
tabell 5.2 inneholder en skjult algoritme som gjer at CAS foretar automatisk behandling i
CAS, som produserer en vektor. Kommandoen vil ikke fungere pa papir, og falgelig ma
elevene manuelt benytte algoritmen i rad 2 tabell 5.1. Motsetningsvis kan ikke elevene
benytte algoritmen i rad 2 tabell 5.1 i CAS. Dersom elevene skriver [x, — x4, ¥, — ¥1] INn i
algebrafeltet, vil det ikke produseres en vektor, men pa grunn av konvensjoner i GeoGebra
blir det et punkt. Vektorkommandoer ma derfor brukes i CAS nar det er snakk om vektorer.
Et annet eksempel er at de to registrene inneholder ulike tegn og symboler. Eksempelvis
benyttes ”:=" til tilordninger i CAS. Dette er en notasjon som elevene trolig ikke har

kjennskap til, og som ikke er ngdvendig for lgsning av matematikkoppgaver pa papir. Ved

arbeid i papir-registeret bruker ogsa elevene vektorpiler, eksempelvis AB, for & indikere at det
matematiske objektet er en vektor og ikke et punkt. | CAS er det derimot ikke mulig & tegne

vektorpiler.

Bade papir- og CAS-registrene har interne registre. Pa papir kan vektorene eksempelvis
uttrykkes bade gjennom symbolsprak og grafisk, og det samme gjelder innenfor CAS-
registeret. Forskjellen pa de to registrene er at de har ulik syntaks, og at papir-registret krever
at brukeren av registret foretar manuelle transformasjoner. CAS-registret kan derimot foreta
noen automatiske omdanninger. CAS har to interne registre: algebrafeltet og tegnefeltet.
Algebrafeltet har evnen til & foreta automatiske behandlinger fordi kommandoene som
benyttes har innebygde algoritmer. CAS kan foreta automatiske omdanninger fra algebrafeltet
til tegnefeltet dersom to krav er oppfylt. For det farste ma det som skrives i inndatafeltet
defineres, og for det andre kan det definerte kun besta av kjente elementer. CAS tillater
derimot ikke omdanning fra tegnefeltet til algebrafeltet. Dette kan eksemplifiseres. Dersom
elevene kan tegner et linjestykke mellom A og B i tegnefeltet, AB, sa vet ikke algebrafeltet at

elevene har definert AB. Elevene kan derfor ikke benytte seg av AB i algebrafeltet.

Kalkulatormetoden elevene benytter seg av i figur 5.2, viser at elevene lgfter syntaksen fra
papir-registeret direkte over i CAS-registeret ved at de skriver i algebrafeltet pa samme mate
som de gjer pa papir. | mer komplekse oppgaver blir bruken av kalkulatormetoden lite

hensiktsmessig, siden elevene foretar seg operasjoner som CAS kan gjgre for dem. Dette
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synliggjares i pafelgende oppgave hvor det tas utgangspunkt i deler av elevenes

fremgangsmate.

Punktene A(2, 1), B(5,0) og C(4, %) er hjerner i trekanten ABC.

a) Finn lengden av AB.

b) Bruk skalarproduktet til & finne vinkelen mellom AB 0g AC.

Oppgave 2

AB := Vektor(A, B)

- (2)

ol

5 |AB
- Vio o

. AC := Vektor(A, C)

® - ac=(3) N

3
7 ABAC = |AB| |AC| cos(x)

NLss: {x= —71.57,x = 7157}

Figur 5.3: Mulig lgsningsforslag for oppgave 2.

Det behov for a tolke outputen, x = —71,57, x = 71,57, frarad 6 figur 5.3. Den negative
vinkelen oppnas ved & gi med klokka, fra AB til AC indikerer vinkelen i fjerde kvadrant.

Motsatt vil x = 71,57 oppn3s ved & gd AC til AB som indikerer vinkelen mellom vektoren i
farste kvadrant. For elevene er det kun aktuelt & benytte den positive lgsningen, da det tas

hayde for den negative lgsningen pa et senere matematikkfag (R2).
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1 =(2,1) X
® A := (2,1) 4 o
2 B:=(50) .
® B := (5,0) e
11

3 © _(4'?) ’
:) 11 [ ]

= (a7)
4 AB:=(5-20-1) 0 2 3 VR A
O . aB:=(@3-1) . .

(a2 B

[ AC (4 2. 1) |
®

— AC := (2, g) )

Figur 5.4: Farste del av lgsning pa oppgave 2. Elevene finner vektorene AB og AC

som et ledd i & finne vinkelen mellom dem.

Figur 5.4 viser hvordan elevene lgfter syntaksen fra papir-registeret over i CAS-registeret. En
vektor som gar fra A(xy, y,) til B(x,,y,) kan skrives som (x, — x;,y, — ;). | figur 5.4, rad
4 0g 5, kan det legges merke til hvordan elevene finner vektor AB og vektor AC. Elevene

bruker algoritmen som gir dem vektoren nar elevene gjgr oppgaven innenfor papir-registeret,

i motsetning til & utnytte artefaktets potensiale som vist i figur 5.3, rad 4 og 6.

Matematisk sett er det vektorer de har funnet, men pa grunn av konvensjoner i GeoGebra blir
AB og AC i figur 5.4 definert som punkter. Punkter i algebrafeltet i GeoGebra star som
horisontale koordinater i utdatafeltet, mens vektorer star vertikalt. Sa fremt man kjenner disse
konvensjonene, kan omdanningen fra algebrafeltet til tegnefeltet avslgre at GeoGebra tolker
AB og AC som punkter. Dette avslgres ved at AB og AC star horisontal i algebrafeltet, i
tillegg til at det er fem punkter i tegnefeltet i figur 5.4. Hvordan CAS responderer pa punktene

AB og AC nar de skal finne vinkelen mellom dem vil jeg gjere rede for senere i resultatdelen.

Kommandoer GeoGebra kan falle inn under det Duval (2017) beskriver som koder.
Kommandoer kan betegnes som koder, fordi en kommando i seg selv bestar av en sekvens av
bokstaver, og sammensetningen av bokstavene representerer i dette tilfellet en idé eller et
matematisk objekt. | kommandoen ligger det ogsa en innebygd algoritme som igjen bestar av
sekvenser av symboler. Dersom kommandoene i GeoGebra fungerer som koder, kan ikke

elevene benytte seg av kodene far de er blir oppmerksomme pa at de eksisterer. Kunnskap om
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vektorkommandoene blir derfor en forutsetning for a kunne benytte CAS-registeret pa en

hensiktsmessig mate i arbeid med vektorer.

Manglende kjennskap til ulike typer vektorkommandoer

Fra kalkulatormetoden skjedde en videre utvikling da elevene begynte & benytte seg av
kommandoene. Fordi elevene valgte én spesifikk variant av kommandoene, krevde det at
kommandoen ble brukt i kombinasjon med kalkulatormetoden. Dette reflekteres i deler av

elevenes arbeid med a lgse falgende oppgave:

Mellom A og B gar det en vei. Fra C skal kommunen lage en ny vei som gir
forbindelse med veien AB. Koordinatene til punktene er gitt ved A = (1, 2),
B = (4,8) og C = (5,4). Alle lengdemal er i kilometer. Hvor ma denne

veien treffe AB for at den skal bli kortest mulig.

Oppgave 3.
1 A:=(L2) -
@ .

- A := (1,2) 8
2 B:=(4,8)
® .- (4,8) \
3 C:=(54) .
@ C := (5.4)
4 f:=Linje(A,B) 5
@ -+ f:y=2x
5 8= NormalLinje(C, f) 41
(@) . 13 3]

Bry=-—5xty

e Skjeering(f, g) 21

ER

5°5 1
7 Input...
5 1 2 3 4 5 6

Figur 5.5: Mulig lgsningsforslag for oppgave 3.



1 A=(12) y
.-—:J 10
- A:=(1,2)
2 B:=(4,8) 8 ®
® — B := (4.8) g
3 C:=(54)
® . ci=(59 ! e
4 Avstand(C, Linje((1.2), (4,8))) 2
= 2.68
; AB:=Vektor(4 - 1,8-2) PR =
[ 3 -2
® = AB = (ﬁ)
g CA:= Vektor(1-5.2-4) -
B =4 -
= = CA:= (_2)

CQ:=CA+ k AB

- cai= (g )

Figur 5.6: Elevene finner vektorene AB og CA som et ledd i & lgse oppgave 3.

Inputirad 5 og 6 i figur 5.6 er en kombinasjon av algoritmer fra papir-registeret
(kalkulatormetoden) og bruk av CAS-kommando. At elevene starter a ta i bruk
vektorkommandoer viser en utvikling knyttet til instrumentaliserings-prosessen, fordi elevene
begynner & benytte seg av muligheter som gjer at input resulterer i faktiske vektorer. Elevene
bruker vektorkommandoen for posisjonsvektor og benytter seg av en algoritme fra papir-
registeret, inni kommandoen. Elevene viser dermed at de kjenner til én av kommandoene som

gir dem vektorer.

Lasningsforslaget i figur 5.5 og elevarbeidet i figur 5.6 skiller seg fra hverandre hovedsakelig
ved valg av lgsningsstrategi. | arbeidet pekte elevene, i tegnefeltet, pa punktet hvor linja fra C
ned pa AB skjeerer AB, og kalte skjaringspunktet for Q. Elevene forsgkte & uttrykke w =
CA + kAB (rad 7, figur 5.6), fer de stoppet opp. Strategien hadde ledet frem ved & benytte
uttrykket for @ I kombinasjon med at @ . AB = 0. Da kunne elevene funnet k 0g deretter
Q. Strategien elevene benyttet i sitt forsgk pa a lgse oppgaven er slik de ville lgst den ved
bruk en fremgangsmate i papir-registeret og er lett gjenkjennelig i Heir et al. (2015, s. 293),
men metoden blir raskt noe kompleks i CAS. Dette indikerer at fremgangsmaten innenfor
papir-registeret ogsa lgftes over i CAS, og at lgsningsstrategi som egner seg i papir-registeret

ikke ngdvendigvis egner seg i CAS-registeret. Registerskifte kan derfor innebeere at elevene
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ma benytte alternative lgsningsstrategier, som igjen innebeerer bruk av andre bruksskjema.

Hvilke fremgangsmetoder elevene bruker ved arbeid med CAS flyter over i andre funn, og det

er vanskelig 4 sette et tydelig skille mellom funnene fordi de henger sammen. Elevenes

fremgangsmetoder far mer oppmerksombhet i funnet endrede rammer for lgysing av oppgaver

pavirker elevenes arbeidsprosess.

Manglende kunnskap om syntaks i CAS

Elevene ma lre & kjenne CAS sin syntaks for a kunne bruke verktgyet pa en hensiktsmessig

mate. Det vil na presenteres et eksempel hvor elevene forsgker a lgse en matematikkoppgave

ved & skrive noe i inndatafeltet som CAS ikke forstar.

C slik at ACL AB.

Vi har gitt punktene A = (4,2) og B = (—2,5). Finn koordinatene til et punkt

Oppgave 4.

1 A=(4.2)
® - A= (4,2)
B:=(-2.5)
- B := (—-2,5)
3 C:=(xy)

- Ci= (xy)

- AB := Vektor(A, B)

S ()

O

3
- AC := Vektor(A, C)

x—4
o AC= (y—2>

ABAC=0
6

1
Los: {x: 2 y+3}

Figur 5.7: Mulig lgsningsforslag pa oppgave 4. Output i rad 6 gir en generell lgsning

pa oppgaven.
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1 A= (4.2)

® A:=(4,2)

2 B:=(-25)

e B := (—2,5)
3 AB := Vektor(A, B)
@

—6

— AB :=(3)
AC-AB =0

4 . (—GAC)_O
3AC

Figur 5.8: Elevenes forsgk pa a lgse oppgave 4.

Figur 5.8 viser at elevene benytter seg av en ugyldig syntaks, og elevene far erfare hvordan
CAS kommuniserer og dens begrensninger i a forsta hva brukeren forsgker a gjere.
Matematisk sett er elevenes fremgangsmate korrekt, men idet elevene bruker koden AC i rad
4 i figur 5.8 oppfatter CAS AC som én variabel.

Syntaks i CAS kan knyttes til koder, pa samme mate som kommandoer, fordi det handler om
sammensetningen og rekkefglgen symbolene skal komme i for at CAS skal forsta hva

brukeren gnsker at det skal utfgre. Siden elevene bestemmer at AB skal representere et

matematisk objekt, i dette tilfellet vektoren mellom punktene A og B, kan definering av AB
betegnes som en kode. Ugyldig syntaks innebzrer blant annet & bruke symboler som ikke har

en mening.

CAS oppfatter AC som én variabel i rad 4 figur 5.8 fordi elevene ikke har bestemt at AC skal
sta for vektoren mellom A og C, noe som ma skje far koden kan AC benyttes. Nar elevene

gjor denne oppgaven i papir-registeret, s& ma de ogsa ha uttrykk for vektorene AB og AC for &

kunne multiplisere dem. Siden CAS har potensiale for a gjgre den algebraiske manipulasjonen

for & lgse ligningen, kan det lettere ga i glemmeboka at CAS ogs& ma vite hva AC er. Dette
eksemplet handler derfor om utfordringer ved registerskifte fordi elevene ma kode de

matematiske objektene som er ngdvendig for a lgse oppgaven i CAS.

Endrede rammer for lgysing av oppgaver pavirker elevenes arbeidsprosess
Nar elevene arbeider i et annet register enn de er vant med innenfor vektorer, ma ogsa elevene
tilpasse arbeidsmetodene til de rammebetingelsene CAS barer med seg. Elevenes

arbeidsprosess pavirkes ved at algebrafeltet ikke alltid tillater en systematisering av den
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matematiske tankeprosessen, altsa fri skriving. Dette er en konsekvens av artefaktets syntaks
og regler. Elevene ma derfor vite ngyaktig hva de skal skrive nar de skriver. I tillegg pavirkes
elevenes arbeidsprosess gjennom feedback fra artefaktet som gjar at elevene praver seg frem

for a fa riktig svar. Disse funnene fremkommer i pafelgende eksempler.

Finn|d| nar u - v = 12 nar |v| = 15, og vinkelen mellom U og V er gitt ved

1
cosZ(U,v) = E\/E

Oppgave 5.

/2

NLes: {u=1.13}

Figur 5.9: Mulig lgsningsforslag for oppgave 5.

M| =

1 12 = u-15-

%-15 = 12

o [
@s: X—S

Figur 5.10: Steg 1 i elevenes forsgk pa & lgse oppgave 5.

1

Elevene vetat i - ¥ = 12 og at || = 15, og i figur 5.10 forsgker de a finne 1 eller || som et
ledd i & lgse oppgaven, og lar i = x eller || = x. Hva x egentlig star for fremkommer ikke
av datamaterialet. Elevene benytter uttrykket 1 - ¥ = 12 og erstatter ¥ med |¥| = 15. Dette

tyder pa at de har regnet som om produktet av lengdene er 12.

4
2 5
Figur 5.11: Steg 2 i elevenes forsgk pa a lgse oppgave 5.

Outputen i figur 5.10, x = % , benyttes videre i figur 5.11. Hvis x = g fra figur 5.10 tolkes

som at x = ||, sa er figur 5.11 et korrekt uttrykk for 1 - ¥.
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Arbeidet presentert i figurene 5.10 og 5.11 viser at elevene sliter med a lgse oppgaven nar de
ikke vet hva de skal skrive i inndatafeltet. Ved sammenligning av arbeidsprosessen i papir- og
CAS-registeret, vil arbeid i papir-registret i starre grad tillate elevene a strukturere sin
matematiske tankeprosess. Eksempelvis ved & arbeide med uttrykket presentert i figur 5.9 i
papir-registeret, har elevene muligheten til a skrive opp definisjonen av skalarproduktet i
forkant av eventuelle operasjoner og beregninger som gjeres. En slik strukturering kan skape
en bevissthet rundt kjente og ukjente starrelser, og har potensiale til en starre bevissthet rundt
hva elevene faktisk finner i figur 5.10. Av to arsaker tilbyr ikke CAS muligheten for
strukturering av tankeprosess. For det fagrste kan ikke artefaktet benytte identisk matematisk
notasjon for definisjonen av skalarproduktet uten feilmelding, altsa kan ikke elevene skrive
inni-v = |u] - |¥] - cos(x®). Itillegg kan algebrafeltet bare benyttes til tilordninger eller a
utfgre et arbeid i form av matematiske operasjoner. A skrive definisjonen av skalarproduktet i
algebrafeltet kan ikke betegnes som tilordning eller arbeid. For & benytte CAS og spesielt
algebrafeltet til lgysing av ligninger ma derfor elevene vite ngyaktig hva de skal skrive inn. Pa
denne bakgrunn vil artefaktet sin struktur og rammer for lgysing av oppgaver pavirke
subjektets arbeidsprosess og hvordan det lgser oppgaver i algebrafeltet. Dette innebzrer krav
til andre kognitive ferdigheter i arbeidsprosessen hos subjektet. Hvordan artefaktet pavirker

subjektet vil kunne knyttes til instrumenteringsprosessen.

Neste eksempel knyttes til at elevene far feil svar nar de bruker ukorrekte og/eller mangelfulle
matematiske uttrykk i inndatafeltet, noe som videre kan knyttes til mangelfull forstaelse av de
matematiske ideene som kreves for a lgse oppgaven. Elevene responderer med a prgve seg
frem for & fa riktig svar. Elevarbeidet som presenteres bygger pa oppgave 2, og har allerede

blitt presentert med Igsningsforslag i figur 5.3. Minner likevel om at oppgaven lyder som

falger.
Punktene A (2,1), B (5,0) og C (4, %) er hjgrner i trekanten ABC.
¢) Finnlengden av AB.
d) Bruk skalarproduktet til & finne vinkelen mellom AB o] AC.”
Oppgave 2
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1 A=(21) . 5]
® A := (2,1)
4_
2 B:=(5.0) ]
® . B.= 50 N
11
s ©7 (4' ?) 2
@
11
- Ci= (4. ?) 14 @
4 |Vektor(A, B)
0 2 A
— /10
5 |Vektor(A, B)| |Vektor(A, C)| cos(x") =0 -1
Las: {x =180 k; + 90}

Figur 5.12: Elevarbeid. Skal finne vinkel mellom AB 0g AC.

Hva elevene henter fra outputen i rad 5 figur 5.12 fremkommer ikke av datamaterialet. Jeg
forstar heller ikke hvordan CAS har produsert outputen, men dette far ikke videre
oppmerksomhet. Elevene forsgker videre a endre uttrykket i rad 5 i figur 5.12. To eksempler

pa hvordan de endret rad 5 presenteres i figur 5.13 og 5.14.

[Vektor(A, B)| [Vektor(A, C)| = cos(x")

10 1
-+ ? Vln—tos(m ?TX)

Figur 5.13: Elevarbeid fortsetter. cos(x°) flyttes over.

[Vektor(A, B} |Vektor(A, C)| = cos(x)

— 130 v 10 = cos(x)

5

Figur 5.14: Elevarbeid fortsetter. Gradetegnet fjernes.

Figurene 5.12-5.14 representerer tre av elevenes flere forsgk pa a lgse oppgaven. Uttrykket i
figur 5.12 rad 5 er mangelfullt, fordi elevene har satt uttrykket lik 0. Uttrykket skal egentlig
veere lik skalarproduktet av AB 0g AC, og elevene bruker derfor ikke all informasjon som er
oppgitt. En av elevene peker pé outputen i rad 5 figur 5.12 og sier: ”Hvis dette er null, sa
betyr jo det at det er 90°. Da md jo cosinus veere pd den andre siden, for den vet vi ikke...”.

Elevene flyttet derfor cos(x®) over pa den andre siden av likhetstegnet som vist i figur 5.13.

Elevene har noe rett i det de sier: ndr AB - AC = 0 er vinkelen mellom vektorene 90°, Jeg
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bruker ikke mer tid pa a forklare hva elevene gjar feil eller hva de kan ha tenkt i forsgk pa a

lgse oppgaven.

Ut fra eksemplene presentert i figur 5.12-5.14 er at det virker som om CAS pavirker elevene
til & prave seg fram og foreta ulike grep i hap om at svaret skal bli riktig. Dersom elevene ikke
er forngyde med outputen som produseres, stimulerer det elevene til & foreta operasjoner som
skal lgse problemet. Det finnes flere eksempler pa andre operasjoner elevene foretok seg for a
lzse denne oppgaven, men eksemplene tilfarer ikke noe nytt til resultatene og jeg valgte
derfor & ikke ta dem med. Alle av elevenes forsgk pa & lgse oppgaven hadde tilfelles at de
gjorde sma grep i hap om at CAS produserte et riktig svar. Grepene gikk ut pa a endre det
matematiske uttrykket som vist i figur 5.13, eller a endre syntaksen i uttrykket. Eksempelvis

ved a fjerne gradetegnet (se figur 5.14).

Neste oppgave viser ogsa hvordan matematiske utfordringer skaper problemer nar elevene
skal benytte seg av CAS. I tillegg viser eksemplet at ved ett tilfelle besitter elevene ngdvendig
matematisk kunnskap for a lgse oppgaven, men at de ikke far uttrykt det i algebrafeltet.

Lasning for fglgende matematikkoppgave er tidligere presentert i figur 5.7.

Vi har gitt punktene A = (4,2) og B = (—2,5). Finn koordinatene til et punkt
Cslik at ACL AB.

Oppgave 4

1 A=(4.2)

b . A := (4,2)

2 B:=(-2.5)

b . B :=(-2,5)

3 (x—4y—2)=(-6.3)
los: {{x=—-2,y=5}}

4 x—4=6
— x—4=056
; Vektor((4.2).(-2,5))
- (3)
3
B y—2=3
Los: {y=>5}
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Figur 5.15: Farste del av elevenes arbeid for a lgse oppgave 4.

For & fa verdiene i inndatafeltet i rad 3 i figur 5.15 har elevene brukt algoritmen for vektor
mellom to punkt. Elevene har funnet (x — 4,y — 2), ved a benytte algoritmen i rad 2 i tabell

5.1, og ved a la punktet A = (4, 2) og trolig ved a tenke pa C som (x, y). Elevene har altsa
funnet AC. P4 samme mate har de funnet og (—6,3) = (=2 — 4,5 — 2), som er lik AB.
Uttrykket i rad 3 betyr da at elevene har satt AC = 4B, som produserer en output som gir at
vektorene er like, altsd at C = B. Dette oppfyller ikke betingelsen AC L AB. For & Igse

oppgaven kan de finne AB 09 AC som de har gjort, men for & fa den generelle lgsningen pa

oppgaven matte elevene ha skrevet (x — 4,y — 2) - (—6,3) = 0, eller et ekvivalent uttrykk.

Videre sier en av elevene: Vi md bruke den x; *x, + y; -y, = 0.”

6 ((4,2)-x)+((-2,5)-y) =0
- (4x—2y,2x+5y)=0

Figur 5.16: Elevarbeid del 2.

Eleven har rett i at algoritmen x, - x, + y; - y, = 0 leder frem dersom AB = (x1,y1) 09

AC = (x2,v,), men algoritmen som beskrives med ord kan ikke gjenkjennes i elevenes arbeid
i figur 5.16. Elevenes utsagn tyder derfor pa at de tenker riktig, men at de ikke far uttrykt
disse tankene i CAS.

Igjen synliggjer eksemplet fra figur 5.16 elevenes utfordringer med tanke pa arbeidsprosess.
CAS sin oppbygging og struktur tillater ikke elevene & “kladde” eller strukturere hvordan de
skal lgse matematikkoppgaver pa samme mate som nar elevene gjer oppgaven pa papir. Pa
denne maten tvinges elever som jobber i CAS & hoppe over kladden som muliggjer en
systematisering av hvilke matematiske objekter de har oppgitt, funnet og hvilke operasjoner
som ma gjeres med de matematiske objektene for a lgse oppgaven. Det blir da et starre hinder
a formulere seg riktig i inndatafeltet. Dette reflekteres ogsa i figur 5.16 hvor de tenker riktig,
men uttrykker seg pa en mate som ikke samsvarer med utsagnet. Sa igjen har det med en
overgang fra papir-registeret til CAS-registeret a gjgre. Elevene far ikke overfart det de tenker

i papir-registeret (x; - x, + y; - v, = 0) til CAS-registeret. Ut fra outputen kan ogsa elevene
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se at svaret ikke er korrekt, men artefaktet gir ikke indikasjoner pa hvor problemet ligger. Pa

denne maten vil artefaktets struktur pavirke subjektet i arbeidsprosessen med a lgse oppgaven.

Oppsummering

Uten grunnleggende kunnskap om syntaks kan ikke brukeren kommunisere med CAS, og
uten kunnskap om kommandoene blir det mer hensiktsmessig a arbeide i papir-registeret.
Dette betyr at elevene ma utvikle bruksskjema i tilknytning til CAS. Utvikling av elevenes
bruksskjema kommer til syne ved at syntaksen fra papir-registeret lgftes over i CAS-
registeret, og at de begynner a ta i bruk vektorkommandoer. Elevenes utfordringer knyttet til
registerskifte papekes av én av elevene i intervjuet som sier: ”Du vet ikke helt om det du
skriver er riktig med tanke pd hva CAS onsker at du skal skrive inn...”" Eleven papeker at selv
om de kjenner til hvordan de skal lgse oppgavene med penn og papir, er de usikre pa hvordan
dette fungerer i CAS. Innfgring av bruken av artefaktet innenfor vektorer blir utfordrende for
elevene, fordi de fremdeles er i prosessen med a kjenne til de kodene som er ngdvendig for &

foreta registerskifte pa en god mate.

Eksemplene presentert i figur 5.10-5.14 viser at matematiske utfordringer skaper
inngangsproblemer i bruken av CAS da de ikke vet ngyaktig hva de skal skrive inn i
inndatafeltet. Elever trekker selv frem matematiske utfordringer som én av arsakene til at det
er vanskelig & benytte seg av CAS: “Jeg tror at hvis vi hadde kunnet matematikken bedre sd
hadde det veert lettere & bruke CAS. Nar du er litt usikker pa matematikken, og ganske usikker
pa CAS s... hvordan skal du gjore det da?”’. Grunnleggende matematisk kunnskap innenfor
de ulike emnene er altsa en forutsetning for at elevene skal kunne lgse de spesifikke

oppgavene ved bruk av artefaktet.

Matematisk usikkerhet farer til at elevene prgver seg frem i hap om a fa riktig svar. Samtidig,
nar elevene har tilstrekkelig matematisk kunnskap, vil rammebetingelsene i CAS i disse
tilfellene begrense en fri tankeprosess for systematisering av kjente, ukjente og lgysing av
oppgaven. CAS pavirker derfor elevenes arbeidsprosess, og lgysing av matematikkoppgaver i
CAS ma koordineres pa en annen mate enn i papir-registeret. Dette er kanskje det viktigste

funnet i denne masteroppgaven, og i oppgavens kapittel 6.4 vil funnet fa mer oppmerksomhet.
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5.2.2 Svakheter ved artefaktet

CAS har vist seg a ha noen svakheter som pavirker elevene i deres benyttelse av artefaktet.
Funnene deles i tre: (1) Innebygde bugs gjer at CAS foretar seg noen operasjoner som krever
at brukeren ma foreta nye mot-operasjoner for a fa en output i et gnskelig format. (2) CAS
fremstar som inkonsekvent ved representasjoner og transformasjoner. (3) CAS er
inkonsekvent pa grunn av tilfeldige bugs. Grunnet pavirkningen dette har pa elevene, som
fremkommer i intervjuene, kan dette funnet potensielt identifiseres som det starste hinderet pa
veien til instrumentell skapelse fordi artefaktets atferd pavirker motivasjonen for & benytte
CAS.

Innebygde bugs i CAS krever mot-operasjoner

Ved ett tilfelle foretok CAS seg operasjoner hvor brukeren av artefaktet ma respondere med
det som kan betegnes som merkelige mot-operasjoner for a fa output pa et gnskelig format.
Eksemplet som benyttes er hentet fra Per sin undervisning. Per har til hensikt & vise elevene
en av utfordringene de kan mgte pa nar de skal finne vinkelen mellom to vektorer pa CAS.
Folgende eksempel er derfor hentet fra CAS-undervisningen, og figur 5.17-5.20 beskriver Per

sin lgsning pa oppgaven. Oppgaven lyder som falger:

For to vektorer 1 og ¥ har vi at |u| = 3, || =4 og u - v = 8. Finn (4, ¥)

Oppgave 5.

8 =34 cos(x)
2

W™ ™

. {x _ 360 ky ™ — 180 cos™(3) x — 360ki ™ +180 cns-l[g}}
Figur 5.17: Steg 1. Eksakt Igsning for vinkelen mellom to vektorer.
Videre trykker Per pa ”x~” for a fa en numerisk verdi for vinkelen som vist i figur 5.18.

2 8=23-4 cos(x")
NLes: {x=1128.19}

Figur 5.18: Steg 2. Numerisk lgsning for én vinkel mellom to vektorer.
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CAS gir ikke automatisk ut en vinkel i farste kvadrant. For & komme rundt dette problemet
viser Per frem et triks som gir vinkelen i farste kvadrant. Dersom man skriver ,1” bak

uttrykket i inndatafeltet gir CAS en output som beskrevet i figur 5.109.

2 B8=23-4 cos(x)1
NLes: {{100,100,1,87.0,} =7}
Figur 5.19: Steg 3. Skriver ”,1”, med output som indikert.

Deretter tar man bort ”,1”” og far et svar i forste og fjerde kvadrant.

2 B8 =34 cos(x)
NLos: {x = —48.19,x = 48.19}

Figur 5.20: Lasning for vinkel i fgrste og fjerde kvadrant.

Ved & behandle det matematiske uttrykket i inndatafeltet i figur 5.17 i papir-registeret far man
cos(x) = %og videre at x = cos™! G) forutsatt at x er gitt i radianer. Dette er et svar elevene
i starre grad er vant med, men i tillegg kan man legge til 360° til vinkelen k antall ganger.

Dette er ekvivalent med x = cos™! G) + 2k, m. Utdatafeltet i samme figur indikerer at

uttrykket x = cos™? G) + 2k, er multiplisert med % fordi vinkelen skulle gis i grader.

Elevene som ble intervjuet i etterkant av datainnsamlingen fikk fremlagt figur 5.17 med
hensikt i a finne ut om elevene forstod svaret, eller deler av svaret. Elevene fikk litt
betenkningstid og lov til & prate sammen, men ingen av gruppene kom med forslag til hva

deler av svaret betydde.

| figur 5.18 har Per benyttet ”x~" for & f4 en numerisk tilnermet verdi for vinkelen, og en
output pa x = 1128,19. | dette tilfellet gjer CAS noe som det kan stilles spgrsmalstegn til.
For & fa x = 1128,19 har CAS brukt k; = 3, men det er ukjent hvorfor den spesifikke
verdien er valgt til fordel for andre verdier. Per viste hvordan elevene kommer rundt denne
problematikken og introduserte ”,1”-trikset som vist i figur 5.19. Hvorfor trikset fungerer er
vanskelig a si noe om uten a kunne studere algoritmen CAS benytter. Outputen, som et
resultat av trikset i figur 5.19, vises ferst som {{100,100, 1,87, 0} =? } som jeg ikke kan

forklare. Videre fjernet Per ”,1” fra inndatafeltet, og det resulterte i to vinkler. Hva som er
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arsaken til det CAS foretar seg, hvorfor ki=3 og hvorfor »1”-trikset fungerer kan jeg ikke

forklare.

Elevene som ble intervjuet ble ogsa vist dette eksemplet for & fa innsyn i hvordan lzring av
slike triks pavirker dem. Elevene ble blant annet spurt om de ble nysgjerrige pa hvorfor CAS-
trikset fungerer. En elev uttalte: ”Det er ikke alltid det er s& viktig for meg & vite hvorfor ting
skjer, ofte har jeg nok med & vite hvordan jeg skal gjgre det for & komme frem til riktig
svar...”. En annen elev sa: Vi prgver jo a tenke litt pa hvorfor CAS gjgr sann og prave a
finne ut om vi har skrevet noe feil, eller om CAS ikke vil regne ut det du prever a finne ut...”.
Siste utsagn refererte til at eleven trodde at han har gjort noe feil nar han ma skrive “ulogiske

ting” i algebrafeltet.

Inkonsekvens ved representasjoner og transformasjoner i CAS

Videre presenteres et eksempel hvor CAS foretar seg operasjoner som viser at artefaktet er
inkonsekvent i representasjoner og i transformasjoner. Fglgende matematikkoppgave bygger
videre pa et eksempel presentert i kapittel 5.2.1 med lgsningsforslag i figur 5.3. Minner om at

oppgaven lyder som falger:

Punktene A (2,1), B (5,0) og C (4, %) er hjgrner i trekanten ABC.

e) Finn lengden av AB.

f) Bruk skalarproduktet til & finne vinkelen mellom AB 0g AC.”

Oppgave 2.
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1 A=(2,1) X
®
- A:= (2,1 4
(2,1) o
2 = (5,0)
3
® - B := (5,0) ®
_ (s 1 2
s ©7 (4' 3)
®
11 ]
- c=(+3)
4 AB:=(5-20-1) 0 2 3 VR {
® _
— AB := (3,-1) » ®
11
AC:=(4—2 —_ 1)
e .
®
8
- AC := (2, 5) R
6 ABAC = |AB| |AC| cos(a”)
_4_
NLes: {a= —T71.57,a=T71.57}

Figur 5.21: Elevene finner vinkelen mellom to vektorer.

Siden lgsningsforslaget for oppgaven er presentert tidligere tas det utgangspunkt i elevenes
besvarelse. Ved & se pa rad 4 og 5 og tegnefeltet i figur 5.21 kan det observeres at CAS har
definert AB og AC som punkter. En slik observasjon forutsetter kunnskap om syntaksen i
CAS. Pa bakgrunn av at CAS har definert AB og AC som punkter, skal det ikke vaere mulig a
fa outputen i rad 6 i figur 5.21. Lengden av et punkt er lik null, og det er ikke mulig &

multiplisere to punkt. Altsd ma CAS tolke dem som vektorer.

Eksemplet viser at CAS er inkonsekvent pa to forskjellige mater. For det farste har CAS
definert AB og AC definert som punkter, men likevel behandler CAS punktene som vektorer.
Arsaken til dette er vanskelig & forklare uten & f& tilgang til algoritmen, men det kan skyldes
en feil i programvaren. For det andre kreves det ikke at elevene benytter seg av ”,1” —trikset
for & fa en vinkel i farste kvadrant, i motsetning til eksemplet presentert i figur 5.17-5.20.

Pa tross av inkonsekvens fra CAS endte elevene endte opp med riktig svar. Da elevene fant ut
at svaret var riktig snudde de seg mot kamera og viste tommel opp samtidig som de smilte.
Elevene la tilsynelatende ikke merke til de motsigende operasjonene CAS foretok, og
inkonsekvensen i eksemplet er ganske god gjemt. Pa papir kan godt (3, —1) bety en vektor.
Det problematisk at CAS ikke alltid gir en feilmelding om gyldigheten av input fordi det kan

bidra til misoppfatninger med tanke pa bruken av artefaktet.
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Inkonsekvens pa grunn av tilfeldige bugs

Ifalge elevene som ble intervjuet, er det ikke uvanlig at CAS ikke responderer eller gjer feil
nar det brukes til bade enkle og mer komplekse operasjoner. Elevene har ogsa leert hva de skal
gjere nar dette skjer. De to pafalgende eksemplene viser hvordan dette vil se ut. Farste
eksempel trenger ikke knyttes til en oppgave fordi det viser at CAS ikke responderer nar

brukeren gir beskjed om & gjennomfare enkle operasjoner.

1 x-15 = 12

Figur 5.22: CAS lgser ikke enkel ligning.

Figur 5.22 viser hva som skjer da elevene benytter seg av funksjonen ”x=" for & produsere en
output. Figuren viser at CAS ikke gir en output eller noen form for feilmelding da elevene
forsgker a lgse ligningen i CAS. Arbeidsarket som ble benyttet var ikke skrevet i tidligere da
elevene hadde apnet en ny fil for oppgaven. Elevene forklarer selv hvorfor de ma bruke et
nytt ark nar de starter pa en ny oppgave: ... For eksempel sa ma du ha ny fil nar du skal gjere
ny oppgave fordi CAS husker noe av det du har gjort tidligere”. | dette tilfellet var arket
elevene benyttet ikke skrevet i fra far, og det er uvisst hvorfor CAS ikke utfarer de

behandlingene det far beskjed om a utfare. Elevene apnet deretter et nyttarbeidsark, skrev inn

uttrykket pa nytt, og CAS produserte en output, x = %-

Pa tross av at CAS er inkonsekvent pa hva det velger a lgse og ikke, viser eksemplet at
elevene tilpasser seg artefaktet ved & foreta handlinger som artefaktet lystrer. De vet at CAS
skal klare & lgse oppgaven og identifiserer hva de ma gjere for a klare a lgse oppgaven. Noe

som inngar i utviklingen av elevenes bruksskjema.

Neste eksempel som introduseres viser noe av det samme. De pafglgende figurene som
presenteres reflekterer den andre elevgruppa sitt arbeid med a lgse en oppgave som ble
presentert i kapittel 5.2.1 med lgsningsforslag i figur 5.1. Minner om at oppgaven lyder som

falger.
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Bruk CAS til & bestemme verdien av k slik at vektorene blir ortogonale.

a) [2,5] og [k, 2] b) [-1,k]og[3,3]

c) [k, k—4]og][1,3] d) [k—1,3] og [k, —2]
Oppgave 1.

(2-k)+(5-2)=10

Figur 5.23: CAS lgser ikke ligning med k som ukjent.
Elevene bruker ”x="for & fa en output, men CAS reagerer ikke og gir heller ikke en
feilmelding. Den ene eleven sier: “den vil ikke at vi skal bruke x er lik”. Responsen til
elevene er & bytte ut variabelen k med x i inndatafeltet, men CAS reponerer pa samme mate.

Den andre eleven sier: "har vi adelagt ruta? Ta d prov b-oppgaven i en annen rute”. Elevene

bytter ut k med x, og bruker ”x="-funksjonen i menylinja.

(x-1)+((x—4)-3) =0
Los: {x =3}

Figur 5.24: CAS lgser ligning med x som ukjent.

Elevene sjekker fasit og det er riktig. Elevene starter pa neste deloppgave.
((k—1)-k)+(3- ~2)=0
Figur 5.25: Elevene skal lgse ligning med k som ukjent.
Den ene eleven sier: "du ma huske og bruke x da”.
(x—1)-x)+(3- -2) =0
los: {x= —2,x=3}

Figur 5.26: Elevene bytter ut k med x fgr de lgser ligningen.

Arsaken til at CAS ikke ville regne ut uttrykket i figur 5.23 er antageligvis en bug. Problemet
gjer seq ikke alltid gjeldende fordi CAS skal kunne behandle uttrykket uavhengig av hvilken
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variabel som benyttes. Dette bekreftes i elevenes arbeid presentert i figur 5.2 hvor CAS lgste
identiske ligninger med hensyn pa k. Elevene papeker ogsa selv at det er noe galt med raden
de jobber i.

Elevene viser at de vet at CAS har potensiale til 3 lgse ligningen og tar derfor ngdvendige
grep, som for eksempel & bytte rute, for at CAS skal lgse ligningen. Elevenes teknikker og
utsagn i elevarbeidet indikerer at de er pa vei til a beherske artefaktet i tilfeller hvor de vet at
CAS skal klare a lgse ligningen. Samtidig bytter elevene ut variabelen k til med x (se figur
5.24 og 5.26). Variabelskiftet kan bety én av to ting. Enten sa tilpasser elevene seg artefaktet
fordi de ser at CAS ikke lgser uttrykket med hensyn pa k, eller sa har de en oppfatning av at
CAS ikke kan lgse ligning med k som variabel. Fgrstnevnte viser en utvikling av bruksskjema
fordi de er pa vei til & beherske artefaktet, og artefaktet virker tilbake pa subjektet
(instrumenteringsprosess). Sistnevnte viser et potensiale for utvikling av bruksskjema, og at

instrumentaliseringsprosessen fremdeles pagar.

Elevene oppsummerer i intervjuet hvordan det pavirker dem i tilfeller hvor verktayet foretar
seg uventede handlinger. To av elevene forklarer at det er arsaken til at de pleier & hoppe over
oppgaver som krever bruk av CAS. Alle fire elevene som deltok i elevarbeidet var tydelige pa
at de ikke likte & benytte seg av verktgyet som en konsekvens av at artefaktet ikke er palitelig.
Elevene uttalte blant annet: “Ofte vet jeg ikke helt hva som skjer, men det kan jo hende at jeg
ikke er flink nok pa CAS... nar det blir sann sa gjer det at det blir lite motiverende & holde pa
med...” Den andre eleven utfyller: ”Man blir litt irritert egentlig, for det er smating som du
ikke helt forstar. F.eks. s& ma du ha ny fil nar du skal gjgre ny oppgave fordi CAS husker noe
av det du har gjort tidligere”. En tredje elev sa: ”jeg far ikke sa lyst til & bruke CAS nar det
ikke gjar det jeg har lyst til at det skal gjgre”. Tar man elevene bokstavelig i sine beskrivelser
kan det tolkes som at programvarens tilfeldige atferd gjor at elevene ikke gnsker a benytte seg

av det.

Oppsummering
I instrumentell skapelse er det en fordel om artefaktet responderer pa en mate som er i trad
med elevenes handlinger. Nar CAS ikke utfgrer de operasjonene det far beskjed om, eller gjer

noe annet enn det far beskjed om a gjere, mister elevene motivasjonen for a bruke artefaktet.
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Artefaktets pavirkning pa subjektet blir negativ. Det samme gjelder dersom bruken av CAS

krever ekstra operasjoner for a svaret som etterspgrres i oppgaven.

Til tross for at artefaktet ikke er konsekvent, viser resultatene at elevene utvikler bruksskjema
for & handtere tilfeller hvor artefaktet, grunnet tilfeldigheter, ikke utfgrer de operasjonene det

far beskjed om a gjare.

5.3 Elevenes utvikling av instrumentell skapelse

For & beskrive utviklingen av elevenes bruk av artefaktet i forbindelse med matematikk tar jeg
utgangspunkt i instrumentaliserings- og instrumentaliseringsprosessen. Dette kapitlet deles
inn i to deler (1) Hindre for skapelsesprosessen er aktive komponenter i instrumentaliserings-

og instrumenteringsprosessen. (2) Utvikling identifiseres nar elevene kommer over hindre.

5.3.1 Hindre for skapelsesprosessen er aktive komponenter i instrumentaliserings- og
instrumenteringsprosessen

Eksemplene som identifiserer hindre pa veien til instrumentell skapelse, i oppgavens kapittel

5.2, reflekterte noen tilfeller hvor instrumentalisering- og instrumenteringsprosessen var

aktive. Hindrene oppsummeres og presiseres derfor i lys av instrumentalisering- og

instrumenteringsprosessen med hensikt pa a beskrive elevenes utvikling i bruk av artefaktet

ved arbeid med matematikk.

Instrumentaliseringsprosessen er knyttet til artefaktet og kjennetegnes som nevnt ved at
subjektet blir kjent med artefaktets muligheter, begrensninger og oppbygging. Elevene
kjenner til elementeer bruk og artefaktets oppbygging da de har brukt CAS i mer enn tre
semester. Instrumentaliseringsprosessen og elevenes utvikling baserer seg derfor farst og
fremst pa artefaktets muligheter og begrensninger ved arbeid med vektorer. Utfordringene
elevene mette i elevarbeidet i oppgavens kapittel 5.2 synliggjer at elevene ble kjent med
artefaktet i tilknytning til vektorer.

Funnene manglende bruk av kommandoer i CAS, manglende kjennskap til de ulike
vektorkommandoene og manglende kunnskap om syntaks knyttes til instrumentaliserings-
prosessen. Elevene innledet arbeidet med a lgfte en matematisk notasjon fra papir-registret

direkte over i CAS, og viste hvordan de kunne benytte verktayet til ligningslgsning (se
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eksempelvis figur 5.2). For det farste synliggjer elevenes metoder en utvikling fordi de
benyttet CAS innenfor et nytt matematisk emne. For det andre viste elevene at de kjente til at
CAS kan benyttes for & lgse ligninger, noe som viste at elevene pa forhand hadde utviklet
bruksskjema knyttet til ligningslgsning. Videre utviklet elevenes metode seg til en
kombinasjon av bruk av kommando og bruk av algoritmer inni kommandoen (se figur 5.6).
Da elevene tok i bruk én av vektorkommandoene CAS tilbyr ble
instrumentaliseringsprosessen synliggjort gjennom at de benytter noen av mulighetene CAS
tilbyr. Da identifiseres ogsa et utviklet bruksskjema knyttet til bruk av vektorkommandoer.
Figur 5.8 reflekterte at elevene erfarte noen av CAS sine begrensninger da de brukte en
ulovlig syntaks. Viktigheten av a lzere hvordan subjektet kan kommunisere med CAS og

inngar i elementar bruk av artefaktet og instrumentaliseringsprosessen.

Gjennom det fjerde funnet i oppgavens kapittel 5.1 fremgar det at CAS medfarer at endrede
rammer for lgysing av oppgaver pavirker elevenes arbeidsprosess. Dette funnet knytter seg
sterkest til instrumenteringsprosessen fordi det handler om at artefaktet pavirker elevene med
tanke pa hvordan de begar seg ved lgysing av matematikkoppgaver i CAS. For det farste
gjenspeiles dette i at output fra artefaktet stimulerer til at elevene pragver seg frem. For det
andre vil artefaktet sin syntaks og regler ha betydning for hvordan elevene kan uttrykke seg,
det begrenser mulighetene for systematisering av kjente, ukjente og lgysing av oppgaven.
Hvordan systematiseringen foregar i artefaktet vil derfor forme subjektet med tanke pa
hvordan de forsgker a lgse oppgaven. Instrumenteringsprosessen kan videre innebare

utvikling av nye bruksskjema fordi elevene far erfare hva som fungerer og ikke.

Funnet, svakheter ved artefaktet, kan knyttes til bade instrumentaliserings- og
instrumenteringsprosessen. Nar det oppstar tilfeldige bugs (se eksempelvis figur 5.22) kreves
det av elevene at de vet hva de ma gjere nar artefaktet ikke oppfarer seg som det skal. Det
kreves ogsa at elevene kjenner til operasjonene som er ngdvendige for a fa en gnsket output
(figur 5.19). De to eksemplene handler om a bli kjent med begrensningene i CAS og a utvikle
bruksskjema for & handtere dem. Samtidig handler det om 4 identifisere at artefaktet skal klare
a utfgre de operasjonene som det far beskjed om. Artefaktet pavirker derfor subjektet til &
veere kritisk til en output som produseres, og videre pavirkning skjer nar elevene tilpasser seg
artefaktet (se eksempel 5.23-5.26). En mer uheldig pavirkning pa subjektet ved tilfeldige bugs
forklares av elevene: “jeg far ikke sd lyst til a bruke CAS nar det ikke gjor det jeg har lyst til

at det skal gjare”.
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5.3.2 Utvikling identifiseres nar elevene kommer over hindre

I denne delen av oppgaven vil det presenteres ett lengre eksempel som synliggjer elevenes
utvikling i bruk av artefaktet. Det finnes flere eksempler som kan stgtte opp om den
identifiserte utviklingen, men det valgte eksemplet far frem de fenomenene jeg har grunnlag
for & si noe om. Eksemplet viser noen av utfordringene presentert i oppgavens kapittel 5.2.1
som elevene tar grep om og lgser. Hindrene som kommes over vil knyttes til
instrumentaliserings- og instrumenteringsprosessen. Matematikkoppgaven som eksemplet
baserer seg pa var den siste oppgaven elevgruppen gjorde i datainnsamlingen, og

lasningsforslag for oppgaven ble presentert i figur 5.5.

Mellom A og B gar det en vei. Fra C skal kommunen lage en ny vei som gir
forbindelse med veien AB. Koordinatene til punktene er gitt ved A = (1, 2),
B = (4,8) og C = (5,4). Alle lengdemal er i kilometer. Hvor ma denne

veien treffe AB for at den skal bli kortest mulig.

Oppgave 3.
A:=(12 B
J A=0 - ] .
- A:=(1,2)
2 B:=(4,8) -
® - B := (4,8)
3 C:=(5.4) ®
@ - C:= (5,4) 51
4 NormalLinje(C, AB) c
- 7 4 [ ]
5
3_
A
2 L]
4/4 m 2 s 4 0 p 2 3 4 5

Figur 5.27: Farste del av elevarbeid. Definerer punktene A, B, C og bruker

kommandoen NormalLinje som indikert i rad 4.

| figur 5.27 rad 4 benytter elevene seg av kommandoen NormalLinje(< Punkt >,
< Linje >), en kommando som elevene har leert i forbindelse med et tidligere emne.

Outputen i rad 4, ”?”, indikerer at kommandoen ikke er mulig. En elev uttaler: "Ja, den vet
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ikke at AB er ei linje”. Elevenes respons er a trykke seg over i tegnefeltet og benytte

menyfunksjoner for a tegne et linjestykke mellom to punkt (se figur 5.28).

oA REINICISIPANIEIR Q
1 A:=(L2) . 5

B
® . a=q2

2 B.=(48) ,
e B := (4,8)

3 C:=(54)

O . ci=9
NormalLinje(C, AB)
- 7 4 []

S

o 1 2 3 4 5 |
Figur 5.28: Andre del av elevarbeid. Tegner linjestykke mellom A og B, og benytter

kommando som indikert i rad 4.

Etter 4 ha tegnet linjestykket mellom A og B, AB, forsgker elevene pa nytt a benytte seg av
kommandoen, NormalLinje(< Punkt >, < Linjestykke >), indikert i figur 5.28, rad 4,

med samme output fra CAS. Den ene eleven sier: ”Tror han ikke na at dette er en da? .

Elevene erfarer og kommuniserer at de ma definere AB for a kunne benytte AB i
kommandoen i rad 4 figur 5.27. Dette viser blant annet at elevene blir kjent med, og ser,
begrensningene i CAS (instrumentaliseringsprosess). Elevene identifiserer med andre ord en
syntaksfeil fordi de bruker koden AB som de enda ikke har definert. Sett i lys av hindret
manglende kunnskap om syntaks i CAS som ble presentert i oppgavens kapittel 5.2.1, viser
elevene na en utvikling av instrumentell skapelse. Utviklingen gjenspeiles i at elevene pa
egenhand identifiserer og verbaliserer at de ikke har fulgt syntaks, og gjer tiltak for & prave a

lzse problemet.
Figur 5.28 viser at elevene forsgker & lgse syntaks-problemet. Elevene tegner AB, og forsgker
deretter & bruke kommandoen i rad 4. Kommandoen er heller ikke na mulig. Elevens

péafelgende utsagn: “tror han ikke na at dette er en da?”, kan tolkes som at eleven mente at
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han na hadde definert AB, og at kommandoen burde fungert. CAS sin respons og hvordan
elevene videre lgser problemet tyder pa at elevene erfarer at algebrafeltet ikke kan hente
objekter fra tegnefeltet som er en av begrensningene i CAS (instrumentaliseringsprosess). Til
tross for at operasjonen, & tegne AB, ikke muliggjorde bruken av kommandoen,
NormallLinje(< Punkt >, < Linjestykke >), tyder operasjonen pa at elevene forsgker a
tilpasse seg artefaktets rammer. Instrumenteringsprosessen synlig fordi responsen fra

artefaktet far elevene til a forsgke a finne en alternativ fremgangsmate.

Elevenes videre arbeid fortsetter i de pafelgende figurer, hvor de bygger videre pa allerede
eksisterende rader i figur 5.28. Nar CAS ikke tar inn AB fra tegnefeltet, responderer elevene
med & bruke kommandoen Linje(< Punkt >,< Punkt >) irad 5 figur 5.29. Etter a ha fatt
output y = 2x for linja, viser figur 5.30 at elevene benytter de kommandoen NormalLinje(<

Punkt >,< Linje >) irad 4 ved a representere linja med y.

5 Linje(A, B)
— y=2x
Figur 5.29: Tredje del av elevarbeid. Elevene bruker kommandoen for linje mellom

punktene to punkt.

4 NormalLinje(C,y)

-+ x=25
5 Linje(A.B)
- y=2x

Figur 5.30: Fjerde del av elevarbeid. Elevene benytter y fra rad 5 inn i kommandoen i
rad 4.

Figur 5.30 viser at elevene bruker uttrykket for y fra rad 5 inn i kommandoen for normallinja i
rad 4. Ved arbeid i papirregisteret er det naturlig a bruke y fordi CAS har funnet at y = 2x for
linja gjennom A og B. Siden elevene ikke har definert y til a veere 2x vil ikke CAS ta inn
uttrykket for linja. Dette kan derfor knyttes til et mislykket registerskifte. Samtidig gir CAS
en output x = 5. Hva CAS foretar seg er vanskelig & si med sikkerhet. En mulighet er at
artefaktet behandler y som linja y = 0x + 0 og far en normallinje i x = 5. Utover dette er det

vanskelig a tolke outputen ytterligere. Det kan papekes at kommandoen i rad 4 hadde
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produsert den gnskede outputen dersom elevene hadde brukt kommandoen
NormalLinje(C, Linje(A, B)). Denne kommandoen, NormalLinje(< Punkt >, <

Linje >), tillater & bruke kommandoen, Linje(< Punkt >, < Punkt >), inni kommandoen

for normallinja.

| oppgavens kapittel 5.2.1 ble en av hindrene presentert som endrede rammer for lgysing av
oppgaver pavirker elevenes arbeidsprosess. Funnet viste blant annet at det var vanskelig for
elevene a tilpasse seg et nytt register som falge av rammefaktorene CAS barer med seg, og
elevene hadde vansker for a uttrykke ideene korrekt. Elevenes utvikling gjenspeiles na i at de
uttrykker de matematiske ideene korrekt i CAS, og at grepene elevene foretar seg handler om
a uttrykke ideene med en syntaks som gjgr at de kan brukes i nye ideer og kommandoer. |
tillegg kan det legges merke til at elevene faktisk benytter kommandoer, som ogsa gjar
arbeidet med a identifisere og korrigere syntaksfeil lettere. Hinderet manglende bruk av
kommandoer i CAS, er ikke lenger synlig i elevenes arbeid. Utviklingen sett i lys av
instrumentell skapelse viser seg i at elevene na tar grep for a tilpasse seg artefaktets

rammebetingelser, og at elevene faktisk benytter seg av kommandoer.

Elevene visket vekk alle radene med unntak av de tre farste radene i figur 5.28, og begynte pa
nytt. | figur 5.31 har elevene definert AB irad 4, og i rad 5 og 6 benyttet henholdsvis
kommandoene Linje(< Punkt >, < Punkt >) og NormalLinje(< punkt >, < vektor >).
Uttrykkene i rad 5 og 6 stod farst uten tilordning, men da elevene i rad 7 skulle bruke
kommandoen “Skjaering < funksjon >,< funksjon >)” fant elevene at de matte definere

uttrykkene i rad 5 og 6 far kommandoen kunne benyttes.
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1 A=(12) .
L A:= (1,2)

2 B:=(48) o

L B := (4,8)

3 C:=(54) B
[

B_
- C:= (5,4) \

AB := Vektor(A, B)
D (3
AB =
- 6
5 f:=Linje(A,B)
— f:y=2x A
g := NormalLinje(C, AB)

5] 1 13
— g:y=—2x+ 2

2 2 3 6
Skjaering(f, g)

(2

Figur 5.31: Femte del av elevarbeid. Bruker kommandoene som indikert fra rad 4-7.

Utvikling i elevenes bruk av artefaktet gjenspeiles blant annet i at elevene tar i bruk
hensiktsmessige og riktige kommandoer for & lgse oppgaven. Hindre for instrumentell
skapelse som tidligere ble presentert; manglende bruk av kommandoer i CAS, og manglende

kjennskap til de ulike typer vektorkommandoer er ikke synlig i elevenes arbeid i figur 5.31.

Igjen kan det observeres at elevene tilpasser seg artefaktet og dets rammebetingelser. Elevene

fjernet det som laget problemer for dem og bygde opp oppgaven pa en alternativ mate.

Tilpasningen reflekteres i figur 5.31 hvor de definerte AB for & kunne benytte vektoren videre
i kommandoen NormalLinje(< Punkt >,< Vektor >) irad 6. Elevene fant pa denne
maten at problemet kunne lgses ved & bruke en alternativ kommando for normallinje,
normallinje mellom punkt og vektor, i stedet for kommandoen NormalLinje(< Punkt >, <
Linje >). Kommandoen NormalLinje(< Punkt >, < Vektor >), er like fornuftig a bruke
som kommandoen NormalLinje(< Punkt >, < Linje >), men kommandoene forutsetter

bruken av ulike matematiske objekter: enten vektor eller linje. Bruken av kommandoen

NormalLinje(< Punkt >, < Vektor >) krevde at elevene farst definerte AB.
Fremgangsmetoden lgste elevenes problemer som ble knyttet til registerskifte, og er et
eksempel pa hvordan bruken av CAS former elevenes fremgangsmetode
(instrumenteringsprosess). | etterkant av & bruke kommandoene i rad 5 og 6, definerte elevene

uttrykkene til & vaere henholdsvis f og g for a kunne benytte dem i kommandoen i rad 7.
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Videre viste elevene at de kjente til CAS sin syntaks, som igjen kan knyttes til bade

instrumentalisering- og instrumenteringsprosessen.

Elevenes strategier ble kontinuerlig formet etter de rammebetingelsene CAS beaerer med seg.
Endrede rammer for oppgavelgsning pavirker elevenes arbeidsprosess, som tidligere var et
hinder, fungerer na som en ressurs for instrumentell skapelse fordi elevene tar grep for a
tilpasse seg artefaktets rammer for oppgavelgsning. Arbeidsprosessen og hendelsesforlgpet i
det lengre elevarbeidet kan beskrives som en syklus av operasjon-respons-operasjon som
knyttes til instrumentalisering- og instrumenteringsprosessen. Tabell 5.3 viser en
oppsummering av det lengre eksemplet, og viser hvordan elevenes operasjoner farer til en
respons fra CAS, og deretter svarer elevene pa responsen ved a utfgre nye operasjoner. Som
tabellen viser forsgker elevene kontinuerlig a gjennomfgre operasjoner. Nar operasjonene
ikke er gyldige innenfor CAS-registeret som konsekvens av syntaksfeil eller bruken av
kommandoer, produseres det en respons fra CAS. Responsen gjar at elevene svarer med a
utfare én eller flere operasjoner slik at operasjonen de i utgangspunktet gnsket a utfare,
fungerer. Nar elevene erfarer hva som fungerer og ikke, vil det innebere at de larer a kjenne
artefaktets muligheter og begrensninger (instrumentaliseringsprosess), som videre vil forme

elevenes fremgangsmate for a lgse matematikkoppgaven i CAS (instrumenteringsprosessen).

Tabell 5.3. Elevenes svar og operasjon til responser i CAS.

Operasjon/ | Operasjoner gjennomfart og responser av elever (E), | Figur-

respons og responser fra CAS (C) referanse
Operasjon | Kommando NormallLinje(C, AB) Rad 4 i
(E) 5.27
Respons | Output: ?
©
Operasjon | Tegner AB i tegnefeltet og bruker Rad 4 i
(E) kommando NormallLinje(C, AB) 5.28

Respons | Output: ?

(®)
Operasjon | Bruker kommando Linje(A, B), og deretter 5.29

(E)
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Respons | Output: y = 2x

(©)
Operasjon | Bruker kommando NormallLinje(C,y) Rad 4 i
(E) 5.30
Respons | Output: x =5
(©)
Operasjon | Visker ut radene. Definerer AB. Rad 4
(E) 531
Respons | Output: AB = (3)
©
Operasjon | Kommando: Linje(A4, B) Rad5i
(E) 531
Respons | Output: y = 2x
©
Operasjon | Kommando NormallLinje(C, AB) Rad 6 i
(E) 531
Respons | output: y = — %x + ?
©
Operasjon | Bruker kommandoen Skjering (< Funksjon >, < Rad 7 i
(E) Funksjon >) 5.31
Respons | Elevene skjgnner at de ma definere linja mellom A og B, | Rad 5 og
(E) og normallinja fra C til AB for & bruke kommandoen 615.31
Operasjon | Definerer f := Linje(4, B) og Rad 5 og
(E) g = NormallLinje(C, AB) 615.31
Operasjon | Skjaering(f, g) Rad 7 i
(E) 531
Respons (2 @)
() 5’5

Gjennom arbeidet med denne matematikkoppgaven tar elevene i bruk flere “nye”
kommandoer. Eksempelvis kommandoene: Linje(< Punkt >, < Punkt >),: Skjering(<
Funksjon >, < Funksjon >), og ulike varianter som produserer en normallinje fra et punkt

til et annet matematisk objekt. Elevene har ikke leert kommandoene i forbindelse med
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vektorer, men har tilegnet seg kunnskap om dem gjennom arbeid innenfor andre matematiske
omrader. Nar elevene tar i bruk tidligere kjente kommandoer tar de med andre ord i bruk nye
bruksskjema. A bruke tidligere leerte bruksskjema innenfor et nytt matematisk omréde kan
alene indikere en utvikling i skapelsesprosessen fordi elevenes kunnskap om bruksskjemaet
sitt funksjonsomrade utvides, og elevene far flere kort & spille pa nar de skal lgse
matematikkoppgaver i vektorer. Dette kan sterkt knyttes til instrumenteringsprosessen fordi
elevene blir mer klar over hvordan artefaktet kan benyttes for a lgse oppgaver om vektorer. Et
sentralt poeng er at elevene tar i bruk flere bruksskjema i kombinasjon med matematiske ideer
for & lgse oppgaven. Dette er nettopp dette som ligger i begrepet instrumenterte
handlingskjema. At elevene tar i bruk instrumenterte handlingsskjema indikerer en utvikling i
instrumentell skapelse.

Ved lgsning av matematikkoppgaven dette eksemplet bygger pa, benytter elevene seg av mer
enn bare regneferdigheter og algoritmer. Ved sammenligning med den andre gruppa som lgste
den samme oppgaven lgsrev disse elevene seg fra en algoritmisk tankegang knyttet til papir-
registeret. En kombinert bruk av tegnefeltet og algebrafeltet, og hvordan de responderte pa
feilmeldinger underveis i arbeidet synliggjer en hgyere grad av refleksjon som krever mer enn

bare regneferdigheter og algoritmer.

| intervjufasen mente disse elevene at det gikk bedre & arbeide pa CAS mot slutten. Ved
oppfalgingssparsmal pa hva som var arsaken til at det svarte en av dem: “Jeg vet ikke. Vi
hopper som oftest over oppgavene hvor vi ma bruke CAS... og nd matte vi jo... det la litt press
pd oss med tanke pd at vi ble filmet, kanskje hadde det noe og si”. Elevene er inne pa et
sentralt poeng innenfor instrumentell skapelse. Utvikling i skapelsesprosessen fordrer at
elevene faktisk benytter seg av artefaktet og ikke minst har utholdenhet i mgte med

utfordringer.
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6 Drgfting

Undersgkelsen som danner grunnlaget for denne oppgaven har gitt innsyn i noen hindre
elever mater pa veien til instrumentell skapelse, og oppgaven har gitt en beskrivelse av
elevenes utvikling av instrumentell skapelse. | denne delen av oppgaven vil jeg i 6.1, vurdere
noen av funnene fra undersgkelsen ut fra andre studier pa andre CAS-verktay. | kapittel 6.2
vil verdien av det a leere & bruke CAS til elementzre oppgaver innenfor vektorer draftes.
Deretter vil jeg i kapittel 6.3 s & si noe om utviklingen av instrumentell skapelse i denne
studien er realistisk. Avslutningsvis vil jeg i 6.4 komme med noen anbefalinger og mulige
implikasjoner av bruken av CAS.

6.1 Studien sett i lys av annen forskning

Noen av funnene gjort i denne studien har noen likhetstrekk med forskningen gjennomfart pa
90- og tidlig 2000-tallet. Resultatene fra oppgavens kapittel 5.3.1 viser blant annet at elevene
lafter over en matematisk notasjon fra papir-registeret over i CAS i GeoGebra. Disse funnene
er gjenkjennbare i studiene gjennomfert av Wain (1993) og Mitic og Thomas (1994) som
viser at elevene sliter med forskjellen mellom matematisk notasjon og CAS-syntaks. I tillegg
koblet jeg flere hindre til registerskifte. Registerskifte har store likhetstrekk med et skifte
mellom papir-og-blyant-teknikker og skjermteknikker som ble beskrevet i oppgavens kapittel
3.3. Ved et skifte fra papir-registeret til papir-registre, kreves det at elevene benytter andre
fremgangsmater og ferdigheter, altsd krever det bruk av andre teknikker. Hinderet manglende
kjennskap til syntaks i CAS, og manglende bruk av kommandoer i CAS skyldes at teknikkene i
de to registrene er veldig forskjellig og er uvant for elevene. Hinderet endrede rammer for
oppgavelgsning pavirker elevenes arbeidsprosess, kan ogsa knyttes til Drijvers (2002) sin
forklaring om at elever har vanskelig for & utvikle strategier for lgsning av oppgaver tilpasset
CAS-verktgyet sine begrensninger og syntaks. Min omtale av registerskifte innebaerer derfor
flere av Drijvers sine identifiserte utfordringer fordi arbeid innenfor CAS-registret krever
bade bruk av andre teknikker, en tilpasning av andre rammefaktorer for oppgavelgsning og
andre ferdigheter. A benytte registerskifte som en mulig forklaring pa hindrene presentert i

oppgavens kapittel 5.2.1 finner derfor statte i Drijvers sin forskning.

Viktigheten av a ha tilstrekkelig matematisk kunnskap ble i oppgavens kapittel 5.2.1
beskrevet som en forutsetning for & kunne benytte CAS hensiktsmessig. Studien gjennomfart

av Atkins et al. (1995) viser ogsa at bruken av CAS-verktgy er mest lgnnsom nar elevene har
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tilstrekkelig matematisk kunnskap. Likevel var det i noen eksempler i elevenes arbeid
vanskelig a forsta om det faktisk var matematikken som var problemet, eller om det var
endrede rammer for oppgavelgsning som gjorde at elevene ikke fikk uttrykt den kunnskapen
de potensielt satt inne med. Disse to faktorene henger sammen for at elevene skal kunne

benytte artefaktet hensiktsmessig.

Tidligere forskning, ved Drijvers (2002), presenterer ogsa utfordringer knyttet til bruken av
CAS-verktgy som er, ut fra mitt datamateriale, vanskelig & si noe om. Eksempelvis kan jeg
basert pa datamaterialet verken bekrefte eller avkrefte implikasjoner om elevenes evne til &
gjenkjenne ekvivalente uttrykk, eller “the black box character” — at CAS ikke gir brukeren
tilgang til operasjonene som foretas. Sistnevnte kan likevel tenkes a ikke gjare arbeidet i CAS

enklere.

6.2 Verdien av teknikker

Elevenes arbeid viser at de gver pa teknikker for & kunne benytte CAS i forbindelse med
vektorer. Elevene benytter seg eksempelvis av laerte teknikker nar de bruker kommandoer for
a finne vektorer, finne vektorer som oppfyller et matematisk utsagn, eller lgse ligninger med

hensikt pa a finne ukjente.

Under datainnsamlingen fikk jeg inntrykk av at CAS ble benyttet som et slags supplement i
undervisningen. Elevene fikk farst klassisk tavleundervisning hvor matematiske algoritmer og
setninger ble presentert. Dersom de hadde spgrsmal fikk de en muntlig/skriftlig forklaring pa
tavla. CAS ble deretter tatt frem som et supplement: "...og slik gjer dere dette i CAS .
Underveis i datainnsamlingen lurte jeg pa hva som egentlig var poenget med a lzere
teknikkene og utfgre de enkle prosedyrene i CAS dersom de ikke leerer noe nytt av a gjagre
det. Da kunne jo elevene like gjerne gjere oppgavene pa papir. Underveis i arbeidet med
oppgaven har svaret pa dette sparsmalet blitt noe klarere. Ved a trekke linjer til hva det betyr
a veere god i matematikk vil ogsa rutinearbeid bidra til at elevene blir flinkere i matematikk,
fordi rutinearbeid nettopp handler om & utfare prosedyrer ngyaktig og fleksibelt. A utfare
prosedyrer faller under én av de fem komponentene som Kilpatrick et al. (2002) mener inngar
i det & veere god i matematikk. Videre larer elevene a anvende CAS for a utvikle strategier for
a lgse matematiske problemer, og i tillegg kreves det et matematisk resonnement i trad med

artefaktets syntaks. Artigue (2002) hever i tillegg at enkelte teknikker ma bli en rutine for at
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videre utvikling av kunnskap kan skje. Dersom en tolker hennes pastand riktig, er lering av
teknikker og rutinearbeid et ngdvendig steg pa veien til instrumentell skapelse. Elevene ma
kjenne til de elementere teknikkene for bruk av artefaktet, for & benytte dem til
videreutvikling av bade digitale ferdigheter og matematisk forstaelse. Dette betyr ogsa at en
ikke bgr undervurdere verdien av at elevene bruker tid pa a leere basisferdigheter i CAS

innenfor de ulike matematiske emnene.

6.3 En realistisk utvikling av instrumentell skapelse?

Gjennom oppgavens kapittel 5.3 ble det gjort rede for elevenes utvikling av instrumentell
skapelse. | mgte med problemer i tilknytning til bruk av artefaktet, leerte elevene etterhvert
hvordan ulike problemer kunne lgses, og utviklet dermed egne kunnskaper og ferdigheter
knyttet til bruken av artefaktet. Nar elevene finner ut hvordan de kan lgse problemene de
mater pa, kommer de ogsa stadig lenger ut i skapelsesprosessen. Dette funnet stgttes av
Drijvers (2002) som hevder at hindre gir potensiale for laering i bruk av Derive i arbeid med
algebra.

Selv om elevene viste en utvikling av instrumentell skapelse, kan det stilles spgrsmal om
utviklingen er representativ for andre elever, eller for de samme elevene i en normal
situasjon”. Datagenereringen i elevarbeidet foregikk ved bruk av videokamera. Videokamera i
seg selv harer ikke hjemme i klasserommet, og som poengtert i oppgavens kapittel 4.5 skaper
dette en svakhet i datainnsamlingen fordi det kan pavirke individene i kulturen som
undersgkes. Noen av elevene forklarte i intervjuet hvordan kameraet sin tilstedeveerelse
pavirket dem i deres arbeid. | ett av to intervju utfyller elevene hverandre. Farst sier den ene
eleven: ”Det var motiverende & gjgre oppgavene”, for den andre eleven avbryter og sier:

’med kamera bak ja”. Den forste utfyller ytterligere: “ja, det pushet pa til & gjgre oppgavene.
Tror ikke vi har gjort like mange oppgaver hvis vi hadde sittet i klasserommet, nei.”. Med
andre ord sier elevene at videokameraet utgjorde et ytre press som gjorde at de ville fortsette a
prove og lgse matematikkoppgavene. Videokameraet ble pa denne maten et positivt press i
retning instrumentell skapelse. Det kan videre stilles spgrsmal ved om hvordan utviklingen i

skapelsesprosessen hadde forlgpt dersom elevene ikke var forskningsdeltakere.

Uten et videokamera som utgjar et ytre press, er det opp til elevene a holde ut” ved mgate

med hindre. Det er grunn til & anta at dersom hindrene er for mange og for store, vil elevene
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kunne oppleve frustrasjon (Drijvers, 2002), og uten hjelp vil elevene antageligvis gi opp.
Dette betyr at utvikling av instrumentell skapelse krever en balansegang mellom kompleksitet
og antall hindre, og elevenes progresjon i bruken av artefaktet. Med andre ord ma det vaere

nok hindre til at elevene utvikler seg, men ikke for mange eller for store sann at de gir opp.

Elevene sier selv at: “vi hopper vel egentlig over CAS-oppgavene...” og “jeg far ikke sa lyst til
a bruke CAS nar det ikke gjer det jeg har lyst til at det skal gjere”. I klassen var det 24 elever,
og i praksis er det vanskelig for leereren & hjelpe alle med alt. Pa grunnlag av antall og typer
hindre elevene mgtte i sitt arbeid, at tilstedeveerelsen av videokamera la et press pa at de matte
fortsette a preve i mgte med hindre, og elevenes generelle utsagn om motivasjon for bruk av
artefaktet, viser studien antageligvis en stgrre utvikling av instrumentell skapelse i arbeid med

vektorer enn hva som er realistisk.

6.4 Veien videre

Denne studien viser at bruk av CAS har implikasjoner for elever generelt, og funnene vil ha
betydning for min undervisningspraksis nar jeg til hasten skal jobbe som leerer i videregaende
skole. Avslutningsvis vil jeg nd komme med én anbefaling, én bemerkning og oppfordring, og

ett spgrsmal som jeg sitter igjen med etter arbeidet med masteroppgaven.

Anbefalingen handler om hvordan elever kan benytte papir og blyant i kombinasjon med CAS
for & lette samarbeidet med CAS. Overgangen fra papir-registeret til CAS-registeret er sapass
stor at elevene sliter med a lgse oppgavene matematisk korrekt og med en syntaks som CAS
godkjenner. Pa dette grunnlag fremsetter jeg et forslag som potensielt kan lette elevenes
samarbeid med CAS. Anbefalingen gar ut pa a benytte papir ved siden av CAS med hensikt &
danne et mellomledd mellom papir-registeret og CAS-registeret. Elevene kan pa denne maten
friere strukturere lgsningsstrategien i forkant av at de bruker CAS. Dette muliggjer en starre
bevissthet rundt hvilke matematiske utsagn som ma gjelde for a lgse oppgaven, identifisering
av kjente og ukjente, og videre hvilke matematiske objekter som ma defineres og/eller
identifiseres for & lgse oppgaven. Dette kan eksemplifiseres med matematikkoppgaven som
figur 5.9 viser lgsningsforslag pa. Dersom elevene i forkant av bruken av CAS hadde
”’kladdet” definisjonen av skalarproduktet pa papir, 0g identifisert kjente og ukjente, ville de
kanskje ha klart & lgse oppgaven. Den samme prosessen kunne potensielt ha hjulpet elevene i

arbeidet som ble presentert i 5.16.
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Bemerkningen handler om at elevene hadde kommet lenger i skapelsesprosessen dersom de
hadde benyttet et CAS-verktay som er mer pélitelig og konsekvent. Den hgye frekvensen av
“mystisk oppfersel” observert i denne studien betyr at elevene mest trolig hadde kommet
lenger i skapelsesprosessen ved bruk av et annet CAS-verktay. | tillegg sier elevene selv at
artefaktets oppfarsel reduserer motivasjonen for a bruke det. Det ma naturligvis paregnes a
bruke tid pa a leere a bruke digitale verktay, men a lare triks for 4 handtere merkelige output
og uforklarlige operasjoner i CAS tar fokuset bort fra mer hensiktsmessig bruk av artefaktet.
Disse problemene knyttes direkte til CAS i GeoGebra, og tilsier at programvaren ber utbedres
av hensyn til elevenes tidsbruk og leeringsutbytte. Alternativet er a benytte seg av en annen
CAS-programvare som er mer palitelig og konsekvent. Jeg argumenterer ikke for at
videregaende skoler skal bytte til en annen CAS-programvare, men det er bekymringsverdig
at CAS i GeoGebra ikke fungerer som det er tiltenkt, og felgelig reduserer elevenes
motivasjon for & bruke CAS. En ting er imidlertid sikkert: instrumentell skapelse skjer ikke
dersom artefaktet ikke tas i bruk. Jeg oppfordrer derfor Norsk GeoGebra institutt til & utbedre
CAS. Huvis dette ikke gjares, bar videregaende skoler, av hensyn til elevene, benytte en annen

CAS-programvare.

Til sist har jeg lurt pa hva som skjer med elevenes algebraforstaelse og evnen til a regne med
symboler dersom CAS i GeoGebra far bestd i matematikkfagene i videregaende skole.
Undersgkelser viser at elevers og studenters tallforstaelse er darligere i dag enn for noen tiar
siden (Norsk matematikkrad [NMR], u.3; Sletsjge, 2010), og det kan stilles spgrsmal ved om
algebraforstaelsen kommer til & fglge lignende utvikling. Norsk matematikkrad har siden
1984 gjennomfart en forkunnskapstest i matematikk ved norske universiteter og hgyskoler
(NMR, u.d). Den har siden 2001 blitt gjennomfart hvert andre ar med uendrede oppgaver, og
tar sikte pa a felge utviklingen av elevers ferdigheter i matematikk. Her testes blant annet
studenters tallforstaelse, evnen til a skifte mellom ulike representasjonsformer, ngyaktige
beregninger og overslag. Utviklingen siden 1984 viser at elevene har blitt betraktelige mye
darligere til a regne. Dette kan kanskje skyldes kalkulatorens inntog. Kalkulatoren har
muliggjort en enkel og effektiv metode for beregninger, som kun krever at brukeren setter opp
uttrykket som skal beregnes. Ved a dra paralleller til CAS sin evne til & regne med
matematiske symboler, kan det stilles spgrsmal ved om elevenes forstaelse og evne til
manipulasjon av variabler kommer til & reduseres pa samme mate som elevenes tallforstaelse.

Hvis dette er tilfellet, er det av stor bekymring. Fordi algebra er et basissprak i matematikk,
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og beherskelse av algebra legger et grunnlag for videre leering i matematikk og akademiske
utdanninger og fagutdanninger, er det viktig at algebraforstaelsen ikke reduseres. Elevenes
algebraforstaelse blir derfor et aktuelt forskningsomrade i naer fremtid.

Arbeidet med denne oppgaven har veert leererikt, og har gitt meg flere viktige erfaringer jeg
kommer til  ta med meg nar jeg tar fatt pa leereryrket til hgsten. Den viktigste erfaringen jeg
tar med, er forstaelse for kompleksiteten bak det a leere & benytte seg av nye digitale verktgy,
og ikke minst kjente digitale verktgy innenfor nye matematiske omrader. Dersom CAS bestar
ved fagfornyelsen, kommer jeg ogsa til & undervise pa en mate jeg ikke ville gjort uten de
erfaringene arbeidet med oppgaven har gitt. Blant annet vil jeg forsgke a kombinere bruken
av CAS med “kladdeark” for & systematisere losningsstrategien, og skape bevissthet rundt hva
elevene ma definere for & benytte CAS pa en hensiktsmessig mate med korrekt syntaks. Da
kan kanskje noen av hindrene elevene mgter pa, bli mer overkommelige. Videre tar jeg med
meg kunnskapen om at de mange hindrene elevene mgter pa i bruken av CAS, ma falges opp
og fa s& mye oppmerksomhet som det lar seg gjare.
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8 Vedlegg

Intervjuguide
Hvordan har det vert & delta pa undersgkelsen?

Ber elevene se pa et eksempel:
- Hva klarer dere & hente noe fra farste bilde?

- Hva gjer det med dere, nar dere leerer sanne triks?

- Hva opplever dere som positivt med CAS? Hvorfor?

- Hva opplever dere som negativt med CAS? Hvorfor?
- I hvilken grad faler dere at dere leerer matematikk av & bruke CAS?

- Hvor ofte bruker du CAS nar hjelpemidler er tillat ved oppgavelgsning?

- Hvor mye trener du pa oppgavelgsing i CAS?

Vurdering av svar
- Nar CAS gir deg et svar som ikke stemmer med fasiten, hva er din respons?
o Vurderer du din egen fremgangsmate?
o Hvatenker du pa nar du vurderer fremgangsmaten?

o Vurderer du andre arsaker til at svaret ikke stemmer overens med fasiten?
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