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Sammendrag

Denne studien har undersgkt elevers arbeid med & formulere og begrunne hypoteser.
Hensikten har vaert a fa innsikt i elevers arbeid med resonnering og bevis ved avslutning av
grunnskolen, som kilde til refleksjon over muligheter og utfordringer med arbeid med
resonnering og bevis i skolen. Studiens forskningsspersmal er: Hva kjennetegner en gruppe

10.-trinnelevers deltakelse 1 en matematisk diskurs av resonnering og bevis?

Studien har benyttet kvalitative metoder med observasjon av to grupper, hver med tre elever,
sitt arbeid med en oppgave om sammenhenger 1 multiplikasjon. Elevene arbeidet alene uten
stotte, og fikk ikke undervisning rettet mot resonnering og bevis i forbindelse med studien.
Datamaterialet ble analysert ved hjelp av induktiv analyse med apen koding, en modell av
matematisk resonnering, og et rammeverk for elevers deltagelse i en matematisk diskurs. Det
overordnede teoretiske rammeverket tar utgangspunkt i et sosiokulturelt syn pa lering som
deltagelse, og det er elevenes felles deltagelse i sma grupper som er analysert. Studien
benyttet en modell som baserer seg pa en vid definisjon av resonnering og bevis, som
inkluderer et prosessaspekt og et strukturelt aspekt. Resonneringsprosessene er
eksemplifisering, sammenligning, identifisering av et monster, generalisering, formulering av
en formodning, klassifisering, begrunnelse, formulering av et bevis og formulering av et

formelt bevis. Det strukturelle aspektet inkluderer deduksjon, induksjon og abduksjon.

Studien viser hvordan elever kan delta i arbeid med resonnering og bevis, noe som kan gi
grunnlag for refleksjon om undervisningspraksis. Resultatene fra studien viser at elevene
deltar i de fleste av resonneringsprosessene, bade med formulering av hypoteser, og med
begrunnelser og bevis. Studien viser ogsa at elevene bruker eksempler som stette i alle
resonneringsprosessene, bade for & formulere og revidere hypoteser, og i formulering av
begrunnelser og bevis. Elevene uttrykker usikkerhet om hvordan de skal forklare, og de
baserer seg pé andres aksept og ikke pé kriterier for bevis for & vurdere eget arbeid.
Resultatene viser at elevene forseker & forklare og vise hvorfor en pdstand er sann pa tre
mater: ved gjentatt ssmmenligning av nye eksempler for & finne mulige sammenhenger,
utregning ved hjelp av et numerisk eksempel, og et generisk bevis. Til tross for at elevene ved
en anledning formulerer et bevis, indikerer studien at de har liten kjennskap til hvordan de kan
forklare eller vise hvorfor en matematisk péastand er sann.

Nokkelord: matematisk resonnering, bevis, resonnering og bevis, kommognisjon, diskurs,
lering som deltagelse.



Abstract

This study has looked at the participation of students in formulating and justifying
hypotheses. The purpose has been to get insight in students’ work with reasoning and proof at
the end of their ten years of compulsory education, as a source of reflection on possibilities
and challenges with reasoning and proof in school mathematics. The research question is:
What characterizes a group of year 10 students’ participation in a mathematical discourse of

reasoning and proof?

The study has used qualitative methods with observation of two groups, each with three
students, working on a task about relations in multiplication. The students worked alone
without support and was not given instruction on reasoning and proof in connection with the
study. Data was analyzed using inductive analysis with open coding, a model of mathematical
reasoning, and a framework for student participation in a mathematical discourse. The main
theoretical framework is based on a sociocultural view of learning as participation, and it is
the common participation of students in small groups that have been analyzed. The study used
a model based on a wide definition of reasoning and proof, which includes a process aspect
and a structural aspect. The reasoning processes are exemplifying, comparing, identifying a
pattern, generalizing, conjecturing, classifying, justifying, proving and formal proving. The

structural aspect includes deduction, induction and abduction.

The study shows how students can participate in work on reasoning and proof, possibly
leading to reflection about instruction practice. The results of the study show that students
participate in most of the reasoning processes, both with formulation of hypotheses, and
justification and proof. The study also shows that the students use examples as support in all
reasoning processes, both in formulation and revision of hypotheses, and in justification and
proof. The students express insecurity about how to explain, and they base assessment of their
work on the acceptance of other people, not on criteria for proof. Results show that the
students try to explain and show why a statement is true in three ways: repeated comparisons
of new examples to find possible relations, calculations based on a numerical example, and a
generic proof. Even though the students formulate a proof, the study indicates that they have
little knowledge of how they can explain or show why a mathematical statement is true.

Keywords: mathematical reasoning, proof, reasoning and proof, commognition, discourse,
learning as participation.
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Forord

Denne studien er gjennomfort i studiedret 2018-2019, og jeg avslutter med det en toarig
masterutdanning 1 matematikkdidaktikk ved NTNU i Trondheim. Utdanningen har veert svert
leererik og har gitt dybdekompetanse pd mange omrader der tidligere utdanning og erfaring i
stor grad kun har skrapet i overflaten pad komplekse begreper. Gjennom arbeidet med denne
studien har jeg i tillegg fatt mulighet til & fordype meg ekstra i et tema som er bade viktig og

aktuelt, men som jeg opplever at det er lite oppmerksomhet om i skolen.

Jeg onsker a takke min veileder, Kirsti Rg, for grundige, tydelige og konstruktive
tilbakemeldinger gjennom hele prosessen. Ditt engasjement og din profesjonalitet, badde som

veileder og foreleser, har vart en stor inspirasjonskilde gjennom hele studiet.

Jeg vil ogsd rette en stor takk til elevene som ville veere med i denne studien, og lereren og
skolen som strakk seg langt for & legge til rette for at elevene kunne delta. Det hadde ikke blitt

noen studie uten dere.

Jeg vil ogsé takke Kunnskapsdepartementet og samarbeidspartnerne, KS,
arbeidstakerorganisasjonene og lererutdanningene, for den nasjonale satsingen pé
videreutdanning for lerere som har gjort det mulig for meg a ta videreutdanning. Jeg er n4,
enda mer enn da jeg startet, overbevist om at videreutdanning vil gke kvaliteten pa
matematikkundervisning. Jeg vil ogsé rette en stor takk til min arbeidsgiver for at jeg fikk

innvilget seknad om videreutdanning, og for stette til gjennomferingen.

Til slutt vil jeg takke mine na@rmeste for uvurderlig stotte underveis i studietiden. Det hadde

ikke vaert mulig uten dere.

Tonsberg, mai 2019

Rune Nakim
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1 Innledning

Tema for denne studien er elevers arbeid med resonnering og bevis i matematikk. Nyere
forskning p4 matematikkdidaktikk anbefaler en undervisning som tar utgangspunkt i elevers
arbeid med kognitivt krevende aktiviteter 1 samarbeid med andre (Nosrati & Wege, 2015).
Stein, Engle, Smith og Hughes (2008) foreslér at laereren presenterer et problem som
inneholder viktige matematiske ideer og kan lgses pé ulike mater, at elevene utforsker dette
problemet, gjerne i par eller sma grupper, og at de forbereder seg pa 4 forklare sin tilneerming
for andre, som til slutt presenteres og diskuteres felles i klassen. Yackel, Cobb og Wood
(1991) beskriver en lignende undervisning med problemlesning i sma grupper etterfulgt av
diskusjoner i full klasse, der dette gjores i alle tema i matematikk pa alle trinn gjennom hele
skoledret. De legger spesielt vekt pa at det oppstar leringsmuligheter fra den sosiale
interaksjonen som ikke hadde oppstétt ellers, ved at elevene uttrykker tenkningen sin og
forklarer eller begrunner losningene sine (Yackel et al., 1991, s. 401). Resonnering og bevis
er nart knyttet til det a forklare og begrunne (Yackel & Hanna, 2003), og jeg ser derfor
resonnering og bevis som en forutsetning for en undervisning som tar utgangspunkt i elevenes

bidrag.

Temaet resonnering og bevis er spesielt relevant 1 disse dager med innfering av nye
lereplaner. De nye kjerneelementene i matematikk som er fastsatt av
Kunnskapsdepartementet som foringer for utforming av nye lereplaner, beskriver
arbeidsmater, metoder og tenkemater i matematikk (Kunnskapsdepartementet, 2018). Blant
disse kjerneelementene er resonnering og argumentasjon, som krever at elevene skal «forsta at
matematiske regler og resultater ikke er tilfeldige, men har klare begrunnelser», «utforme sine
egne resonnementer» og «argumentere for framgangsméter og lesninger»
(Kunnskapsdepartementet, 2018, s. 15). Andre kjerneelementer forventer at elevene «leter
etter menstre og finner sammenhenger», kan «begrunne svarene sine», «oppdage
sammenhengene og strukturene» og «utforske med tall, utregninger og figurer for & finne
sammenhenger» (Kunnskapsdepartementet, 2018, s. 15). A utforske og begrunne
sammenhenger er sentralt i matematisk resonnering og bevis slik jeg vil definere det, og

resonnering og bevis er dermed sentralt for flere av de nye kjerneelementene.



Min interesse for resonnering og bevis bygger videre pé bidraget til matematisk
meningsskaping (eng: sense-making), da resonnering og bevis fremheves i
matematikkdidaktisk forskning som en mate & underseke sammenhenger mellom matematiske
ideer og begreper. I sin gjennomgang av forskning pé lering av matematikk hevder
Kilpatrick, Swafford og Findell (2001) at leering forutsetter at elever begrunner og forklarer
ideer, og at laereren opprettholder en forventning om forklaringer og utvikling av mening. |
sin omtale av matematisk meningsskaping beskriver Schoenfeld (1992) matematisk
virksomhet som en sosial aktivitet, der det & laere a tenke matematisk ikke bare innebarer &
kunne bruke matematikkens verktey, men & kunne bruke dem med mal om & forsta
matematikkens struktur. Bevis har dermed mange funksjoner i matematikk, som & validere
pastander og avlede ny kunnskap, bidra til matematiske oppdagelser, kommunikasjon, og &
fremme forstielse gjennom forklaring ved a vise hvorfor en pastand er sann og vise logiske
koblinger mellom ulike matematiske ideer (Stylianides, 2014; Yackel & Hanna, 2003). I
forbindelse med undervisning er spesielt kommunikasjon og forklaring viktig, og et bevis ma
ikke bare vise at noe er sant, men forklare hvorfor og hjelpe med a forstd meningen av det
som bevises, inkludert ssmmenhenger med andre matematiske begreper (Reid & Vargas,
2017; Stylianides & Al-Murani, 2010; Yackel & Hanna, 2003). Slike bevis kan dermed stotte
elevenes arbeid med matematikk som en meningsskapende aktivitet (Stylianides, 2014), og
Reid og Vargas (2017) foreslar undervisning i matematikk basert pa bevis (eng: proof-based

teaching), der elevene laerer matematikk gjennom & bevise.

Bade tidligere forskning og kjerneelementene for de nye leereplanene foreslér altsa at elever
arbeider sammen om krevende aktiviteter, oppdager sammenhenger, begrunner og forklarer
for hverandre, og at larere leder elevene 1 diskusjoner basert péd elevenes bidrag. Samtidig
hevder Mercer og Sams (2006) at elevenes samtale ofte ikke er produktiv, noe som kan
skyldes at de ikke vet hva som kjennetegner effektiv diskusjon, og spesielt at de ikke vet
hvordan de konstruerer og sammenligner argumentasjon. Sfard (2001) pipeker at
kommunikasjon ma leres for at elevenes samtale skal bidra til lering 1 matematikk. Hun
hevder videre at grundig analyse av episoder fra klasserom kan gi en god ide om hvordan
matematisk kommunikasjon, og med det lering i matematikk, kan gjeres mer effektiv (Sfard,
2001, s. 44). Tilsvarende hevder Kilpatrick et al. (2001) at prinsipper om & diskutere losninger
pa et problem i klasserommet ikke sier noe om hva som kjennetegner produktive diskusjoner
(s. 359), og han foreslar derfor detaljerte studier av undervisning for & se pa hva som

kjennetegner effektiv diskusjon. Bade 1 tidligere forskning og i de nye kjerneelementene 1



leereplanverket foreslas altsé at elevene skal diskutere, forklare og begrunne, men samtidig er

det mulig at elevene ikke vet hva dette innebeerer.

Videre er det ikke klart hva matematisk bevis skal bety i skolen, spesielt i grunnskolen
(Stylianides, 2007b), og selv om begrepene resonnering og bevis henger sammen (Stylianides,
2008) er det ikke klart hva matematisk resonnering bestér av (Jeannotte & Kieran, 2017).
Likevel brukes ordet resonnering med en implisitt antagelse om at alle vet hva som menes
med det (Yackel & Hanna, 2003). Denne uklarheten om ordenes betydning er en utfordring 1
forbindelse med innfering av nye leereplaner med utgangspunkt i kjerneelementet som
resonnering og argumentasjon, der begrepene resonnering og argumentasjon ikke blir

eksplisitt definert.

Formélet med denne studien er & bidra til mer kunnskap om grunnskoleelevers arbeid med
resonnering og bevis i matematikk sammen med andre. Mer kunnskap om elevers arbeid med
resonnering og bevis kan hjelpe laerere 4 utnytte leringsmuligheter som kan oppsté i den
sosiale interaksjonen i klasserommet. Kunnskap om elevers arbeid med resonnering og bevis
er viktig for & kunne hjelpe elever til & se sammenhenger mellom matematiske ideer og
begreper, og se matematikk som en meningsskapende aktivitet. For & bidra med kunnskap om
elevers arbeid med resonnering og bevis, har jeg i denne studien gjennomfert en detaljert
analyse av elevers kommunikasjon slik som Sfard (2001) og Kilpatrick et al. (2001)

etterlyser, og jeg har beskrevet kjennetegn pa elevers arbeid med resonnering og bevis.

Som overordnet rammeverk for studien har jeg valgt kommognisjon (Sfard, 2008), der lering
1 matematikk ses som en endring i hvordan en person kommuniserer om matematikk. Valget
av kommognisjon henger sammen med et syn pd matematikk som en sosial aktivitet, da
kommognisjon ifelge Sfard (2008) kjennetegnes av at det er diskursen (kommunikasjonen)
som er hovedfokus. Ved a fokusere pa elevenes deltagelse 1 en diskurs kan jeg se etter
muligheter i det elevene gjor i arbeid med resonnering og bevis, og i mindre grad fokusere pa
det de ikke gjor. Som min gjennomgang av tidligere forskning vil vise, er det fa studier av
elevers arbeid med resonnering og bevis fra et kommognitivt perspektiv, og det vil derfor
vare interessant 4 undersgke hva dette rammeverket kan gjore synlig 1 elevenes arbeid. For &
bidra til kunnskap om elevers arbeid med resonnering og bevis i matematikk fra et
kommognitivt perspektiv har jeg stilt folgende forskningsspersmal: Hva kjennetegner en

gruppe 10.-trinnelevers deltakelse i en matematisk diskurs av resonnering og bevis?



For & svare pd forskningsspersmalet har jeg observert seks elever fra 10. trinn, fordelt pa to
grupper, med video- og lydopptak, mens de arbeidet med en oppgave om sammenhenger 1
multiplikasjon. Inspirert av Stylianides (2008) har jeg brukt en oppgave som ikke bare gikk ut
pa & bevise pastander, men ga mulighet til 4 identifisere menster, generalisere og formulere
hypoteser som s& kunne bevises. For analyse av opptakene har jeg benyttet induktiv metode
inspirert av Grounded Theory (Miles, Huberman & Saldafia, 2014; Nilssen, 2012). Ved hjelp
av dpen koding har jeg beskrevet monstre og kategorier i elevenes deltagelse, som jeg sa har
analysert ved hjelp av Jeannotte og Kieran (2017) sin modell av matematisk resonnering og

begreper fra Sfard (2008) sitt kommognitive rammeverk.

Det er ulike oppfatninger av hva bevis og resonnering er, og ofte defineres ikke begrepene
(Jeannotte & Kieran, 2017; Reid, 2005; Stylianides, 2007b; Stylianides, Bieda & Morselli,
2016; Yackel & Hanna, 2003). Jeannotte og Kieran (2017) har derfor forsekt & klargjere hva
matematisk resonnering er og hvordan det ser ut i skolen. Basert pa en litteraturstudie, og med
kommognisjon som rammeverk for sin analyse, har de utarbeidet en modell av matematisk
resonnering der de forener ulike trekk som gér igjen i litteraturen. Med utgangspunkt i Sfard
(2008) definerer de resonnering som kommunikasjon med andre eller en selv som gjor det
mulig & avlede matematiske ytringer fra andre matematiske ytringer (Jeannotte & Kieran,
2017, s. 7). Stylianides (2008) hevder at bevis 1 skolen ofte kun handler om & leere formelle
bevis, men at dette er problematisk fordi elevene da ikke fér stotte fra aktiviteter forut for
dette siste steget. Mens matematikere starter med & identifisere menster, formulere
formodninger, forseke & forsta, argumentere og motbevise, og revidere formodningene, sa far
ikke elever samme stotte til meningsskaping og konstruksjon av matematisk kunnskap nar de
kun jobber med formelle bevis. Nar jeg omtaler tema for studien som resonnering og bevis er
det inspirert av Stylianides (2008) som hevder at det a identifisere menster, formulere
formodninger, begrunne og bevise mé ses som en integrert helhet. Disse aktivitetene er i
modellen til Jeannotte og Kieran (2017) beskrevet som prosesser innenfor matematisk
resonnering, og kan benyttes for & beskrive elevenes arbeid uten & begrense seg til bestemte
aspekter, som for eksempel identifisering av menster, generalisering, formulering av
formodning, begrunnelse og formulering av bevis. P4 bakgrunn av at Stylianides (2008)
hevder at resonnering og bevis mé ses som en integrert helhet vil jeg derfor ikke begrense
meg til & se kun pd kjennetegn relatert til bevis. Det er altsd et helhetlig syn pd matematisk
resonnering og bevis som er tema for denne studien. Det er ogsé interessant & bruke modellen

til Jeannotte og Kieran (2017) fordi de ensker at den kan bidra til & forbedre kommunikasjon



om resonnering for bade forskere og laerere. Det er spesielt relevant i forbindelse med

innfering av nye lereplaner.

I det etterfolgende kapittel 2, teorikapitlet, vil jeg gi en kort redegjorelse for ulike begreper
relatert til resonnering og bevis, for jeg beskriver det teoretiske og analytiske rammeverket jeg
har benyttet. Videre vil jeg gjore rede for tidligere forskning pa resonnering og bevis i skolen,
for jeg 1 kapittel 3 beskriver metode for datainnsamling og analyse. Hoveddelen av oppgaven
vil vare en presentasjon og analyse av data 1 kapittel 4. Oppgaven avsluttes med en diskusjon
i kapittel 5, og oppsummerende avslutning i kapittel 6 der jeg beskriver mulige implikasjoner

for forskning og undervisning.



2 Teori

I denne studien undersgker jeg hvilke kjennetegn pa elevers deltagelse i en matematisk
diskurs av resonnering og bevis som kan observeres 1 arbeid med en matematikkoppgave i
liten gruppe. Sentrale begreper 1 studien er derfor matematisk diskurs og resonnering og
bevis. I dette kapitlet vil jeg starte med & gjore rede for noen begreper knyttet til matematisk
resonnering og bevis, generelt og i skolen, for a etablere en felles ramme for senere
beskrivelser. Jeg vil deretter presentere kommognisjon (Sfard, 2008) som det overordnede
teoretiske rammeverket for studien, og gjennom det definere matematisk diskurs. Videre vil
jeg presentere en modell av matematisk resonnering (Jeannotte & Kieran, 2017), som
inkluderer bevis. Avslutningsvis vil jeg oppsummere mitt rammeverk for analyse, for jeg kort
presenterer tidligere forskning pé elevers arbeid med resonnering og bevis som grunnlag for

senere diskusjon.

2.1 Avklaring av begreper om resonnering og bevis

Som diskutert innledningsvis er det ulike oppfatninger av hva bevis og resonnering er. Det er
ogsa slik at bevis har mange funksjoner i matematikk (Stylianides, 2014; Yackel & Hanna,
2003). En viktig funksjon er a vise at pastander er sanne og pa den maten avlede ny
matematisk kunnskap. En annen er & bidra til matematiske oppdagelser gjennom forbedring
av formodninger ved hjelp av forsek pa & bevise og motbevise. En tredje funksjon er
kommunikasjon og & fremme forstaelse gjennom forklaring, ved & vise hvorfor en péstand er
sann og vise logiske koblinger mellom ulike matematiske ideer. Yackel og Hanna (2003)
hevder at elever vanligvis kun meter bevis som en mate 4 vise at pastander er sanne, men at
bevis har mest & bidra med i matematikkundervisningen som en méte & forklare og
kommunisere. Et bevis ma altsa ikke bare vise at noe er sant, men forklare hvorfor og hjelpe
med 4 forstd meningen av det som bevises, inkludert sasmmenhenger med andre matematiske
begreper (Reid & Vargas, 2017; Yackel & Hanna, 2003), noe som kan knyttes til matematikk

som en meningsskapende aktivitet (Stylianides, 2014).

I denne studien har jeg benyttet Jeannotte og Kieran (2017) sin modell av matematisk
resonnering som definisjon av matematisk resonnering og bevis i skolen. Jeg vil likevel starte

med 4 gjore rede for hva resonnering og bevis, og ogsd argumentasjon kan vare, spesielt i



skolen. Jeg vil ogsa gjere rede for noen begreper relatert til resonnering og bevis som benyttes

1 litteraturen.

2.1.1 Matematisk bevis, deduksjon, hypotese og formodning
I lereboken Logiske metoder, som er ment som en «introduksjon til vitenskapelig, og spesielt

matematisk, tankegang for dem som begynner pa et universitets- eller hayskolestudium»

(Antonsen, 2014, omslagstekst) gir Antonsen (2014) en definisjon av bevis:

Et bevis (eng: proof) for en pastand fra en mengde gitte antagelser er en rekke logiske
slutninger som viser hvordan vi kommer fra antakelsene til pastanden. For hvert steg ma
konklusjonen vare en logisk konsekvens av antakelsene. (Antonsen, 2014, s. 51)

Det at konklusjonen mé vere en logisk konsekvens av antagelsene vil si at de logiske
slutningene folger bestemte anerkjente slutningsregler! (eng: rules of interence). Hanna og
Barbeau (2002) omtaler slike slutningsregler som deduktive. Deduksjon (deduktiv
resonnering) vil altsé si & starte med noe vi antar er sant eller tidligere har bevist & vare sant,
og s& gjennom ett eller flere steg komme til en konklusjon. Fordi vi har fulgt aksepterte
slutningsregler pa veien fra antagelser til konklusjon, s& mé& konklusjonen aksepteres som
sann. For eksempel kan vi anta at multiplikasjon er distributiv med hensyn til addisjon (altséa

ata-(b+c)=ab+ac),ogsébeviseat2 - (3+x)=2-3+2-x.

For den er bevist kalles ofte en matematisk pdstand for en hypotese eller formodning (eng:
conjecture). Formodning kan defineres som en pastand som ikke har blitt bevist eller
motbevist, men som «vi tror, eller har god grunn til & tro, er sann» (Antonsen, 2014, s. 52),
eller mindre subjektivt ved at den passer med kjente data (Weisstein, u.d.-a). Noen kilder
hevder at formodning og hypotese brukes synonymt i forbindelse med matematikk, i hvert fall
pa engelsk (Weisstein, u.a.-a, b). En som likevel skiller mellom disse er Stylianides (2008)
som beskriver en formodning som en hypotese som ikke er vilkérlig. Jeg vil bruke ordet
formodning der kildene mine bruker det engelske conjecture. For & beskrive elevers
matematiske pdstander uavhengig av om de uttrykker spesielt tro pa dem, bruker jeg ordet

hypotese.

Et matematisk bevis ma altsd ha en deduktiv struktur, men det er ikke slik at deduktiv struktur
er det eneste kravet matematikere stiller til matematisk bevis. Ifalge Yackel og Hanna (2003)
ses formelt bevis noen ganger kun som en kjede av logiske argumenter som folger deduktive

logiske slutningsregler, men de hevder at for matematikere er et bevis ogsa en serie av ideer

!'T Stor engelsk ordbok oversettes inference bl.a. med konklusjon, slutning eller logisk slutning («Inference»,
u.d.). Jeg har derfor oversatt rules of interence med slutningsregler.
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og innsikt. I tillegg til & vise at en pdstand er sann ma et godt bevis ogsé forklare meningen
med det som bevises, og pa den méten bidra til kommunikasjon. Jeg vil néd gjere rede for

hvordan argumentasjon, resonnering og bevis kan ses i ssmmenheng.

2.1.2 Resonnering og argumentasjon
Matematisk resonnering er et begrep som i forskningslitteraturen brukes ulikt, ofte uten

eksplisitt definisjon og med en implisitt antagelse om at det er enighet om hva det betyr
(Jeannotte & Kieran, 2017; Yackel & Hanna, 2003). Jeannotte og Kieran (2017) diskuterer
med utgangspunkt i en litteraturstudie, hvorvidt det kun er deduktiv resonnering som kan
anses som matematisk resonnering, men de finner at litteraturen ogsa inkluderer andre former
for resonnering. De gir en definisjon pd matematisk resonnering som 1 kortform kan beskrives
som det & slutte matematiske ytringer fra andre matematiske ytringer, og de inkluderer blant
annet det & finne menster, generalisere og formulere formodninger, i tillegg til ulike typer
begrunnelser for pastander, inkludert deduktive bevis. Ogséd Stylianides (2008) hevder at det &
identifisere meonster, formulere formodninger, argumentere og motbevise, og revidere
formodningene mé ses som en integrert helhet, og han omtaler dette som reasoning-and-
proving. Nér jeg omtaler tema for studien som resonnering og bevis har jeg valgt en slik
helhetlig forstaelse av matematisk resonnering som Stylianides (2008) og Jeannotte og Kieran
(2017) argumenterer for, som inkluderer bade utforsking fram mot formulering av
formodninger og ulike begrunnelser for at formodningen er sann eller sannsynlig, inkludert,

men ikke begrenset til, deduktive bevis.

Begrepet argumentasjon brukes blant annet i norske lereplaner (Kunnskapsdepartementet,
2018; Utdanningsdirektoratet, 2013). Stylianides et al. (2016) hevder at forskere stort sett er
enige om at ordet argumentasjon brukes for a beskrive kommunikasjon eller retoriske grep
(ikke nedvendigvis matematiske) som brukes av et individ eller gruppe for & overbevise andre
om at en pastand (eng: statement) er sann eller usann (s. 316). Fordi argumentasjon handler
om & overbevise om at en pastand er sann eller usann, ser jeg det i ssmmenheng med det som
1 forbindelse med matematisk resonnering blir beskrevet som begrunnelse. Stylianides et al.
(2016) viser til at det er uenighet om argumentasjon og bevis skal ses som adskilte begreper
eller som en kontinuitet, men de hevder at begrepene er nert beslektet og at det er
meningsfullt & se dem i sammenheng. I omtale av resonnering og bevis i denne studien har jeg
hovedsakelig benyttet begreper fra Jeannotte og Kieran (2017) sin modell for matematisk
resonnering i skolen og Sfard (2008).



2.1.3 Bevis i skolen
Stylianides (2007a) hevder at bevis ikke kun er en deduktiv kjede av argumenter, men at det

ogsa har sosiale aspekter ved at det skal overbevise personer. Ifolge Stylianides, Stylianides
og Weber (2017) beviser matematikere for & kunne begrunne og forklare pastander for sine
fagfeller, og det er fagfellene som avgjer om argumentet er et bevis. Matematisk aktivitet
foregar altsé 1 en sosial ssmmenheng, og hva som kjennetegner et bevis er tett koblet til den
sosiale konteksten. I skolen ma bevis vare akseptable fra et matematisk synspunkt, samtidig
som det gir mening for elevene (Mariotti sitert i Stylianides et al., 2016, s. 317), et krav som

dekkes av folgende definisjon av bevis 1 skolen, oversatt fra Stylianides et al. (2016, s. 317):

Bevis i skolen er et matematisk argument for at en matematisk pastand er sann eller usann som
oppfyller falgende to kriterier:

1) Det bruker sanne péstander (eng: true statements), gyldige resonneringsmater (eng: modes
of reasoning) og hensiktsmessige representasjoner (eng: modes of representation), slik det
vil veere anerkjent av matematikere.

2) Det bruker pastander, resonneringsmater og representasjoner som er akseptert av, kjent av,
eller innenfor rekkevidde for elever i et gitt klasserom.

Ifolge denne definisjonen skal et bevis 1 skolen altsd bdde veere matematisk akseptabelt og
mulig for elever i1 klasserommet & forholde seg til. Det betyr at et deduktivt bevis som bruker
pastander som ikke er kjent for elevene, ikke vil veare et bevis i skolen, selv om det vil
anerkjennes av matematikere som er kjent med péstanden. Det betyr ogsé at en begrunnelse
med et enkelt eksempel ikke er et bevis, fordi dette ikke vil anerkjennes av en matematiker,
selv om det vil kunne aksepteres av elever. Definisjonen utfordrer derfor laerere til & bruke
pastander, resonneringsmater og representasjoner som skoleelever kan forholde seg til,
samtidig som disse vil vaere anerkjent av matematikere. Denne definisjonen tilfredsstiller to
prinsipper som Stylianides (2007a) beskriver for bevis i skolen: at bevis mé vere akseptable
for matematikk som disiplin samtidig som det tilgjengelig for elevene under veiledning av
leerer, og at bevis ma forstds pa en konsistent méate fra barneskolen til videregdende, slik at det
er en utvikling og ikke noe som ma avlares senere. Stylianides et al. (2016) sin definisjon er
likevel ikke helt uproblematisk, fordi det ikke nedvendigvis er enighet om hva som er
anerkjent av matematikere (Stylianides et al., 2017). Et eksempel er det som kalles generisk
argument, som ikke nedvendigvis anerkjennes som et gyldig matematisk bevis, slik jeg gjor

rede for i kapittel 2.1.4 nedenfor.

Jeg har 1 denne studien benyttet Jeannotte og Kieran (2017) sin definisjon av bevis, som jeg

gjor rede for 1 kapittel 2.3 nedenfor. Deres definisjon krever 1 likhet med Stylianides et al.



(2016) at pastander og representasjoner bdde er matematisk akseptable og akseptable for

elevene, men den presiserer et krav om deduktiv resonnering.

2.1.4 Empirisk og generisk argument
To begreper som gar igjen i forskning pa bevis 1 skolen er empirisk argument og generisk

argument (Stylianides et al., 2016). Empirisk argument brukes om argumentasjon for en
pastand ved & sjekke at den stemmer for et antall enkelttilfeller. Et eksempel er & argumentere
for at summen av to oddetall alltid vil vere et partall, ved & vise at summen av 3 og 5 er 8 s&
derfor ma det alltid vaere slik. Et empirisk argument kan ikke bevise en pastand, med mindre
det er mulig & sjekke alle tilfeller som omtales av pastanden. Empirisk argument har fatt mye
oppmerksomhet fordi elever ser ut til 4 ha en tilbgyelighet til & argumentere ved & vise til

enkelttilfeller (Stylianides & Stylianides, 2018).

Det andre begrepet Stylianides et al. (2016) trekker frem er generisk argument, ogsa kalt
generisk bevis. Et generisk argument viser at en pastand er sann for en mengde (f.eks. for alle
hele tall) basert pd at den er sann for et generisk element i denne mengden, gjerne kalt et
generisk eksempel. Et generisk eksempel er et konkret eksempel, men det er presentert slik at
det fungerer som barer av noe generelt (Mason & Pimm, 1984, s. 287). Selv om det er et
eksempel som viser ett bestemt tilfelle, sa har det generiske eksemplet ingen spesielle
egenskaper som er spesielle for dette tilfellet. Argumentet som brukes for at padstanden er sann
for dette eksemplet, kan derfor generaliseres til ethvert eksempel. For & bevise at summen av
to oddetall alltid er et partall, kan dette gjores med utgangspunkt i eksemplet 7 + 5
representert som i Figur 2.1 nedenfor. Ved & definere partall som tall der rutene kan grupperes
to og to, og oddetall som tall som kan grupperes to og to, men der det blir en rute til overs, s&
er det ikke noe i dette eksemplet som er spesielt. Ved a utvide med flere par av ruter kan dette
eksemplet generaliseres til summen av vilkarlige oddetall, og figuren er derfor et generisk
eksempel for summen av to oddetall. Figuren viser to oddetall fordi det er gruppering to og to,
med en rute til overs. Det vil altsa alltid vare to enkeltruter til overs i to oddetall og disse kan
ogséd grupperes, og summen blir derfor et partall. Dette er dermed et generisk bevis for at

summen av to oddetall alltid vil vaere et partall.

Figur 2.1: Generisk eksempel for summen av to oddetall, representert ved 7 + 5
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Stylianides et al. (2016) hevder at generiske argumenter er viktige fordi de kan brukes som en
overgang mellom elevers empiriske argumenter basert pa eksempler og deduktive argumenter
som er uavhengige av eksempler, og fordi de ved & vaere mer konkrete er mer tilgjengelige for
elever enn mer abstrakte bevis. Et generisk argument anerkjennes vanligvis som et
matematisk bevis dersom det er deduktivt (Balacheff, 1988; Harel & Sowder, 2007,
Stylianides, 2007b), men Reid og Vargas (2018) viser at det ikke er generell enighet om dette.
Reid og Vargas (2018) gir to kriterier for at et generisk eksempel skal fungere som et bevis:
Det ma vaere tegn til at elevene er bevisst at begrunnelsen gjelder generelt og det ma vaere en

deduktiv struktur.

Jeg vil benytte begrepene empirisk argument og generisk argument i omtale av tidligere
forskning og elevenes arbeid med & begrunne pastander, og jeg vil statte meg pa Reid og
Vargas (2018) sine kriterier for generisk bevis. Jeg har i dette kapitlet gjort rede for noen
begreper relatert til resonnering og bevis som bakgrunn for studien og gér né videre til &

beskrive rammeverk for analyse, og med det definere matematisk resonnering og bevis.

2.2 Kommognisjon

Som overordnet teoretisk rammeverk for studien har jeg valgt Sfard (2008) sitt rammeverk
om kommognisjon (eng: commognition) (ogséd omtalt som communicational framework;
Tabach & Nachlieli, 2016, s. 299-300). I kommognisjon ses lering i matematikk som en
endring 1 hvordan en person kommuniserer om matematikk. Utgangspunktet er et
sosiokulturelt syn pa lering, der intellektuell utvikling og prosessen der mennesker i ekende
grad blir fullverdige deltagere i ulike kulturelle praktiser, ses som aspekter av en og samme
prosess (Cobb, 2007, s. 22). Sfard tar ikke utgangspunkt i en bestemt sosiokulturell tradisjon,
men et generelt syn pa lering som deltagelse, der utvikling ses som endring i hva og hvordan
mennesker handler, og at kollektive handlingsmenster kommer for individuelle (Sfard,
2006b). Dette til forskjell fra leering som tilegnelse, der laering ses som endring i en person, og
den personlige utviklingen kommer for personens deltagelse i kollektive aktiviteter (Sfard,
2008). Forskjellen pa leering som deltagelse og leering som tilegnelse er altsé ikke om det
handler om passivt mottak eller aktiv konstruksjon (Sfard, 2007), men om det er det
kollektive eller det individuelle som utvikles forst. Mens lering som tilegnelse handler om
endringer i enkeltmennesker, hva personen har tilegnet seg av kunnskap, ideer, begreper og
mening, handler lering som deltagelse om endring i hva mennesker gjor og hvordan de gjor

det, sammen eller alene (Sfard, 2006a). Dette forer til et annet analytisk fokus, der det som
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studeres er de kollektive handlingsmenstrene, altsé det som kan ses som gjentagende menstre

1 hva mennesker gjor og hvordan de gjor det.

Jeg har valgt 4 ta utgangspunkt i kommognisjon fordi det analytiske fokuset er pa hva elevene
gjor og hvordan de gjor det. Istedenfor et fokus pé hva elevene har tilegnet seg, eller ikke har
tilegnet seg, gir kommognisjon en mulighet til & studere hva elevene faktisk gjor i en bestemt
situasjon og reflektere over hvordan det de gjor pdvirkes av situasjonen, inkludert oppgaven
og det andre sier og gjor. Kommognisjon passer dermed godt med formélet for min studie,
som er & bidra til kunnskap om elevers arbeid. Forskningsspersmalet er formulert i trad med
begreper fra kommognisjon og handler om & beskrive kjennetegn pa elevers deltagelse i
kommunikasjon med hverandre (en diskurs) i arbeid med resonnering og bevis. I de
etterfolgende avsnittene vil jeg gd nermere inn pd hva som kjennetegner en matematisk
diskurs, hvordan laering beskrives i kommognisjon, hvordan elevers deltagelse i en

matematisk diskurs kan beskrives ved hjelp av begrepet rutine, samt ulike typer rutiner.

2.2.1 Matematisk diskurs

Stard (2008, 2012) definerer tenkning som kommunikasjon med en selv, og kommunikasjon
med andre og tenkning (kognisjon) er dermed to sider av samme fenomen. Hun har derfor
konstruert ordet kommognisjon som en kombinasjon av de to ordene kommunikasjon og
kognisjon. En diskurs er en bestemt type kommunikasjon, og for Sfard er matematikk
(matematisk tenkning) en diskurs, altsd en bestemt type kommunikasjon. En diskurs
kjennetegnes ved bestemte nekkelord (f.eks. tre, trekant, mengde, funksjon) og hvordan de
brukes, bestemte visuelle mediatorer (f.eks. tall, algebraiske symboler, grafer), bestemte
rutiner (mater matematiske handlinger utferes), og allment godkjente narrativer (eng:

endorsed narratives, f.eks. teoremer, definisjoner, beregningsregler).

Stard (2008) definerer narrativ som en serie ytringer, muntlig eller skriftlig. Narrativer kan
vere beskrivelser av objekter, relasjoner mellom objekter, eller prosesser med eller pa
objekter, og de kan godkjennes (eng: endorsed) eller avvises (eng: rejected), altsa markeres
som sanne eller usanne. Et narrativ i en anerkjent matematisk diskurs er godkjent dersom det
er bevist ved hjelp av aksepterte slutningsregler, men Sfard papeker at regler for godkjenning
av narrativer er avhengig av deltagerne i diskursen, tilsvarende det jeg tidligere har omtalt i
forbindelse med det sosiale aspektet ved kriterier for bevis. Aksiomer, definisjoner og
teoremer kaller Sfard for allment godkjente narrativer. I denne studien vil bade en hypotese
eller formodning som elevene foreslar og de antagelsene de bruker i et bevis altsd vare

narrativer. Elevene jobbet med en oppgave om hva som skjer med produktet av to like heltall
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ndr det ene tallet reduseres med én og det andre tallet okes med én. En hypotese om at
produktet reduseres med én, altsi (a — 1)(a + 1) = a? — 1 vil da vare et narrativ. Denne
hypotesen kan bevises ved 4 bruke konjugatsetningen, (a — b)(a + b) = a? — b2, som ogsa
er et narrativ. Konjugatsetningen er et kjent teorem, og er dermed et eksempel péa det Sfard

kaller et allment godkjent narrativ.

2.2.2 Utvikling og leering

Sfard (2012) omtaler leering som en type utvikling, og hun beskriver utvikling som en endring
i diskurser. Hun papeker at dette ikke handler om en endring i eleven, men en endring av
aktivitet. Det kan vare at det skjer en endring inne i eleven, for eksempel en endring i
hjernen, men det er aktiviteten som er fokus for kommognitive studier. En slik definisjon av
utvikling kan da brukes badde om historisk utvikling av matematikk og elevers laering. Sfard
(2008) ser pa lering som en bestemt type utvikling som har som mal & bringe elevens diskurs
narmere en anerkjent matematisk diskurs som har blitt til gjennom historisk utvikling. Det
finnes dermed bide anerkjente matematiske diskurser og personlige matematiske diskurser.
Den anerkjente matematiske diskursen utvikler seg gjennom historien fra menneskers
kreativitet, og elevers matematiske diskurs utvikler seg gjennom endring av diskursen i
retning av anerkjente matematiske diskurser, som i skolen hovedsakelig vil vare lererens
diskurs. Sfard (2008) omtaler personlig diskurs som handlingsmenstre som er relativt stabile i
mete med ulike mennesker, men samtidig kan ikke en persons diskurs studeres uten & ta
hensyn til omgivelsene. Det vil si at selv om det gir mening 4 se etter kjennetegn pa en enkelt
persons handlinger i en diskurs, ser hun pa en gruppe mennesker som et kommognitivt
system, der det som sies av en bestemt person vil vere et resultat av deltagernes felles arbeid.
Selv om Sfard (2012) omtaler personlige diskurser, skriver hun ogsé om elevers deltagelse i
matematisk diskurs. Gradvis overgang fra observasjon av andres deltagelse 1 en diskurs til
fullt ut aktiv, uavhengig deltagelse i diskursen (Sfard, 2012, s. 6) kaller hun for
individualisering (eng: individualization). Slik jeg forstir dette kan man si at elever har sine
egne matematiske diskurser, men de vil delta i1 andre diskurser, og gjennom utvikling av egne
matematiske diskurser vil de bli stadig mer kompetente deltagere i felles diskurser. Hver
enkelt deltager i diskursen vil altsd ha sin bestemte utgave av matematisk diskurs som pa noen
omréder avviker fra andre deltageres eller fra anerkjent matematisk diskurs. I denne studien er
det elevens deltagelse 1 gruppens felles diskurs som er i1 fokus, altsa ikke hver enkelt deltagers

personlige diskurs.
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Stard (2012) beskriver to typer utvikling av diskurser, og dermed to typer lering. Den ene er
utvikling pa objektnivd og den andre er utvikling pd metaniva. Utvikling pa objektniva er en
utvidelse av en eksisterende diskurs ved & formulere og godkjenne nye narrativer basert pa
eksisterende narrativer. At elevene larer konjugatsetningen vil vere en utvikling pé
objektniva fordi denne kan godkjennes ved hjelp av narrativer elevene allerede kjenner.
Utvikling pd metaniva vil si at maten vi opptrer pa 1 diskursen endres. Et eksempel pé laering
pa metaniva er ndr elevene meter en lerer som krever et bevis for & godkjenne et narrativ om
en generell sammenheng, mens elevene fram til da har vaert tilfreds med & godkjenne
narrativer ved & henvise til konkrete eksempler. Denne konflikten mellom elevenes
oppfatning av hva som skal til for & godkjenne nye narrativer og lererens krav til bevis, kan
fore til lering pd metaniva. Hva som er en akseptert méte & opptre pd 1 en anerkjent
matematisk diskurs er noe som har blitt til gjennom historien ved at mennesker har tatt valg
som viste seg & vere fornuftige, og leering pa metaniva er derfor mer utfordrende fordi den
nye maten a handle pé ikke kan avledes fra noe elevene allerede kan. Sfard (2007, 2008)
hevder derfor at det er usannsynlig at elever vil fa til utvikling pa metaniva alene, og at de
derfor er avhengige av en leerer som viser fram og gjerne diskuterer eksplisitt med elevene
hva som kreves av deltagelsen i anerkjent matematisk diskurs, slik som at bevis er nedvendig

for & godkjenne narrativer om generelle sammenhenger.

2.2.3 Rutiner
Stard (2008) legger stor vekt pa at effektiv kommunikasjon krever regularitet, og at diskurser

bestar av repeterende kommunikasjonsmenstre. Et eksempel fra dagliglivet er hvordan det er
vanlig 4 hilse pa hverandre, og et eksempel fra matematikk er bruk av deduktiv resonnering.
Disse eksemplene viser handlingsmenstre som ikke er naturgitt, men som er utviklet opp
gjennom historien som en del av kulturen, og som mer eller mindre uttalt regulerer hvordan
mennesker kommuniserer. For & fi til effektiv kommunikasjon er det en fordel at vi hilser pa
en slik mate som andre mennesker forventer, og for 4 overbevise andre om at en formodning
er sann er det en fordel a bruke deduktiv resonnering, fordi det lettere vil bli godtatt av andre i

det matematiske fellesskapet.

Stard (2008) bruker begrepet regel om en beskrivelse av regularitet, inkludert diskursive
meonster, og hun skiller mellom regler pa objektniva og regler pd metaniva. Regler pd
objektnivd beskriver hvordan de matematiske objektene oppferer seg, mens regler pd
metanivd beskriver aktivitetene til deltakerne 1 diskursen nar de produserer og underbygger

(eng: substantiate) narrativer pa objektniva (Sfard, 2008, s. 201). Sfard gir som eksempel pa
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en regel pa objektniva at «vinkelsummen i en mangekant med n sider er lik (n — 2) - 180°»,
som altsa er et narrativ om det matematiske objektet mangekant. En gruppe metaregler som
Stard (2008) nevner spesielt er de som styrer bevis-aktiviteter. Regler pd metaniva bestemmer
ofte ikke noyaktige handlingsmenstre, men begrenser muligheter, ved a si noe om hva som
ikke er akseptabelt. Metaregler vil for eksempel begrense akseptable slutningsregler, som at
matematisk bevis krever deduktiv resonnering. For & unngé uheldige assosiasjoner med ordet
regel papeker Sfard at metaregler ikke forteller oss hva vi ma si eller tenke, pd samme mate
som trafikkregler ikke bestemmer hvor vi skal reise, og der regler pa objektnivé ofte er

relativt uforanderlige, kan metaregler utvikle seg over tid.

Noe av det som sammen med blant annet narrativer kjennetegner diskurser, er rutiner. Sfard
(2008, s. 208) definerer rutine som en mengde av metaregler som beskriver en gjentagende

diskursiv handling. Disse metareglene kan deles inn i tre delmengder:

e Anvendbarhetsbetingelser (eng: applicability conditions): Regler som bestemmer eller

begrenser under hvilke omstendigheter en person antagelig vil utfere rutinen.

e Prosedyre (eng: procedure): Regler som bestemmer eller begrenser hvordan rutinen

kan utfores.

o Avslutningsbetingelser (eng: closure, closing conditions): Regler som definerer

omstendigheter en person antagelig vil tolke som vellykket avslutning av rutinen.

Metaregler er ikke prinsipper deltagerne bevisst folger, men regelmessigheter i det som
observeres at de gjor (eng: observer’s construct). Anvendbarhetsbetingelsene er
omstendigheter der elevene handler pé en bestemt mate, prosedyren er hvordan elevene
handler, og avslutningsbetingelsene er omstendighetene som ser ut til & fore til at elevene
anser seg ferdig. Metareglene er altsa en beskrivelse av hva elevene har gjort, ikke hva de vil
gjore, men samtidig ligger det en forventning av at det vil gjenta seg, jf. definisjonen av rutine

som en gjentagende diskursiv handling.

Stard (2008) omtaler de tre mengdene av metaregler som utgjer en rutine for rutiners svordan
og nar. Hun fremhever spesielt rutiners ndr, og hevder at bade lerere og forskere ofte overser
at selv om en elev kan utfere en prosedyre, betyr ikke det nedvendigvis at eleven vil utfore
den nar det er passende & gjore det og bare da. Metaregler for prosedyre handler om hvordan

en rutine kan utferes, for eksempel hvordan deduktiv resonnering kan utferes eller det & regne

—-b+Vb2-4ac
2a

ut . Anvendbarhetsbetingelser er metaregler som handler om ndr elever bruker en
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prosedyre. Hvis elever begrunner en generell pastand ved 4 vise til et eksempel, til tross for at
de tidligere har vist at de kan utfere et algebraisk bevis, kan det vare at elevenes
anvendbarhetsbetingelser for deduktiv resonnering er for snevre, noe som gjor at prosedyren

for deduktiv resonnering ikke anvendes 1 det tilfellet. Et eksempel Sfard viser til er at elever

. —b+VbZ—4ac .
ofte velger & regne ut Tm s snart de ser et andregradsuttrykk slik som x? — 3x + 5,

til tross for at det ikke er noen grunn til at utregning med losningsformelen for
andregradslikninger er en passende prosedyre. Elevenes anvendbarhetsbetingelser begrenser i
dette tilfellet ikke tilstrekkelig ndr prosedyren kan anvendes. Avslutningsbetingelser handler
om hva som gjer at elevene vil oppleve at rutinen er fullfort. Sfard gir rutine for
likningslesing som eksempel, og hevder at noen elever vil se et uttrykk som starter med

«x =» som tegn pa at likningen er lost, mens andre ikke er forneyd for de er overbevist om at

de har funnet alle mulige losninger. For eksempel vil noen se likningen x? = 9 som lost nir
de har fitt x = /9 = 3, mens andre ikke vil vaere forneyd for de er sikker pa at de har funnet

alle lesninger, 1 dette tilfellet ogséd x = —3.

Ifolge Sfard (2008, s. 200) er kjernen 1 kommognitiv forskning & lete etter diskursive menster,
og Sfard (2008, s. 208) hevder at ett av malene for kommognitiv forskning er a eksplisitt
beskrive metareglene som definerer rutiner. I min studie har jeg derfor sett etter rutiner i
elevenes deltagelse 1 diskursen, og identifisert anvendbarhetsbetingelser, prosedyre og

avslutningsbetingelser for elevenes rutiner relatert til resonnering og bevis.

2.2.4 Utforsking, gjerninger og ritualer
Stard (2008) deler rutiner inn i tre typer: Utforsking (eng: explorations), gjerninger (eng:

deeds) og ritualer (eng: rituals). Utforsking er rutiner som produserer narrativer som sé kan
godkjennes? eller rutiner som godkjenner narrativer, og hun beskriver tre typer utforskende
rutiner: Konstruksjon (eng: construction), som resulter i narrativer som kan godkjennes,
underbygging (eng: substantiaton), som er & avgjere om et narrativ skal godkjennes, og
gjenkalling (eng: recall), som er a finne tilbake til (huske, men ogsd & kunne gjenskape) et
narrativ som tidligere er godkjent. En gjerning er ifolge Sfard (2008) en rutine som endrer

objekter, enten fysiske eller matematiske objekter. Et eksempel er nar elever bruker konkreter

21 sin omtale av exploration routines skriver Sfard (2008) om endorsable narratives og skriver at endorsable
betyr at narrativene kan godkjennes ved hjelp av veldefinerte regler i en gitt matematisk diskurs, slik som
aritmetiske beregninger og bevis. Samtidig er det slik at nar hun definerer narrativer skriver hun at de kan
godkjennes eller avvises. Jeg oppfatter det da slik at alle narrativer er endorsable, og at omtalen av exploration
routines kun handler om en presisering. I en fotnote skriver hun ogsé at ikke alle veldefinerte matematiske
ytringer er endorsable, og hun bruker der ikke narrativer om disse.
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(f.eks. penger) for & gjeore beregninger, der mélet med aktiviteten for dem ikke er & konstruere
et narrativ, men a gjore noe som forer til en endring av konkretene. Det er altsa det at mélet
for aktiviteten (avslutningsbetingelsen) er flyttingen av konkretene, og ikke konstruksjon av et
narrativ om tallene, som gjor det til en gjerning og ikke utforsking. Ritual skiller seg fra
utforsking og gjerning ved at malet (avslutningsbetingelsen) ikke er produksjon av narrativer
eller endring av objekter, men a opprette og opprettholde sosialt band til andre mennesker.
Det at mélet med ritualer er sosiale band har ifelge Sfard (2008) flere konsekvenser. For det
forste betyr det at eleven vil veere avhengig av andres aksept, slik at nar eleven har lgst en
matematikkoppgave er det ikke svaret pd oppgaven som er interessant, men at lerer eller
medelever aksepterer det som er gjort. Dette skiller seg fra gjerninger og utforsking der det er
resultatet 1 seg selv som er mélet for arbeidet, og at eleven ved utforsking og gjerninger selv
vil kunne vurdere om resultatet er tilfredsstillende. For det andre beskriver Sfard ritualer som
mindre fleksible. Siden malet er harmoni med andre, vil elevene gjore det de tenker er
forventet. Nir malet derimot er en endring i objekter eller produksjon av et narrativ vil det
vare storre dpenhet om ulike méter & komme til dette resultatet pa, noe som gjor gjerninger
og utforsking mer fleksible. Sfard (2008) relaterer utforskende rutiner til formulering av og
bevis for formodninger. I min studie har jeg dermed undersgkt utforskende rutiner, men jeg
har ogsa undersekt hvorvidt elevenes deltagelse ma ses som ritualisert. Ritualisert deltagelse
kan finne sted ved at elevene er mer opptatt av harmoni eller & utfere en oppgave pa en

bestemt méte, enn & vurdere om en hypotese er tilfredsstillende formulert eller bevist.

2.2.5 Videreutvikling av rutinebegrepet
Lavie, Steiner og Sfard (2018) har videreutviklet Sfard (2008) sin opprinnelige definisjon av

rutine og knyttet den naermere til oppgaver som eleven opplever at skal utferes. De knytter
rutine til spesifikke handlinger og en spesifikk person, og ser ikke rutiner som noe generelt og
uavhengig av tid og person. Likevel hevder de at det kan veere meningsfullt & snakke om
generelle rutiner, slik som rutine for & bevise. Lavie et al. (2018) beskriver oppgavesituasjon
som en situasjon der en person ser det nedvendig & handle. For eksempel kan en bestemt
oppgavetekst kombinert med det & vere i et klasserom vere en oppgavesituasjon, og den
samme oppgaveteksten gitt i en annen sammenheng vil ikke nedvendigvis oppfattes som
samme oppgavesituasjon. I en gitt oppgavesituasjon vil en person sammenligne denne
situasjonen med tidligere erfaringer, oftest ubevisst. Det fra den tidligere situasjonen som
personen anser nadvendig & gjenta, kaller de en oppgave. De definerer rutine som oppgaven

sammen med den prosedyren som er ngdvendig for & utfere oppgaven. Jeg har ikke benyttet
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Lavie et al. (2018) sin definisjon i analysen av datamaterialet, men jeg kommer inn pd den 1

diskusjon av hvordan elevenes rutiner kan vaere knyttet til oppgaveteksten.

2.3 Matematisk resonnering

Jeg vil her gd nermere inn 1 Jeannotte og Kieran (2017) sin modell av resonnering og bevis i
skolen, som mitt analyseredskap bygger pd. De har gjennomfert en analyse av
forskningslitteratur om resonnering 1 skolematematikk, og utarbeidet en modell av
matematisk resonnering der de forener ulike trekk som gar igjen i litteraturen. De har benyttet
et kommognitivt perspektiv og med utgangspunkt i Sfard (2008) definerer de matematisk
resonnering som kommunikasjon med andre eller en selv som gjor det mulig & avlede
matematiske ytringer fra andre matematiske ytringer (Jeannotte & Kieran, 2017, s. 7). Bevis
er 1 denne modellen en bestemt prosess innenfor matematisk resonnering. Jeg benytter
modellen som definisjon av matematisk resonnering og bevis, og for analyse av elevenes
deltagelse. Jeg har valgt modellen til Jeannotte og Kieran (2017) fordi den er et forsek pa &
beskrive ulike aspekter ved matematisk resonnering som géar igjen i forskningslitteraturen, og
ikke begrenser seg til for eksempel argumentasjon i forbindelse med generalisering av
figurmenster eller kun deduktiv resonnering. Jeg ser det som en fordel at et uttalt mal med
modellen er 4 bidra til bedre kommunikasjon om matematisk resonnering, noe som kan bidra

til at forskning pa resonnering og bevis lettere kan finne anvendelse 1 skolen.

2.3.1 Prosesser i matematisk resonnering
Jeannotte og Kieran (2017) sin modell inkluderer to sider ved matematisk resonnering: et

strukturelt aspekt og et prosessaspekt. Jeannotte og Kieran (2017) definerer prosesser i
matematisk resonnering som kommognitive prosesser som er metadiskursive, som betyr at de
avleder (eng: derive) narrativer om objekter eller relasjoner ved & utforske relasjoner mellom
objekter. Narrativene som konstrueres er altsd pa objektniva og utvider diskursen pa
objektniva, mens prosessene er styrt av regler pa metanivd. De beskriver ni prosesser i
matematisk resonnering, hvorav de atte forste deles inn i to grupper. De to gruppene er
prosesser relatert til leting etter likheter og forskjeller (beskrevet 1 Tabell 2.2) og prosesser
relatert til validering (beskrevet 1 Tabell 2.3). Den siste prosessen, eksemplifisering (beskrevet
i Tabell 2.1), ses som en statte for de andre prosessene. Noe som skiller prosessene fra
hverandre er den epistemiske verdien til de narrativene som konstrueres. Epistemisk verdi er
begrepet Jeannotte og Kieran (2017) bruker for a beskrive om narrativet er sannsynlig (eng:

likely/probable), sant (eng: true) eller usant (eng: false). Prosessene relatert til leting etter
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likheter og forskjeller avleder narrativer, og eventuelt tilordner en epistemisk verdi, mens

validering defineres som en prosess som har som mal & endre den epistemiske verdien (altsa

sannsynligheten eller sannheten) til et matematisk narrativ (Jeannotte & Kieran, 2017, s. 11).

De mulige endringene i epistemisk verdi avhenger av metaregler i diskursen, inkludert

struktur og aksepterte narrativer, noe som tilsvarer aksepterte resonneringsmater og pastander

1 Stylianides et al. (2016) sin definisjon av bevis i skolen. I tabellene nedenfor gjengir og

kommenterer jeg Jeannotte og Kieran (2017) sine definisjoner pa de ni prosessene, og jeg gir

deretter eksempler pa hver prosess relatert til oppgaven elevene arbeidet med.

Tabell 2.1: Resonneringsprosessen eksemplifisering

Eksemplifisering Epistemisk
verdi
Eksemplifisering | En prosess som statter andre prosesser ved a slutte (eng: infer) eksempler ingen
(eng: som hjelper til med:
exemplifying): i sok etter likheter og forskjeller;
il. sok etter validering
(Jeannotte & Kieran, 2017, s. 14). Eksemplifisering handler altsa om &
generere data som kan brukes i de andre prosessene.
Tabell 2.2: Prosesser relatert til leting etter likheter og forskjeller
Prosesser relatert til leting etter likheter og forskjeller Epistemisk
verdi
Sammenligning En prosess som slutter, ved hjelp av leting etter likheter og forskjeller, et ingen
narrativ om matematiske objekter eller relasjoner (Jeannotte & Kieran,
2017, s. 11). Spesielt det & sammenligne eksempler fremheves som
nedvendig for & identifisere monster og formulere formodninger.
Identifisering av En prosess som, ved hjelp av leting etter likheter og forskjeller, slutter et ingen
et monster (eng: narrativ om en rekursiv relasjon mellom matematiske objekter eller
identifying a relasjoner (Jeannotte & Kieran, 2017, s. 10). Det & identifisere et menster
pattern) skiller seg fra generalisering og formulering av formodninger ved at
mensteret ikke nedvendigvis gjelder for en sterre mengde, men i
utgangspunktet kun gjelder for en mengde kjente eksempler.
Generalisering En prosess som slutter narrativer om en mengde av matematiske objekter ingen
eller en relasjon mellom objekter i mengden fra en delmengde av denne
mengden (Jeannotte & Kieran, 2017, s. 9). Generalisering handler altsd om
a formulere et narrativ som gjelder for flere tilfeller enn de som danner
grunnlaget for generaliseringen.
Formulering av En prosess som, ved hjelp av leting etter likheter og forskjeller, slutter et sannsynlig
en _formodning narrativ om en regularitet med epistemisk verdi som er sannsynlig og som
(eng: har potensiale for teoretisering (Jeannotte & Kieran, 2017, s. 10). Her
conjecturing) forstér jeg «potensiale for teoretisering» som at narrativet er mulig &
bevise, noe tilsvarende Sfard (2008) sitt begrep narrativ som kan
godkjennes (eng: endorsable narrative). Ifelge Sfard er en matematisk teori
en mengde av godkjente narrativer. Det som skiller formulering av en
formodning fra generalisering er at formodninger har en epistemisk verdi,
noe som betyr at det er forst nar det formuleres en formodning at man
fester en viss lit til narrativet.
Klassifisering En prosess som slutter, ved hjelp av leting etter likheter og forskjeller ingen

(eng: classifying)

mellom matematiske objekter, et narrativ om en klasse av objekter basert
pa matematiske egenskaper og definisjoner (Jeannotte & Kieran, 2017, s.
11).
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Tabell 2.3: Prosesser relatert til validering

Prosesser relatert til validering

Epistemisk
verdi

Begrunnelse (eng:
justifying):

En prosess som ... muliggjer endring av den epistemiske verdien til et
narrativ (Jeannotte & Kieran, 2017, s. 12). Endringen i epistemisk verdi
kan veare fra sannsynlig til mer sannsynlig eller fra sannsynlig til sann eller
usann. En endring fra sannsynlig til mer sannsynlig kobles til begrunnelser
som skjer i forbindelse med formulering av en formodning, noe jeg tolker
som at det i den forbindelse ofte foregar prosesser som sgker & stotte en
formodning, for eksempel at en formodning testes med eksempler.
Metaregler i en gitt diskurs begrenser prosessen, og de presiserer at en
endring til sann forutsetter en deduktiv struktur, samtidig som det er mulig
med en endring til den epistemiske verdien sann uten at kravene til
prosessen formulering av bevis er oppfylt.

mer
sannsynlig,
sann,
usann

Formulering av et
bevis (eng:
proving):

En prosess som ... endrer den epistemiske verdien til et narrativ fra
sannsynlig til sann. Denne prosessen er begrenset av:

i narrativene som er akseptert av klassemiljoet (mengden av
aksepterte narrativer) som er sanne (sett fra en ekspert) og
tilgjengelig uten videre begrunnelse;

il. en endelig restrukturering pé en deduktiv méte;
ii. realiseringene (slik Sfard, 2008, side 301, bruker det) som er
passende og kjente, eller tilgjengelige, for klassen.
(Jeannotte & Kieran, 2017, s. 12)

Disse tre kriteriene tilsvarer i stor grad aksepterte pastander,
resonneringsmater og representasjoner i Stylianides et al. (2016) sin
definisjon av bevis i skolen. Selv om en endelig deduktiv restrukturering
er et krav, trenger ikke bevis-prosessen a vaere deduktiv hele tiden.
Realiseringene trenger ikke & vare formelle, og formulering av et bevis
kan derfor beskrive arbeid med bevis fra tidlig grunnskole, inkludert
generisk argument.

Stard (2008) bruker begrepet realisering om noe som kan sanses, men som
representerer noe annet. Lgsningen pa en likning kan realiseres som ulike
forenklinger av likningen, et tall, et skjeeringspunkt i et koordinatsystem
eller en linje i en tabell. Realiseringer kan for eksempel vare muntlige
eller visuelle, ord i et naturlig sprék, algebra, eller figurer og tegninger.

sann

Formulering av et
formelt bevis
(eng: formal
proving)

En prosess som ... endrer den epistemiske verdien til et narrativ fra
sannsynlig til sann. Denne prosessen er begrenset av:

i narrativene som er akseptert av klassemiljoet (mengden av
aksepterte narrativer) som er sanne (sett fra en ekspert) og
systematisert i en matematisk teori;

ii. en endelig restrukturering pa deduktiv mate;
iii. realiseringene som er formalisert og akseptert av klassen og
matematiske miljoer.
(Jeannotte & Kieran, 2017, s. 12)

Det som skiller formelle bevis fra bevis er at de ma bygge pa matematisk
teori og formaliserte realisasjoner (aksiomer og teoremer). Det holder altsa
ikke at narrativene er sanne, men de ma ogsé vere en del av en bestemt
matematisk teori. Formaliserte realiseringer betyr ogsé at et generisk
argument som er basert pa et konkret eksempel med beskrivende narrativ i
naturlig sprak derfor vil vere et bevis, men ikke et formelt bevis.

sann

Tabell 2.1 beskriver prosessen eksemplifisering. I min studie undersgker elevene hva som

skjer med produktet av to like heltall dersom den ene faktoren reduseres og den andre

faktoren okes med det samme heltallet. De underseker altsé uttrykket (a —n)(a + n) for
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ulike verdier av n. Nar elevene regnerut 5 - 5 = 25 og 4 - 6 = 24 er dette eksemplifisering

fordi de genererer data, et eksempel, som kan brukes i de andre prosessene.

Tabell 2.2 beskriver prosesser relatert til leting etter likheter og forskjeller, som omfatter
prosessene sammenligning, identifisering av et meonster, generalisering, formulering av en
formodning og klassifisering. Ved hjelp av en sammenligning mellom eksemplet 5 - 5 = 25
og 4 -6 = 24 og eksemplet 8- 8 = 64 og 7 - 9 = 63 vil elevene kunne slutte et narrativ om
at differansen mellom produktene i disse to tilfellene var 1. Hvis de slutter et narrativ om at
differansen mellom a - a og (a — n)(a + n) vil vare 1 for alle heltall a ndr n = 1, sa har de
sluttet et narrativ som har gyldighet utover de to enkelteksemplene og har dermed gjort en
generalisering. Hvis de uttrykker en spesiell tiltro til at dette er sannsynlig, kanskje ved a
sammenligne flere eksempler, sa har de tilordnet en epistemisk verdi og har da gjort en
formulering av en formodning. Hvis de forseker med andre n og gjer en sammenligning av
produktene 5-5=25,4-6 =24,3-7 =21 0g2-8 = 16, sa vil de kunne se at differansen
mellom to og to av disse er 1, 3,5. De vil da kunne gjore identifisering av et monster og slutte
et narrativ om den rekursive relasjonen at nar n gker med 1 sa eker differansen mellom
produktene med 2, for eksempel beskrevet som a,,; = a, — (2n + 1) dera,, =

(a —n)(a+n).

Tabell 2.3 beskriver prosesser relatert til validering, som inkluderer begrunnelse, formulering
av et bevis og formulering av et formelt bevis. Dersom elevene har formulert en formodning
som tilsvarer (a — 1)(a + 1) = a? — 1, vil de kunne teste denne ved 4 regne ut og se at
G-1GB+1)=4-6=24ecrlik 52 —1 = 25— 1 = 24, og dermed vise at formodningen
stemmer nar a = 5. Dette vil vaere en begrunnelse fordi det ikke er mulig & bevise en generell
pastand ved a vise til at den stemmer for ett konkret eksempel, men det kan likevel vere en
endring av epistemisk verdi fra sannsynlig til mer sannsynlig. Dersom de isteden viser til at de
er kjent med narrativet konjugatsetningen, (a — b)(a + b) = a? — b?, og viser at de ved &
bruke dette fir (a — 1)(a + 1) = a? — 12 = a? — 1, sé har de ved & basere seg pé et kjent og
sant narrativ, vist at formodningen stemmer. Fordi de har tatt utgangspunkt i noe kjent og
stegvis vist at formodningen stemmer har argumentasjonen en deduktiv struktur.
Realiseringene 1 algebra er samtidig passende og kjente, avhengig av arstrinn. Dette er derfor
formulering av et bevis. Formelt bevis er ikke aktuelt for denne studien, men
konjugatsetningen er et narrativ systematisert innenfor algebra og realiseringen 1 algebra er
formalisert. Beviset er derfor ogsa formulering av et formelt bevis. Jeg vil vise flere eksempler

pa bevis 1 metodekapitlet nér jeg beskriver oppgaven elevene jobbet med.
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2.3.2 Strukturer 1 matematisk resonnering
Det strukturelle aspektet i modellen til Jeannotte og Kieran (2017) bestér av tre ulike

strukturer som beskriver hvordan et resonnement er bygget opp: deduksjon, induksjon og
abduksjon. De omtaler disse ganske kort med henvisning til at det strukturelle aspektet er mer
utviklet 1 litteraturen enn prosessaspektet. Jeg har omtalt deduksjon 1 kapittel 2.1.1, og vil her
beskrive induksjon og abduksjon med henvisning til noen av kildene som Jeannotte og Kieran
(2017) refererer. Jeannotte og Kieran (2017) hevder at induktiv resonnering er definert ulikt i
litteraturen, delvis fordi det noen steder brukes om all resonnering som ikke er deduktiv.

Videre hevder de at abduksjon ofte blandes sammen med induksjon.

Ifolge Pedemonte og Reid (2011) handler bade induksjon og abduksjon om & gé fra
enkelttilfeller til en generell regel. De beskriver det som induksjon nér det gjores en
sammenligning av flere tilfeller, for eksempel ved & systematisere data i en tabell, og pa den
mdten oppdage et menster. Dersom den generelle regelen isteden formuleres pd bakgrunn av
et enkelt tilfelle omtaler de det som abduksjon. De omtaler det ogsa som induksjon nér nye
tilfeller testes for & avgjere om regelen er korrekt. Rivera (2008) beskriver dette som en
abduktiv syklus, der en hypotese formuleres, testes og eventuelt revideres pa bakgrunn av
moteksempler. I min studie vil det vaere abduksjon dersom elevene formulerer en hypotese ut
fra et enkelt eksempel, dersom de ut fra eksemplet 4 - 4 = 16 og 3 - 5 = 15 foreslar at
(n—1M+1) =n-n— 1. Dersom de gir flere eksempler, sammenligner dem og ser at i

alle tilfellene er det andre produktet én mindre enn det forste, vil det vaere induksjon.

2.4 Oppsummering av rammeverk for analyse

Forskningsspersmalet for denne studien er: Hva kjennetegner en gruppe 10.-trinnelevers
deltakelse i en matematisk diskurs av resonnering og bevis? For & svare pd dette spersmalet
har jeg observert elevers arbeid med undersekelser 1 multiplikasjon. Med utgangspunkt i dpen
koding av datamaterialet vil jeg i kapittel 4 analysere elevenes deltagelse ved hjelp av Sfard
(2008) sitt kommognitive rammeverk og Jeannotte og Kieran (2017) sitt rammeverk for

matematisk resonnering. I dette avsnittet gir jeg en oversikt over mitt analytiske rammeverk.

I analysen betrakter jeg Jeannotte og Kieran (2017) sitt rammeverk for matematisk
resonnering som en utdyping av Sfard (2008) sine begrep konstruksjons- og
underbyggingsrutiner. Som presentert tidligere, definerer Jeannotte og Kieran (2017)
matematisk resonnering som noe som avleder narrativer fra andre narrativer, og de hevder at

prosessene i matematisk resonnering er metadiskursive og begrenses av regler pd metaniva.
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De bruker ikke begrepet rutine, men Sfard (2008) beskriver bevis som en mate 4 underbygge
narrativer pa, og hun beskriver underbyggingsrutiner og underbygging av narrativer som
prosesser. Slik jeg ser det er det altsd overlapp mellom prosessene i modellen til Jeannotte og
Kieran (2017) og rutiner slik Sfard beskriver dem. Jeg vil derfor beskrive elevenes arbeid med
leting etter likheter og forskjeller samt eksemplifisering som konstruksjonsrutiner, og
elevenes arbeid med validering som underbyggingsrutiner. Jeannotte og Kieran (2017) skriver
at det strukturelle aspektet kan kobles til det Sfard (2008) beskriver som regler for
konstruksjon av narrativer, blant annet at et matematisk bevis til slutt ma struktureres
deduktivt. Sfard beskriver altsd deduksjon, induksjon og abduksjon, i forbindelse med
konstruksjon, ikke underbygging. Fordi underbygging ogsa konstruerer narrativer, bade ved at
deduksjon vil fore fram til konstruksjon av narrativet som skal bevises, og fordi beviset i seg
selv er et narrativ, kan det strukturelle aspektet ogsa benyttes for a beskrive underbygging av
narrativer. Min kombinasjon av de to rammeverkene er vist i Tabell 2.4 nedenfor. Tabellen
viser hvordan begreper fra Sfard (2008), i venstre kolonne, henger sammen med begreper fra

Jeannotte og Kieran (2017), 1 kolonnene til hayre.

Tabell 2.4: Jeannotte og Kieran (2017) som en utdyping av Sfard (2008)

(Sfard, 2008) (Jeannotte & Kieran, 2017)
Metaregler for Deduksjon Struktur
konstruksjon av narrativer | Induksjon
Abduksjon
Konstruksjonsrutiner Eksemplifisering Prosess

Leting etter | Identifisering av et monster
likheter og Sammenligning

forskjeller Generalisering
Formulering av en formodning
Klassifisering
Underbyggingsrutiner Validering Begrunnelse

Formulering av et bevis
Formulering av et formelt bevis

Stard (2008) beskriver konstruksjon og underbygging som utforskende rutiner, og gir bevis
som et eksempel pa en matematisk utforskningsrutine. A se prosessene i matematisk
resonnering som utforsking gir mening fordi definisjonen pa matematisk resonnering er &
avlede narrativer, og utforsking kjennetegnes av at malet er konstruksjon av narrativer.
Samtidig mener jeg at elevene kan utfore ritualer som kan beskrives av prosessene i
matematisk resonnering, dersom det for elevene ikke er konstruksjon og underbygging av
narrativer som er mélet med rutinen. Jeg har derfor valgt & koble prosessene i Jeannotte og

Kieran (2017) sin modell til konstruksjonsrutiner og underbyggingsrutiner uavhengig av om
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rutinen kan beskrives som utforsking, gjerning eller ritual. Det betyr at jeg vil beskrive
elevenes rutiner som konstruksjonsrutiner og underbyggingsrutiner, og sa analysere om
rutinene kan ses som utforsking, gjerning eller ritual. Dette er tilsynelatende i konflikt med
Stfard sin beskrivelse av konstruksjon og underbygging som utforskende rutiner, men slik jeg
oppfatter Sfard (2008), er det & beskrive rutiner som utforsking, gjerning eller ritual
uavhengig av hvordan en rutine utferes, og kun avhengig av elevens oppfatning av malet. For
eksempel gir Sfard (2008) numerisk beregning som et eksempel pa en utforskende rutine,
samtidig som hun andre steder hevder at numerisk beregning slik som 86 + 37 vil vere
utforsking, gjerning eller ritual avhengig av elevens mél med rutinen. Det & finne svaret pa 86
+ 37 kan vere utforsking dersom malet er et narrativ om tallene, slik som «86 + 37 = 123»,
eller det kan vere et ritual dersom eleven utferer en prosedyre kun fordi hun tror det er

forventet, altsa at malet er sosial aksept.

Jeg analyserer elevenes deltagelse ved & identifisere hvilke prosesser i Jeannotte og Kieran
(2017) sin modell av matematisk resonnering elevene deltar 1. Jeg tar ogsa i1 bruk det
strukturelle aspektet for & beskrive elevenes resonnering som deduktiv, induktiv eller
abduktiv. For & identifisere prosesser tar jeg ogsa i bruk begrepet epistemisk verdi for &
beskrive om elevene ser ut til 4 anse et narrativ for sannsynlig, sann eller usann, eller om de

ikke ser ut til & ha tilordnet en epistemisk verdi.

Videre vil jeg 1 denne studien vil jeg se pa elevenes felles diskurs av resonnering og bevis i
det ayeblikket de observeres. Dette er ikke en anerkjent eller veldefinert diskurs, men det er
disse elevenes felles handlingsmenstre i mete med denne oppgaven og situasjonen.
Kommognitiv forskning handler om 4 lete etter diskursive menstre og beskrive metareglene
som definerer elevenes rutiner (Sfard, 2008, s. 200, 208), noe som vil si at et spesielt fokus vil
vaere 4 identifisere anvendbarhetsbetingelser, prosedyre og avslutningsbetingelser for

elevenes rutiner for resonnering og bevis.

Utforskende deltagelse 1 diskursen er mélet, men Sfard (2008) papeker at ritualer oftest vil
vere et nodvendig steg pa veien. Det vil derfor vare interessant & underseke om elevenes
deltagelse 1 diskursen ser ut til & vaere ritualisert eller viser tegn til & vaere utforskende.
Spesielt avslutningsbetingelsene er interessante, og da i form av hva som kan tolkes som
malet med aktiviteten, fordi de avgjer om rutiner kan tolkes som utforsking, gjerning eller
ritual. Hvis det ser ut til at mélet for eleven er 4 lere noe nytt om den matematiske verden er
aktiviteten kanskje en type utforsking, men dersom elever kun ser ut til & forseke & tilpasse

seg sosialt sa er handlingene kanskje heller ritual.
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I praksis kan det vaere vanskelig & skille mellom ritual og utforsking, og Sfard (2008) hevder
at det vil vaere nedvendig & se pa nar rutinen benyttes, hvem som involveres, hvor fleksibel
rutinen er og om den som utferer den er i stand til & underbygge rutinen pa en akseptabel
mate. Dersom rutinen er situert, altsd at den har begrenset anvendbarhet, og dersom rutinen
utfores med hjelp fra andre eller for andre, vil det vere tegn pd ritual, og dersom rutinen er
fleksibel og kan tilpasses situasjonen er det tegn pa utforsking. Dersom rutinen er avhengig av
at andre aksepterer resultatet er det tegn pa ritual, mens det er tegn pa utforsking dersom
eleven selv har en méte & underbygge narrativet uavhengig av andre mennesker. Figur 2.2

oppsummerer begrepene i rammeverket jeg vil benytte 1 analysen.

Eksemplifisering
Sammenligning
Indentifisering av et menster

Konstruksjon
/— Generalisering

\_ Formulering av en formodning

Prosesser

( \ Klassifisering

Begrunnelse

( Jeannotte & Kieran )—-
1\ Substantiering l Formulering av et bevis

K Formulering av et formelt bevis

\ Epistemisk verdi
Induktiv

k Struktur | Abduktiv
k Deduktiv

Anvendbarhetsbetingelser

Rutiner Prosedyre

Avslutningsbetingelser Mal

( Sfard ) Ritual
\_ Rutiner og deltagelse i diskurs | Gjerning
k Utforsking

Figur 2.2: Rammeverk for analyse

Det er viktig & presisere at det ikke er mulig & avgjere hva som kan vare relativt stabilt over
tid 1 handlingsmensteret til disse elevene basert pa kun noen fé episoder. Det er altsé ikke
mulig & beskrive disse elevenes rutiner basert pa denne studien, men det er mulig & si noe om
hva disse elevene gjor 1 akkurat denne situasjonen. Til tross for at det ikke er mulig & si om

dette vil vere stabilt over tid 1 tilsvarende situasjoner, mener jeg at Sfard sine begreper kan
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benyttes for & beskrive kjennetegn pa elevenes deltagelse i denne situasjonen som kilde til
refleksjon om arsaker, og om muligheter og utfordringer for undervisning av og med
resonnering og bevis. Det som ikke er mulig er a si noe om, er hvordan disse elevene, eller
andre elever, vil delta i en diskurs 1 lignende eller andre situasjoner senere. Jeg vil 1 kapittel 3
g nermere inn pa de muligheter og begrensninger som folger av mine metodiske valg, men
for 4 ytterligere plassere studien 1 det matematikkdidaktiske forskningsfeltet vil jeg forst gi en

oversikt over tidligere forskning pé elevers arbeid med resonnering og bevis.

2.5 Tidligere forskning pé elevers arbeid med resonnering og bevis
Jeg vil her gjore rede for tidligere forskning pa elevers arbeid med resonnering og bevis. Jeg
har funnet lite forskning pa elevers deltagelse i diskurs av resonnering og bevis som benytter
kommognisjon som teoretisk rammeverk, noe som ogsé er en del av begrunnelsen for min
studie. Det finnes likevel forskning som sier noe om elevers arbeid med resonnering og bevis,
og som grunnlag for en diskusjon av mine funn presenterer jeg her et lite utvalg relevante

funn fra tidligere forskning.

2.5.1 Elevers utfordringer
Det er gjort flere oversiktsstudier om resonnering og bevis i skolen og jeg vil her referere

noen resultater relatert til elevers utfordringer i arbeid med resonnering og bevis.

Mariotti (2006) viser til store undersekelser fra artusenskiftet og hevder at det viktigste
resultatet derfra er at elever har problemer med & skille mellom matematiske begrunnelser
basert pé et teoretisk system og begrunnelser pa bakgrunn av sunn fornuft med empiriske
argumenter. Det viser seg at elever ikke nedvendigvis godtar at et deduktivt resonnement

beviser, men vil bekrefte beviset ved & sjekke med eksempler.

[ en nyere gjennomgang av forskning pd undervisning og lering av bevis beskriver
Stylianides et al. (2017) flere utfordringer elever har med bevis, hvorav to er spesielt relevante
for min studie. Det ene er at elever og l@rere lar seg overbevise av empiriske argumenter som
bevis for generaliseringer, bdde i egen argumentasjon og i vurdering av andres argumenter.
De ser altsa ofte ett enkelt eksempel som bevis for at en pastand gjelder i alle tilfeller. Det
andre er at elever og lerere ikke blir overbevist av et matematisk bevis. Elevene blir ofte ikke
overbevist om at et deduktivt bevis viser at pastanden holder for alle tilfeller, men de blir
heller ikke overbevist om at pastanden er motbevist ved hjelp av ett enkelt motbevis, og de

betrakter derfor moteksemplet som et spesialtilfelle.
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Stylianides og Stylianides (2018) droefter tiltak mot viktige utfordringer elever har med bevis.
De tar utgangspunkt i misoppfatninger om viktige aspekter ved bevis som har vist seg & vare
vanlige og ogsa vanskelig & gjore noe med, og gir to eksempler: At et enkelt moteksempel
ikke er tilstrekkelig for & motbevise en uriktig matematisk generalisering, og at noen fa
bekreftende tilfeller er nok til &4 bekrefte sannheten til matematisk generalisering. Spesielt det
siste, at mange elever gir eksempler nér de blir bedt om & bevise en generell pastand og at

elever ofte anser empiriske argumenter som bevis, hevder de er grundig dokumentert.

Yackel og Hanna (2003) hevder at en grunn til at bevis er utfordrende er at resonnering i det
daglige er veldig ulik matematisk resonnering, der det er viktig & vere tydelig pa
forutsetninger og slutningsregler. For eksempel kan intuisjon fere til at elevene ikke ser noen
grunn til & bevise en pastand. De viser ogsa til forskning som viser at elever ikke ser et behov

for 4 bevise pastander.

Litteraturen referert til her omtaler ulike aldersgrupper og bade elever og lerere, og det er
omfattende & gjore rede for hvilke resultater som stammer fra hvilke klassetrinn. Det ser
likevel ut til at de samme utfordringene gar igjen fra tidlig 1 barneskolen og opp til
universitetsniva. For eksempel hevder Stylianides og Stylianides (2009) at elevers
tilbayelighet til & bruke og akseptere empirisk argumentasjon er funnet bade hos skoleelever
og universitetsstudenter, inkludert elever som tar avanserte matematikkfag og studenter som

studerer matematikk.

Stylianides et al. (2017) har to kommentarer til den forskningen som er gjort pa elevers arbeid
med bevis. For det forste er det ikke sikkert at de argumentene som elever og larere selv gir
eller vurderer viser hele bildet av hva de kan om bevis. Det er forskning som viser at det er
enklere a vurdere argumenter enn a argumentere selv, og at det kan vere enklere a se at
ugyldige argumenter er ugyldige, enn a se at gyldige argumenter er gyldige. For det andre
papeker de at det ikke er klart om matematikere er enige om hva som kjennetegner et

akseptabelt bevis, noe de hevder krever en mer nyansert forstaelse av matematisk praksis.

Til tross for utfordringene som er funnet presenterer Yackel og Hanna (2003) en
giennomgang av studier som viser at elever helt ned i barnetrinnet kan jobbe med a utvikle og
teste formodninger med bade induktiv og deduktiv resonnering. De presiserer likevel at det &
skape en atmosfare i klasserommet der det er naturlig 4 jobbe med matematisk resonnering er

komplekst, og at disse studiene gjerne er utfort med en forsker som lerer eller etter grundige
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forberedelser med klassens lerer. Det viser likevel at det kan vare mulig for svaert unge

elever & arbeide med resonnering og bevis.

2.5.2 Bruk av eksempler

Som beskrevet over er det veldokumentert at elever gjerne bruker enkelteksempler for a
begrunne generelle pastander (Stylianides & Stylianides, 2018). Stylianides et al. (2016) har
sett pa hvordan eksperter og nybegynnere bruker eksempler 1 arbeid med argumentasjon og
bevis, spesielt hvordan eksempler kan vere en produktiv del av argumentasjon og bevis. Et
funn nyanserer elevers tilbayelighet til 4 godta eksempler som bevis ved at det kanskje kan
vaere at elever generelt godtar pastander som sanne sa lenge det ikke er bevist at de er usanne.
Et annet funn de refererer til er fra Morselli (2006), om at utforsking av eksempler kan vere
produktivt, s& lenge det er fokusert og malrettet. Morselli (2006) fant at utforsking av mange
numeriske eksempler kunne hjelpe elevene til et bevis dersom det inkluderte refleksjon over
grunnene til at hypotesen er sann, men dersom eksemplene ble brukt pa en tilfeldig méate uten

en klar metode, sé det ikke ut til & hjelpe elevene fram mot et bevis.

2.5.3 Elevers deltagelse 1 diskurs av resonnering og bevis
Jeg har funnet lite litteratur om elevers deltagelse i diskurs av resonnering og bevis som

baserer seg pd kommognisjon. Jeg brukte en database over forskningslitteratur som heter
Scopus®, fordi den ga meg kontroll over sekeprosessen. Jeg undersokte at Scopus soker i alle
engelskspraklige* tidsskrifter rangert som A*, A og B i Térner og Arzarello (2013) sin
oversikt over anerkjente tidsskrifter innenfor forskning péd matematikkundervisning. Jeg sokte
1 feltene tittel, sammendrag og nekkelord etter kombinasjoner av sgkeordene proof, reasoning,
commognition, commognitive. Jeg filtrerte ogsa ut referanser med nekkelordene proof,
proving og reasoning fra artikler som siterer boka til Sfard (2008) og to andre sentrale artikler
av Sfard (2001, 2007), og jeg har sgkt etter artikler som refererer Jeannotte og Kieran (2017)
og Lavie et al. (2018). Jeg finner totalt 25 artikler, men de fleste omhandler ikke resonnering
og bevis slik jeg bruker det i denne studien, eller de refererer Sfard av andre grunner enn a
bruke rammeverket. Det var to artikler som hadde sett pa resonnering og bevis i klasserommet
(Blanton & Stylianou, 2014; Martin, McCrone, Bower & Dindyal, 2005) og en artikkel som
sa pa elevers arbeid med en oppgave om sinus-funksjoner ved hjelp av Jeannotte og Kieran
(2017) sin modell av matematisk resonnering og ser pa elevenes deltagelse i en diskurs

(Carlsen, 2018), men denne studien var ikke rettet mot resonnering og bevis. Den eneste

3 https://www.scopus.com
4 Scopus seker ikke i «Recherches en Didactique des Mathématiques»
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artikkelen som jeg fant med relevans for min studie var Remillard (2014) sin studie av
universitetsstudenter som arbeider 1 par med bevisoppgaver. Hun hevder at diskusjon 1 sma
grupper kan egne seg for & utfordre studenters tilbgyelighet til vaere avhengig av andres
bekreftelse 1 arbeid med bevis, men at dette krever en aktiv lerer som tar utgangspunkt i
hvordan studentene har arbeidet. I arbeidet fant hun bestemte intervensjonspunkter i
studentenes arbeid der de kunne ha en spesiell fordel av stette av en larer, noe hun kaller for
intervensjonspunkter (eng: discursive entry points). Hun identifiserer tre slike

intervensjonspunkter:

1. Etter at studentene har startet pa det som ser ut som et overbevisende argument, har de
problemer med a vise dette. Etter at de har gitt et par runder med samme type
argumenter kommer de ikke videre. De forsgker & bruke noe de kan fra for (ad hoc-

rutiner), men kommer ikke videre.

2. Studentene brukte uklart sprak ved & snakke om «den» og «ting», noe som ga

utfordringer i kommunikasjonen.

3. Studentene stilte spersmaél til hverandre som ikke ble hdndtert, men som kunne hjulpet

dem i arbeidet dersom de hadde jobbet med dem.
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3 Metode

Jeg har i1 denne studien undersegkt kjennetegn pé elevers deltagelse i en diskurs av resonnering
og bevis. For 4 kunne svare pé det, har jeg observert elever som jobber sammen om en
oppgave om sammenhenger i multiplikasjon. Jeg har gjort opptak av elevenes arbeid og gjort
en apen koding av datamaterialet. Datamaterialet er videre analysert ved hjelp av
rammeverkene til Jeannotte og Kieran (2017) og Sfard (2008). Jeg starter med a beskrive
noen metodiske konsekvenser av kommognisjon, for jeg beskriver utvalg, metode for
datainnsamling, oppgaven som ble gitt til elevene og metode for analyse. Jeg vil avslutte med

a gjore rede for etiske vurderinger, samt en vurdering av studiens troverdighet.

3.1 Metodiske konsekvenser av kommognisjon

Valget av kommognisjon som overordnet teoretisk rammeverk pavirker ogsd metodiske valg,
og Stard (2008) beskriver flere metodiske konsekvenser av kommognisjon. Forst og fremst
betyr det at det er diskursen slik den praktiseres av en bestemt gruppe som er fokus for
forskningen. Det er dermed det som blir sagt og gjort som analyseres. Dette har ogsé pavirket
at forskningsspersmalet handler om hvordan elevene deltar i diskursen, altsa hva de sier og
gjor. Sfard (2008, 2012) skriver at det ikke er mulig & observere elevenes kommunikasjon
med seg selv (tenkning), men at deltagelsen 1 diskursen kan benyttes for & bygge opp én mulig
tolkning av den helhetlige diskursen som inkluderer bade deltagernes kommunikasjon med
seg selv (tenkning) og kommunikasjon med hverandre (dialog). Det er denne helhetlige
diskursen som er fokus for min undersokelse, giennom en analyse av deltagelse (dialogen, det
som blir sagt og gjort). Deltagelse i diskursen er et resultat av en samhandling mellom
deltagerne. Derfor ma hele dialogen refereres og analysers, noe som betyr at det ikke er
tilstrekkelig at innholdet refereres som forskerens gjenfortelling, eller at én persons deltagelse
refereres uavhengig av andre deltagere. Det betyr ogsa at forskerens tilstedevarelse ikke er
mulig & se bort fra, og at helt ikke-deltagende observasjon dermed ikke er mulig. Forskeren
kan 1 beste fall ses som minimalt deltagende, fordi forskerens tilstedevarelse nedvendigvis vil

pavirke elevenes deltagelse i diskursen slik de vil pavirke hverandres deltagelse.
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3.2 Metode for datainnsamling: Observasjon

En grunnleggende konsekvens av valget av kommognisjon som overordnet teoretisk
rammeverk er at det er diskurser som er fokus for forskningen (Sfard, 2008). Enhet for
analyse 1 denne studien er elevenes felles diskurs slik den praktiseres i arbeid med en oppgave
om resonnering og bevis uten stotte fra en leerer. Metode for datainnsamling i ble dermed
observasjon av det elevene sa og gjorde i arbeid med resonnering og bevis. Jeg valgte a sette
sammen elever i smé grupper av to grunner. For det forste er elevenes tenkning
(kommunikasjon med seg selv) vanskelig & observere, sa jeg valgte i likhet med Sfard (2008)
a se pé det som ble sagt og gjort 1 interaksjon med andre. For det andre er deltagelse i en felles
diskurs et resultat av en samhandling mellom deltagerne, slik at det i seg selv var interessant a

se hvordan elevene deltok i en diskurs sammen med andre.

Stard (2008, 2012) legger som nevnt stor vekt pa detaljert og korrekt gjengivelse av det
elevene sier og gjor, noe som gjor det nadvendig med opptak av samtalen for & kunne
transkribere mest mulig korrekt. Lyd- og videoopptak gir ifelge Sfard (2008) ogsé bedre
mulighet for & finne alternative tolkninger i forbindelse med analysen, fordi det gir mulighet
til & se hendelser pa nytt. Jeg valgte a bruke videoopptak fordi det gir mulighet til & se
ansiktsuttrykk og gestikulering som bidrag til 4 forstd hva elevene uttrykker, og det gir
mulighet til & observere bruk av hjelpemidler. Jeg valgte 1 tillegg til video & ta lydopptak for &
ha en sikkerhet i tilfelle feil eller dérlig lyd pa videoopptakene.

Ifalge Cohen, Manion og Morrison (2017) er det flere utfordringer knyttet til planlegging av
observasjon som metode for datainnsamling. Et av spersmalene de stiller er hvor deltagende
observateren skal vare. Hensikten med min studie var & beskrive elevenes navarende diskurs,
ikke & bidra til utvikling av diskursen som laerer, og jeg valgte derfor i minst mulig grad a
vare deltager 1 aktiviteten. Cohen et al. (2017) hevder videre at de fleste observasjoner
foretatt av utdanningsforskere gjores i naturlige omgivelser, for eksempel i elevenes
klasserom, men at det kan vere fordeler med et «laboratoriemilje» fordi det gir forskeren
muligheten til & kontrollere miljoet. Jeg sa ikke at jeg hadde behov for & kontrollere miljoet og
jeg onsket en situasjon som var sd nart som mulig en klasseromssituasjon. Praktiske
utfordringer ved at jeg kun hadde tilgang pa ett videokamera gjorde likevel at jeg bare kunne
observere én gruppe av gangen, og jeg tok derfor en og en gruppe ut pa et grupperom. Jeg
vurderte at dette kunne vare problematisk fordi elevene kunne oppleve dette som en enda mer
kunstig situasjon enn et klasserom med videokamera, og at de derfor vil vere mer konsentrert

om oppgaven enn elever vanligvis er i en klasseromssituasjon med forstyrrelser fra
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medelever. Jeg valgte derfor a se bort fra muligheten til for eksempel 4 analysere elevenes
fokus pa oppgaven. Det var ogsd mulig at de ville vaere mer utholdende nar de ikke ble
pavirket av medelevers framdrift pd oppgavene. Samtidig sa jeg ikke dette som noe vesentlig
problem for studien, fordi det uansett ville vaere mulig & beskrive kjennetegn ved elevenes
arbeid med resonnering og bevis, og at bade min tilstedevaerelse og det at det ble gjort opptak

uansett ville pavirke elevenes arbeid.

Jeg plasserte elevene pa hver sin side av et bord slik at de kunne snakke med hverandre.
Lydopptaker 14 pa bordet og videokamera stod pa stativ ved enden av bordet, og zoomet inn
pa elevene og det som foregikk pa bordet. Jeg vurderte fast montert videokamera som minst
forstyrrende, samtidig som jeg fikk med tilstrekkelig av elevenes ansiktsuttrykk og
handbevegelser som hjelp til 4 analysere hva de snakket om. Blanke ark, penner i ulike farger
og en enkel kalkulator var tilgjengelig pé bordet slik at de selv kunne velge hva de ensket &
bruke. For & redusere min pavirkning og muligheten for at elevene henvendte seg til meg,
eller tolket eventuelle ubevisste signaler fra meg, satt jeg i et hjorne av rommet litt bortenfor
elevenes bord. For jeg startet opptaket gjentok jeg informasjon om behandling av
personopplysninger og deres rettigheter i den forbindelse, som ogsa fremgikk av
samtykkeskjemaet som jeg kommer narmere inn pé under omtalen av forskningsetikk i
kapittel 3.6. Jeg ville i minst mulig grad pévirke arbeidet deres, men fordi det var vesentlig for
studien at de gjorde forsgk pd & begrunne, gjorde jeg dem oppmerksomme pé at det var viktig
at de begrunnet forslagene sine, at de skrev ned forslagene, at de forklarte hvorfor, at de
overbeviste hverandre, og at de laget en «plakat» pa et eget ark som kunne vaert brukt for &

overbevise klassen.

3.3 Utvalg

Beslutninger om utvalg er avhengig av hensikten med studien (Cohen et al., 2017), og det er
ulike meninger om i hvilken grad det er mulig & generalisere resultater fra kvalitativ forskning
(Miles et al., 2014). Hensikten med denne studien er & beskrive kjennetegn pa en gruppe
elevers arbeid med resonnering og bevis. Mélet er ikke & forseke & beskrive hva alle, eller de
fleste elever gjor, men & beskrive 1 detalj hva noen elever gjor 1 en gitt situasjon. Dette kan
danne grunnlag for videre refleksjoner og forskning om muligheter og utfordringer med
resonnering og bevis i skolen. Jeg valgte derfor & gé i dybden pa noen fa elevers arbeid ved
hjelp av en kvalitativ studie, framfor & forseke 4 designe en studie som eventuelt kunne si noe
om en sterre populasjon. Internasjonal forskning viser at det har vert lite fokus pd bevis 1

grunnskolen (bl.a. Knuth, Choppin & Bieda, 2009), men at det ber vere en del av hele

32



skolelepet (bl.a. Kilpatrick et al., 2001; Knuth et al., 2009; Yackel & Hanna, 2003) og norske
leereplaner har ogsé hatt lite fokus pa resonnering og bevis 1 grunnskolen
(Utdanningsdirektoratet, 2013). Jeg har derfor ensket & se pa hva norske elever gjor med slike

oppgaver ved avslutning av grunnskolen, og har valgt & underseke elever pé 10. trinn.

Valg av skole, klasse og enkeltelever var videre styrt av tilgjengelighet. Jeg sendte en
henvendelse til rektor pa en ungdomsskole 1 utkanten av en middels stor by pa Ostlandet og
fikk kontakt med en matematikklerer. Jeg informerte laereren om prosjektet og presenterte
prosjektet for klassen. For 4 sikre tilstrekkelig datamateriale ensket jeg & observere minst to
grupper, men jeg valgte a informere hele klassen. Dette for at alle skulle fole seg inkludert og
for & oke muligheten for & fa tilstrekkelig mange deltagere. Tolv elever takket ja til & vaere
med pé prosjektet og laereren delte inn elevene i fire grupper 4 tre elever. Selv om jeg ikke
nedvendigvis trengte fire grupper valgte jeg & observere alle gruppene, fordi elevene som
hadde skrevet under samtykkeskjema ga uttrykk for & vare ivrige etter & delta. Jeg la ingen
foringer pa gruppesammensetningen, men sa meg enig med lereren i at det var en fordel at
elevene var trygge pa hverandre og at leereren satt sammen elever som hun trodde ville snakke
en del i en slik situasjon. Cohen et al. (2017, s. 310) foreslér at forskere bruker tid pa & bli
kjent, sa for at elevene skulle bli vant med & ha meg i narheten og kanskje i mindre grad bli

forstyrret av min tilstedevarelse, fikk jeg delta i to undervisningstimer som hjelpelarer.

Av de fire gruppene valgte jeg ut de to forste for analyse. Datamengden i kvalitativ forskning
er ofte stor (Cohen et al., 2017) og begrensningen til to av gruppene var av hensyn til
overkommelig datamengde i analysen. Da de to forste gruppene sa ut til & vise deltagelse i
resonnering og bevis valgte jeg disse. Dette gjor ikke elevene representative, men det gjor det

mulig & si noe om kjennetegn ved noen elevers arbeid med resonnering og bevis.

3.4 Oppgavene til elevene

For a studere elevers arbeid med resonnering og bevis, métte oppgaven elevene skulle jobbe
med og formuleringen av den lede til arbeid med resonnering og bevis. Jeg satte derfor opp
tre kriterier for valg av oppgave. Det forste kriteriet var at den métte vaere enkel nok til at de
vil kunne lgse den, altsé at den kunne loses med den kompetansen som er naturlig & forvente
at elevene har pa dette tidspunktet i sin utdanning. Dette betydde ogsa at utfordringene i
oppgaven skulle vaere pa resonnering og bevis, og ikke pa andre matematiske tema og
oppgaven matte derfor dreie seg om et kjent tema. Det andre kriteriet var at oppgaven skulle

gi mulighet til bade & oppdage sammenhenger, formulere hypoteser og bevise disse, altsa ikke
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bare at de skulle bevise fremsatte pastander. Dette er 1 trdd med Stylianides (2008) sin
anbefaling om 4 la elever jobbe med alle aktivitetene innenfor resonnering og bevis, fordi det
har en verdi i seg selv, fordi arbeid med & fremsette formodninger stotter arbeidet med bevis
og fordi det kan gi mer mening for elevene a skulle bevise noe de selv har oppdaget. Det
tredje kriteriet var at det skulle vaere naturlig & bruke ulike representasjoner 1 arbeid med
bevis, ved at jeg hadde tro pa at elevene kunne anvende aritmetiske argumenter, visuelle

argumenter og algebra 1 sitt arbeid med oppgaven.

Oppgaven ble utarbeidet etter inspirasjon fra en oppgave i Van de Walle, Karp og Bay-
Williams (2013) og er gjengitt i Figur 3.1 nedenfor. Oppgaven tar utgangspunkt i
multiplikasjon av hele tall og burde derfor vaere enkel nok for elever péd 10. trinn, og
multiplikasjon av hele tall burde heller ikke veare si utfordrende at det ville ta fokus bort fra
resonnering og bevis. For & oppfordre til formulering av hypoteser ble oppgaven formulert
slik at elvene ble bedt om & underseke hva som skjer, skrive ned hva de fant og vurdere om
det alltid vil vaere slik. Tanken med formuleringen «vil det alltid vere slik?» var at elevene
skulle begrunne hypotesen sine, men tidligere studier pa generalisering har vist at elevene ofte
ikke vil begrunne generaliseringene sine i arbeid i smé grupper (Lannin, 2005). Jeg kunne
brukt ordet bevis i oppgaveformuleringen, men ordet bevis brukes ikke i leereplanen i
grunnskolen (Utdanningsdirektoratet, 2013), og fordi jeg er interessert i elevenes navaerende
diskurs og derfor ikke ville undervise dem, valgte jeg en annen formulering for a forseke a fa
elevene til & bevise. Ordene argumentasjon og argumentere brukes i omtalen av
grunnleggende ferdigheter, men heller ikke dette brukes i kompetansemaélene. Ordet grunngje
(begrunne) brukes i1 forbindelse med geometri i kompetansemalene etter 10. trinn, men jeg var
ogsa usikker pd om det ville fore til arbeid med bevis. For & forseke & tvinge fram
begrunnelser valgte jeg formuleringer inspirert av Stylianides og Al-Murani (2010) sin
definisjon av bevis for bruk i skolen. De har som sine viktigste punkter at et bevis skal
overbevise, ikke bare en selv eller en venn, men ogsa en skeptiker, og at det skal hjelpe noen
a forsta hvorfor en pastand er sann (s. 24). Jeg valgte derfor & formulere oppgaven slik at de
skulle overbevise «hverandre» (venn) om «hvorfor», og s vise pa et ark hvordan de kan

overbevise «resten av klassen» (skeptiker).
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Velg to like heltall og multiplisere (gange) dem med hverandre.

Hva skjer hvis dere gker det ene tallet med 1 og reduserer det andre tallet
med 1, og sa multipliserer dem?

Skriv ned hva dere har funnet ut.
Vil det alltid veere slik?
Overbevis hverandre om hvorfor det er slik.

Vis pa et ark hvordan dere kan overbevise resten av klassen.

Hva skjer hvis dere gker/reduserer tallene med mer enn 1?

Skriv ned hva dere har funnet ut.
Vil det alltid veere slik?
Overbevis hverandre om hvorfor det er slik.

Vis pa et ark hvordan dere kan overbevise resten av klassen.

Figur 3.1: Oppgavene til elevene
Nedenfor har jeg vist noen mulige mater elevene kunne tenkes & jobbe med oppgaven,
inspirert av Reid og Vargas (2018), Balacheff (1988) og Stylianides (2007a) som viser

hvordan bevis kan se ut i1 skolen.

3.4.1 Den forste oppgaven

Den forste oppgaven gar ut pa a velge to like heltall og sa se hva som skjer i multiplikasjon
ndr det ene tallet okes med 1 og det andre tallet reduseres med 1. Dette tilsvarer &
sammenligne a - a = a? og (a + 1)(a — 1). Ved 4 prove et par eksempler er det mulig 4

oppdage at det andre produktet er 1 mindre enn det forste, altsi at (a + 1)(a — 1) = a? — 1.

Pastanden kan bevises med algebra ved & legge til grunn den distributive egenskapen til
multiplikasjon og regning med potenser som aksepterte narrativer. Dette beviset er deduktivt

ved at a® — 1 sluttes fra (a + 1)(a — 1) gjennom tre korrekt utforte steg:
(a+1)(a—-1)=a*—-a+a—-1>=a*-1>=a*>-1

Leaereplanen inneholder mélet «behandle, faktorisere og forenkle algebrauttrykk, knyte
uttrykka til praktiske situasjonar, rekne med formlar, parentesar og brekuttrykk og bruke
kvadratsetningane» (Utdanningsdirektoratet, 2013), sd elevene skal senest i lapet av aret ha

jobbet med slike uttrykk, men det er ikke kjent for meg om disse elevene har jobbet med det.

Péstanden kan ogsa bevises, for naturlige tall, ved hjelp av en arealmodell for multiplikasjon.
Jeg antok at det var mest naturlig at elevene ville starte med et kvadrat og se hva som skjer

ndr det gjores om til et rektangel. Med utgangspunkt i eksemplet 5 - 5 = 25, vist 1 Figur 3.2
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nedenfor, kan de da vise at 6 - 4 er én mindre. 5 - 5 kan representeres som et kvadrat med fem
kolonner og fem rader, og 6 - 4 kan representeres som et rektangel med seks kolonner og fire
rader. Dersom vi tar bort en rad av fem ruter, roterer den og legger den til som en ny kolonne,
sa ser vi av Figur 3.2 at vi har dannet rektanglet 6 - 4, men med én rute til overs. Det blir én
rute til overs fordi den nye hayden pa fire er én mindre enn den opprinnelige bredden pa fem.
For at dette eksemplet skal gi et generisk bevis mé jeg papeke at resultatet gjelder generelt, og
ikke bare i dette tilfellet (Reid & Vargas, 2018). Det vil alltid vaere én rute til overs,
uavhengig av sterrelsen pa det opprinnelige kvadratet, fordi heyden pé den kolonnen som

legges til alltid vil vaere én mindre enn bredden pa raden som tas bort.

.

Y

5 5 6

Figur 3.2: Generisk eksempel for5-5=6-4 +1

3.4.2 Den andre oppgaven

Den andre oppgaven tilsvarer 4 sammenligne a - a = a® med (a + n)(a —n) dern > 1. Ved
4 prove noen eksempler vil det vaere mulig 4 se at det andre produktet er n? mindre enn det
forste, tilsvarende (a + n)(a —n) = a? — n?. Hvis man kun prover tilfeller der n = 2 vil
man se at produktet er 4 mindre, noe som kan fore til at elevene foreslar at det andre produktet
er enten n + 7 eller n - n mindre enn det forste produktet. Pastanden (a + n)(a —n) = a® —
(n + n) kan motbevises ved et moteksempel, for eksempel (5 +3)(5—-3)=8:-2=16 #

52 — (3 +3) = 25 — 6 = 19. Det er flere méter & bevise pastanden (a + n)(a —n) = a? —
n?. Ved igjen 4 legge til grunn den distributive egenskapen til multiplikasjon og regning med

potenser som aksepterte narrativer, vil algebra gi dette beviset:

(a+n)(a—n) =a®?—an + an —n? = a? — n?
Pastanden kan ogsa bevises, for naturlige tall, ved hjelp av en arealmodell for multiplikasjon.
I Figur 3.3 tar jeg utgangspunkt i a? — n? representert ved kvadratet a? med et kvadrat n?
skéret bort i det ene hjernet. Den forste og andre tegningen i figuren representerer begge a? —

n?, og den tredje tegningen representerer (a + n)(a — n). Det er da mulig 4 ta bort det bla

rektanglet fra den andre tegningen, rotere det og legge et til pa hoyre siden i den tredje
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tegningen, som vist i figuren. Ved 4 flytte det bld rektanglet, har jeg vist at arealet 1 den andre
tegningen er lik arealet i den tredje tegningen, og pa den méten vist at a®> — n? er lik (a +
n)(a — n). Dette er et deduktivt bevis, der jeg med utgangspunkt i en arealmodell for

multiplikasjon har vist gjennom omforming av en tegning hvordan pastanden gjelder generelt.

a a a n
I ,‘ .- | -. ; I " ‘
{am)|
a- (a-n) — a-n a-(an) | - — a-n
a - sl | Lol
n2 i —n (a-n) - n
n a-n

Figur 3.3: a® — n? = (a + n) (a — n) representert med arealmodell for multiplikasjon

3.5 Metode for analyse: Induktiv analyse

For analyse av det empiriske materialet har jeg benyttet induktiv metode inspirert av
Grounded Theory og constant comparative method (Miles et al., 2014; Nilssen, 2012) der jeg
ved hjelp av apen koding har sekt etter kategorier. Jeg har fulgt Miles et al. (2014) som
skriver at koding ikke bare et teknisk forarbeid for analyse, men at det er analyse, og dyp
refleksjon og fortolkning av meningen i data. Jeg vil forst gjore kort rede for induktiv analyse

og deretter beskrive mitt arbeid med analyse av datamaterialet i denne studien.

3.5.1 Induktiv analyse 1 kvalitativ forskning
Kyvalitativ forskning handler om a se pa det mennesker sier, gjor og produserer av tekster, om

a seke etter monster, temaer og kategorier, og fokusere pa det som dukker opp av interessante
problemstillinger i datamaterialet (Nilssen, 2012). Nilssen (2012) beskriver kvalitativ
forskning som en systematisk og strukturert, og samtidig intuitiv og kreativ prosess, og hver
forsker ma derfor utvikle en framgangsmate tilpasset sin studie. Nilssen (2012) beskriver
videre en prosess inspirert av Grounded Theory, dpen koding og constant comparative
method. Grounded Theory er en metode for & utvikle teori fra data (Alvesson & Skoldberg,
2018; Cohen et al., 2017; Nilssen, 2012). Teori utvikles gjennom analyse og refleksjon, og
ved hjelp av constant comparative method ser man etter menster 1 data ved at deler av teksten
sammenlignes med andre deler. Apen koding vil si at forskeren, ideelt sett uten 4 vaere
pavirket av teori, setter et navn pa en del av teksten. Dette navnet, kalt en kode, skal

representere og fange essensen i tekstdelen, og nye data sammenlignes med tidligere data.
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Relaterte koder samles 1 kategorier, og giennom utvikling av et hierarki av koder og
kategorier gir forskeren mening til data. Et sentralt element er & skrive notater og
oppsummeringer, kalt memos, underveis i kodingsprosessen, gjerne om teoretiske ideer og

koblinger mellom kategorier.

Jeg har 1 denne studien benyttet induktiv analyse fordi det passet med mitt forskningsspersmal
om & beskrive kjennetegn pé elevers deltagelse. Jeg hadde ikke pa forhand definert noe jeg sé
etter, men ville beskrive det elevene gjorde og vaere apen for & la meg inspirere av
datamaterialet (Alvesson & Skoldberg, 2018; Nilssen, 2012). Jeg tok utgangspunkt i
datamaterialet og utviklet koder som beskrev kjennetegn, og gjennom en kodingsprosess
inspirert av Grounded Theory utviklet jeg kategorier som beskrev sentrale kjennetegn pa
elevenes deltagelse. Det var ikke et mél & beskrive alle elevers deltagelse i en diskurs om
resonnering og bevis, men ved hjelp av en analyse av disse elevenes deltagelse forsgke &
komme opp med nye ideer og eventuelt utfordre eksisterende tankesett (Alvesson &

Skoldberg, 2018), og pa den maten inspirere til videre forskning og undervisning.

I Grounded Theory er idealet at kodingen skal vere teorifri, men dette er i praksis ikke mulig,
bade fordi forskeren pavirker datainnsamling og analyse, og fordi teori er nadvendig for & se
noe utover det dagligdagse (Nilssen, 2012). Jeg har i denne studien basert forskningsspersmal
og datainnsamling p&d kommognisjon (Sfard, 2008), og er dermed ikke frigjort fra teoretisk
pavirkning 1 kodingsprosessen fordi rammeverket pavirker de spersmal jeg velger & stille og
de begreper jeg bruker (Nilssen, 2012). I tillegg ligger temaet resonnering og bevis til grunn
for datainnsamlingen, gjennom utforming av oppgavene til elevene og ved at jeg har sett

spesielt pd elevers arbeid knyttet til dette temaet 1 kodingsprosessen.

3.5.2 Analyse av datamateriale fra observasjon
Alvesson og Skoldberg (2018) beskriver en fri analyseprosess, men papeker at dette er

krevende, sarlig for forskere uten lang erfaring. Jeg har benyttet ulike analyseverktoyer
beskrevet av Nilssen (2012), som & dele opp datamaterialet, stille spersmal, organisere i

tabeller, og a lage modeller og diagrammer.

Innledningsvis sa jeg igjennom videoopptakene for & danne meg et bilde av elevenes arbeid.
Jeg laget korte oppsummeringer av hvilke hypoteser og begrunnelser elvene sé ut til &
presentere, og skrev ned innledende refleksjoner. Jeg transkriberte elevenes samtale ved hjelp
av bade video- og lydopptakene. Det var nedvendig med flere gjennomganger av hele

opptaket for & sikre korrekt transkribering. Det var ikke behov for analyse av elevenes dialekt
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og jeg har derfor transkribert i bokmal for bedre lesbarhet. Sfard (2008) legger vekt pé at det
er elevenes stemme og ikke forskerens gjenfortelling som skal utgjere data og jeg har derfor
lagt vekt pa & gjengi elevenes samtale si neyaktig som mulig. Jeg har derfor valgt & markere
avbrudd og pauser, og jeg har brukt bare sma bokstaver for & unnga a legge inn en tolkning av

setningsbygning. Transkripsjonsnekkelen jeg har brukt er gitt i Tabell 3.1 nedenfor.

Tabell 3.1: Transkripsjonsnekkel

s kort opphold, overgang
kort opphold < 1 sekund
lengre opphold > 1 sekund

(9s) lengre opphold > 3 sekund

ab- avbrutt tale

labc ekstra trykk, etterfelgende ord fremheves

abc? sporrende

[abc] | overlapp (tekst i pafalgende linjer markert med [] nér de overlapper i tid)

((abc)) | kommentarer, beskrivelser

For videre analyse importerte jeg transkripsjonene i dataprogrammet NVivo 12 Pro som er
utviklet for kvalitativ dataanalyse, og jeg brukte verktoyene der for 4 kode datamaterialet. Jeg
gikk gjennom datamaterialet linje for linje og stilte spersmal til datamaterialet. Jeg benyttet de
to analytiske sparsmalene: Hva gjor elevene her, og hva uttrykker elevene her. Dette for a
kode bade det elevene gjorde av arbeid med oppgaven og det de uttrykte om arbeidet. Svarene
pa spersmalene forte til opprettelse av koder, eller tilordning til eksisterende koder. Et
eksempel pa koding i NVivo er vist i Figur 3.4 nedenfor. Bildet viser hvordan linjer som har
blitt kodet er markert med en farge, og hvordan de tilordnede kodene kan vises som linjer til
hayre for transkripsjonen. Nye koder tilordnes ved & markere teksten og velge en eksisterende

kode eller opprette en ny.

Anne: vent da sa det ler alltid slik? =
Camilla: ja, .. jeg vil bare prove en ting til tar 10 ganger 10 bare for 3 se 1?; E
Anne: jegtar9 i:‘? g ;— =
Camilla: ogsa tarvi9.. ganger .. 11 .. hvor mye er 9 ganger 117 jo deter 99 1 g_ § ;?z,
Berit: nei det er det ikke §_ é; : E
Camilla: jo det er det fordi 10 ganger er 90 % %
Berit: ja,det er det =4
Camilla: okey sa det Iblir alltid det En'

Figur 3.4: Illustrasjon av koding i NVivo
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Der hvor adskilte koder hadde felles trekk kombinerte jeg disse til felles kategorier, i et
hierarki, for pa den méten a identifisere fremtredende kjennetegn ved elevenes arbeid. Et
eksempel var at jeg hadde kodene sammenligner eksempler og sammenligner produkter, som
jeg etter hvert slo sammen til en felles kode som jeg kalte sammenligner. Det kom ogsa til nye
koder sent 1 prosessen, for eksempel ved at koden reviderer hypotese bidro til en nyansering
av den eksisterende koden formulerer hypotese. Etter hvert som jeg jobbet med koding og
utvikling av kodehierarkiet sé jeg at det pekte seg ut tre kategorier, nemlig konstruksjon,
underbygging og sosial interaksjon. Jeg fant at mange av kodene kunne grupperes etter om de
formulerte narrativer, eller om de pa ulike mater begrunnet narrativer. For eksempel fant jeg
at kodene forklarer hvorfor, viser hvorfor og tester hypotese, var ulike mater elevene deltok i
underbygging av hypoteser og jeg samlet derfor disse under kategorien underbygging. For a
unngé a introdusere nye begreper valgte jeg & bruke Sfard (2008) sine ord konstruksjon og
underbygging som navn pd to av kategoriene. Ved a utvikle kategoriene fra dpen koding av
datamaterialet kunne jeg ogsa se andre deler av elevenes deltagelse i sammenheng med
konstruksjon og underbygging. For eksempel fant jeg at det elevene gjorde og uttrykte der
hvor jeg hadde brukt kodene stiller sporsmdl ved hypotese, uttrykker stotte til hypotese og
uttrykker usikkerhet var relatert til underbygging, og jeg samlet ogsa disse under den samme

kategorien. Kodehierarkiet er vist i Figur 3.5 nedenfor.

[ Elevers deltagelse i resonnering og bevis J

Konstruksjon ) Substantiering ) Sosial interaksjon )
Gir eksempel | Stiller sparsmdl ved hypotese Bidrar til framdrift
Sammenligner Tester hypotese | Kritiserer fremdrift

L Formulerer hypotese X Uttrykker statte til hypotese 5 Inkluderer
. Reviderer hypotese | Forklarer hvorfor Bygger pa
| Bruker en antagelse | Uttrykker enighet
Viser hvorfor
| Uttrykker forstaelse
| Uttrykker usikkerhet

Figur 3.5: Kodehierarki fra dpen koding
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Béde Nilssen (2012) og Miles et al. (2014) fremhever spesielt skriving som en viktig del av
prosessen, noe som ogsa er viktig i Grounded Theory. Det kan vare personlige reaksjoner og
tanker, ideer, mulige meninger, noe som kan felges opp, koblinger til andre deler av
datamaterialet og oppklaringer av tidligere spersmal. Underveis 1 kodingsprosessen skrev jeg
notater og refleksjoner som kommentarer til teksten og egne memo-dokumenter i NVivo, og
jeg skrev etter hvert ogsa et forelapig utkast til analysekapittel som oppsummerte refleksjoner

fra kodingsprosessen.

For a fi oversikt over datamaterialet valgte jeg & dele det opp i faser ut fra elevenes arbeid
med resonnering og bevis, hovedsakelig slik at hver fase inneholdt ett sentralt narrativ. Jeg
presenterte sé en oversikt 1 tabeller som oppsummerer elevenes deltagelse med koder og en
kort beskrivelse inndelt etter fasene. Etter at jeg hadde kodet datamaterialet, systematisert
kodene i et kodehierarki og funnet de tre sentrale kategoriene, gikk jeg videre med & analysere
datamaterialet ved hjelp av Jeannotte og Kieran (2017) sin modell av matematisk resonnering
og begreper fra Sfard (2008) sitt kommognitive rammeverk. Jeg startet med & gd igjennom de
fasene jeg hadde identifisert i datamaterialet og knyttet dem til resonneringsprosesser i
modellen til Jeannotte og Kieran (2017). En ting jeg ble oppmerksom p4a, var at de
eksemplene elevene jobbet med hadde ulik funksjon, og hang tett sammen med formulering
av hypoteser ogsé nar de tilsynelatende ble brukt for & begrunne hypoteser. For & se naermere
pa dette tok jeg i bruk Jeannotte og Kieran (2017) sitt strukturelle aspekt og gikk gjennom
kodingen pa nytt, na sett i sammenheng med strukturen i elevenes resonnering. Dette forte
ogsa til at jeg tok 1 bruk annen litteratur om abduktiv resonnering for & utdype Jeannotte og

Kieran (2017) sin noe begrensede omtale av det strukturelle aspektet.

Noen av kodene jeg brukte for 4 beskrive elvenes deltagelse var ikke direkte knyttet til arbeid
med resonnering og bevis, slik som for eksempel kodene bidrar til fremdrift, uttrykker
enighet, og uttrykker usikkerhet. For & analysere disse delene av elevenes deltagelse tok jeg i
bruk begreper fra Sfard (2008) sitt kommognitive rammeverk, spesielt rutiner og metaregler,

og hvorvidt elevenes deltagelse kunne beskrives som ritualisert eller utforskende.

3.6 Forskningsetikk og behandling av personopplysninger

Jeg har i denne studien forholdt meg til generelle forskningsetiske retningslinjer og
fagspesifikke forskningsetiske retningslinjer for samfunnsvitenskap, humaniora, juss og
teologi utarbeidet av De nasjonale forskningsetiske komiteene (u.a.) og relevante lover og

forskrifter. Jeg har tatt spesielt hensyn til at informantene er under myndighetsalder og har
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tydelig informert om prosjektet og om at deltagelse er frivillig, og jeg har innhentet samtykke
fra foresatte. Et tiltak for a sikre at elevene deltar frivillig er at samtykkeskjema ogsa skal
underskrives av elevene selv og at det er de selv som leverer skjemaet. For & unnga
interessekonflikter, avhengighet og rollekonflikter har jeg valgt 4 seke informanter pa en

annen skole enn egen arbeidsplass. Se informasjonsskriv og samtykkeskjema i Vedlegg 1.

For & redusere mulige ulemper ved a ta avgangselever ut av ordiner undervisning har jeg latt
det veere opp til skolen og lereren a avgjere nar elevene tas ut til observasjon. Samtidig
medferer ikke denne studien som noen stor ulempe for de involverte elevene, da aktiviteten
elevene gjor i denne studien kan ses pa som god trening i resonnering. For at elevene skulle fa
mest mulig igjen for deltakelsen 1 studien, tilbed jeg meg & ha en undervisningsekt for klassen
med fokus pa resonnering og bevis med utgangspunkt i det elevene jobbet med under

datainnsamlingen, men dette har lereren forelepig ikke takket ja til.

Béade lydopptak, videoopptak og skjema for samtykke regnes som personopplysninger (NSD -
Norsk senter for forskningsdata, u.4.) og prosjektet er derfor meldt til NSD - Norsk senter for
forskningsdata. Meldeskjemaet med referansekode 608211 ble godkjent 16. oktober 2018
(Vedlegg 2), og det var da mulig & informere elevene, samle inn samtykke og starte
datainnsamling. Elevene ble informert om behandling av personopplysninger og rettigheter,
bade muntlig nar jeg informerte om prosjektet, skriftlig pa informasjonsskriv og igjen muntlig

for opptak ble startet 1 forbindelse med datainnsamlingen.

I tillegg til forskningsetiske retningslinjer og feringer fra NSD har jeg forholdt meg til NTNU
sine retningslinjer for behandling av personopplysninger i studentprosjekter (Norges teknisk-
naturvitenskapelige universitet, u.4.). Jeg har ogsé utarbeidet en datahéndteringsplan for &
sikre forsvarlig lagring av personopplysninger. NSD anbefaler ikke lagring av
personopplysninger pé private enheter, og NTNU sine retningslinjer tillater ikke dette. Jeg har
derfor kun benyttet opptaksutstyr som er eid av NTNU. NTNU har i kommunikasjon til
studentene bekreftet at kryptert minnepinne vil oppfylle kravet for lagringssikkerhet og jeg
har derfor benyttet dette til lagring av lyd- og videoopptak for & unngd & lagre dette pd egen
PC. Deltagerne er informert om at skriftlige utdrag vil bli brukt i oppgaven, at deltagerne ikke
vil kunne gjenkjennes, at alt datamateriale vil veere anonymisert nar prosjektet er avsluttet og

at opptakene vil bli slettet (se Vedlegg 1).
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3.7 Troverdighet

Cohen et al. (2017) foreslar a bruke troverdighet (eng: trustworthiness) som begrep i
observasjonsbasert kvalitativ forskning, men omtaler dette ogsa som validitet og reliabilitet.
Validitet handler om at studien undersgker det den hevder a underseke, og at tolkningene og
konklusjonene kan forsvares med den teorien som er valgt og de data som er tilgjengelige.
Dette innebaerer for eksempel at den oppgaven jeg har valgt for elevene og den
datainnsamlingsmetoden jeg har valgt faktisk underseker det forskningsspersmalet hevder at
jeg undersegker. Det innebarer ogsa at de konklusjoner jeg har valgt & trekke frem faktisk kan
forsvares med det datamaterialet som er tilgjengelig og de teorier som er brukt i analysen.
Reliabilitet handler grovt sett om malingers stabilitet, om man maler det samme dersom man
maler pa nytt eller méler en annen gruppe, men det er omdiskutert om dette er et

hensiktsmessig begrep for kvalitativ forskning (Cohen et al., 2017).

Miles et al. (2014) beskriver det de kaller retningslinjer for konklusjoners kvalitet og omtaler
fem delvis overlappende utfordringer: Bekreftbarhet, avhengighet, kredibilitet, overforbarhet
og anvendbarhet. Bekreftbarhet er spersmalet om i hvilken grad funnene er pavirket av
forskerens fordommer, avhengighet er spersmalet om prosessen vil kunne gi tilsvarende
resultater dersom studien gjentas, og kredibilitet er spersmalet om funnene i studien gir
mening, er troverdige og overbevisende for leseren. Jeg har beskrevet metoder og min
forstaelse av teori, og jeg har gjort rede for egen rolle 1 innsamling av data. P4 den maten har
jeg lagt til rette for at studien kan gjentas. Jeg har begrunnet resultater fra studien ved & vise
til utdrag fra datamaterialet, og har ogsa inkludert en fullstendig oversikt over elevenes

deltagelse i form av oversiktstabeller.

Overforbarhet er spersméalet om konklusjonene fra studien er overforbare til andre kontekster
og hvor mye de kan generaliseres. For kvalitativ forskning er generalisering ofte underordnet
ved at fokus er & beskrive fenomenet som undersgkes (Cohen et al., 2017). Med bare seks
elever det ikke er mulig & generalisere funn fra denne undersgkelsen til andre elever. Det er
likevel interessant bade for videre forskning og for praksis i skolen & se hva elever kan gjore
med slike oppgaver. For praksis i skolen vil det vere interessant for laerere 4 se hva elever kan
tenkes & gjore 1 slike situasjoner, badde som inspirasjon til & utnytte muligheter og for a vere
oppmerksomme pa mulige utfordringer. Det vil likevel veere mulig & generalisere
rammeverkenes anvendbarhet. For & bidra til at leseren selv kan vurdere overferbarheten av
mine funn har jeg beskrevet klassetrinn, utvalgskriterier, oppgave, omgivelser og metoder for

datainnsamling og analyse.
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Anvendbarhet er spersmélet om hvilken nytte forskningen har for deltagerne, forskerne og
samfunnet, inkludert vurdering av etiske utfordringer og dermed eventuell ulempe for de
involverte. Jeg har tidligere vurdert ulike etiske utfordringer ved studien, og redegjort for
tiltak jeg har gjort for & begrense ulemper. For & gjore studiens konklusjoner tilgjengelig for
forskningsfeltet, men ogsé for lerere, har jeg forsekt & unngd unedvendig komplisert sprék og
forsekt & finne gode, men presise norske oversettelser av originallitteraturens ord og uttrykk.
Jeg har ogsé forsekt 4 knytte funnene 1 studien bade til muligheter for videre forskning og til
muligheter for undervisning i skolen, og jeg har knyttet studien til det pagaende arbeidet med
nye lereplaner i norsk skole. Valg av tema resonnering og bevis bidrar i seg selv til
anvendbarhet ved at relaterte begreper er sentrale i1 de fleste av de nye kjerneelementene i
matematikkfaget 1 norsk skole. Studien kan bidra til bevissthet omkring resonnering og bevis i
skolen, og til forstielse for hva det inneberer og hvordan elevers arbeid med resonnering og
bevis kan se ut. De valgte rammeverkene kan ogsa bidra til bedre kommunikasjon og
bevissthet om hva resonnering og bevis inneberer, og studien bidrar til  vise hvordan disse

kan anvendes for analyse av elevers arbeid, bade for forskning og undervisning.

Troverdighet handler til slutt om i hvilken grad jeg er i stand til & overbevise leseren (Miles et
al., 2014). Jeg har derfor forsekt & beskrive det som kan pavirke de konklusjoner jeg mener &
kunne trekke fra arbeidet, det som kalles tykke beskrivelser (eng: thick descriptions) (Cohen
et al., 2017).
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4 Analyse

Forskningsspersmalet i denne studien er: Hva kjennetegner en gruppe 10.-trinnelevers
deltakelse 1 en matematisk diskurs av resonnering og bevis? Jeg vil i dette kapitlet presentere
analysen av to elevgruppers deltagelse i hver sin felles diskurs av resonnering og bevis i

arbeid med multiplikasjon.

Jeg har benyttet a&pen koding for & beskrive elevenes deltagelse, og har funnet de tre
hovedkategoriene konstruksjon, underbygging og sosial interaksjon. Med utgangspunkt i
koding og kategorisering analyserer jeg elevenes deltagelse ved hjelp av begreper fra
Jeannotte og Kieran (2017) og Sfard (2008). Kapitlet er strukturert med ett delkapittel for
hver av de tre hovedkategoriene konstruksjon, underbygging og sosial interaksjon.
Avslutningsvis ser jeg kategoriene i sammenheng og analyserer overgangen mellom

konstruksjon og underbygging.

P& de neste sidene presenterer jeg ved hjelp av tre tabeller en oversikt over elevenes deltagelse
i diskursen. Tabellene viser elevenes arbeid delt inn 1 faser, gruppert etter hvilke narrativer de
produserer, hovedsakelig med en sammenligning, hypotese eller underbygging i hver fase.
For hver fase har jeg vist kodene jeg har tilordnet innenfor denne fasen, med de mest
fremtredende kodene 1 kursiv. I tiden jeg observerte dem arbeidet den forste gruppen forst
med den forste oppgaven (Tabell 4.1) og s& med den andre oppgaven (Tabell 4.2). Den andre
gruppen brukte hele tiden pa arbeid med den forste oppgaven (Tabell 4.3), selv om de i lopet
av sine forsek pa a forklare en hypotese fra den forste oppgaven ogsa kom inn pa spersmaél fra
den andre oppgaven. I teksten i1 kapitlet har jeg markert mine koder og kategorier med kursiv
for & gjore det tydelig hvordan disse fremkommer i analysen. Nar jeg viser til faser i elevenes

arbeid bruker jeg nummereringen gitt i forste kolonne i tabellene pa de neste sidene.
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Tabell 4.1: Den forste gruppens arbeid med den forste oppgaven, (a — 1) (a + 1)

Fase Linjer Koder Narrativer Beskrivelse
Konstruksjon Underbygging Sosial interaksjon
1-1-1 1.1- Gir eksempel Bidrar til fremdrift 2:2=4 Gir et eksempel og ser at produktene ikke
1.22 Sammenligner Inkluderer 1-3=3 er like.
«at de blir forskjellige»
1-1-2 1.23- Gir eksempel Bidrar til fremdrift 7-7=149 Gir et nytt eksempel og formulerer
1.35 Sammenligner 6-8=148 hypotese om at det andre produktet er en
Formulerer hypotese «at det alltid blir en mindre» mindre.
1-1-3 1.36- Gir eksempel Stiller spersmal ved hypotese | Bidrar til fremdrift 10-10 =100 Gir et nytt eksempel og hevder at det alltid
1.51 Sammenligner Tester hypotese Inkluderer 9-11=99 blir en mindre.
Uttrykker stotte til hypotese «sé det !blir alltid det»
1-1-4 1.52- Forklarer hvorfor Bygger pa Tar bort syv. Forklarer hvorfor hypotesen er sann, ved
1.85 Bruker antagelse Uttrykker enighet Legger til seks (ganger en gang til). hjelp av aritmetikk og beskrivelser i
Uttrykker usikkerhet Tallet blir ett tall mindre, men ganges | naturlig sprak.
en gang til.
1-1-5 1.86- Forklarer hvorfor Bidrar til fremdrift (som over) (som over)
1.107 Bruker antagelse Inkluderer
Uttrykker usikkerhet Bygger pa
Uttrykker enighet
1-1-6 1.108- Viser hvorfor Bidrar til fremdrift (utregning basert pa konkret Viser hvorfor hypotesen er sann ved &
1.123 Uttrykker usikkerhet Inkluderer eksempel) skrive ned en utregning av differanser.
Uttrykker forstéelse Bygger pa

Uttrykker enighet




Tabell 4.2: Den forste gruppens arbeid med den andre oppgaven, (¢ —n) (a +n) ,n>1

Fase Linjer Koder Narrativer Beskrivelse
Konstruksjon Underbygging Sosial interaksjon
1-2-1 1.124- | Gir eksempel Bidrar til fremdrift 2:2=4 Gir eksempel med ekning og reduksjon med
1.142 Sammenligner Inkluderer 0-4 to, og ser at det andre produktet blir fire
Formulerer hypotese Uttrykker enighet 7-7 =49 mindre.
5-9=45
«det er fire mindre»
«alt sammen blir fire mindre»
1-2-2 | 1.143- | Gir eksempel Tester hypotese 2:2=4 Gir nytt eksempel med gkning/reduksjon,
1.145 Sammenligner 0:4=0 n = 2, og foreslar hypotese om at det andre
Reviderer hypotese En forskjell gir differanse én, to produktet er n + n mindre.
forskjell gir differanse 2+2=4.
1-2-3 1.146- | Gir eksempel Tester hypotese Bygger pa 7-7=49 Gir nytt eksempel med ekning/reduksjon,
1.166 Sammenligner 4-10=40 n = 3, og foreslér hypotese om at det andre
Reviderer hypotese «da blir det ni forskjell» produktet er n - n mindre.
«fordi tre ganger tre er ni» «det tallet
vi reduserer med»
1-2-4 | 1.167- | Gir eksempel Tester hypotese Uttrykker enighet 9-9=81 Gir nye eksempler og uttrykker stotte til siste
1.193 Sammenligner Uttrykker stotte til hypotese 4-14 =56 hypotese pa bakgrunn av eksemplene.
Formulerer hypotese 81-5:-5=56
10-10 =100
2-18=136
100—-8-8=36
«det man tar vekk» «skal man gange
med hverandre»
1-2-5 | 1.194- Tester hypotese Uttrykker enighet «akkurat som nar» «vi gker tallet med | Tester hypotesen med eksempler fra den
1.196 en s vil en gange en vare en» forste oppgaven.
1-2-6 | 1.197- | Sammenligner Bidrar til fremdrift «det hadde vert sd mye mer, enkelt Ser ut til & sammenligne hypotesen i den
1.221 Inkluderer enn det der» andre oppgaven med forklaringen pa
Uttrykker enighet 7-7=49 hypotesen i den forste oppgaven.
4-10=40
49-3-3=40

«den der er mye bedre enn den der»




Tabell 4.3: Den andre gruppens arbeid

Fase | Linjer Koder Narrativer Beskrivelse
Konstruksjon Underbygging Sosial interaksjon
2-1 2.1- Gir eksempel Bidrar til fremdrift 4-4=16,5-3=15 Gir eksempel, ser at det andre
220 Sammenligner Inkluderer «at det er en mindre» produktet er en mindre.
2-2 2.21- Gir eksempel Tester hypotese 8:-8=64,7-9=63 Gir et nytt eksempel og ser at det ogsa
2.29 Sammenligner Uttrykker stotte til hypotese «da vil det alltid bli en mindre» der blir én mindre. Formulerer
Formulerer hypotese hypotese.
2-3 2.30- Forklarer hvorfor Bidrar til fremdrift «fordi det pa en mate utjevner seg» Diskuterer om det skyldes at det
2.40 Uttrykker stotte til hypotese Uttrykker enighet «vil det alltid veere slik .. ja det vil utjevnes «pa en matey, uttrykker stotte
Uttrykker usikkerhet alltid veere slik» til hypotesen, men sier at de ikke vet
hvorfor.
2-4 2.41- Gir eksempel Viser hvorfor Bidrar til fremdrift 5:-5,6:4,4-6 Leser neste oppgave om & vise pa et
2.68 Uttrykker usikkerhet Inkluderer 3:-3,4-4,5-5 ark. Gir nye eksempler og viser at
Uttrykker enighet hypotesen stemmer i alle eksemplene.
2-5 2.69- Kritiserer forklaring Bidrar til fremdrift Skriver kun ned hypotesen, «har ikke
2.87 Uttrykker usikkerhet Kritiserer fremdrift noe svar pa» hvorfor.
2-6 2.88- Gir eksempel Bidrar til fremdrift 2:6,1-7 Sammenligner antagelig
2.115 Sammenligner Kritiserer fremdrift 4-4,3.-5,2-6,1-7 og finner at
«fem/tre/en imellom» differansen mellom to og to av disse er
«to mer» 1, 3,5, altsd eker med 2. Formulerer
ikke hypotesen.
2-7 2.116- | Gir eksempel 6:-6=36,5-7=35,4-8=32 Relaterer 1, 3, 5 til oddetall, og foresléar
2.135 Sammenligner 3:9=27,2-10=20 hvordan sammenhengen vil gjelde for
flere eksempler.
«oddetalla» «differansen mellom det
forrige og neste»
2-8 2.136- | Sammenligner Bygger pa «hvis forskjellen mellom tallene du Sammenligner differansen mellom
2.203 Formulerer hypotese Inkluderer ganger er to sd» «det vil bli» «tre faktorene med differansen mellom
Uttrykker enighet mindre» produkter.
2-9 2.204- | Sammenligner Bidrar til fremdrift «fra det du starter med sé blir det jo» | Kommenterer at de mé finne «forrige»,
2.298 Kritiserer fremdrift og sammenligner med «det du starter
Uttrykker enighet «det er jo sanne der kvadrattall» med». Kommenterer altsé at de har

funnet rekursiv sammenheng, og ser
etter eksplisitt sammenheng.




4.1 Konstruksjon

Hovedkategorien konstruksjon dreier seg om elevenes deltagelse 1 diskursen med
konstruksjon av narrativer, og for 4 beskrive elevenes deltagelse i konstruksjon har jeg
benyttet kodene gir eksempel, sammenligner, formulerer hypotese og reviderer hypotese.
Forst vil jeg 1 avsnitt 4.1.1 illustrere hvordan elevene gir eksempel, sammenligner og
formulerer hypotese. Jeg vil deretter 1 avsnitt 4.1.2 ga nermere inn pa arbeidet til elevene i
den forste gruppen med den andre oppgaven for & vise hvordan eksemplene bidrar pé ulike
madter nar de reviderer hypoteser. 1 avsnitt 4.1.3 vil jeg vise hvordan elevene i den andre
gruppen forseker & forklare hvorfor hypotesen er sann, men isteden sammenligner stadig nye
eksempler. Avslutningsvis vil jeg i avsnitt 4.1.4 oppsummere elevenes deltagelse 1

konstruksjon av narrativer.

4.1.1 Eksempel, sammenligning og hypotese
Innledningsvis i arbeidet med den forste oppgaven ga elevene i den forste gruppen eksemplet

2+-2=40g1-3 = 3, de sammenlignet produktene og fant kun at de var forskjellige. I
utdraget nedenfor fra fase 1-1-2 og 1-1-3 gir de et nytt eksempel, sammenligner produktene i
eksemplet og benytter dette for & formulere en hypotese. Utdraget viser dermed hvordan
elevenes deltagelse kan beskrives gijennom kodene gir eksempel, sammenligner og formulerer
hypotese, og jeg vil nedenfor se dem i sammenheng med resonneringsprosessene

eksemplifisering, sammenligning og generalisering slik de defineres av Jeannotte og Kieran
(2017).

1.23 Camilla:  okey la oss prgve et annet eksempel sa far vi se, hvis vi tar syv ganger syv da
1.24 Berit: ja
1.25 Camilla:  som blir 14 ...

ogsa gker vi det sa blir det

1.26 Berit: syv ganger syv er ikke 14 ..

1.27 Anne: deter 49

1.28 Camilla:  tulla na tenkte jeg .. pluss

1.29 Anne: okey sa da blir det

1.30 Camilla:  [seks ganger atte]

1.31 Berit: [seks ganger atte] og det er f@rt- .. nei jo det er 48?
1.32 Anne: mhm ((bekreftende))

1.33 Anne: 13ja at [det alltid blir en mindre]

1.34 Berit: [det alltid blir en mindre] okey

1.35 Camilla:  !3jaaa

Nér elevene her og ellers 1 arbeidet gir eksempel, tar de utgangspunkt i et helt tall og regner ut

to produkter, et kvadrattall og et nytt produkt etter en reduksjon og ekning med et annet helt
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tall. I dette tilfellet tar de utgangspunkt i1 syv, og gir eksemplet 7 -7 = 49 og 6 - 8 = 48
(1.23-31). Anne sier sa at «det alltid blir én mindre» (1.33). Det er ikke noe i dialogen som
direkte viser at de sammenligner, men narrativet om at det blir én mindre ma komme som
resultat av at de sammenligner produktene 1 eksemplet og ser at differansen mellom dem er
én. Nér de bruker ordet «alltid» kan det vaere pa grunn av oppgavens formulering, men det
kan ogsa bety at de sammenligner de to eksemplene og finner at det ble en mindre 1 begge

tilfellene.

Eksemplifisering handler ifelge Jeannotte og Kieran (2017) om & generere data som kan
brukes i leting etter likheter og forskjeller. Nar elevene 1 utdraget over gir et eksempel som
kilde til en sammenligning deltar elevene dermed i resonneringsprosessen eksemplifisering.
Videre handler ssmmenligning om & konstruere narrativ om matematiske objekter og
relasjoner. Elevenes sammenligning i utdraget over forer til et narrativ om en sammenheng
mellom produktene i eksemplet, og elevene deltar dermed 1 resonneringsprosessen
sammenligning slik den defineres av Jeannotte og Kieran (2017). Det at de forst gir et
eksempel og sa sammenligner produktene i eksemplet gér igjen i de innledende fasene 1 begge

gruppenes arbeid.

Nér de sier at det «alltid» blir en mindre, er det mulig at de ser en gyldighet for
sammenligningen utover det ene eller de to eksemplene. Det betyr at de formulerer hypotese
om at det vil bli «en mindre» (1.33) ogsa i andre tilsvarende eksempler. Hva som er
tilsvarende eksempler er ikke klart, fordi de ikke formulerer et fullstendig narrativ. Det er
altsd implisitt fra sammenhengen hva det er som blir «en mindre», noe som gar igjen i de
fleste av elevenes formuleringer av hypoteser. Nar elevene formulerer en hypotese som har
gyldighet utover de kjente eksemplene, indikerer det at de deltar i resonneringsprosessen
generalisering slik den defineres av Jeannotte og Kieran (2017). Det & formulere en hypotese
pa bakgrunn av eksempler kan ses som induktivt strukturert, men det kreves da ifelge
Pedemonte og Reid (2011) at det gjores en systematisk sammenligning av flere eksempler.
Naér det, slik som her, formuleres en hypotese pa bakgrunn av ett eller kanskje to

enkelteksempler, beskriver de det som abduktivt strukturert resonnering.

Elevenes resonnering i starten av arbeidet kjennetegnes altsa av at de deltar i
resonneringsprosessene eksemplifisering, sammenligning og generalisering.
Generaliseringsprosessen er abduktivt strukturert fordi de generaliserer pa bakgrunn av ett
eller to enkelttilfeller uten systematisk sammenligning. Jeannotte og Kieran (2017) beskriver

eksemplifisering som en prosess som stotter de andre prosessene. I utdraget over stotter
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eksemplifiseringen prosessene sammenligning og generalisering ved at elevene genererer data
som brukes for & sammenligne produkter, og foresla hypoteser som de si generaliserer til &
gjelde ogsa for andre tall. De samme prosessene og den samme abduktive strukturen gjentar
seg 1 den forste gruppens arbeid med den andre oppgaven i de pafelgende fasene, 1-2-2 og 1-
2-3. Jeg vil na g inn i elevenes arbeid med disse to stegene og vise at de der reviderer
hypotesen. Jeg vil deretter gé inn pd den andre gruppens arbeid, der de forseker & forklare

hvorfor hypotesen er sann, men isteden sammenligner stadig nye eksempler.

4.1.2 Revidering av hypoteser

I arbeidet med den andre oppgaven formulerer den forste gruppen en hypotese om at en
reduksjon og ekning med to ferer til en reduksjon 1 produktet pa fire. De reviderer hypotesen
nér de ser en mulig ssmmenheng mellom reduksjonen og ekningen med to og reduksjonen i
produktet pé fire. Hvis vi lar tallet de reduserer og eker faktorene med vare n kan hypotesen
de formulerte beskrives som (a —n)(a + n) = a? — (n + n) nir n = 2. I utdraget nedenfor,
fra fase 1-2-3, viser det seg at de ser pa denne hypotesen som generell ogsa for andre n, fordi
de gir et nytt eksempel der n = 3 og deretter tester hypotesen pd eksemplet. Utdraget viser
hvordan elevene igjen reviderer hypotesen basert pa enda et nytt eksempel, 7 - 7 = 49 og 4 -
10 = 40, der altsa n = 3. Utdraget nedenfor viser dermed hvordan elevenes deltagelse kan
beskrives giennom koden reviderer hypotese, og jeg vil se det i sammenheng med

resonneringsprosessen generalisering.

1.158 Camilla:  hvis vi tar syv ganger syv sa tar vi opp ti nei tre og tar ned tre sa blir det fire
ganger ti .. og det blir 40 .. og syv ganger syv er 49 ...
da blir det fire forskjell ((utydelig))

1.159 Berit: jommen jeg tror at

1.160 Anne: da ga det ikke mening ((utydelig))

1.161 Camilla:  da blir det ni forskjell

1.162 Berit: ehh .. vent da .. hae, jammen jo det er jo [fordi tre ganger tre er ni]

1.163 Anne: [fordi tre ganger tre] er ni

1.164 Camilla:  3aja det er et gang--

1.165 Anne: ahh

1.166 Berit: sa det [tallet vi reduserer med] --

Etter & ha regnet seg fram til eksemplet, sier Anne at det ikke gir mening (1.160), noe som ma
betyr at hun tester hypotesen mot eksemplet. Hypotesen fra forrige fase vil gi en differanse pa
3 + 3 = 6, mens den faktiske differansen er ni. Nér de sier at «det er jo fordi tre ganger tre er
ni» (1.162-163), foreslar de en ny sammenheng mellom n og differansen mellom produktene.

De reviderer hypotesen og formulerer en hypotese som tilsvarer (a — n)(a + n) = a? — n2.
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Berit viser her at hun ser en gyldighet utover det enkelte eksemplet nar hun ikke bare bruker
tall fra eksemplet, men snakker om «det tallet vi reduserer med» (1.166). Nér hun utvider
gyldigheten utover eksemplene er dette altsd igjen deltagelse i resonneringsprosessen
generalisering, slik Jeannotte og Kieran (2017) beskriver den. Samtidig viser utdraget
hvordan narrativene som elevene formulerer mé tolkes ut fra sammenhengen fordi elevene
sjelden formulerer fullstendige narrativer. Det er ikke entydig at det er «tallet vi reduserer
med» (1.166) som skal multipliseres med seg selv for & gi differansen mellom produktene,
men det er tilstrekkelig klart fra sammenhengen til at jeg tolker det slik at elevene ser denne

sammenhengen.

Elvene tester hypotesen med et eksempel, og de reviderer hypotesen basert pa det nye
eksemplet. Det betyr at de ogsa i disse to fasene formulerer hypoteser pa bakgrunn av
enkelteksempler. Riktignok har de etter hvert gitt flere eksempler, men det ser ikke ut til at de
systematisk sammenligner alle eksemplene. De bruker heller hvert av de nye eksemplene som
kilder til reviderte hypoteser. Formuleringen av hypoteser er derfor ogsa her abduktivt
strukturert. Som 1 den innledende fasen stotter resonneringsprosessen eksemplifisering
prosessen generalisering, men denne gangen gjor de en revidering av en eksisterende

hypotese.

Nér elevene gjentatte ganger reviderer hypotesen, kan det se ut til at de er opptatt av &
formulere et narrativ som passer godt i situasjonen. De kunne sagt seg forneyd nar de hadde
funnet en hypotese om at det alltid er en differanse pa fire, men de fortsetter likevel med flere
eksempler og revidering av hypotesen fram til de til slutt formulerer en formodning om at
differansen er n?. De generaliserer dermed ikke bare til ulike a, men ogsa til ulike n. Sfard
(2008) beskriver det som utforsking nar malet er konstruksjon av narrativer, og det at de synes
a vaere opptatt av & formulere et narrativ er et kjennetegn pa utforskende deltagelse i

diskursen.

4.1.3 Gjentatte sammenligninger, menster og generaliseringer
I fase 2-2 formulerer den andre gruppen en hypotese som tilsvarer (a — 1)(a + 1) = a? — 1,

og gar videre til & forklare hvorfor det er slik. Jeg kommer tilbake til hvordan de handterer det
innledende forsgket pa underbygging senere. Her beskriver jeg den videre deltagelsen deres, i
fasene 2-6 til og med 2-9, kjennetegnet av leting etter nye sammenhenger ved hjelp av stadig
nye eksempler. Utdragene nedenfor viser hvordan elevenes deltagelse hovedsakelig kan

beskrives giennom koden sammenligner. Nedenfor vil jeg se deltagelsen i sammenheng med
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resonneringsprosessene eksemplifisering, sammenligning, identifisering av et menster og

generalisering.

I fase 2-6 starter elevene med eksemplet 4 - 4 = 16. Utdraget nedenfor viser hvordan de
prover flere ulike gkninger og reduksjoner, n, fra dette, for de sammenligner disse og ser pa

differansene mellom produktene.

2.100 Hans: ((utydelig)) to ganger seks

2.101 Elin: jader far man jo enda stgrre ... variasjon da

2.102 Hans: ja hvis jeg tar en gange syv og da blir det jo da .. [bare syv]
2.103 Elin: [bare syv] ... ja [men na .. men na snakker du]

2.104 Hans: [da er det fem imellom der] og tre imellom der [og .. ooh]
2.105 Elin: [ja men na snakker du bare p3] ...

2.106 Ida: he? ...

2.107 Hans: det er fem imellom der ... tre mellom der .. og en mellom der
2.108 Elin: det er ikke noe mgnster i det

2.109 Ida: nei

2.110 Hans: hae

2.111 Ida: det er jo ikke noe mgnster i det

2.112 Hans: det erjo det ... fem tre en

2.113 Elin: en tre og fem

2.114 Hans: ja .. det er jo mgnster det er jo to mer da ... jeg ma prgve

De har gitt flere eksempler, noe de viser nar de snakker om 2 - 6 (2.100) og 1 - 7 (2.102). Det
ser ut til at de har regnet ut eksemplene 4 -4 = 16,3-5=15,2-6=120g1-7 = 7. Nar
de sier at det er «fem imellomy, «tre imellom» og «en imellom» (2.104, 2.107), har de
antagelig sammenlignet to og to av disse produktene og fatt differansene 16 — 15 =1, 15 —
12 = 3 0og 12 — 7 = 5. Etter at Elin og Ida ferst sier at de ikke ser noe menster (2.108,
2.111), avslutter Hans med & formulere et narrativ om at det er «to mer» (2.114) som ser ut til
a komme av at han har sammenlignet differansene. Det mensteret de beskriver tilsvarer altsa
at hver gang n i (a — n)(a + n) oker med 1 sa oker differansen mellom péfelgende produkter
med 2. Utdraget nedenfor viser hvordan de utvider gyldigheten til mensteret utover de

eksemplene de til né har sett pa.

2.130 Hans: imellom der sa er det tre .. imellom der sa er det fem .. imellom der sa er det
sju .. imellom og imellom der sa er det ni ... det her er jo oddetalla en tre fem
sju ni ... og neste hadde da blitt 11 ... og sa hadde neste blitt 13 .. imellom ...
[...] differansen mellom det forrige .. og

Hans gir eksempler, sammenligner disse, og foreslar hva det neste ville blitt. Nar han sier

«differansen mellom det forrige og», tolker jeg det som at han beskriver den rekursive

53



sammenhengen mellom pafelgende produkter nar n gker. Det at han snakker om oddetall
tyder pé at han ser en gyldighet utover de eksemplene de har sammenlignet. Ut fra
sammenhengen er det da mulig 4 tolke at mensteret som Hans beskriver tilsvarer den
rekursive ssmmenhengen P,,; = B, — (2n + 1), der B, = (a — n)(a + n) og oddetallene

vises som 2n + 1.

Det a formulere et narrativ om en rekursiv relasjon uten nedvendigvis a utvide gyldigheten til
relasjonen utover de gitte eksemplene beskriver Jeannotte og Kieran (2017) som
resonneringsprosessen identifisering av et monster. Nar elevene papeker at det er en
differanse som gker med 2, indikerer det dermed deltagelse 1 resonneringsprosessen
identifisering av et menster. Nar de videre viser at de oppfatter en gyldighet utover
eksemplene som i utgangspunktet ga opphav til mensteret, betyr det at de ogsé deltar i
resonneringsprosessen generalisering. Elevene fortsetter & sammenligne eksempler og

utdraget nedenfor viser hvordan de finner en ny sammenheng.

2.203 Elin: men hvis det er noe med at ... hvis forskjellen mellom tallene du ganger er to
... sa vil den gke .. eller vil .. tallene .. eller svaret da produktet ... det vil bli
mi-- eller vil liksom vaere tre mindre .. og hvis det er seks for eksempel .. sa er
det fem mindre .. er det atte sa .. er det syv mindre

Nér Elin snakker om «forskjellen mellom tallene du ganger», sa tolker jeg dette som
differansen mellom faktorene p og q i p - q. Etter noe uklarhet i starten sier hun at nar
forskjellen er seks sa vil det vaere fem mindre, og nar forskjellen er étte sé er det syv mindre.
Jeg tolker dette som at hun mener at nar man reduserer og oker faktorene med 1 1 produktet
p - q slik at man far (p — 1) (p + 1) sé vil produktet bli redusert med én mindre enn

differansen mellom de nye faktorene slik Tabell 4.4 nedenfor viser.

Tabell 4.4: Reduksjon av produktet nir faktorene reduseres og ekes med én

Faktor - faktor 99 8-10 7-11 6-12 5-13
Produkt 81 80 77 72 65
Differanse mellom faktorene 0 2 4 6 8
Reduksjon av produktet 81-80=1 80-77=3 77-72=5 72-65=7

Elin relaterer differansen mellom produktene til «forskjellen mellom tallene du ganger»
(2.203). Hun sier ikke direkte at differansen vil vere én mindre enn denne «forskjellen», og
hun sier heller ikke om det er tallene for eller etter ekning og reduksjon hun finner forskjellen
mellom. For 4 si at det er forskjellen mellom «tallene» minus én bruker hun konkrete

eksempler, og ett av dem folger heller ikke mensteret, nir hun sier at ndr «forskjellen» er to s
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«vil det bli ... tre mindre» (2.203). Selv om narrativet dermed er ufullstendig formulert
hevder jeg at dette likevel kan ses som at de formulerer hypotese, fordi de bruker den
generelle formuleringen «forskjellene mellom tallene de ganger». Det betyr ogsa at de deltar i
resonneringsprosessen generalisering fordi de utvider gyldigheten til pastanden utover de
enkelte eksemplene. Hypotesen tilsvarer narrativet (p — 1)(q + 1) = pq — ((q + 1) —
p-1) - 1), der den siste parentesen tilsvarer én mindre enn differansen mellom faktorene 1

uttrykket til venstre.

Utdragene over illustrerer hvordan elevene 1 den andre gruppen gir eksempler og
sammenligner disse gjentatte ganger. De formulerer narrativer om sammenligninger, men de
formulerer i liten grad fullstendige narrativer om generelle sammenhenger. Selv om elevene
nesten ikke formulerer hypoteser, finner de ved & sammenligne eksempler, flere ulike
sammenhenger som kunne vert formulert som hypoteser. Som beskrevet over finner de
sammenhengene P,y 1 = B, —(2n+1),derB,=(a—n)(a+n)og(p—1(@q+1) =

pq — ((g + 1) — (p — 1) — 1), der sistnevnte ogsi er en generalisering av den forste
oppgaven til & starte med to ulike heltall og s& redusere og gke faktorene. Tabell 4.3 viser at
de ogsé finner at differansen mellom et opprinnelig kvadrattall og et nytt produkt der
faktorene er okt og redusert med et annet heltall, n, er et kvadrattall, noe som tilsvarer

(a —n)(a + n) = a® — n?. Dette er den samme sammenhengen som den forste gruppen fant
1 arbeidet med den andre oppgaven, men her fremkommer den i arbeidet med & forklare

hvorfor hypotesen (a — 1)(a + 1) = a? — 1 fra den forste oppgaven er sann.

Elevene sammenligner og formulerer hypotese pa bakgrunn av eksempler, noe som indikerer
en induktiv struktur pa resonneringen. Pedemonte og Reid (2011) skiller mellom induktiv og
abduktiv struktur ut fra om det gjores en systematisk sammenligning av flere eksempler, eller
om en hypotese formuleres ut fra et enkelt eksempel. Elevene gir her mange eksempler, og
selv om det er uklart hvor systematisk sammenligningen er kan strukturen beskrives som
induktiv, fordi abduktiv resonnering vil bety formulering av en hypotese pé grunnlag av et

eller kanskje to enkelteksempel.

4.1.4 Oppsummering av konstruksjon
Elevene deltar i diskursen med konstruksjon av narrativer, og spesielt interessante er

konstruksjon av narrativer som senere kan underbygges for & ga inn i diskursen som
godkjente narrativer. Jeg har funnet at elevene deltar 1 flere av prosessene i modellen til

Jeannotte og Kieran (2017) relatert til konstruksjon av narrativer: sammenligning,
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generalisering, identifisering av et monster, og stotteprosessen eksemplifisering. Eksemplene
elevene gir bidrar 1 prosessen generalisering, bade for formulering av en forste hypotese og
revidering av hypoteser, og analyse av strukturen i elevenes argumentasjon tyder pa en
abduktiv struktur i formulering og revidering av hypoteser. Det at elevene viser en vilje til
revidering av hypoteser tyder pa at malet med aktiviteten er & komme fram til et narrativ, noe
som igjen tyder pa utforskende deltagelse i1 diskursen med konstruksjon av narrativer. Nar den
andre gruppen har formulert en hypotese og ser ut til 4 starte leting etter en forklaring pa
hypotesen, gar deltagelsen over i induktivt strukturert sammenligning stettet av mange

eksempler.

4.2 Underbygging

Hovedkategorien underbygging dreier seg om elevenes deltagelse 1 diskursen med
underbygging av narrativer. For & beskrive elevenes deltagelse i underbygging har jeg
benyttet kodene: stiller sporsmdl ved hypotese, tester hypotese, uttrykker stotte til hypotese,
forklarer hvorfor, bruker en antagelse, viser hvorfor, uttrykker forstaelse og uttrykker
usikkerhet. Noen av kodene fra konstruksjon benyttes ogsé her, selv om arbeidet hovedsakelig

dreier seg om underbygging, ved at elevene ogsa her gir eksempel og sammenligner.

Jeg vil i avsnitt 4.2.1 vise hvordan elevene tester hypotese med et eksempel og pd bakgrunn
av dette uttrykker stotte til hypotesen. Jeg vil deretter 1 avsnitt 4.2.2 0og 4.2.3 gé inn pa
hvordan elevene i den forste gruppen forklarer hvorfor og viser hvorfor en hypotese er sann,
der det ser ut til & vare oppgavens formulering som avgjer om de forklarer eller viser. |
avsnitt 4.2.4 vil jeg ga inn pd den andre gruppens forsek pa a forklare hvorfor en hypotese er
sann, noe som i deres tilfelle kun forer til gjentatt sammenligning av nye eksempler slik jeg
har beskrevet under konstruksjon ovenfor. Avslutningsvis vil jeg i avsnitt 4.2.5 oppsummere

elevenes deltagelse 1 underbygging av narrativer.

4.2.1 Tester og uttrykker stotte til hypotese
I arbeidet med konstruksjon av narrativer, formulerte og reviderte elevene hypoteser. Begge

gruppene folger opp innledende formuleringer av hypoteser med a teste disse med eksempler,
som vist 1 Tabell 4.1, Tabell 4.2 og Tabell 4.3. I utdraget nedenfor, fra fase 1-1-3, leser
elevene fra oppgaveteksten sparsmalet om det alltid vil vaere slik, og de leser at de skal
overbevise hverandre om hvorfor det er slik. Utdraget viser deretter hvordan elevene stiller

sporsmdl ved hypotesen, tester hypotesen og s uttrykker stotte til hypotesen.
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1.36 Anne: om det alltid vil veere slik
1.37 Camilla:  hvorfor blir det det?

1.38 Berit: observer hverandre om hvorfor det er slik

1.39 Camilla:  overbevis

1.40 Anne: overbevis

1.41 Berit: ... aja, overbeuvis ja, tulla ((latter))

1.42 Anne: har dere forslag?

1.43 Berit: ehh

1.44 Anne: vent da sa det ler alltid slik?

1.45 Camilla:  ja..jeg vil bare prgve en ting til tar 10 ganger 10 bare for a se
1.46 Anne: jegtar9

1.47 Camilla:  ogsatarvi9..ganger..11.. hvor mye er 9 ganger 11? jo det er 99
1.48 Berit: nei det er det ikke

1.49 Camilla:  jo det er det fordi 10 ganger er 90

1.50 Berit: ja, det er det

1.51 Camilla:  okey sa det !blir alltid det

Anne spor om de andre har forslag (1.42), men sa stopper hun opp og stiller sporsmal ved
hypotesen. Hun ber dem vente og sper om det faktisk alltid er slik (1.44) som hypotesen sier,
at differansen mellom produktene vil vaere én. Dette er det eneste tilfellet der elevene
eksplisitt stiller sparsmal ved en hypotese. Camilla svarer ja pd Anne sitt spersmal, men
starter likevel & teste hypotesen med et eksempel. Hun gir eksemplet 10 - 10 = 100 og 9 -

11 = 99 og ser at hypotesen stemmer ogsd med dette eksemplet. I siste linje konkluderer hun

med & uttrykke stotte til hypotesen ved & si at «okey sa det blir alltid det» (1.51).

Elevene deltar her i prosessene eksemplifisering og begrunnelse 1 modellen til Jeannotte og
Kieran (2017). I motsetning til i de innledende fasene med konstruksjon av narrativer stetter
ikke eksemplet formulering eller revidering av hypoteser, men en test av om hypotesen er
sann. Mens de i de innledende fasene gir eksempler for 4 se hva som skjer, sa gir de her et
eksempel som direkte folge av spersmaélet til Anne om det faktisk alltid er slik at hypotesen er
sann. Elevenes hensikt med & gi et eksempel ser altsa ut til & veere a teste hypotesen. Prosesser
relatert til validering har ifelge Jeannotte og Kieran (2017) som mél & endre den epistemiske
verdien til et narrativ, som sier noe om hvor sannsynlig eller sann hypotesen er. Nar Camilla
sier at «det blir alltid det» (1.51), ser det ut til at hun konkluderer med at hypotesen er sann.
Validering med et eksempel er ikke et bevis, men det kan gé inn under resonneringsprosessen
begrunnelse slik den beskrives av Jeannotte og Kieran (2017), fordi et eksempel kan endre

den epistemiske verdien fra sannsynlig til mer sannsynlig.

Nar elevene i den forste gruppen har formulert og testet hypoteser som vist ovenfor, er det to

mater de deltar med underbygging av hypotesene: med a forklare og med & vise hvorfor
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hypotesen er sann. Nedenfor vil jeg forst analysere elevenes arbeid med a forklare for &

overbevise hverandre, og deretter ga inn 1 elevenes arbeid med a vise for a overbevise andre.

4.2.2 Forklarer hvorfor

Utdraget nedenfor, som er fra fase 1-1-4, starter nar elevene i den forste gruppen har
smdpratet litt basert pa spersmaélet fra oppgaven om «hvorfor det er slik» (1.52). Utdraget
viser dermed elevenes deltagelse nér de forklarer hvorfor, som ogsé kan beskrives gjennom
kodene bruker en antagelse og uttrykker usikkerhet. Jeg vil argumentere for at dette kan ses

som deltagelse 1 resonneringsprosessen formulering av bevis.

1.52 Anne: hvorfor det er slik

1.57 Berit: dja vent nei jeg vet jo det .. fordi du tar du tar a liksom det ene tallet skal du
bare liksom .. okey si hvis du har to ganger to da ..

1.58 Camilla:  mm

1.59 Berit: sa tar vi en .. det funka i hodet mitt men jeg vet ikke helt om det funker pa
papiret ehm ... to ganger to .. sa tar vi liksom ganger .. si at vi bare skulle tatt
minus pa en av toerne sa hadde vi fortsatt hatt .. to ... liksom .. du hadde
fortsatt hatt tallet to men vi hadde hatt det en ganger mindre og for at vi
liksom skal ... eh jeg vet ikke hvor jeg skulle med det her

Berit forklarer her hvorfor det er slik at det andre produktet blir én mindre enn det forste, og
bruker eksemplet 2 - 2 som utgangspunkt. Hun forklarer hvordan en reduksjon av den ene
faktoren forer til at de da har «det en ganger mindre» (1.59). Dette betyr at hun bruker en
antagelse, nemlig at multiplikasjon kan ses som gjentatt addisjon. Hun sier at hun ikke vet om
det hun tenker vil fungere «pé papiret» (1.59), og hun avslutter med & si at hun ikke vet «hvor
jeg skulle med det her» (1.59), noe som betyr at hun uttrykker usikkerhet om sin egen
forklaring. Anne tar opp trdden, men baserer 1 utdraget nedenfor sin forklaring pé et annet

eksempel.

1.60 Anne: eh okey vent da ... ehh ... jo, du har syv sa tar du en mindre og da far du alltid
en .. eller hvis du ganger seks med syv sa far du syv tall mindre men vi ganger
det enda en gang sa blir det 48 og da far vi fortsatt

1.61 Camilla:  !3ja

1.62 Anne: en mindre .. enn det andre tallet

Anne sier at nar de reduserer den ene faktoren med €n, sa betyr det at det er ett 7-tall mindre
som skal adderes, og summen blir derfor 7 mindre (1.60). Deretter beskriver hun hva som
skjer nar den andre faktoren gkes med én, nar hun sier at «vi ganger det enda en gang» (1.60).

Jeg tolker dette som at hun nd ser produktet som en sum av 6-tall, og at det skal legges til ett
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ekstra 6-tall nar den andre faktoren gkes med én. Det vil si at hun bruker en antagelse til,
nemlig at multiplikasjon er kommutativ. Hun ser forst multiplikasjonen som en sum av 7-tall
og sd som en sum av 6-tall. Fram til na har elevene basert forklaringen pa ett enkelt eksempel,
og de fortsetter en liten stund med & gjenta tilsvarende forklaringer, for de i utdraget nedenfor

oppsummerer mer generelt.

1.75 Camilla:  fordi vi ganger ikke syvtallet vi ganger sekstallet

1.76 Berit: eeh ((bekreftende)) ogsa ganger vi det en gang mere
1.77 Camilla: ja
1.78 Berit: ja da blir det siden seks er en mindre enn sju

1.79 Camilla:  ja, fordi tallet blir ett tall mindre men det ganges en gang til

Nér Camilla sier at de ganger «det en gang mere» (1.76) sé er ikke lenger forklaringen knyttet
direkte til eksemplet, men til at det er en ekning pa én. Nar hun avslutningsvis sier at «tallet
blir ett tall mindre men det ganges en gang til» (1.79), kan det se ut til at hun forklarer bade
hvordan reduksjonen med én generelt vil fore til at den andre faktoren trekkes fra, og at

okningen med én generelt vil fore til at den forste, allerede reduserte faktoren, vil legges til.

Nér elevene i1 utdragene over forklarer hvorfor er det deltagelse i resonneringsprosessen
formulere et bevis slik den beskrives av Jeannotte og Kieran (2017). I deres definisjon av
bevis forutsettes at narrativene er aksepterte i klassemiljoet og sanne, at det er en deduktiv
struktur, og at realiseringene er passende, kjente og tilgjengelige for klassen. Selv om de ikke
sier det eksplisitt s& bruker elevene to antagelser i sin forklaring, at multiplikasjon kan ses
som gjentatt addisjon og at multiplikasjon er kommutativ, og slik jeg forstar Jeannotte og
Kieran (2017) krever de ikke at antagelsene uttrykkes eksplisitt. De to antagelsene er sanne og
ber vere kjente narrativer for en klasse pa 10. trinn. Elevenes resonnering er deduktivt
strukturert fordi de benytter to antagelser og beskriver trinn for trinn hvordan de kommer fram
til hypotesen. De beskriver, ved bruk av de to antagelsene, hvordan en endring av de to
faktorene i a - a forer til at det nye produktet (a — 1)(a + 1) alltid vil vare én mindre enn a -
a. De beskriver stegvis hvordan en reduksjon av den ene faktoren forer til en reduksjon med a
ved a se pa multiplikasjon som en sum av a — 1 ganger a. Ved & benytte kommutativitet og se
pa multiplikasjonen som en sum av a ganger a — 1, beskriver de hvordan en ekning av
faktoren a forer til at summen eker med a — 1. Til slutt konkluderer de med at resultatet alltid
vil veere én mindre enn utgangspunktet a - a fordi reduksjonen med a alltid vil vaere én mer
enn gkningen a — 1. Det at elevene tar utgangspunkt i et numerisk eksempel, men viser

hvordan hypotesen gjelder generelt, gjor elevenes bevis til et generisk argument.
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Realiseringene elevene bruker er passende og tilgjengelige for klassen. De tar utgangspunkt i
et numerisk eksempel og realiseringene er derfor aritmetiske. Samtidig er noen av stegene
underveis realisert som narrativer i naturlig sprék, slik som de indirekte beskrivelsene av
summer, ndr de sier «ogsa ganger vi det en gang mere» (f.eks. 1.76). For & vere et bevis kan
realiseringene ifolge Jeannotte og Kieran (2017) vere uformelle, si lenge resonneringen

bygger pa aksepterte narrativer og er deduktivt strukturert.

Et forbehold for & omtale elevenes resonnering i denne fasen som et bevis er at elevene kun
har bevist hypotesen for naturlige tall, og ikke for alle hele tall som oppgaveteksten legger
opp til. Dette skyldes at multiplikasjon som gjentatt addisjon ikke gjelder for negative tall.
Elevene benytter kombinasjonen av multiplikasjon som en sum, og kommutativitet 1
multiplikasjon, som vist i Figur 4.1 nedenfor, der verken a eller b kan vaere negative, fordi i

skal ga fra 1 til henholdsvis a og b.

a b
a-b:Zb:b.azza
i=1

i=1
Figur 4.1: Kombinasjon av multiplikasjon som en sum, og kommutativitet i multiplikasjon
Sfard (2008) beskriver rutiner som en mengde metaregler som bestemmer eller begrenser et
handlingsmenster. Nér elevene forklarer hvorfor kan det ses som en underbyggingsrutine.
Rutiner bestemmes og begrenses av metaregler for anvendelsesbetingelser, prosedyre og
avslutningsbetingelser. Nar elevene forklarer hvorfor i denne fasen, ser det ut til at arbeidet
folger av at de leser 1 oppgaven at de skal forklare hvorfor og overbevise noen (1.38, 1.52).
Disse formuleringene 1 oppgaveteksten kan i sa fall ses som anvendelsesbetingelser for
underbyggingsrutinen for & forklare hvorfor en hypotese er sann. Elevenes metaregler for
prosedyren forer i dette tilfellet til en deduktiv struktur og et bevis for hypotesen. Ut fra
arbeidet med selve beviset er det ikke lett & vurdere avslutningsbetingelser, fordi elevene ikke
ser ut til & diskutere om de er ferdige. Jeg kommer tilbake til dette senere nér det gjelder den

sosiale interaksjonen mellom elevene.

4.2.3 Viser hvorfor

Etter at de har forklart hvorfor hypotesen er sann, leser elevene i den forste gruppen videre fra
oppgaven og sier at de «ma vise det pa arket» (1.108). Utdraget nedenfor, fra fase 1-1-6, viser
hvordan elevene deltar ndr de viser hvorfor, og hvordan deltagelsen kan beskrives gjennom

kodene uttrykker usikkerhet og uttrykker forstaelse.
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1.108 Berit: da ma vi vise det pa arket

1.109 Anne: sa .. hvordan gjgr vi det? ...
eh .. vi kan jo bare .. okey na glemte jeg hva jeg sa

1.110 Camilla:  fordi, vi klarer a ta syv gange syv blir jo 49, og syv gange seks blir jo 42 for da
ganger man med seks istedenfor

1.111 Anne: okey, men vi kan skrive 48, mm nei 49 minus 42, som er syv .. 49 minus 42
ikke sant

1.112 Berit: jeg skjgnner ikke ((utydelig))

1.113 Anne: jeg vet ikke .. skal vi bare skrive nar i skjgnte det vi skjgnte det slik

1.114 Camilla: ja

1.115 Anne: er lik syv, og sa fra og 48 .. eh minus 42 er seks, og da hvis man tar syv minus

seks sa farvi .. len og ... det .. gir mening i hodet, men det [gir ikke mening
for noen andre]

Camilla og Anne gjor her noen utregninger basert pa eksemplet 7 - 7 = 49 og 8 - 6 = 48 som
de har brukt tidligere. De regner ut 7 - 6 = 42 (1.110) trekker 49 fra 42 (1.111) og viser pa
den maten at reduksjonen i1 den ene faktoren fra 7 til 6 gir en reduksjon i produktet pa 7. De
regner til slutt ut at differansen mellom 8 - 6 = 48 og 42, altsa ekningen nér den andre
faktoren eker med én, er 6 (1.115). Til slutt regner de ut at differansen mellom reduksjonen

og ekningen i produktene underveis er én (1.115).

[ utdraget over bruker elevene aritmetikk, altsa realiseringer som er kjente for klassen, men
det er ikke en deduktiv struktur. Spesielt er det ikke noe som viser stegvis hvordan de
kommer fra eksemplet 7 - 7 = 49 til den generelle hypotesen om at det alltid vil bli én
mindre. De starter med at 7 - 6 blir «en mindre» (1.110), men istedenfor & vise hvordan de
kommer derfra til 48, regner de ut differansene uten at de beskriver hva disse differansene
viser, og uten a beskrive at de alltid vil gi en differanse mellom produktene pa 1. De gjor mer
her enn bare a vise til at hypotesen stemmer i ett bestemt eksempel. Det er for eksempel riktig
at differansen mellom produktene kommer av differansen mellom 7 og 6, eller egentlig
mellom a og a — 1, men strukturen er ikke deduktiv og de felger det ikke opp med de
generelle beskrivelsene som kreves av et generisk eksempel. Fordi eksemplet viser at
differansen mellom produktene er én, og derfor bidrar & sannsynliggjere hypotesen, deltar
elvene her 1 resonneringsprosessen begrunnelse slik den beskrives av Jeannotte og Kieran

(2017), men det tilfredsstiller ikke kravene til prosessen formulering av et bevis.

Elevene uttrykker usikkerhet 1 utdraget over, ved & si at de ikke skjonner (1.112), at de ikke
vet (1.113) og at det bare gir mening 1 hodet (1.115). Utdraget nedenfor fra avslutningen av
arbeidet med 4 vise pa et ark, viser hvordan elevene bade uttrykker usikkerhet og uttrykker

forstdelse.
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1.116 Camilla:  [jo men det nei jeg skjgnner det]

1.117 Alle: ((utydelig, i munnen pa hverandre))
1.118 Camilla:  assa jeg tror vi hadde forklart det sann i klassen og skjgnt det
1.119 Anne: jamen ...ja..

skal vi skrive noe mer?
1.120 Camilla:  jegtror det er greit
1.121 Anne: Ja okei vi skjgnte det ((utydelig))
det er sann vi ville forklart det
1.122 Camilla:  ja, okei, ehh
1.123 Berit: ja

De uttrykker usikkerhet ved a bruke ord som «tror», som nar Camilla sier at hun «tror de
hadde forklart det sdnn 1 klassen» (1.118) og at hun «tror det er greit» (1.120). Til tross for at
de uttrykker usikkerhet, avslutter de arbeidet med at de uttrykker forstaelse for forklaringen,
som nar Camilla sier at hun «skjenner det» (1.116) og Anne hevder at de alle skjonte det nar

hun sier at «vi skjente det» (1.121).

Som nar elevene forklarer hvorfor, ser det ut til at det er oppgaveteksten som setter i gang
arbeidet med at de viser hvorfor. Nar de 1 fase 1-1-5 forst leser fra oppgaven at de skal vise pa
et ark, sa gjentar de forst mye av det som ble sagt i bevisprosessen i fase 1-1-4, men nér Berit
i fase 1-1-6 gjentar at de ma «vise det pa arket» (1.108) ser det ut til at de flytter fokus fra &
snakke til & skrive ned noe pé arket. Analysen over viser at bade den deduktive strukturen og
de generelle formuleringene blir borte nir de skriver ned noe som skal vises til andre. Dette
ser altsd ut til & vaere en annen underbyggingsrutine enn den for a forklare hvorfor. Igjen ser
anvendelsesbetingelsene ut til & vare oppgavens formulering, denne gangen om & «vise», og
antagelig det at de skal gjore det skriftlig. Det at generelle formuleringer blir borte kan tyde pa
at metaregler for elevenes prosedyre i denne rutinen begrenser dem 1 for stor grad, og ferer til

at de bare skriver ned aritmetiske beregninger.

Elevene uttrykker usikkerhet, men avslutter arbeidet med a uttrykke forstdelse, uten noen
diskusjon om hva som skal til for at klassen skal bli overbevist. Avslutningsbetingelsene som
er synlige her er altsé at vellykket avslutning pa underbyggingsrutinen for a vise hvorfor en
hypotese er sann handler om at de selv uttrykker forstaelse og at de tror klassen vil forstd. Det
er ikke tegn 1 elvenes samtale til at de aktivt vurderer andre kriterier for nar de har forklart
eller vist pa en god eller akseptabel mate. Samtidig kan det at de uttrykker usikkerhet tyde pa

f4 metaregler 1 elevenes underbyggingsrutiner, bdde for prosedyre og avslutningsbetingelser.
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4.2.4 Forsek pa & forklare hvorfor og vise hvorfor
Nér den andre gruppen leser oppgaveteksten om at de skal forklare og vise, gar de etter hvert

over til sammenligning av nye eksempler slik jeg har beskrevet i kapittel 4.1.3 under analysen
av elevenes deltagelse i1 konstruksjon. De gjor likevel et par forsek pa & forklare som vist i

utdraget nedenfor, fra fase 2-3.

2.30 Hans: men hvorfor ... det er slik

2.31 Ida: at det alltid .. at vi har funnet ut at det alltid blir en mindre

2.32 Elin: fordi det pa en mate utjevner seg nar vi gar opp pa det ene tallet og ned pa
det andre

2.33 Ida: jahm ...

2.34 Hans: men det utjevner seg jo ikke, det blir en mindre

2.35 Elin: nei ikke helt [men liksom]

2.36 Ida: [det blir] en mindre nar man tar a reduserer en og legger pa en ... skal jeg
skrive det

2.37 Hans: vil det alltid veere slik .. ja det vil alltid veere slik

2.38 Ida: hvis du gjgr det pa samme mate ja

2.39 Hans: ja ... men hvorfor det er slik har jeg ikke peiling

2.40 Elin: ehh

2.41 Hans: vis pa et ark hvordan dere kan overbevise resten av klassen ... ehh

Elin forklarer hvorfor nar hun hevder at det «pa en mate utjevner seg» (2.32), men Hans
papeker at det ikke helt utjevner seg, men blir en mindre (2.23). Ida foreslar deretter & skrive
ned hypotesen (2.36), for Hans uttrykker usikkerhet nar han sier at han «ikke [har] peiling»
om «hvorfor det er slik» (2.39). Deretter gir de videre til & lese neste del av oppgaven, som
sier at de skal «vise pa et ark» (2.41). Det de sier her endrer ikke den epistemiske verdien til
hypotesen, verken til sann eller mer sannsynlig, og er dermed ikke en validering etter
modellen til Jeannotte og Kieran (2017). Etter at de har lest at de skal vise pé et ark (2.41) gir

de flere eksempler fram til de avrunder i utdraget nedenfor.

2.59 Hans: det som er her det ganger jeg med ... to ganger to .. tre ganger tre .. fire
ganger fire fem ganger fem

2.60 Elin: ja det ma jo vaere noe med at --

2.61 Hans: ogsa de som er skratt ned .. til hgyre og til venstre det er ... de som da er
ganget med ... en mindre og en mer .. altsa fire ganger seks

2.62 Elin: ja det ma vaere noe med at for det vil jo ikke funke hvis du ikke har to like tall

2.63 Hans: nei

2.64 Ida: nei da .. gar det jo ikke

2.65 Hans: neimen .. jeg vet ikke hvordan man skal ... jeg vet ikke hvorfor det er

2.66 Ida: hvordan dere kan overbevise

2.67 Hans: har prgvd a overbevise her da
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Det ser ut til at Hans har gitt eksempler basert pd 2 - 2,3 - 3,4 -4 0g 55 (2.59) og nér han
snakker om «ned til heyre og til venstre» (2.61) er det mulig at han kan ha regnet ut to
varianter avhengig av om det er den forste eller den andre faktoren som gkes med én. Han har
altsa festet hypotesen med flere eksempler. Han uttrykker usikkerhet nar han sier at han ikke
vet hvorfor det er sdnn (2.65), men han konkluderer med at han har prevd & overbevise (2.67).
A teste hypotesen med et eksempel er deltagelse i resonneringsprosessen begrunnelse slik den
beskrives av Jeannotte og Kieran (2017), men det er ikke et bevis. Det kan se ut til at Hans er
oppmerksom pé dette nar han sier at han har provd 4 overbevise, men samtidig ikke vet
hvorfor det er slik. Nér de 1 fase 2-5 igjen leser fra oppgaven at de skal «overbevise» om

«hvorfor det er slik», s& kommer de ikke lenger enn de gjorde over.

2.82 Elin: men hvordan begrunna dere med hvorfor det blir slik

2.83 Hans: nar man gker og reduserer .. med en blir svaret alltid en mindre ... enn .. enn
2.84 Elin: men da sier du bare hva som skjer .. du begrunner jo ikke

2.85 Hans: jammen jeg har ikke noe svar pa det ...

Hans formulerer hypotesen pa nytt (2.83), Elin papeker at det ikke er en begrunnelse (2.84) og

Hans gjentar at han ikke har noe svar pa hvorfor (2.85).

Som for den forste gruppen er forsekene pa a forklare hvorfor og vise hvorfor utlest av
oppgavens formulering. Begge grupper viser hvorfor med et eksempel, men nir den andre
gruppen skal forklare hvorfor sa viser de usikkerhet slik jeg har vist ovenfor og starter
deretter med a sammenligne mange forskjellige eksempler. Istedenfor & komme fram til en
forklaring konstruerer de flere nye narrativer som resultat av at de sammenligner, slik jeg har
beskrevet under konstruksjon. Nar de avslutter arbeidet med disse sammenligningene gér de

til slutt videre til neste oppgave.

2.288 Elin: men vi har svart pa den der ... eller vil det da alltid bli slik
2.289 Hans: [vi har hvertfall prgvd]

2.290 Elin: [det vil det] det vil alltid bli slik

2.291 Ida: ja

2.292 Elin: eeeh og det der

2.293 Ida: overbevis hverandre

2.294 Hans: jeg synes vi har overbevist

2.295 Ida: ja .. det synes -

2.296 Elin: hva skjer hvis dere gker reduserer tallene med mer enn en
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De ser her ut til & veere overbevist om at det alltid vil vare slik som den ferste hypotesen sier
(2.290-291), og de mener at de har overbevist (2.294-295) til tross for at de kun har vist med

eksempler at hypotesen er sann.

Elevenes arbeid i fase 2-3 til 2-9 kan ses som rutiner for & forklare hvorfor og vise hvorfor.
Anvendelsesbetingelse for disse rutinene ser ut til & vare at de leser fra oppgaven at de skal
«overbevise» om «hvorfor», og at de skal «vise». De uttrykker usikkerhet og har 1 starten ikke
noen klar ide om hvordan de kan forklare, men det som gjentar seg gjennom flere av fasene er
at de gir mange eksempler og sammenligner stadig nye eksempler. Den metaregelen som
elevene ser ut til & folge er altséd & sammenligne flere nye eksempler. Nar det gjelder
avslutningsbetingelse er det som blir sagt i utdraget over at de mener at de har overbevist
(2.294-295). Det er mulig at elevene her skiller mellom a overbevise og a forklare: at de ser
pa testing med eksempler som vellykket overbevisning, men at de kanskje har gitt opp &
forklare. Noe som kan tyde pa dette er at Hans tidligere sa at han ikke visste hvorfor

hypotesen var sann, men at han likevel mente at de hadde prevd & overbevise (2.65-67).

4.2.5 Oppsummering av underbygging

Elevene deltar i diskursen med underbygging av narrativer, og tre underbyggingsrutiner peker
seg ut, nemlig at de tester hypotese med eksempel, forklarer hvorfor en hypotese er sann, og
viser hvorfor ved a skrive det ned for andre. Det er uklart nir elevene opplever hypotesen som
tilstrekkelig underbygget, men det kan se ut til at de er overbevist allerede etter at de fester
hypotesene med eksempler. Det kan 1 sé fall tyde pa at de forklarer hvorfor og viser hvorfor
bare fordi oppgaven ber om det. Den forste gruppens rutine for a forklare hvorfor er
deltagelse i resonneringsprosessen formulering av et bevis slik den defineres av Jeannotte og
Kieran (2017), og kan beskrives som et generisk argument. Det er kun i1 den forste gruppens
arbeid med den foerste oppgaven at elevene gir et bevis for en hypotese, mens den forste
gruppens rutine for & vise hvorfor er deltagelse i resonneringsprosessen begrunnelse. Elevene
gir eksempler slik de gjorde 1 arbeidet med konstruksjon av narrativer, og eksemplene stotter
bade at de tester hypoteser, forklarer hvorfor og viser hvorfor. Resonneringsprosessen
eksemplifisering, stotter altsd bade prosessen begrunnelse og prosessen formulering av et
bevis. I beviset bidrar eksemplet som et generisk eksempel. Den andre gruppens rutine for a
forklare hvorfor er ikke validering etter modellen til Jeannotte og Kieran (2017), men derimot

ytterligere deltagelse i leting etter likheter og forskjeller.

Det er stor forskjell pa underbyggingsrutinene, som spriker fra & teste med et eksempel, til et

generisk bevis, til fortsatt sammenligning av nye eksempler. Dette, sammen med at de
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uttrykker usikkerhet 1 arbeidet, og at de ikke diskuterer hva som kjennetegner underbygging
av hypoteser, kan tyde pa fa eller svake metaregler for disse rutinene, bade for
anvendbarhetsbetingelser, prosedyre og avslutningsbetingelser. Sfard (2008) skiller mellom
ritual og utforsking basert p4 mélene med rutinene, som er avslutningsbetingelser. Malet med
ritual er sosial tilherighet, mens malet med utforsking er & konstruere og underbygge
narrativer. Nar elevene deltar med underbygging av narrativer kan dette tyde pa utforskende
deltagelse 1 diskursen, der malet er godkjente narrativer. Elevene uttrykker stotte til hypoteser
ved at de tester hypotesene med nye eksempler. Kanskje oppfatter de allerede der hypotesene
som underbygget, men det er uklart nar elevene ser hypotesen som tilstrekkelig underbygget.
Dersom de etter testing med et eksempel ser pa hypotesen som underbygget, si kan det vaere
at malet med elevenes underbyggingsrutiner er et underbygget narrativ, og at elevenes
deltagelse derfor kan ses som utforskende. Da er det i sa fall slik at prosedyrer og
avslutningsbetingelser i underbyggingsrutiner ikke er i trdd med anerkjent matematikk, fordi

elevene ikke krever et bevis for tilstrekkelig underbygging av hypoteser.

De to underbyggingsrutinene for a forklare hvorfor og vise hvorfor ser ut til a vere tett knyttet
til oppgavens formulering, og elevene ser ikke nedvendigvis behov for underbygging etter a
ha testet hypotesene med nye eksempler. Avslutningsbetingelser for underbyggingsrutinene
ser ut til & veere enten fravarende, eller en vurdering av om de selv eller klassen ville forsta
det de har presentert. Kanskje jobber elevene til de intuitivt foler at oppgaven er fullfert, noe
som handler mer om at leereren, eller jeg i dette tilfellet, har fitt noe fra dem, enn at de faktisk
har fullfert hensikten med oppgaven. Kanskje ser de ogsd pa hensikten med oppgaven som &
gi forskeren videoopptak, noe de pd mange mater har rett i. Det kan altsa se ut til at elevens
madl med rutinene hovedsakelig er sosiale, ved at de selv og andre skal vare forneyd med det
de gjor, noe som betyr at underbyggingsrutinene i dette tilfellet utfores som ritualer og ikke

som utforsking.

4.3 Sosial interaksjon

Elevene deltar pa ulike mater i diskursen med interaksjon mellom hverandre, beskrevet med
kodene bidrar til fremdrift, kritiserer fremdrift, inkluderer, bygger pa og uttrykker enighet.
Nedenfor gjentar jeg et utdrag, fra fase 1-1-4, der elevene i den forste gruppen forklarer
hvorfor en hypotese er sann. Utdraget viser hvordan elevene folger opp hverandres

argumenter, beskrevet gjennom koden bygger pa.
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1.59 Berit: sa tar vi en .. det funka i hodet mitt men jeg vet ikke helt om det funker pa
papiret ehm ... to ganger to .. sa tar vi liksom ganger .. si at vi bare skulle tatt
minus pa en av toerne sa hadde vi fortsatt hatt .. to ... liksom .. du hadde
fortsatt hatt tallet to men vi hadde hatt det en ganger mindre og for at vi
liksom skal ... eh jeg vet ikke hvor jeg skulle med det her

1.60 Anne: eh okey vent da ... ehh ... jo, du har syv sa tar du en mindre og da far du alltid
en .. eller hvis du ganger seks med syv sa far du syv tall mindre men vi ganger
det enda en gang sa blir det 48 og da far vi fortsatt

Berit starter pé et argument (1.59), men gir opp, og sier at hun ikke vet hvor hun skulle med
dette (1.59). Anne folger opp med & fortsette der Berit startet. Riktignok bruker Anne et annet
eksempel, men hun fortsetter & snakke om at en reduksjon av en faktor forer til at antall tall
som adderes blir redusert. Hun folger altséd opp Berit sin ide om & bruke multiplikasjon som
gjentatt addisjon. Noe senere folger ogsa Camilla opp, med & oppsummere Anne sitt

resonnement.

1.63 Camilla:  3aja sa ikke sant sa siden vi tar bort en syver

1.64 Anne: ja

1.65 Camilla:  hvis vi fgrst gjgr det da sa tar syv ganger syv, blir syv ganger seks, og syv
ganger seks det er, 42 .. ikke sant, men sa skal vi gange seks en gang !til, og
da blir det 49

Camilla beskriver her hvordan en reduksjon av den ene faktoren betyr at det blir et syv-tall
mindre & addere, og felger opp med en beskrivelse av hva det vil si & gke den andre faktoren
med én, nemlig at de fir «seks en gang til» (1.65). Dette illustrerer hvordan alle de tre elevene
1 denne gruppen bidrar 1 samtalen, og hvordan de bidrar ved & folge opp og utdype hverandres

argumenter.

Elevene inkluderer ogsa hverandre ved 4 stille spersmal og gi apne forslag, noe som kan

illustreres av utdraget nedenfor fra den forste gruppens arbeid, fra fase 1-1-1.

1.1 Anne: okey, velg to like heltall og multiplisere, gange, dem med hverandre
1.2 Berit: to like?

1.3 Anne: da bare tar vi to like ((utydelig))

1.4 Alle: ((utydelig))

1.5 Anne: okey

1.6 Camilla:  to og to, eller syv og syv, eller

1.7 Anne: vi kan --

1.8 Berit: hva med ni og ((utydelig))

1.9 Anne: trenger ikke ta sa hgye .. hvis vi bare tar to sa er det litt enklere --
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Elevene viser her hvordan de er &pne for hverandres innspill, som nar Camilla kommer med et
forslag, men avslutter med «eller» (1.6) og nar Berit formulerer forslaget som et sparsmal nar
hun sier «hva med ni» (1.8). Samtidig betyr ikke dette at de er overdrevent usikre, noe som
vises nar Anne tar et valg, ved a si «da bare tar vi to like» (1.2). Hun kritiserer ogsa Berit sitt

valg av ni, og foreslar & velge et lavere tall (1.9).

Gjentatte ganger viser det seg at elevene bidrar til fremdrift. Spesielt gjor de dette ved & lese
opp fra oppgaven, eller gjenta for hverandre hvilken del av oppgaven de holder pa med.
Utdraget nedenfor, fra fase 1-1-4 og 1-1-5, viser hvordan elevene i den ferste gruppen bidrar
til fremdrift ved & lese fra oppgaven nér de avslutter forklaringen péd hvorfor en hypotese er

sann.

1.79 Camilla: ja, fordi tallet blir ett tall mindre men det ganges en gang til
1.80 Anne: ((utydelig))
1.81 Camilla: ja

1.82 Berit: ((utrop))

1.83 Camilla:  ((utrop))

1.84 Berit: ((utrop))

1.85 Anne: wWow

1.86 Camilla:  okey hvordan kan vi forklare det for andre da hvis vi --
1.87 Berit: vis pa et ark hvordan dere kan

Elevene ser ut til & vaere positivt overrasket over forklaringen de har gitt, nar de kommer med
ulike positive utrop, blant annet «wow» (1.85). Bade dette og bruk av ordet «ja» (1.79, 1.81)
viser hvordan de uttrykker enighet. Camilla bidrar til fremdrift nar hun med et «okey»
signaliserer at na er de ferdige med & forklare for hverandre, og skal videre til & forklare det
for andre (1.86). Berit leser s fra oppgaveteksten at de skal vise pa et ark (1.87). Ganske
umiddelbart etter at forklaringen er fullfort gar de altsd videre 1 arbeidet ved 4 folge

oppgaveteksten.

Det at elevene gjentatte ganger bidrar til fremdrift er 1 utgangspunktet positivt, ved at de
hjelper hverandre med & holde fokus pa arbeidet, for eksempel nar de stadig gér tilbake til
oppgaveteksten. Det at de inkluderer hverandre og bygger pd hverandres forklaringer tyder pa
en oppmerksomhet om hverandres ideer som kan bety at de felger med pa hva de andre sier,
selv om Tabell 4.3 indikerer at den andre gruppen gjor dette mindre enn den forste. Likevel
kan det at de bidrar til fremdrift ga pa bekostning av kritiske spersmal til det de har gjort. Det
at de inkluderer hverandre, bygger pa hverandres forklaringer og uttrykker enighet kan

kanskje tippe over i overdrevent sosialt fokus. Dersom fremdrift er basert pa uttrykt subjektiv
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enighet, og ikke pa vurdering av vellykket konstruksjon og underbygging av et narrativ, tyder

dette pa ritualisert deltagelse i diskursen.

4.3.1 Oppsummering av sosial interaksjon
Elevene bidrar til fremdrift, inkluderer hverandre, bygger pa hverandres forklaringer og

uttrykker enighet. Dette ser ut til a kunne vaere positive bidrag til arbeidet, men det er samtidig

mulig at fokus pa inkludering og fremdrift forer til ritualisert deltagelse 1 diskursen.

4.4 Overgang fra konstruksjon til underbygging

Elevene deltar i diskursen med bade konstruksjonsrutiner og underbyggingsrutiner, som
tilsvarer resonneringsprosesser relatert til leting etter likheter og forskjeller, og prosesser
relatert til validering. Det er ikke tydelig fra analysen nér elevene gar over fra a lete etter
likheter og forskjeller til & validere, og fram til na har jeg ikke beskrevet deltagelse i
resonneringsprosessen formulering av en formodning. Ifelge Jeannotte og Kieran (2017) er
det som skiller formodning fra generalisering, at en formodning har en epistemisk verdi
knyttet til seg. Spersmalet om en generalisering ogsa er formulering av en formodning, er
altsd om elevene ser hypotesene som sannsynlige, eller om hypotesene for dem kun er mulige

sammenhenger som verken er mer eller mindre sannsynlige.

Nar elevene formulerer hypoteser og reviderer hypoteser uttrykker de ikke spesielt stotte til
hypotesen. Det er forst nar de tester hypotesene med eksempler at de uttrykker stotte til
hypotesene. Utdraget nedenfor viser at elevene i den forste gruppen tester hypotese med et

nytt eksempel etter at de har formulert hypotese.

1.44 Anne: vent da sa det ler alltid slik?
1.45 Camilla:  ja..jeg vil bare prgve en ting til tar 10 ganger 10 bare for 3 se

1.51 Camilla:  okey sa det !blir alltid det

De konkluderer med at «det blir alltid det» (1.51) noe som viser at de uttrykker stotte til
hypotesen pa bakgrunn av nye eksempler. Det er mulig a tolke det slik at de i1 det innledende
arbeidet med & formulere hypoteser og revidere hypoteser ikke enda har noen spesiell tiltro til
hypotesene, og at de dermed ikke har knyttet noen epistemisk verdi til hypotesene. I sé fall
kan ikke det innledende arbeidet ses som deltagelse 1 resonneringsprosessen formulering av
en formodning. Nér de fester hypotesene med nye eksempler og uttrykker stotte til hypotesen

viser de derimot at de har tiltro til hypotesen, og har med det tilordnet en epistemisk verdi.
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Det at de tilordner en epistemisk verdi gjor at generaliseringen sammen med testing med et

nytt eksempel kan ses som deltagelse 1 resonneringsprosessen formulering av en formodning.

Spersmaélet er om den epistemiske verdien for dem er sannsynlig eller sann etter & ha testet
hypotesen, altsa om elevene i dette tilfellet ser eksemplet som en stotte til formulering av
formodning eller som en validering av en hypotese. Sfard (2008) skiller mellom den
innviddes (eng: insider’s) og den uinnviddes (eng: outsider’s) perspektiv pa datamaterialet.
For & se datamaterialet utenfra mé jeg forsegke a se bort fra konteksten og glemme det jeg vet
om resonnering og bevis, og bare se pa det som kan ses og heres. Det er da slik at elevene sier
at hypotesen er sann ndr de uttrykker stotte til hypotesen, og dette er da en validering. Det de
gjor etterpa gjor de da tilsynelatende kun fordi oppgaven ber dem om det, ikke fordi de ser et
behov for a underbygge hypotesen ytterligere. Hvis jeg ser elevenes arbeide innenfra, som en
som vet noe om resonnering og bevis, er det at de uttrykker stette til hypotesen kun en
begrunnelse som bare kan sannsynliggjere hypotesen. Denne begrunnelsen kan da ses som
stotte til formulering av en formodning, som sé valideres nér elevene forklarer hvorfor og
viser hvorfor, fordi de her snakker om «hvorfor». Det er vanskelig & vare sikker pd nar
elevene tilordner en epistemisk verdi til hypotesene, og nér de ser den epistemiske verdien
som sann og dermed ser hypotesen som tilstrekkelig underbygget. Hvis jeg legger til grunn
den innviddes perspektiv og tar hensyn til oppgavens formulering, s& formulerer de en
formodning nér de har testet hypotesen, og de validerer ikke for de leser at de skal

«overbevise» om «hvorfory.

4.5 Oppsummering av funn fra analysen

Fra kodingsprosessen har det fremkommet tre hovedkategorier: konstruksjon, underbygging
og sosial interaksjon. Kategorien konstruksjon viser spesielt at elevene gir eksempler som de
bruker nér de formulerer hypoteser og reviderer hypoteser. Kategorien underbygging viser at
elevene ogsa her gir eksempler som de bruker nér de tester hypoteser og deretter uttrykker
stotte til hypoteser. Videre underbygger de ved a forklare hvorfor og vise hvorfor hypotesene
er sanne, noe de ogsd gjor med utgangspunkt i eksempler. For den forste gruppen forer
rutinen for & forklare hvorfor fram til et bevis, mens for den andre gruppen forer denne rutinen
til at de sammenligner stadig nye eksempler. Kategorien sosial interaksjon viser at elevene
stotter hverandre ved & inkludere hverandre, bygge pd hverandres forklaringer og uttrykke

enighet, og de bidrar til fremdrift, spesielt ved & holde fokus pa oppgaveteksten.
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Elevene deltar i flere av prosessene 1 modellen til Jeannotte og Kieran (2017):
sammenligning, generalisering, identifisering av et monster, begrunnelse og formulering av et
bevis, og statteprosessen eksemplifisering som bidrar inn i alle de andre prosessene. Det er
vanskelig & se at elevene deltar i prosessen formulering av en formodning og eventuelt nér det
skjer. Dette skyldes at det er vanskelig 4 se ndr elevene knytter en epistemisk verdi til

hypotesene, og eventuelt om verdien for dem er sannsynlig, mer sannsynlig eller sann.

Analyse med det strukturelle aspektet i modellen til Jeannotte og Kieran (2017) indikerer en
abduktiv struktur nér elevene formulerer hypoteser og reviderer hypoteser, fordi de pa
bakgrunn av et enkelt eksempel formulerer en ny hypotese. Underbygging av en hypotese
med 4 forklare hvorfor den er sann, viser en deduktiv struktur i prosessen formulering av et
bevis. Elevene i den forste gruppen beviser med et generisk bevis, men nér de viser hvorfor
hypotesen er sann baserer de seg pa et enkelt eksempel uten generiske beskrivelser og uten
deduktiv struktur, og deltar dermed i prosessen begrunnelse. Nar den andre gruppen forseker
a forklare hvorfor har dette en induktiv struktur, nir de ved hjelp av flere eksempler gjor

gjentatte sammenligninger.

Analyse av metaregler i elevenes konstruksjons- og underbyggingsrutiner viser at
anvendelsesbetingelsene ser ut til & vere & folge opp oppgavens formuleringer. Det er altsa
formuleringer 1 oppgaveteksten som ferer til de formulerer hypoteser og reviderer hypoteser,
og det er formuleringer 1 oppgaveteksten som forer til underbyggingsrutinene for 4 forklare
hvorfor og vise hvorfor hypotesen er sann. Det at elevene gjentatte ganger reviderer hypoteser
tyder pé at elevene ser som et mal, med andre ord en avslutningsbetingelse, & konstruere en
passende hypotese, og ikke bare den forste mulige hypotesen. Nir mélet med konstruksjon
ikke bare er sosial tilherighet tyder det pd utforskende deltagelse i konstruksjon. Det ser ellers
ut til & vaere fa metaregler som styrer og begrenser prosedyre og avslutningsbetingelser for
elevenes rutiner. Der hvor det er mulig a tolke avslutningsbetingelser for rutinene for &
forklare og vise hvorfor hypoteser er sanne, ser det ut til at vellykket avslutning av rutinene
baserer seg pa andres aksept. Nar elevene ogsa ser ut til & ha sterre fokus pé a bidra til
fremdrift og & uttrykke enighet enn & vere kritiske til resonneringen som presenteres, gjor det

at deltagelsen med disse underbyggingsrutinene ser ut til & vaere ritualisert.
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5 Diskusjon

Jeg har analysert noen 10.-trinnelevers deltagelse i en felles diskurs av resonnering og bevis i
arbeid med multiplikasjon. Jeg har funnet at elevene deltar 1 flere av prosessene 1 modellen til
Jeannotte og Kieran (2017), bade relatert til leting etter likheter og forskjeller og relatert til
validering, og spesielt eksemplifisering. Elevene bruker eksempler pa flere ulike méter,
knyttet til alle de andre prosessene de deltar i. Deltagelsen 1 konstruksjon og revidering av
hypoteser kan beskrives som abduktiv, men nér den ene gruppen forseker & forklare hvorfor
hypotesen er sann deltar de gjentatte ganger 1 prosessen sammenligning pa en méte som ser ut
til & veere induktiv. Jeg har ogsa funnet at elevenes deltagelse i diskursen hovedsakelig kan
beskrives som ritualisert, men at det er tegn til utforskende deltagelse i konstruksjon av
hypoteser. I dette kapitlet vil jeg diskutere disse funnene opp mot relevant litteratur og se dem
1 sammenheng med praksis i skolen. I avsnitt 5.1 ser jeg pa elevenes bruk av eksempler og
abduktiv resonnering. Videre vil jeg i avsnitt 5.2 ser pa elevenes hovedsakelig ritualiserte
deltagelse. Jeg vil s i avsnitt 5.3 se pa det at elevene deltar i de fleste av
resonneringsprosessene, bdde med konstruksjon og underbygging av narrativer.

Avslutningsvis vil jeg i avsnitt 5.4 diskutere kvaliteten pa studien.

5.1 Bruk av eksempler

Resultatene fra undersgkelsen viser at elevene deltar i diskursen med konstruksjon og
underbygging av hypoteser, og de gir eksempler bade i forbindelse med konstruksjon og
underbygging. Eksempler bidrar pa ulike mater, og brukes for & formulere, revidere og teste
hypoteser, og for a forklare og vise hvorfor en hypotese er sann. Jeg vil her se elevenes bruk
av eksempler i ssmmenheng med abduktiv, induktiv og deduktiv struktur, og se pd muligheter

og utfordringer ved elevenes bruk av eksempler.

I det innledende arbeidet med konstruksjon av hypoteser gir elevene eksempler som benyttes
for & formulere og revidere hypoteser. Mine funn viser at de ikke gjor en systematisk
sammenligning av eksemplene, men at hypoteser formuleres pa bakgrunn av enkelteksempler,
noe som gjor elevenes konstruksjon av hypoteser abduktiv. Pedemonte og Reid (2011) viser
til at i matematikk er prosessen med & oppdage og & formulere formodninger ofte abduktiv,
noe denne studien dermed stotter. Det kan likevel vare at det var oppgavens formuleringer

som 1 dette tilfellet la opp til en abduktiv struktur, ved at elevene ble bedt om & starte med to

72



tall og beskrive hva som skjedde nar de endret tallene. Likevel provde ikke elevene bare ett
eksempel, men bade reviderte og testet hypotesen ved hjelp av ytterligere eksempler. Det er
mulig at sparsmaélet «vil det alltid veere slik?» kan ha bidratt til at de ga flere eksempler.
Dersom oppgaven hadde bedt elevene finne tre eller flere eksempler ville de kanskje benyttet

en induktiv struktur med mer systematisk sammenligning.

Det at elevene formulerte hypoteser pa bakgrunn av et enkelt eksempel, og sé ga nye
eksempler som forte til revidering av eller stotte til hypotesen, beskriver Rivera (2008) som
en abduktiv syklus. Ifelge ham handler abduksjon om & oppdage en hypotese, med péfelgende
steg, som han kaller induktive, som styrker eller bidrar til & revidere hypotesen, eller velge
mellom flere mulige hypoteser. Rivera (2008) diskuterer hvordan abduksjon handler om &
velge en hypotese som passer best mulig, noe det kan se ut til at elevene gjorde nar de utviklet
hypotesene videre fra forste hypotese om en differanse pa fire, til & vaere avhengig av
okningen og reduksjonen, n. Rivera (2008) beskriver en spiral av gjentatt abduksjon og
induksjon, fram mot det han kaller en generalisering, som s& ma bevises deduktivt. Det Rivera
(2008) kaller en generalisering, stottet av flere eksempler, vil med modellen til Jeannotte og
Kieran (2017) beskrives som en formodning, fordi den etter testing har fatt tilordnet den
epistemiske verdien sannsynlig. Min undersekelse viser derimot at nar elevene har testet
hypotesen med eksempler, sa ser det ut til at de opplever hypotesen som validert, og antagelig
ikke ser behovet for et deduktivt bevis. Elevene ser altsa ut til & godta ett eller noen fa
eksempler som tilstrekkelig underbygging av en hypotese, noe som er velkjent fra tidligere

forskning (Stylianides & Stylianides, 2018; Stylianides et al., 2017).

Morselli (2006) fant fire ulike profiler 1 universitetsstudenters bruk av eksempler, der den
tredje og fjerde profilen var kjennetegnet av mange numeriske eksempler med mél om & forsta
problemet. Studenter i den tredje profilen brukte eksemplene til & reflektere over grunner til at
hypotesen var sann, noe som forte til argumentasjon i form av generisk eksempel. Studenter 1
den fjerde profilen brukte eksemplene hovedsakelig til 4 teste og illustrere hypotesen, og dere
bruk av eksempler beskrives som usystematisk. I min studie brukte elevene 1 den forste
gruppen eksempler for & finne en forklaring som foerte til et generisk bevis, noe som dermed
passer med den tredje profilen til Morselli (2006). Den andre gruppens gjentatte bruk av
numeriske eksempler, uten a reflektere over grunnene til at hypotesen er sann, passer derimot
med den fjerde profilen. Morselli (2006) konkluder med at ndr eksemplene brukes pa en
tilfeldig mate uten en klar metode, ser det ikke ut til at de hjelper elevene fram til et bevis.

Den andre gruppens bruk av eksempler i min studie ser ut til & stotte dette, fordi deres
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gjentatte sammenligninger av nye eksempler ikke forte dem til innsikt i den opprinnelige
hypotesen, kun til stadig nye mulige hypoteser. Kanskje kan arbeidet til Morselli (2006)
inspirere til 4 finne mater a hjelpe elevene til mer malrettet bruk av eksempler nar de skal

forklare hvorfor en hypotese er sann.

Det at elevene i min undersegkelse deltok med underbygging av hypotesen, til tross for at de
kanskje allerede etter testing med eksempler s& hypotesen som tilstrekkelig underbygget,
skyldes antagelig at oppgaven ba dem om & «overbevise hverandre om hvorfor» og & «vise».
Ogsa i underbygging spiller eksempler en sentral rolle. Beviset elevene gir er et generisk
bevis, altsa et som tar utgangspunkt i et konkret eksempel, men viser ved hjelp av generelle
formuleringer hvorfor hypotesen er sann. Néar de sa skal «vise» hvorfor hypotesen er sann,
viser de en utregning basert pa et konkret eksempel, noe som ikke kan beskrives som et bevis.
Det at de forst gir et bevis og sa deretter kun en utregning basert pa et eksempel, henger
kanskje sammen med tidligere funn om at elever ikke nedvendigvis godtar at et deduktivt
resonnement beviser, og at de heller ikke ser det generelle i et deduktivt argument eller et

generisk eksempel (Mariotti, 2006; Stylianides et al., 2017).

Remillard (2014) beskriver intervensjonspunkter i universitetsstudenters arbeid der det kunne
veart nyttig med stotte av en lerer. Kanskje kan det at elever uttrykker stette til en hypotese pa
bakgrunn av enkelteksempler vere et slikt punkt. En leerer kan da benytte anledningen til &
diskutere med elevene om eksempler kan bevise eller styrke hypotesen, og diskutere
forskjellen pa & formulere en formodning de har tro pé og det & bevise formodningen. Et annet
sted der stotte fra laerer kan vere nyttig, kan vaere elevers bruk av ulike eller uhensiktsmessige
realiseringer. Min undersegkelse har vist at elevene benyttet ulike begrunnelser, inkludert
empiriske argument og generisk bevis, og ulike realiseringer, men ikke algebra. Ved a se pé
bruk av empirisk argument og realiseringer som kanskje ikke er optimale som steder der en
leerer ber statte, kan laerere benytte anledningen til & serge for at alle elevenes forsek pa
validering presenteres for felles diskusjon i klassen. En felles diskusjon om muligheter og
ulemper med ulike begrunnelser og realiseringer kan bidra til at generisk bevis kan fungere
som en bro mellom empiriske argumenter og bevis som ikke er basert pa eksempler, slik

Stylianides et al. (2017) foreslar.

Analysen av elevenes deltagelse i diskursen med Jeannotte og Kieran (2017) sin modell av
matematisk resonnering viste hvordan eksemplifisering bidro som en stetteprosess bade 1
konstruksjon og underbygging av hypoteser. Eksemplifisering bidro inn i alle

resonneringsprosessene som ble identifisert i elevenes deltagelse, som var sammenligning,
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identifisering av et monster, generalisering, begrunnelse og formulering av et bevis. Modellen
synliggjor pa den méten hvordan eksempler bidrar bade 1 konstruksjon og underbygging av
hypoteser, og stetter med det Jeannotte og Kieran (2017) sin pastand om at eksemplifisering
er tett knyttet til bade konstruksjon og underbygging. Eksempler bidrar altsa som en del av
resonnering og bevis, men har noen utfordringer som larere kan diskutere med elevene med

utgangspunkt i elevenes eget arbeid.

5.2 Ritualisert deltagelse

Mine funn viser at elevenes deltagelse i diskursen hovedsakelig var ritualisert, men at det
ogsa er tegn til utforskende deltagelse. Elevene 1 den forste gruppen formulerte hypoteser, og
slo seg ikke til ro med forste mulige hypotese, men reviderte hypotesen flere ganger i arbeidet
med den andre oppgaven. Dette kan tyde pa utforskende deltagelse, fordi de sa ut til & vere
opptatt av formulering av en mest mulig passende hypotese. Likevel ser det ut til at de
gjiennomgaende var mer opptatt av fremdrift enn kritisk vurdering, spesielt nér de skulle
underbygge hypotesene. Det sé ut til at de baserte vellykket fullfering av underbygging pé
andres aksept, og ikke pa en diskusjon av kriterier for matematisk resonnering. Samtidig
uttrykte de usikkerhet bade om hvordan de skulle underbygge og nar underbygging skulle

anses utfort.

Analysen antyder at elevene har f4 metaregler a basere deltagelsen sin pa, spesielt i
underbygging. Dette ser ut til & gjelde bade hvordan de skal forklare og vise hvorfor en
hypotese er sann, og hva som er en vellykket avslutning av rutinene. Nar den ferste gruppen
skulle forklare hvorfor hypotesen var sann og sa vise det skriftlig for andre ga de forst et
bevis, leste at de skal vise for andre, gjentok s& omtrent det samme beviset, for de til slutt
viste en begrunnelse basert pa et eksempel. Nar den andre gruppen skulle forklare og vise
hvorfor hypotesen var sann forte det til at de gjentatte ganger sammenlignet nye eksempler.
Deltagelsen til begge gruppene kan tyde pa det Sfard (2008) kaller for et ad hoc-menster, som
betyr at elevene ikke har en standard rutine som passer med den situasjonen de opplever, men
prover & anvende noe de kjenner fra andre situasjoner. Sfard beskriver dette som noe som
gjerne skjer 1 skolen med nykommere i en diskurs. Det kan altsa se ut til at elevene ikke
kjenner rutiner for & forklare og vise hvorfor generelle pastander er sanne, slik som passende
bruk av algebra og deduktiv struktur, men forseker etter beste evne a gjore noe de kjenner fra
for. Det at den forste gruppen ender opp med & vise med en utregning pé et enkelt eksempel,
betyr kanskje at det er det de forbinder med a vise noe til andre 1 matematikk. Et av

intervensjonspunktene som Remillard (2014) fant i sin studie der studentene kunne hatt nytte
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av stotte fra en lerer var nettopp det at studentene sa ut til & vere fanget i ad hoc-deltagelse.
Hun beskriver at studentene til tross for en lovende start pa resonneringen strevde med & vise
ideene sine til andre. Nar studentene har gtt gjennom flere runder med forsek pé forklaring

uten 4 lykkes, foreslar Remillard det som et passende tidspunkt for laereren & stotte dem.

Stfard (2017a) diskuterer hvordan ritualisert deltagelse i matematisk diskurs kan skyldes at
elevene ikke har mett en diskurs der matematikk handler om & avlede narrativer fra andre
narrativer, og at de ikke har lert metaregler for slik deltagelse. Ifelge Sfard er det ikke bare
det at elevene ikke har laert metareglene, men de kjenner ikke engang til at slike metaregler
eksisterer, og har ikke noe annet valg enn a gjere det de tror er forventet av dem. Dette kan
vaere med pa a forklare elevenes ritualiserte deltagelse i1 diskursen. Dersom de ikke har veert
deltagere 1 en matematisk diskurs der de har mett metaregler for resonnering og bevis, kan de
ikke vite nar ulike underbyggingsrutiner er passende. De kan da heller ikke vite hva som
kjennetegner et bevis, eller hvordan de kan vurdere om deres konstruksjon og underbygging
av hypoteser er akseptable. Ifolge Jeannotte og Kieran (2017) krever metareglene i
matematisk diskurs at matematisk resonnering til slutt mé struktureres deduktivt, noe elevene
i min studie ikke gjor nér de skriftlig skal vise til andre hvorfor hypotesen er sann. Sfard
(2007, 2008) hevder at utvikling av elevenes metaregler ikke er noe man kan forvente at skjer
raskt, fordi elevene over lang tid ma bli vant til de nye reglene. Samtidig hevder hun at
metaregler ikke er naturlover, men historisk etablerte sedvaner som har vist seg a vaere
nyttige. Det er derfor ikke slik at elever kan finne opp disse metareglene pa egen hand.
Elevene mi leere metaregler gjennom deltagelse i en diskurs der disse metareglene praktiseres.
Nar elevene 1 min studie ser ut til & ha en ritualisert deltagelse, spesielt i underbygging av
hypotesene, kan det skyldes at de i liten grad har deltatt i en diskurs der metaregler for bevis
har veert praktisert. Det er ogsd mulig at metareglene har vart praktisert, men at de ikke har

veart praktisert over tilstrekkelig lang tid.

Videre hevder Sfard (2007) at elever aktivt ma vare villige til & forseke & se lererens grunner
til & delta 1 diskursen pd den maten lareren gjor, for eksempel & bevise pastander som kan
oppleves apenbare, og slik leere metareglene lereren folger. Hun papeker likevel at det kan
vere nyttig, men vanskelig, & diskutere konflikt i metaregler eksplisitt med elevene. Kanskje
kan begrepene anvendelsesbetingelser, prosedyre og avslutningsbetingelser gjore larere
oppmerksomme pa en méite & snakke om konflikt mellom elevenes deltagelse i en diskurs av
resonnering og bevis, og anerkjent matematisk diskurs. Kanskje kunne ogsa eksplisitt

diskusjon 1 klassen av definisjoner av bevis, slik som 1 Stylianides og Al-Murani (2010) og
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Jeannotte og Kieran (2017), ha hjulpet elever til selv a kunne vurdere hva som kreves av

underbygging av narrativer.

Det er verdt & merke seg at nar Sfard (2017a) hevder at matematikk handler om & avlede
narrativer fra andre narrativer og at elevene kanskje ikke kjenner til metaregler for slik
deltagelse, s diskuterer hun ikke spesifikt en diskurs av resonnering og bevis, men
matematisk diskurs generelt. Jeg finner det interessant & se Sfard (2017a) sin diskusjon av
matematikk som & avlede narrativer fra andre narrativer i ssmmenheng med kjerneelementet

resonnering og argumentasjon i det nye lereplanverket, som har folgende beskrivelse:

Elevene skal forsta at matematiske regler og resultater ikke er tilfeldige, men har klare
begrunnelser. Elevene ma kunne folge og vurdere matematiske resonnementer. Elevene ma
ogsa lere & utforme sine egne resonnementer bade for & lase problemer og for & argumentere
for framgangsmater og lesninger. (Kunnskapsdepartementet, 2018, s. 15)

Resonnering og argumentasjon er slik det beskrives i kjerneelementet altsd en mate elevene
kan se at matematiske regler ikke er tilfeldige. Sfard (2017a) beskriver matematikk pa samme

mate nar hun hevder at det er onskelig at elevene ser

mathematics as a discourse in which new stories emerge logically one from another rather
than being a matter of authorities’ arbitrary decisions, and where one is motivated more by the
need to know and understand than by his respect for social conventions (Sfard, 2017a, s. 61)

To av de nye kjerneelementene i laereplanen sier at elevene skal oppdage sammenhenger,
blant annet gjennom utforsking av tall og utregninger, noe som gir elevene mulighet til &
utforme egne resonnementer. For at dette skal fore til at de skal forstd at matematiske regler
har klare begrunnelser, ma de som del 1 & oppdage sammenhenger ogsa begrunne disse
sammenhengene. De ma derfor «lere 4 utforme sine egne resonnementer»
(Kunnskapsdepartementet, 2018, s. 15). Min studie har vist at noen elever pa 10. trinn kan
delta i en slik utforsking av tall, og de kan utforme egne resonnementer. Studien viser
samtidig at elevene er usikre og at de i liten grad kjenner metaregler for resonnering og bevis.
For at resonnering og bevis skal kunne brukes som en av flere «arbeidsmater, metoder og
tenkemater i matematikk» (Kunnskapsdepartementet, 2018, s. 15) slik kjerneelementene
beskriver, ma elevene lere at matematisk aktivitet styres av metaregler for & avlede nye
narrativer fra andre narrativer (Sfard, 2017a, b). Elevene skal altsa ikke nedvendigvis lare
bevis som et eget tema, men de skal leere & folge anerkjente metaregler for a avlede

matematiske narrativer fra andre narrativer som en tenkemadte 1 matematikk.
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5.3 Elevenes deltakelse i ulike prosesser 1 resonnering og bevis

Analysen viser at elevene 1 min undersegkelse deltok i diskursen med konstruksjon og
underbygging av hypoteser. Spesielt elevenes underbyggingsrutiner ser ut til & vaere knyttet til
det elevene leser i oppgaven. Dette kan tyde pa at formuleringene «vil det alltid vare slik»,
«overbevis ... om hvorfor» og «vis pé et ark hvordan dere kan overbevise» har fort til det
Lavie et al. (2018) kaller oppgavesituasjoner som forer til at elevene ser en grunn til 4 handle.
Det ser ogsa ut til at elevene har tolket disse oppgavesituasjonene slik at de skulle handle pa
en bestemt mate. Det at rutinene ser ut til & vaere knyttet til oppgaveteksten kan bety at
oppgavens formuleringer har fungert for & fore til deltagelse 1 arbeid med resonnering og
bevis. Kanskje var det «hva skjer» som forte til at elevene konstruerte og reviderte hypoteser.
Videre forte formuleringen «vil det alltid vaere slik» til at elevene testet hypotesen med et
eksempel, noe som s ut til & overbevise elevene om at hypotesen var tilstrekkelig
underbygget. Elevene ga et bevis forst ndr oppgaven ba dem om & «overbevise ... om
hvorfor». Formuleringene om a overbevise om hvorfor er inspirert av Stylianides og Al-
Murani (2010) sin definisjon av bevis til bruk i klasserommet, og denne studien stotter
dermed bruk av denne definisjonen eller lignende formuleringer for & lede elevene til arbeid

med & underbygge hypoteser.

Stylianides og Al-Murani (2010) papeker at det & overbevise og & hjelpe noen & forstd hvorfor
henger sammen med to ulike funksjoner bevis kan ha, henholdsvis & begrunne at en pastand er
sann og 4 forklare hvorfor pastanden er sann. Formuleringen «vil det alltid vare slik» ser ut til
a ha fort til en begrunnelse med et eksempel, mens det var forst ndr elevene skulle
«overbevise» om «hvorfor» at de ga et bevis. Det at kombinasjonen av disse ordene i
oppgaveteksten forte elevene til et bevis, statter et fokus pa begge de to funksjonene ved
bevis, begrunnelse og forklaring, slik Stylianides og Al-Murani (2010) diskuterte og brukte

definisjonen aktivt i sin studie.

Denne studien viser at en oppgavetekst som 1 utgangspunktet var ment & fore til et bevis for
en hypotese, forte til bade et bevis og en begrunnelse. Dette betyr at leerere mé vere
oppmerksomme pa at det kan vare stor forskjell pa elevenes underbygging av hypoteser i
ulike situasjoner. Selv om elevene i samtalen i gruppen formulerte et bevis, presenterte de en
begrunnelse som ikke var et bevis nér de skulle vise det skriftlig for andre. Det er derfor
mulig at elevene ikke ville presentert et bevis for klassen, dersom de ble bedt om & presentere
arbeidet sitt. Kanskje kan begrepene rutiner og metaregler hjelpe lerere a bli oppmerksomme

pa hvordan samme oppgave kan fore til ulike rutiner. Kanskje kan ogsé en definisjon av bevis
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slik som 1 modellen til Jeannotte og Kieran (2017) bidra til oppmerksomhet om hva som

kreves for underbygging av narrativer, noe lereren kan lede klassen i en diskusjon om.

5.4 Vurdering av kvalitet pa undersgkelsen

De metodiske valgene som ligger til grunn for undersekelsen har hjulpet meg til & beskrive
kjennetegn pa elevenes deltagelse 1 en matematisk diskurs av resonnering og bevis. Oppgaven
og formuleringen av oppgaveteksten fungerte for at elevene skulle formulere hypoteser og
validere disse. Det at jeg ikke hadde mulighet til & observere elevene i klasserommet gjorde
observasjonssituasjonen mer kunstig enn jeg hadde ensket, men samtidig var det en mulig
fordel at elevene var konsentrert om oppgaven, slik at arbeidet med resonnering og bevis var
mer 1 fokus enn det ellers ville vart. Det maskerer likevel andre utfordringer med en

klasseromssituasjon, slik som mulig pavirkning fra andre elever og laereren.

Et vesentlig forbehold i studien er at jeg kun har observert seks elever, og det er derfor ikke
mulig & generalisere disse resultatene til andre elever. Det studien derimot viser, er eksempler
pa hvordan elever kan delta i en diskurs, med de kjennetegn jeg har beskrevet. Studiens
bidrag er en detaljert beskrivelse av hvordan elever arbeider med en slik oppgave, noe som 1
en klasseromssituasjon er vanskelig for en laerer & observere i detalj. Slik kan den inspirere til
refleksjon om hva andre elever vil kunne gjore, og hvordan lerere kan legge til rette for
lering av og med resonnering og bevis. Ved a vise frem et eksempel pa hva resonnering og
bevis kan vare 1 norsk grunnskole, bidrar studien til en diskusjon om hva som menes med
resonnering og bevis, og hvordan det kan henge sammen med de nye kjerneelementene som

na blir en del av lereplanene.

Jeg har 1 denne studien undersokt seks elevers diskurs av resonnering og bevis, og blant annet
beskrevet metaregler i elevenes rutiner. Rutiner er handlingsmenstre som repeteres 1 bestemte
situasjoner, og det er ikke mulig & identifisere dette ut fra en enkelt isolert episode (Lavie et
al., 2018; Sfard, 2008). Jeg mener likevel at studien har gitt verdifull informasjon om hvordan
norske elever kan delta i en diskurs av resonnering og bevis ved avslutningen av grunnskolen,
selv om dette ikke trenger a vare representativt verken for disse elevenes deltagelse 1 andre
situasjoner eller for andre elever. Studien viser ogsa hvordan Sfard (2008) sitt kommognitive
rammeverk og Jeannotte og Kieran (2017) sin modell av matematisk resonnering kan benyttes
for 4 identifisere interessante kjennetegn ved elevers deltagelse i en diskurs av resonnering og

bevis, bade 1 forskning og 1 undervisningssituasjoner.
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6 Avslutning og perspektivering

Denne studien viser et eksempel pd hvordan elever kan delta i en diskurs av resonnering og
bevis med utgangspunkt i en oppgave om multiplikasjon, noe som kan gi grunnlag for
refleksjon om undervisningspraksis. Det at elevene deltar i flere av prosessene 1 matematisk
resonnering viser hvordan det er mulig & engasjere elever i en aktivitet der de bade skal
formulere hypoteser og bevise dem, slik Stylianides (2008) foreslar. Studien illustrerer kjente
utfordringer, som at elever godtar empiriske argumenter som bevis for generelle pastander,
men den viser samtidig hvordan eksempler ogsa fungerer som stette i alle prosessene i

matematisk resonnering.

Analyse og diskusjon med kommognisjon antyder en ritualisert deltagelse som kan skyldes fa
metaregler og ad hoc deltagelse i diskursen, spesielt 1 underbygging av hypotesene. En mulig
konsekvens av bruk av eksempler og ritualisert deltagelse er at laerere ma vare bevisste pa
hvordan eksempler benyttes 1 undervisningen. Eksempler kan stotte elevenes arbeid med
resonnering og bevis, men lereren ma praktisere en diskurs der generelle pastander ikke kan
begrunnes med empiriske argumenter, men ma bevises deduktivt. P4 den méten larer elevene
helt fra starten «at matematiske regler og resultater ikke er tilfeldige, men har klare
begrunnelser» (Kunnskapsdepartementet, 2018, s. 15) som er det forste som fremheves i

kjerneelementet resonnering og argumentasjon i den nye laereplanen.

Rammeverkene jeg har benyttet i denne studien har gjort synlig noen kjennetegn ved elevenes
deltagelse i diskursen, som har ledet til refleksjoner om resonnering og bevis i skolen.
Samtidig mener jeg at begge rammeverkene kan bidra til produktiv kommunikasjon om
resonnering og bevis mellom forskning og skole, og ogsé 1 skolen, slik Jeannotte og Kieran
(2017) ensker at deres rammeverk skal bidra til. Det er nedvendig at laerere er bevisst hva
som menes med at elever skal begrunne, og spesielt i forbindelse med innfering av nye
leereplaner med storre fokus pd argumentasjon og resonnering er det viktig med en felles
forstaelse av hva disse ordene skal bety. Jeg mener at modellen til Jeannotte og Kieran (2017)
kan bidra til dette, sammen med flere av de andre kildene jeg har referert i teorikapitlet i
forbindelse med omtalen av bevis i skolen. Det er ogsé interessant at Jeannotte og Kieran
(2017) skiller mellom bevis og formelt bevis, noe som gjor at ordet bevis kan brukes 1 skolen

uten at det trenger a knyttes til formelle realiseringer. Jeg mener ogsa at Sfard (2008) sitt
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rammeverk kan bidra til bevissthet om resonnering og bevis, spesielt med skillet mellom
hvordan en rutine utfores, nér det er passende & utfore den og ndr den kan anses fullfort. Dette
kan bidra til at leerere diskuterer med elever nér ulike handlinger er passende, og spesielt

hvordan de selv kan vurdere om en rutine er vellykket utfort.

Elevenes ritualiserte deltagelse 1 underbygging av hypoteser indikerer at de har {4 metaregler
eller fa tilgjengelige rutiner for underbygging av matematiske narrativer i sin matematiske
diskurs. Dersom kjerneelementet resonnering og argumentasjon skal fungere som
«arbeidsmater, metoder og tenkemater i matematikk» (Kunnskapsdepartementet, 2018, s. 15)
er det nadvendig at elever i storre grad enn i denne studien har individualisert metaregler for
resonnering og bevis. Det vil da vere nodvendig at laerere er bevisst hvilke metaregler relatert
til resonnering og bevis de eksponerer, fordi elevene over tid vil individualisere disse som
stadig mer kompetente deltagere 1 klasseromdiskursen (Sfard, 2008, 2017a, b). I forbindelse
med innferingen av den nye lereplanen vil det derfor vare interessant 4 underseke norske
leereres kompetanse relatert til resonnering og bevis, kanskje inspirert av Ma (2010) sin
underseokelse av amerikanske og kinesiske lereres handtering av en elevs matematiske
pastand. Lerere eksponerer metaregler giennom sin handtering av matematiske péstander,
egne og elevers, for eksempel om pastander begrunnes med eksempler eller om de bevises.
Hvilke metaregler laerere eksponerer vil vere avgjerende for om kjerneelementet resonnering
og argumentasjon vil bidra til & vise «den overordnet prioriterte retningen og innholdet i
faget» (Kunnskapsdepartementet, 2018, s. 15) og bidra til at elever kan «forsta at matematiske
regler og resultater ikke er tilfeldige, men har klare begrunnelser» (Kunnskapsdepartementet,

2018, s. 15).

Det vil ogsa vaere interessant & underseke hva lerere legger 1 beskrivelsene av
kjerneelementene, og hvordan de ser for seg at kjerneelementet resonnering og argumentasjon
kan implementeres i arbeid med utvalgte kompetanseniva pa ulike trinn. En mulig studie kan
vare & prove ut hvordan kjerneelementene i den nye lereplanen, spesielt resonnering og
argumentasjon, men ogsa representasjon og kommunikasjon, og abstraksjon og
generalisering, kan implementeres 1 grunnskolen. Da bade som et mal i1 seg selv, men spesielt

som et middel for undervisning av kompetansemalene.
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Vedlegg 1: Informasjonsskriv og samtykkeerkleering

Vil ditt barn delta i forskningsprosjektet

"Elevers argumentasjon i arbeid med matematikkoppgaver'?

Dette er et spersmal til dere om deres barn kan delta i et forskningsprosjekt hvor formélet er &
underseke elevers samtale nér de arbeider med matematikkoppgaver. I dette skrivet gir vi dere
informasjon om maélene for prosjektet og hva deltakelse vil innebzre for dere.

Formal

Dette prosjektet er en del av et mastergradsstudium i matematikkdidaktikk ved NTNU. Studiet
omfatter et forskningsarbeid som skal presenteres i en masteroppgave. Prosjektet er en del av arbeidet
med masteroppgaven.

Vi vil i prosjektet undersgke elevenes samtale nér de jobber med matematikkoppgaver, i samarbeid
med andre i smé grupper. Bakgrunnen for prosjektet er & la&ere mer om hvordan elever samarbeider om
oppgavene og hvordan de argumenterer for sine forslag.

Hvem er ansvarlig for forskningsprosjektet?
Institutt for laererutdanning ved NTNU er ansvarlig for prosjektet.

Hvorfor far du spersméil om a delta?
Klassen er valgt ut av rektor etter henvendelse fra oss om skolen har mulighet til & stille en klasse til
radighet for dette prosjektet. Elevene velges ut i samrad med matematikklerer.

Hva innebzerer det for deg 4 delta?

Hyvis ditt barn velger & delta i prosjektet, innebzrer det at vi i ca. en skoletime vil observere elevenes
arbeid med matematikkoppgaver. Elevene vil jobbe med oppgavene i gruppe sammen med 2-3 andre
elever. Elevenes arbeid med oppgavene vil bli videofilmet. Videopptakene vil bli transkribert, og
barnets navn vil bli erstattet med et pseudonym.

Det er frivillig 4 delta

Det er frivillig a delta i prosjektet. Hvis du velger & delta, kan du nar som helst trekke samtykke
tilbake uten & oppgi noen grunn. Alle opplysninger om deg vil da bli anonymisert. Det vil ikke ha noen
negative konsekvenser for deg hvis du ikke vil delta eller senere velger a trekke deg. Det vil ikke
pavirke ditt forhold til skolen/leerer om du velger a delta eller ikke.

Ditt personvern — hvordan vi oppbevarer og bruker dine opplysninger

Vi vil bare bruke opplysningene om barnet til formélene vi har fortalt om i dette skrivet. Vi behandler
opplysningene konfidensielt og i samsvar med personvernregelverket. Det er kun undertegnede
student og veileder ved NTNU som vil ha tilgang til personopplysninger. Vi vil oppbevare
personopplysninger innelast, kryptert og beskyttet med passord.

Anonymiserte skriftlige utdrag fra elevenes samtale vil bli brukt i masteroppgaven. Deltagerne vil ikke
kunne gjenkjennes i den publiserte oppgaven, da skolens og elevenes navn endres.

Hva skjer med opplysningene dine nar vi avslutter forskningsprosjektet?
Prosjektet skal etter planen avsluttes 15. mai 2019. Nar prosjektet er avsluttet vil alt datamateriale
vaere anonymisert og opptakene vil bli slettet.



Dine rettigheter
Sa lenge du kan identifiseres i datamaterialet, har du rett til:
- innsyn i hvilke personopplysninger som er registrert om deg,
- & fa rettet personopplysninger om deg,
- fé slettet personopplysninger om deg,
- fautlevert en kopi av dine personopplysninger (dataportabilitet), og
- asende klage til personvernombudet eller Datatilsynet om behandlingen av dine
personopplysninger.

Hva gir oss rett til 4 behandle personopplysninger om deg?
Vi behandler opplysninger om deg basert pa ditt samtykke.

Pé oppdrag fra NTNU, Institutt for leererutdanning har NSD — Norsk senter for forskningsdata AS
vurdert at behandlingen av personopplysninger i dette prosjektet er i samsvar med
personvernregelverket.

Hvor kan jeg finne ut mer?
Hvis du har spersmal til studien, eller ensker & benytte deg av dine rettigheter, ta kontakt med:
e Rune Nakim, pa epost (nakim@stud.ntnu.no) eller telefon: nnnnnnnn.
o NTNU, Institutt for Leererutdanning ved Kirsti Rg, pa epost (kirsti.ro@ntnu.no).
e Vart personvernombud: Thomas Helgesen (personvernombud@ntnu.no).
e NSD — Norsk senter for forskningsdata AS, pé epost (personvernombudet@nsd.no) eller
telefon: 55 58 21 17.

Med vennlig hilsen

Prosjektansvarlig (veileder) Student
Kirsti Re Rune Nakim



Samtykkeerklaering

Vi har mottatt og forstétt informasjon om prosjektet "Elevers argumentasjon i arbeid med
matematikkoppgaver", og har fétt anledning til 4 stille spersmal.

[0 Vi samtykker til at vart barn deltar i matematisk arbeid der det blir foretatt lyd- og
videoopptak.

Vi samtykker til at opplysningene behandles frem til prosjektet er avsluttet, ca. 15. mai 2019.

(Elevens navn)

(Signert av elev, dato)

(Signert av foresatt, dato)



Vedlegg 2: Godkjenning fra NSD

NSD Personvern
16.10.2018 13:12

Det innsendte meldeskjemaet med referansekode 608211 er na vurdert av NSD.
Folgende vurdering er gitt:

Det er var vurdering at behandlingen av personopplysninger 1 prosjektet vil vaere 1 samsvar
med personvernlovgivningen sa fremt den gjennomferes i trdd med det som er dokumentert 1
meldeskjemaet med vedlegg, samt i meldingsdialogen mellom innmelder og NSD, den
16.10.18. Behandlingen kan starte.

MELD ENDRINGER

Dersom behandlingen av personopplysninger endrer seg, kan det veere nedvendig & melde
dette til NSD ved & oppdatere meldeskjemaet. Pa vare nettsider informerer vi om hvilke
endringer som mé meldes. Vent pa svar for endringer gjennomfores.

TYPE OPPLYSNINGER OG VARIGHET
Prosjektet vil behandle alminnelige kategorier av personopplysninger frem til 15.05.19.
LOVLIG GRUNNLAG

Prosjektet vil innhente samtykke fra de registrerte til behandlingen av personopplysninger.
Var vurdering er at prosjektet legger opp til et samtykke i samsvar med kravene i art. 4 og 7,
ved at det er en frivillig, spesifikk, informert og utvetydig bekreftelse som kan dokumenteres,
og som den registrerte kan trekke tilbake. Lovlig grunnlag for behandlingen vil dermed vere
den registrertes samtykke, jf. personvernforordningen art. 6 nr. 1 bokstav a.

PERSONVERNPRINSIPPER

NSD finner at den planlagte behandlingen av personopplysninger vil folge prinsippene i
personvernforordningen om:

- lovlighet, rettferdighet og apenhet (art. 5.1 a), ved at de registrerte fér tilfredsstillende
informasjon om og samtykker til behandlingen

- formélsbegrensning (art. 5.1 b), ved at personopplysninger samles inn for spesifikke,
uttrykkelig angitte og berettigede formal, og ikke behandles til nye, uforenlige formal -
dataminimering (art. 5.1 c), ved at det kun behandles opplysninger som er adekvate, relevante
og nadvendige for formélet med prosjektet

- lagringsbegrensning (art. 5.1 ¢), ved at personopplysningene ikke lagres lengre enn
nedvendig for a oppfylle formélet

DE REGISTRERTES RETTIGHETER

De registrerte vil ha felgende rettigheter i prosjektet: dpenhet (art. 12), informasjon (art. 13),
innsyn (art. 15), retting (art. 16), sletting (art. 17), begrensning (art. 18), underretning (art.
19), dataportabilitet (art. 20). Rettighetene etter art. 15-20 gjelder sa lenge den registrerte er
mulig & identifisere 1 datamaterialet.



NSD vurderer at informasjonen om behandlingen som de registrerte vil motta oppfyller
lovens krav til form og innhold, jf. art. 12.1 og art. 13.

Vi minner om at hvis en registrert tar kontakt om sine rettigheter, har behandlingsansvarlig
institusjon plikt til & svare innen en maned.

FOLG DIN INSTITUSJONS RETNINGSLINJER

NSD legger til grunn at behandlingen oppfyller kravene 1 personvernforordningen om
riktighet (art. 5.1 d), integritet og konfidensialitet (art. 5.1. f) og sikkerhet (art. 32).

For & forsikre dere om at kravene oppfylles, ma dere folge interne retningslinjer og/eller
radfere dere med behandlingsansvarlig institusjon.

OPPFOLGING AV PROSJEKTET

NSD vil folge opp behandlingen ved planlagt avslutning for & avklare status for behandlingen
av opplysningene.

Lykke til med prosjektet!



@NTNU

Kunnskap for en bedre verden
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