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Pressure

Upper pressure margin 
(fracture pressure)

Lower pressure margin 
(pore pressure)

Pressure in the well 
(hydrostatic + friction)
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30" Casing

16" Casing

13 3/8" 
Casing

Open hole

Target reservoir 1

Target reservoir 2

Target reservoir 3

9 5/8" 
Liner
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Pipe ram

Pipe ram

Pipe ram

Shear ram

Annular 
preventer

Annular 
preventer

Choke or 
kill line

Choke or 
kill line
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Mud pits

Top drive

Rotating control 
device (RCD)

Riser

Drillstring

Main pump

Choke

Back-pressure 
pump

Drilling fluid 
(mud)
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Platform

Blow out preventer (BOP) at seabed

Mud level in riser

Wellbore

Air in riser

Subsea 
mud 
pump
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���
 ���� �� ��� ����!����  �� �������� �� � ����� �� ��� ������� �� � ���� �� ���
��� �� ��� ����������� �������� ��� ���������� �������� ���� �.����� ���� �!����
*���������� ��� ������� �������� �� ��� ���� ��/����� ������ ��.��� �� ��� ��������
#��� �� ��� ��� ������� �������� !�� ���� 
�������� �� ��� ���������� �������� �����
 �� �.�������� �/�������� ����������� ������� 012+3 �� ����� ���� ���� ����������
�������� �� ��� ����� "� ������ �� ��� ��� �� ��� ����������� �������� ��� ����������
�������� ���� ��������� �� ������� !� �������� !� ��� ������������� ������������
��� ���� �������� ����� 0 4+3 �� ��� ����� +�� �� ��� ������. !������� �� ��������
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��������� �	� ��� �	��� �	���	� �	���� ��

V̇� = k	A
. ���,�

-�������
 ���,� ���	 ����� 
����

V̇� = −k	A
 − V̇� − V̇�. ���.�

"�� ���� V̇� �� 
����
��� 	� ��� ��	��� 	� �����
 �	�
�� 
�����!���	� ������	��  	�
������� 
�������	� 	� ��� �	
�� �� ���� ��� ��� �����
� 	� ��� �����
 �	�
�� �����
�� 
���� !� ������

α�� = 1− V�
L�A


= 1− α�� ���*�

����� α�� �� ��� �����
� 
�� ������	�� 	� !� �	����
 ��� ����
���

α�� =
1

L�

∫ L�+L�

L�

f̂α(x, ·) dx. ���/�

����� f̂α(x, ·) ∈ (0, 1] ���� x ∈ [0, L] �� �	�� 
�����!���	� ������	� 
����
��
 	�
��� ������� �����!�� x� ��
 �	���!�� 	���� �����!���� "�� 
�����!���	� ������	� ���	

���� ��� �	���� 	� 
�� �� ��� ����

V� = A


∫ L�+L�

L�

(
1− f̂α(x, ·)

)
dx. ���)�

�,



���� ��������	
�� ��
��

��� ����� �	� 
� ���
� ��� ��
����
 fα 
���� �	 ���� ��
���� �	

fα(x, ·) =
{

f̂α(x, ·), L� < x < L� + L� ������

1, ��	� ������


���� fα(x, ·) ∈ (0, 1]�
��� ������� ������ ������ ������	 ��� ���		�	�����
�� ���� �� ������ �
 ��� ����

�� ��� ����� ���		�	�����
�� ���� �� ��� ���� �
� ��	� ��� ���		�	�����
�� ���� �� ���
���� �������� �� ��	 

A� = α��A� ���!"�

A� = (1− α��)A� ���!!�


���� A �	 ���		�	�����
�� ���� �
� ��� 	��	�����	 # $ �
� � ��
���	 ������ ��	
�
� ���� ��	����������

%�
�� ��� ���� �� 
���� V� �
� V� ���
�� ��
��� �	 ����� 
� ��
 
����

L̇� = L̇� ���!��

�� �������
V̇�
A�

=
V̇�
A�

. ���!&�

'
	����
� ���!"� �
� ���!!� �
�� ���!&� �
� ������
��
� 
� ���

V̇� =
α��

1− α��

V̇� ������

��	
� �� 
�
 	
���� 	
�� ����� �� ���

V̇� = −k�A� −
V̇�

1− α��

. ������

�	

� �� ��� 	
�������� 	
 ��� ��
��� �� ��	� 
�
���� ������ �� �	�	�� �� A� �
�
	
���� �����

L̇� = −k� −
(q� − q�	
)

A�(1− α��)
. ������

��� ��
��� �� ��� ����� 
�
���� ������ 	� �	��
 ��

L� = L− L� − L�. ������

 � ������ ���� ��� !������� 	
 ��� ������ ����
���� ��� � �	
��� ����� ��	
�
	� ��� !������� �� ��� !�	
� �	�� ��� �������� ��� ���
�	�
� ��� !������� 	� �������
�	��
 �� ��� �"���	�
 �� �����

p� =
Zm�RT

M�V�
����#�

����� Z 	� ��� 
��!����	�	�	�� ��
���$ m� 	� ��� ���� �� ���$ R ��� ��� 
�
���
�$ T
��� ���!������� �� ��� �	���� �� ��� ������ ����
����$ �
� M� 	� ��� ����� ����
�� ��� ����

��



�� � �����	
 ����
 �� ���
�
��	�� ��� 	� � ��

����

�� ��� ���������	 �� �
� �������� �������
 �
� �
��� ��	 �� �
� �����
 �� �
�

����� ���
 �
� ����� �� �
� ��� ������	 �� 	���
 L�� ��� ��� ��	
��� ��
 �����
��
��

x� = L� + λL�, ������

����� λ ∈ (0, 1)� �� ��� ��
�� ��� �������� ������� ��� ��� ����� ���

��� �


p� = p� − ρ�gL� − ρ�g

∫ x�

L�

fα(x, ·) dx− ρ�g

∫ x�

L�

(1− fα(x, ·)) dx

− λp������ − p������ ������

����� p� 

 ��� ���

��� ��
����� ��� ������ ��� p� ��� ���

��� 
� ��� �
���� ��
��� ������ 
��������� �� �

��� ���� ��� ���

�� �� ��� ��
 

 �
 �� �


ρ� =
m�

V�

������

��
�� ��� ���

�� �� ��� �
!�
� 

 ���
����� p������ ��� p������ ��� ��� ��
��
���� ���
"

��� ���� ����� ��� ������ 
�������� ��� ����� �������  ������ ��
����
 ���� #
�"

������ �

�� ��� ������ ���

��� �
 ��� 
����
�� ��
�� �� �	���

 ��� ���

��� ��
��� �
�� �

��
�� 
� 

 �� ��� ������ �� ��� ����� �


p	�
 = p� + ρ�gL� + ρ�g

∫ L�+L�

x�

fα(x, ·) dx+ ρ�g

∫ L�+L�

x�

(1− fα(x, ·)) dx

+ (1− λ)p������ + p������ ������

����� p������ 

 ��� ��
��
���� ���

��� ���� ����� ��� ����� �������  ������ $� 
��
��� ���

��� ��
����� ��� ����� ��� �

��
�� � ����� ���

���� p0� ����
�����
��� ����� �� ��� ��
�� ���  �������
� %�� ���� ������� ��� ����� �

�� ���  �� �
�!���
�� ���� &���
�� ���'(� �
�� �
����  �� � ���������

�
�

q� = k�u�

√
1

ρ�
(p� − p0) ����)�

����� k� 

 � ���
���� ������� �� ��� ���

"
���
���� ���� �� ��� ��
*�� ��� u� ∈ [0, 1]


 ��� ����
�� �� ��� ������

����� ����� ���		
�
��

+� ��� ���� 

 
�
��������� �
�� �
��� ��
���
�� ��,-�� ����� �
�� �� ���

���
����
��
 ����� ��� ��
���
�� ��
�� ��� � �
����� 
� ���� �
��� ���� ��� ��
 ��

�

�� � ���

��� 
��
��� ��� �����
���
� ���� ��� � ��� 
��
�� 

 �������� �
 
�� �
������
�� �� ��� ����� �� ��� ��
� .�� ���

��� �� 
��� � 
��
��� ������� �� �����
x�� 

 �
 �� ��

p�(x�) = p� −
∫ x�

x�

f����(x, ·) dx− ρ�g

∫ x�

x�

fα(x, ·) dx

− ρ�g

∫ x�

x�

(1− fα(x, ·)) dx, ����/�

����� f����(x, ·) 

 
��� �����
�� ���� �������
 ��� ��� ��
��
���� ���

��� �����

�'



���� ��������	
�� ��
��

fα

αL

x
L1 + LGL1

1

L1 + λLG

������ ���	 
�� ��
��������� �������� ����� �
��� f̂α ���� �������

����� ������	
�� ��

	� 
������	�����


�� ��
��������� ������ �� ��� ��
 ��������� 1−fα� ���� ���� �� � 
���� ��
������� �
���� ��� �� ��

���! 
������ "�� ���� �� ���
 ����� �
 �� ���� � 
����� ����� �� ���
����������� ��
� ��� ���
 �
 ����� �� �! ����
��� ��� ��
��������� �������� ��� ���
��
 �
 � 
����� ��������� 
�� ���� �� �
��� � ������ 
�������� ���� � ���������� 
����
���������
 ���� "���� �� ��� ��##$� ��� ��
 ��� �� �� �� � 
�%������! ��������
�����&������� �� ��� 
���� ����� ��� ��
��������� �� ��
 ������
 ���� �
����! �����

'� ����� ��� �������� f̂α ��� ��� ������ �
�� �� ����� �


f̂α =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

α� +
(1− α�)(x− L�)

λL�

, L� < x ≤ L� + λL� �������

α� − (1− α�)(x− L� − λL�)

(1− λ)L�

, L� + λL� < x < L� + L��������

����� α� �
 ��� ������� ��(��� ������ �� ��� ��
���������� 
�� �������� �
 
�������
�� ������ ���� 
�� ��������� λ ������
 ��� 
���� �� ��� ��&���� ��
)�������� ��)
����
 ��� ��������
 �� ��� ������ 
��������� λ ���
� �� # �����
����
 �� � ��&����
��
)�������� �� ��� ��� �� ��� ������ 
��������� ����� λ ���
� �� * �����
����
 �� �
��&���� ��
)�������� �� ��� ������ �� ��� ������ 
��������� 
�� � ����� ������
�
 ����� �! 
�� ��� ���+� ���� ������ ����� �� �


α�� =
1 + α�

2
. ����,�

-�
������ ����,� ���� ���*,�� ������ ���� ������ ��� ����� ���� ����#�� ������ ��� ����$��
�� ��� � 
����� ����� ��� ��� ����������� ��
� 
�� �!����� �(������
 ���

L̇� = − 2(q� − q���)

A	(1− α�)
− k
 ����+�

V̇� = q� − q��� ����.�

����� ��� ��������� �(������
 ��� ��� �(������ �� 
����� ���*.�� ���  ��������� /��
���� ������� ��� ������ ����0�� ���

L� =
2V�

A	(1− α�)
������

�+



�� � �����	
 ����
 �� ���
�
��	�� ��� 	� � ��

����

����� �� ���� ��	
� �
�
�� �� �����
� �
��� �
� ������
� �� A�� �����	��� 	�������
��� ����� �
� �� ��� ��� ��� ����
 ��

p� = p� − ρ�gL� − λp����	� − p����	� − λg

(
1 + α�

1− α�

ρ�V�
A�

+
m�

A�

)
�
����

p
�� = p�+ρ�gL�+(1−λ)p����	�+p����	�+(1−λ)g

(
1 + α�

1− α�

ρ�V�
A�

+
m�

A�

)
. �
�� �

!�� �"�������
 ��� ��� �����	�� �� � ��
��� �
 ��� #$� ������� �� �������
 x
 ��
����
 ��

p
(x
) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p� −
∫ x�

x�

f���� dx− ρ�g(x� − x
)

+ (ρ� − ρ�)g
λL�(α� − 1)

2
,

0 ≤ x
 ≤ L� �
��
��

p� −
∫ x�

x�

f���� dx− ρ�g(x
 − x�)

+ (ρ� − ρ�)g
(x
 − x�)(α� − 1)

2λL�

× (x
 − 2L� + x�),

L� < x
 ≤ x��
��
��

p� −
∫ x�

x�

f���� dx

− ρ�g
(x
 − x�)(α� − λ)

λ− 1

+
(x
 − x�)(α� − 1)g

2L�(λ− 1)

×
(
ρ�(x
 − 2L� + x�)

+ ρ�(2L� + 2L� − x
 − x�)
)
,

x� < x
 < L� �
��
��

p� −
∫ x�

x�

f���� dx+ ρ�g(α� − λ)L�

− ρ�g(α� − 1)L� − ρ�g(L� + L� − x
),

L� ≤ x
 ≤ L%�
��
��

����� L� = L� + L��
#� ���� �����
 α� �� � ��
���
� ����	���	� ��� ���	�����
�� &������% �� ��

��������� �� �"����� ���� ��������� �� � �	
����
 �� ��� ���� ������
 ��� ��� �������
'
����	
�����% ���� �� ��(�	�� ���� ��� �������� ����� �	� �� ��� ���� �� �����
����

������
 �	���)���� �
� �
*���	 �������� �� ��� �������

����� ������	
 �	�
��
��

!�� �������
�� �����	�� ���� �� ����	
��� ��� �� 	��
� ��� �"�������
 ���� +����
�
� ,�����
� � ��-�

p����	�� =
2fL��q

2
��ρ��

DA2
p

�
����


�



���� �����	
��� 

�� �
�������
�� �
������	

����� ��� ����	�
�� �
 	�� �� �����	�� �
�� �� �� ��� � ��
	� ������� �
������
��� ��� �
����� ��� 
� ��� ������ ����	����� ��� ��
	�
�� ��	��� f 
� ����� �� ���
�����
����
� 
� ���� ����� 

f =
1[

4 log
(

ε/D
3.7065 − 5.0452

���
log Λ

)2
] ���!" 

Λ =
(ε/D)1.1098

2.8257
+

(
7.149

#��

)0.8981

, ���!$ 

����� ε 
� ��� ���%����� �� ��� �
��� D 
�� �
������� ��� #�� 
� ��� �
�����
#������� ������ ��
	� 	�� �� ����� �� �&�����
�%

#�� =
u�Dρ�

μ�
, ���!' 

����� u� 
� ��� �
����� &���	
��� μ� 
� ��� �
����� &
�	��
�� ��� ρ� ��� ����
�� ��
��� �
������ (� ��� ��� ������
�% �������
��� ��� ��� ����� ���������
���� &��
�����

u� =
q���
A�

+ k� ���!� 

μ� = α	
μ
 + (1− α	
)μ� ���!) 

ρ� = α	
ρ
 + (1− α	
)ρ� ���!� 

����� μ
 ��� μ� 
� ��� &
�	��
�� �� ��� �
*�
� ��� %��� �����	�
&���� ��� ��� ���+
����� 	������ &������� �� ��� ���!" � ���!$ ��� ���!' �
�� ��� 
�+�
�� ����������
��� &���	
�
���

��� �����	
��� 

�� �
�������
�� �
������	

,�� �������� ����� 
� ��
�� ��� 	����	� ��� 
� ��
�� ���� �� ����
	��� ��� ����

�������� �����
	� �� ���	����
�% %�� 
� � ����� ,� ���	����- ��� ����� ��
	������ ��� ������� �
�� �
�����
��� ���� ��� ����
����� ��� �
������� ./01��
(� �
������ � ���%� ������� %��+-
	- 
� � &���
	�� �
�� 	����
�% ������ 2� ���
./01 �
�����
���� ��� %�� 
� 
�3�	��� �&�� � � �
���� 
����&�� �
�� � 	������� ���
����� .�� ����� 
� ������� �
�� ��� ���� ���� �� %�� �
���
����� �
�� ��� ��
��%����
���	�
�� �� ��� ������ �� ��� �
�� �� ��� �
�� t = 0� 4��
�% ��� �
�����
�� �����

� � 	������� ��� ���� �� ������ q���� �����
�% �� ��� ������ �� ��� �
��� ,��
���������� ���� 
� ��� ����� ��� ��� ./01 �
������� ��� �
���� 
� ,���� ����
,�� &����� ������� 5
, 
� ��
� ����� ��� ����� �� ./01 ��
�% � ���-+�� �����
��� ��������� &����� ��� ������������

6
�	� ��� ����� 
� ��� &��
� ����� ��� %�� ����� ��� ���	��� ��� 	��-�� ���� ���
������� ���� ./01 ��� ������� ��� ��
� ���
��� �
%��� ��! �
������ ��� ��������
�������� ��� 	��-�� ��� ��� &�������
	 ��� ���� 
� ���� 
� �
%��� ��"� �
%��� ��$
����� ��� �������� �� ��� ������ �� ��� ���� ��
	� 
� �		������� 	������� 
� ���
������ ,�� &����� �� ��� %�� 
� ������� 
� �
%��� ��'� �
�
�% ��� %�� ���	�
���

����� �� � �	

�����
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�
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�
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����

����� ���	 
�����
��� ���� �� 
�� �������� �������


�����
�� ��
��� ���� ���

ρ� ���� ���� �� �3

σ !"�#$�·10−3 
%� & �
L ���� ���� �
D ��''� ��''� �
q��� $�� $�� � ���
Z ��(�� 
%� )
m� #�"�(*� #�"�(*� ��
M� �#��$�·10−3 �#��$�·10−3 �� ���
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���� 	��	 x� = 0� x̃ < 0 < x� ��� L� = x�− x̃� �
 	�� ���	����	��� f� �� �����	���
������ �	� ����� 	��� x� =

L�
2 ��� x̃ = −L�

2 � �� ��� ��	
��� �
� 	
����
� �� �
�
��� �� ��� ����� ����� ���
�
 �
� ����� ��� ��� �
 � ����������������� �
� �����
��� ��� ������

p� =
m�RT

M�V�
������

�
�
� m� �� �
� ���� �� ���� R �
� ��� ��������� T �
� ���	�
���
� �� �
� ������
�� �
� ������ ��
����
� ��� M� �� �
� ����
 ���� �� �
� ����  ����������������
��!��

p� = p��� + ρ�gL� + ρ�g

∫ x�

x�

f� dx

+ ρ�g

∫ x�

x�

(1− f�) dx+
|x̃− x�|

L�

p������ + p�����	 ������

��	
	 ρ
 ��
 ρ� �
	 ��	 
	����� �� ��	 �����
 ��
 ���� 
	��	����	��� ��
 p��� ��
��	 �������	
�� �
	���
	� p������ ��
 p�����	 �
	 ��	 �
�������� �
	���
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 ��	 ���	
 ����
�� �����	� 
	��	����	��� ��	� �
	 ���	�
�� ��	 ���	� !���	����	 ���

p������
 =
8πμ�
L�
q�
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 ��	 ���������� �� ������
 #��� ��	 �����
��� $% 
	���	� ��	 ����
�� �����	
��
 ��� �	 ���������	
 ���� ��& ��
 '� μ �� ��	 ��������� �� ��	 �����
(����

)	 �����	 ���� ��	 ������ 
���
������� �
�*�	 �� ��	 ��� �
������� 1 − f�� ����
��+	 �� � ����	 
	�	������ � �	�� ��
�	� ,�
 ���� �� ���� ���	
 �� �� ��+	 � �����	
��
	� �� ��	 �	
�������� ���� ��
 ���� �� ����	�	
 �� �������� ��	 
���
�������
�������� ��
 ��	 ��� �� � �����	 ����	�
���� �
�����	� ��	 �
	� �� ����� � �����	
��
����
	 ���� � �
�������
 ����	 �
������	� �
�� ,��
� 	� ��� �&--.� ��
 ���
�
��	� �� �	 � ��/��	���� ����
��	 ���
�0������� �� ��	 �	�� ����	
 ��
�	 �����
��	 
���
������� �� ��� �����	� ���� ������� ��
�� 1�
	
 ���� ����������� �	 �
��	
��	 �������� f̂α ��
 ��	 ���
�� ��	
 �� ����� ��

f̂α = α
 +
2(1− α
)

L�

|x|, |x| ≤ L�

2
����2�

��	
	 α
 �� ��	 ������� �����
 ���
�� �� ��	 
���
�������� 3���	 ���� �������� ��
����	�
�� �
���
 ��� �	��� �	 ��� ������
	 ���� x� = 0� x̃ = −L�

2 ��
 x� =
L�
2 �

��	 �������� �� �+	���	
 �� 4���
	 ��&� ��	 ��	
��	 ���
�� �� ����
 �� �������
����� ���� ����2� ����� ���	�

α�
 =
1 + α


2
. ����5�

)	 ���	 ����	� α
 �� � �������� ��
������� ��	 ������������ ���	�	
� �� ��

	��
���	 �� 	0�
	�� ���� ��
��	�	
 �� � �������� �� ��	 ���� �	��		� ��	 ��� ����	��
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fα

αL

x

LG

2−LG

2

1

������ ��	
 ��� 
����������� �������� ����� ����� f̂α ���� �������

�������������� ���� �� 
� ���� !��� ��� "��"���
 ��
�� 
�� �� ��� ���# �� 
����������
���!��� ��"��$���� ��
 ��%���� &������� �� ��� "������
'������� �������� ���"������� !� ��&� ����

p�V� = �������� ����(�

��
 ����
ṗ�V� + p�V̇� = 0. ���	)�

*� "�����
 �� ��������� ������ ���� ������ ��
 ���� �+"������� ���� ������ !����
��&��

p� = p��� + ρ�gL� +
1

2

(
(1 + α�)ρ�gV�
(1− α�)A�

+
m�g

A�

)
+

1

2
p�	
��� + p�	
���. ���	��

��#��� ��� ����%
���&���&� �� p� ��&��

ṗ� = ρ�gL̇� +
(1 + α�)ρ�gV̇�
2(1− α�)A�

+
d

dt

(
1

2
p�	
��� + p�	
���

)
. ���		�

'� ��� ���������� "������� ������ ��� ���!�� �������� !� ��� ������� ��� ���� ����
�� ���		�� ,�������� ���		� ���� ���	)� ��
 �����"����� !��� A� !� ���

ρ�gV�V̇� +

(
(1 + α�)ρ�gV�

2(1− α�)
+ p�A�

)
V̇� = 0. ���	��

,�������� ����)� ��
 ������ ���� ����� ��
 ����������� ��&��

V̇� +
1 + α�

1− α�

V̇� = q

� − q�� − k	A�. ���	-�

*� ��! ��&� �!� �.�������� ���	�� ��
 ���	-�� !��� �!� ��#��!�� !���� !� ���
���&� �� �+"���� ��� 
������� �� V� ��
 V�� ���� ������� ��

V̇� =
(u− k	A�)(

1+α�
2(1−α�)

ρ�gV� +
m�RTA�
M�V�

)

m�RTA�
M�V�

− 1+α�
2(1−α�)

ρ�gV�
���	��

V̇� =
−ρ�gV�(u− k	A�)

m�RTA�
M�V�

− 1+α�
2(1−α�)

ρ�gV�
���	/�

--
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�� p� �� 
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��� ��� ������ 
� �� �
� ��� 
� � ������ � ��������
��� V� �� ������
 ������ ��� L�� ��� ���
��� �� ��� ������� ���	��� �
� �� ��	��

�������
 ��

L� =
V�
A�

����!�

L� =
2V�

A�(1− α�)
����"�

L	 =
V	
A�

. ����#�

��� ���������� �����	�� �� 
���� ��

p��� = ρ�gL− ρ�g
V�
A�

+
m�g

A�

+ p
���
� ����$�

����� p
���
� �� ��� ���
� ��������
� �����	�� ���� 
���
 ��� ������ �	� ���	��� ���
�����	�� 
� ����� ���
����� �� ��� ����% ��
� 
���
 ��� ����� �����
% 
� ��� &'( �� 
�
��� ))*( �����% 
�� �
�	
��� ��
�	������� ���� �
�����
 
 

� +��+� ��� �����	��
����� 
� �	�� 
 ������ ���� �������� ���� ��� ����� 
�� �
�� �� ��� �	���� ���	��	��
�
���� �� �	� �� 
 ���	����� �� �������
��� ��
�� ��� ����
��� ���� ��� ��
 ,��� ��
��� ������ �� ������� ���� x�� ��� �	� ����� �� ��� ����� �� L��� 
�� ��� ���
�� ��
��� ����� �� L�� ��� ����
��� ���� ��� ��
 ,��� �� ��� ������ �� �
�� �� ��� �	����
���	��	�� �� ������� x�� -� �����

x� = x� − x� +
L�

2
������

����� �� $ ���� ��� ����� �� ��� �	���� ���	��	�� ��
���� ��� ������% 
�� L� ����
��� �
�� �
���� ��� ��� � �������� ��� ��� �����	�� 
� 
 ������ 
� �������� x� ��

���� �� ������% ����� �� ������� ���� 
 ������	� �.	
���� �����
� �� ������� ���
������� �� ��� 

� �
� �� ��	�� ���� ρ� = m�

V�
% 
�� ��� ��������
� �����	�� ���� ��

f
���(q, L) =
8πμLq

A2
�

. ������

��� ))*( �� ���������� �� ������
 ��� ���
����
� ������ -� 
��	�� ��
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 ,�� ���������� 
�������
 ��� �	�� �����% 
����
 ��� ���
���� ���	������ ,��
���� ��� ))*( �q����

-��� ��� ����� �� ��� 
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���� ��� �	� ��
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����

��� ������	�
�

-� 	�� ��� ����� �� ���	�
�� 
 ����
�� +��+ 
� ��� ������ �� ��� ����� ��� +��+ ��
���������� ��
�� ���	
� �� ����	�
�� �	� �����	� ������
 ��� &'(� ��� ���	�
����
�� ��
���� ���� �$$ +
 �� ����
�� ���	����
 $�/ �3 
� ��� ������ �� 
� "$$$ �

��



�� � �����	
 ����
 �� ���
�
��	�� ��� 	� �� ���� ��

�����
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p��� + ρ�g(L��� + x� − L	)

+ f
	��(q
��, L��� + x� − L	),
x� < 0 �������

p��� + ρ�g(L��� + x� − L	)

+ f
	��(q
��, L��� + x� − L	)

+ ρ�g

[
x�(1− α�)

− ��	
(x� −
L�

2
)(
1− α�

L�

)(x� −
L�

2
)2

− 1− α�

4
L�

]
+ ρ�g

[
x�α�

+ ��	
(x� −
L�

2
)(
1− α�

L�

)(x� −
L�

2
)2

+
1− α�

4
L�

]
,

0 ≤ x� ≤ L� �������

p��� + ρ�g(L��� + x� − L	)

+ f
	��(q
��, L��� + x� − L	)

− g

A�

(ρ�V� −m�),
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ṗ� =
β�
V�

(q� − q���), �����

ṗ� =
β�
V�

(q��� − q� + q�), �����

q̇��� =
1

M
[p� − p� − F�(q�)q�L� − F�(q�)q�x− F�(q�)q�(L� − x)

− (ρ� − ρ�)gh	
�], ���	�

q� =k�u���
�(p� − p�)
√
|p� − p�|, �����

q� =k
�(p��� − p�), �����
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u� ∈ [0, 1] �� ��� ������
 �� ��� ����� ��� p� �� ��� �������� ��
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M =
ρ�L�

A�

+
ρ�L�

A�

, ���%�
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 ��� �������� ��'
��������� � x ∈ [0, L�] �� ��� �������� �� �� ��'-���'��. ��� q� �� ��� ����������
��
 ���� �� ��� ��'-���'��.� 
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� ������ �� � ������ �������� �� ��� ��*��'
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��� �������� �� ��� ��������� ��� �������� �� ��� 
������� �� ��� �����
�� ��� ��'-���'��.� 
���� � p��� ��� p�� ����������� � !�� ����������� ����. ��
����������� � ��� �������� �������� k
�� !�� ��������� ��������� p���� �� �������
��������� ��� �� �� ������� ���� ��� ��'-���'��. ���� ��� �������� ������ �� ���
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y =
[
p� p�

]�
.
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�!
� ������

u =

[
q�
q�

]
=

[
q�

k�u�����(p� − p�)
√
|p� − p�|

]
.
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�� � ����� �� ���� !���" #$%%$&' ���
� �

�( ��
�(����� �� ��� ����

ż(t) = Az(t) +B(u, t)u(t) + Ψ(u, t)θ(t), #��)�&

y(t) = Cz(t). #��)�&

�(���� #��*&+#��,& 
�� �� ������� �� ���� ���� �( ��	���" z = [p� p� q���]
�' θ =

[q� xw]
�' ���� w = (ρ� − ρ	)gh
��'

A =

⎡
⎣ 0 0 −β�

V�

0 0 β�
V�

1
M − 1

M 0

⎤
⎦ , �����

B(u, t) =

⎡
⎢⎣

β�
V�

0

0 −β�
V�

−F�(q�)L�

M −F�(q�)L�

M

⎤
⎥⎦ , ������

C =

[
1 0 0
0 1 0

]
������

�	


Ψ(u, t) =

⎡
⎣ 0 0 0

β�
V�

0 0

0 −F�(q�)
M q� +

F�(q�)
M q� − 1

M

⎤
⎦ . ������

�	 
�
�� �
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� ��� ��������
	� ��� �� ���������
 �	 !���	
�" ��!�
!�������
	 � �� �������
 #� ��� �� � ���� ��� �����" ���� (A,C) �� 
#�����#��$ �

���� ����� �"���� � �����" K ���� � ��  
	���	� �	 
��  ���$ ��	 � A �	
 C ����
�� � ���� A − KC �� %�����&� '� � � K  �	 #� �
�	
 #� �
��(��� ���	� 
� ��
��� )����	 ���	$ �
� �	���	 �� !�������
	 � ��*����� ���� Ψ(u, t) #� ��������	���
�" ���	�$ ��� � �� ���  ��� ���	 q� − q� �� ��������	��� �" ���	�� �	 
���� �
�
�$
����� ���� #� � 
�+���	 � �	 ,
� ���� �	 �	
 ,
� ���� 
��$ ��� � �� ���  ��� ���	
����� �� �	 �	(-
��(,�"� �	 ���� 
� �����  
	��
�����
	�$ ��� �
��
��	� ������ �
��
��
��
� ���	� �������
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������� ��	� �������� 	
� ����	�
� �����
��

Υ̇(t) = [A−KC]Υ(t) + Ψ(u, t), �������

˙̂z(t) = Aẑ(t) +B(u, t)u(t) + Ψ(u, t)θ̂(t)

+
[
K +Υ(t)ΓΥ�(t)C�Σ

]
[y(t)− Cẑ(t)], �������

˙̂
θ(t) = ΓΥ�(t)CΣ[y(t)− Cẑ(t)], �����	�

�
��� Γ ��� Σ ��� �����	���� ����	�
� �����	� ��	����� ��� K �� �����	�� ���
 	
�	

A −KC �� �����	�� �� q� − q� �� ������	��	�� ����	���� 	
�� 	
� ������ ẑ(t) − z(t)

��� θ̂(t)− θ(t) 	��� 	� ���� �������	����� ���	 �
�� t → ∞�

��� ��������	� 
	��
�


� 	��
 �� �� ������������ �
 ����� ���
 �� ��
 ��
 	���
 �� �������
 ��
 ���� �� ����
��  ��	��! �� "������
� #��� 	�� �
 �	��
$
� �! ��"�
�
����� � ��� 	�������
� ���
��"������� ��
 	���
� %�� 	�������
� �
���� �� ����$��
� �! ��
 ��������� ����!����
&�������� ���'� ��� ����� ��$
�

ṗ� =
β�
V�

(q��� − k�u�����(p� − p�)
√
|p� − p�|+ q�) ������

���	� ��� � �����
 ������ ��
� u� > 0� #�
 ��
��! ����
��������� �� ������ ��� ��
������! q� = q��� + q�� (��� #�
��
� ��� �
 ��$
 ���� q̂��� → q��� ��� q̂� → q�� (��
��!�"����	 ����!���� 	�����
� ��
 	������ ���

q� = q��� − k�q� ����)�

��
�
 ��
 "�����$
 	������� k� 	�� �
 ��
� �� ���
 ��
 �
�"����$
�
�� �� 	��
 ��
�� ������������ 
��
����� ����)� ���� ������ !�
���

ṗ� =
β�
V�

(k� + 1)q�. ����*�

#�
 ��
��!�����
 �������� ����� ��� �
 ���
 q� = 0� ���	� "��$
� ���� ��
 	������
��� ���� �������
 ��
 ������������ +
 ��� ����!,
 ��
 �!����	� �� ���)� ���� ��

��"�
�
�����
 $
����� �� ��
 	������ ���

u� =
q̂��� − k�q̂�

k�����(p� − p�)
√
|p� − p�|

, ����-�

���	� ��$
� ��
 �
���
� �������


q� = q̂��� − k�q̂� ����.�

������� ��
 	���
� #����� ��
 ���
��
��$���$
 �� ���)� ��$
�

q̇� = −k	
(ṗ��
 − ṗ�) = −k	

β�
V�

(q��� − q� + q�) ����/�

).
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����� �� ���� ���	 ṗ� ≈ ṗ�
 ���
������ ��� 	������� �� ��� ������������
 ��	
���������
 �������� 
������ ������������ ������ ���� ������
 ���
	�

q̇� = −k��
β�
V�

(q��� − q̂��� + k	q̂� + q�). ���� �

!�������� q̂� = q� − q̃� ��	 ����� q̃��� = q��� − q̂��� �����

q̇� = −k��
β�
V�

(k	 + 1)q� − k��
β�
V�

(q̃��� − k	q̃�). ������

"�� �������	 ������ q̇� = −k��
β�
V�
(k	 + 1)q� ��� � �
���

� �#��������

� ����
�

������� ����� ��� �#������� �����
� q̃��� ��	 q̃� 	���� �#��������

� �� $���
 �� ���
����
�	� ���� ��� ������ �� ������ �� �
���

� �#��������
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�� ��������� �� ��� ����� 	������� �� ��� �������� ����(��� ������
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� �� ��� ����� �� ��������
� �����	 ��� ��	������
 ���� )������
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��� �������� �� ��� 
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�� ����
��
� ��� ����������� �� ���
�������� ������
 ��	 ���� ����� ���
�	� ����� ���� �� ���������
 ��������� ��	 +��	
��
�����
 ����� ��� �� ���	 �� .�������� "�� ���� ������ �� �������� ������	 ���
������ ��� -�
	 �� �������� +�� ��	�
��� �� ��+����	 �� /�(�� �� ���
 ��	 ����������
�������
 ����� �������� �� �#�
���� �#��������� ��� ��� 0�
�����( ��
����� ��� +��
���������

!�����	 �� �����	����� �� �#�������� ��� ��� �������� ������
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�������� 	��� ��� �� �����	�	 �� ���� �����	� "�� �������	 ���������
 ��������

����� ��� �� ���	 �� ������� ��� �������� ��������� F
(q) ��	 F�(q)� '��� ���� ��
	� ��� ������ ���� ��� ��������
� �������� �� ����
��
� ���� 	��������
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���
����� ���������  �� ��������� ���������! ����� 
���
��� "� q! ���

F �
� (q) =

{
a�|q|+ b� +

c�
q �� q �= 0

0 ����
#��		$

F �
�(q) =

{
a�|q|+ b� + c�

q �� q �= 0

0 ����
#��	%$
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�� ��� ��������� ����

β�(p�����) =12.5p����� + 7.5 #��	�$

β�(p�����) =2β�. #��	)$
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�� �������� �� ��� ��"���	!� �	 ����������! ���� �	 ��� ���������	� �	� �		���� w 
�� �	�� �!���� ����� �� ������	� #��	���!����	 �� ��� ����� 
��� �� 
�!���� �� �����
�	������� ���� ��� �������� �� ��� �������	 �� ��� �	�$������� �� ���� �!���� ��� ���
�����	�	� ������� 
�� �������� �� ��� ����������! �������� ŵ �� ��� �� ��� ���	 ��
ŵ ����	� ��� %& ��!�	�� 
����� 
��	� ���!�������� '��	 ���!������	� �� ������
���� ��� ���	����� �� ��� �	��� �� ��� ����
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)��� ��� ���������	 ���� �� ���� � ����������� �� ��� ���!���	�� �������� ���� ���	
������ �����	� �� ��� �������� ���� ��� ���	 ����� '� ��� ���� ���� �� ����
��� ������� ��
��� F �

�(q) �	� F �
�(q) �	� ��� �������	� ���!���	 ��	!���	�

F 	
�(q) = F �

�(q)|q| *+�,-.

F 	
�(q) = F �

�(q)|q| *+�,/.
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1� ��� ��� ��������	�� ��� �������� �� ��� ��"���	!� �	 ����������! ���� �	 ���
���������	� �	� �		���� w �� �	�� �!���� ����� �� ������	� ��� #��	���!����	 �� ���
����� 2�� �� 	���� ŵ �� ��� �� ��� ���	 �� ŵ ����	� ��� +& ��!�	�� 
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���� �� ��� �0��,���� ������ ��� ��������� �� ��� ��������� ��("���(+�/ �� �������
���� & ���� 1��� �� ��("���(+�/ �� ����0��� �� ��� �����,��. ��� ������� ��� ��
,����� ������� ���� �� 0����0�� �� ������� ���� �2�0�. ��� 0��������� �� �0��,���� #�
��0���� ����� ����0���� �� ��� ��("���(+�/� 3� ��� ����������. � +��� !�0! ������ ���
�������� 	&� ������ ���������� ��� ��� ����� 	%� ��0����� - ����������� �����
���� � �������� ��,������ �� ��	 ��� �� ����� �� ��� �������� ��������� p� ���
p�� ��� +�� ���� ���� ��� ���� ���� �� ,����� ���� � �������� ��,������ �� #�'
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��� �����,�� ��� ����� �� -������/ ��4�
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 ���
�� ��	�� �������� �� �
���
��	�
 �� ������ �	 ��� �������
�� ������ �	 ��� ������� �	 �� ����� 	��	 
��	���� ��� � �� � �������� !�� �� 
�	�!	�

�" 	�� �#�	�
 �� ��$!���	�# ��!�	�
 	������ 	�� ����
��# !��
�	����� ��� ��� �"
%�
� �	 ��� ����&� !����� � '()*�������� ���!� �� ���� 	� �
��	 	� 	�� "��!	��� �"
� ����+��	�� �������� ��"��� ,���	�"#��� ��
 ��!�	��� � ��� � ��� �������� ���� ���*
��-�!	��� ����
����� "�� �����	���� 	� ���	��� !��
�	����� ��� ����
��# !��
�	����
��� "���
 �# �������+�	��� �" 	�� ��������� '()�� ��� �������� "�� 	�� �������+�

�#�	�
 �� ������ 	� �� �������	����# �	���� �	 	�� ������ �� 	�� L2*���
�

�� 	��� ����� �� !����
�� � '() �������� "�� 	�� ���� �#
�����!�� ��� 
�
�� �"
	�� �#
�����!� �� � �#�	�
 �" ������ �×� ���	*��
�� �#�������! '()� ���!� !�� ��
	����"��
�
 ��	� 	�� �#�	�


ut = −ε1(x)ux + c1(x)v, �.�/�

vt = ε2(x)vx + c2(x)u, �.���

u(0, t) = qv(0, t) + v�(t) + CX(t), �.�0�

v(1, t) = U(t), �.�1�

Ẋ = AX, �.�.�

����� (x, t) ∈ [0, 1] × [0,∞)� ε1(x) > 0� ε2(x) > 0� q �= 0� v�(t) �� �  ���� ��*
2�!	��� �	 	�� ����
��#� X(t) �� � n*
�
�������� ��!	��� A �� � n × n 
�	��� ��

C �� � 1 × n 
�	���� U(t) �� 	�� !��	��� ����	� ����� u(1, t) �� 	�� 
������
��	�
��� ����!���	� t ��
 x 
���	� 	�� 	�
�* ��
 ���	���*
�����	���� �����!	����#� ���
��2�!	��� �� 	� 
�
���	��	� �� �����!�	��� �" �� �������	����# �	���� �������� "��
�.�/�3�.�.� ��	� 
������
��	� ���# �	 	�� ����
��# x = 1� 4�
���� �5��	� ����
���������# ���� 
�
� "�� ���	 ��!�������� 6� ��
 4����	 ������7 ��
 ������	���
!������ 8���� �	 ��� ����9�� 
� :������ �	 ��� ����0�� ��� �������� �� 
������
 �#
!�
������ �����	� "��
 ���	�; ��
 4
#���#��� ������� ��
 <�+,��+ �	 ��� ���//��
���!� ��	� ��� 	�� 
�	��
 �" ��! �	������� �� ���	�; ��
 4
#���#��� ��������
��! �	������ ����
��# !��	��� �� ������
 	� ���	*��
�� �#�������! '()� �# �����
�����	���� <��	���� ��	����� 	����"��
�	���� 	���	��� ��	� ����
��# "��
��! � ���
2���	 ������ <�+,��+ �	 ��� ���//�� ��
 <�+,��+ �	 ��� ���//�� !����
�� ����
��#
��! �	������ �	�����+�	��� "�� � ������ �#�������! �#�	�
� ��
 � ,���������� �#���*
����! �#�	�
� �����!	����#� =�	� �" 	�� �#�	�
� !����
���
 ��� ���*���"��
� >� ���
� ��
���� �������� �	��!	��� ��
 	����"��
�	��� �� �� <�+,��+ �	 ��� ���//�� "��
�.�/�3�.�1� ��
 �� �������� ��
���� 	� 	�� �������� "�� ?() �#�	�
� ��	� ������

���#� �� ���	�; ��
 4
#���#��� ������� "�� �.�.��

���� ��	�!�� �� �	��!	���
 �� "������� 4�!	��� .�� ����� ��� 	�� 
�
�� �" 	�� ����
�#
�����!� !�� �� 	����"��
�
 ��	� �.�/�3�.�.�� �� 4�!	��� .�0 �� ����-# ������	
	�� �������� 
������ %� �����!�	��� �" 	�� �������� ��	� 	�� ���� �#
�����!� ��
�����	��	�
 ��	� ��
���	��� �����	� �� 4�!	��� .�1� 8��!������� ��� ����� �� 4�!	���
.�. ���!� �� "������
 �# 4�!	��� .�& !��!������ "��	��� ��� �
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���
��

8����
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�
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���
��
��	��� ���� ��� �
�� ��	��	�
�

� ��������	 
�
� �
� ����� ������ ��

pt (z, t) =− β

A�

qz (z, t) , �����

qt (z, t) =− A�

ρ
pz (z, t)−

F

ρ
q (z, t)−A�g, �����

q (0, t) =q��� (t) , �����

p (l, t) =p� (t) , �����

����� (z, t) ∈ [0, l]× [0,∞)� p �� ��� 
������� ��
�� ��� �������� q �� ��� �
�������	
�
� ���� ���
��� ��� �������� l ���
��� ��� �
��� ������ 
 ��� �������� β �� ���
��
������� !��" �
������ A� ��� ���� 
 ��� �������� F �  ��	��
� 	
�#	����� g ���
���������
��� 	
������� ��� ρ ��� ������� 
 ��� �������� ���� p� (t) �� ��� 
�������
�
������ ��� 	�
"� ��� ��� 	
���
���� ��
��� ��� q� (t) = q (l, t) �� ��� �
�������	
�
� ���� ���
��� ��� 	�
"�� ���	� �� ��������� �� 	�� ���
�� ��� 	
����!���
�

 ��� ����
�����	 ����  �
� ��� �
������ �$����
� !� ��%����

p̄ (z, t) = p (z, t)− ρg (l − z) , ����&�

���	� �����

p̄t (z, t) =pt (z, t) = − β

A�

qz (z, t) , ������

qt (z, t) =− A�

ρ
(p̄ (z, t) + ρg (l − z))z −

F

ρ
q (z, t)−A�g

=− A�

ρ
p̄z (z, t) +A�g −

F

ρ
q (z, t)−A�g

=− A�

ρ
p̄z (z, t)−

F

ρ
q (z, t) , ����'�

���
p̄ (l, t) = p (l, t) = p� (t) . ����(�

�� ���
�� ��� �
�������	 �
� ���� ��� 
������� �� ��� !�� ����� q��� ��� p����
���
�	������� ��� ���

q��� (t) =q�(t) + q�(t), ����)�

p��� (t) =p (0, t) , ������

����� q�(t) �� ��� �
�������	 �
� ����  �
� ��� ��� 
��
� ���	� �� ��������� ���
q� �� ��� �
�������	 ��*+
��*��,� -��� �����

p̄t =− β

A�

qz, ������

qt =− A�

ρ
p̄z −

F

ρ
q, ������

q (0, t) =q�(t) + q�(t), ������

p̄ (l, t) =p� (t) . ������

�&
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�� ��� ��	����� ��	���� � 	������ ������ �
 ����	
�������� ��	 �������
��� �� ��	��� ���  ���� �!"�"�� ��� �� ��������� ��� 	��#	 
�� 	�$� �
 ��� �������
 ��	���� ��� ������ �
 ��������	

ū (z, t) =
1

2

(
q (z, t) +

A�√
βρ

p̄ (z, t)

)
, �
�!"�

v̄ (z, t) =
1

2

(
q (z, t)− A�√

βρ
p̄ (z, t)

)
. �
�!��

%�$��� ��� ����&���������� �
 �
�!"� ��� �
�!�� ����	

ūt =
1

2

(
qt (z, t) +

A�√
βρ

p̄t

)

=−
√

β

ρ
ūz −

F

2ρ
(ū+ v̄). �
�!!�

���

v̄t =
1

2

(
qt (z, t)−

A�√
βρ

p̄t (z, t)

)

=

√
β

ρ
v̄z −

F

2ρ
(ū+ v̄). �
�!'�

%�� �������( ���������	 ���

ū (0, t) =
1

2
(q�(t) + q�(t) + ū (0, t)− v̄ (0, t)) , �
�!)�

v̄ (l, t) =
1

2

(
(ū (l, t) + v̄ (l, t))− A�√

βρ
p� (t)

)
, �
�!
�

	� �� ���

ū (0, t) =− v̄ (0, t) + q�(t) + q�(t), �
�!��

v̄ (l, t) =ū (l, t)− A�√
βρ

p� (t) . �
�!*�

+�,�� ���	���� ��� ����	
�������� x = z/l� ��� ��-��

u (x, t) =ū (xl, t) eax, �
�!.�

v (x, t) =v̄ (xl, t) e−ax, �
�!��

����� a �	 �� �� ��-���� %�$��� ��� ����&���������� �
 �
�!.� ����	

ut =−
√

β

ρ
ūze

ax − F

2ρ

(
u (x, t) + v (x, t) e2ax

)
. �
�'"�

.�
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��	��� ���� ��� �
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��� ������	
����
���
� �� ������ ��

ux (x, t) = lūz (xl, t) e
ax + aū (xl, t) eax, ������

��

ūz (xl, t) =
1

l
ux (x, t) e

−ax − a

l
u (x, t) e−ax. ������

��������� ������ ���� ������ ���	��

ut = −1

l

√
β

ρ
ux (x, t) +

(
a

l

√
β

ρ
− F

2ρ

)
u− F

2ρ
e2axv (x, t) . ������

��������

a =
Fl

2
√
βρ

������

��
��

ut = −1

l

√
β

ρ
ux (x, t)−

F

2ρ
e2axv (x, t) . ������

�� �	�� ����� ��� ����!� ��
��

vt (x, t) =
1

l

√
β

ρ
vx (x, t)−

F

2ρ
e−2axu (x, t) . ����"�

#� $�� ��% %���� ��� &�'����� $��������� ��

u (0, t) =− v (0, t) + q�(t) + q�(t), ����(�

���

v (1, t) =u (1, t) e−2a − A�e
−a

√
βρ

p� (t) . ������

�� �'  ���) ���  ���	 ��

ut =− 1

l

√
β

ρ
ux − F

2ρ
e2axv, ����!�

vt =
1

l

√
β

ρ
vx − F

2ρ
e−2axu, ������

u (0, t) =− v (0, t) + q�(t) + q�(t), ������

v (1, t) =u (1, t) e−2a − A�e
−a

√
βρ

p� (t) , ������

��
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����� ������	�
�� �� 
�����
���� ����

ε1 (x) =ε2 (x) =
1

l

√
β

ρ
, 
�����

c1 (x) =− F

2ρ
e2ax, 
�����

c2 (x) =− F

2ρ
e−2ax, 
�����

q =− 1, ������

v�(t) =q�(t) ������

U (t) =u (1, t) e−2a − A�e
−a

√
βρ

p� (t) , ������

	
��� a 
� �
��� �� ������� ��� (A,C) ���
 �
��

Ẋ =AX, ������

q�(t) =CX (t) . ������

�
� ��
�
��� ���
����� ��� ����
��� ��

q (z, t) =u
(z
l
, t
)
e−

a
l z + v

(z
l
, t
)
e

a
l z, ���� �

p (z, t) =

√
βρ

A�

(
u
(z
l
, t
)
e−

a
l z − v

(z
l
, t
)
e

a
l z
)
+ ρg (l − z) . ����!�
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� #������� �$ � �������� 
�%&���%'�(� 	� ��� �
)#�� ��� A = 0 ��� C = 1�

��� �����	�� 
����
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�� 	� #������ �� �(#�����
���� ������ �������� $�� ��� �*������ �
�
�������� 
� ����� �� +�,-��, �� ��� �!�  ����� 	
��� �� �������� 	
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� �
�%
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���� ��
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��� 0
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� 1�)� �!� !�� 
���
	� ��#��� ��)� �$ �
� ���#� $�� ����
��� 2���
��� �
� ��������

ût =− ε1 (x) ûx + c1 (x) v̂ + p1 (x) ũ(1, t), ������

v̂t =ε2 (x) v̂x + c2 (x) û+ p2 (x) ũ(1, t), ������

û (0, t) =qv̂ (0, t) + v�(t) + CX̂ (t) , ������

v̂ (1, t) =U (t) , ������

˙̂
X =AX̂ + eAφ(0)Lũ(1, t), ������

	
���

φ (x) =

∫ 1

x

1

ε1 (γ)
dγ, ������

��
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��
��	��� ���� ��� �
�� ��	��	�
�

���

ũ(1, t) = u(1, t)− û(1, t). ������

	
� �
������� p1 (x) ��� p2 (x) , ��� �
� ������ L ��� �
��
� ��������� ����� �� ��
��������� ������� ����� ��
������ �� �
��������� ������������� ���� ��� �������!
������� �� � ��"��! #� 
�$�

ũt =− ε1 (x) ũx + c1 (x) ṽ − p1 (x) ũ (1, t) , ���%&�

ṽt =ε2 (x) ṽx + c2 (x) ũ− p2 (x) ũ (1, t) , ���% �

ũ (0, t) =qṽ (0, t) + CX̃ (t) , ���%'�

ṽ (1, t) =0, ���%��

˙̃X =AX̃ − eAφ(0)Lũ (1, t) . ���%(�

)� *�+�
�+ �� �"� �'&  ��! �
� ��""�#��� ���,�������� ��������������

ũ (x, t) = α̃ (x, t)−
∫ 1

x

Puu (x, ξ) α̃ (ξ, t) dξ −
∫ 1

x

Puv (x, ξ) β̃ (ξ, t) dξ, ���%��

ṽ (x, t) = β̃ (x, t)−
∫ 1

x

P vu (x, ξ) α̃ (ξ, t) dξ −
∫ 1

x

P vv (x, ξ) β̃ (ξ, t) dξ. ���%%�

#�� 
��� ��� �����$�� ������ �� �
� ���� #��
�
� ����
������! #
��� �
� ,����"� ���
��$�� �� �
� ������ �� ��
�������

ε1 (x)P
uu
x (x, ξ) + ε1 (ξ)P

uu
ξ (x, ξ) = −ε′1 (ξ)P

uu (x, ξ) + c1 (x)P
vu (x, ξ) , ���%��

ε1 (x)P
uv
x (x, ξ)− ε2 (ξ)P

uv
ξ (x, ξ) = ε′2 (ξ)P

uv (x, ξ) + c1 (x)P
vv (x, ξ) , ���%-�

ε2 (x)P
vu
x (x, ξ)− ε1 (ξ)P

vu
ξ (x, ξ) = ε′1 (ξ)P

vu (x, ξ)− c2 (x)P
uu (x, ξ) , ���%��

ε2 (x)P
vv
x (x, ξ) + ε2 (ξ)P

vv
ξ (x, ξ) = −ε′2 (ξ)P

vv (x, ξ)− c2 (x)P
uv (x, ξ) , ����&�

�� T = {(x, ξ) : 0 ≤ ξ ≤ x ≤ 1} #��
 ��
����� ����������

Puu (0, ξ) =qP vu (0, ξ) , ���� �

Puv (x, x) =
c1 (x)

ε1 (x) + ε2 (x)
, ����'�

P vu (x, x) =− c2 (x)

ε1 (x) + ε2 (x)
, ������

P vv (0, ξ) =
1

q
Puv (0, ξ) . ����(�

)� #�� �
�#� �� *�+�
�+ �� �"� �'&  �� �
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��� ������ � 
���
� ��"
���� ��
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 �� C (T )� .� 
�$� �
� ��""�#��� ���
"� ��� �
� ����� ������
���%&�����%(� ��
� ����� �� ����"�� �� �
�� �� /����0 ��� 1���
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�
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����� ���� ��� (Puu, Puv, P vu, P vv) �� ��� ���	�
�� �� �
������
����� ��

p1 (x) = CeAφ(x)L− Puu (x, 1) ε1 (1)−
∫ 1

x

Puu (x, ξ)CeAφ(ξ)Ldξ, ������

p2 (x) = −P vu (x, 1) ε1 (1)−
∫ 1

x

P vu (x, ξ)CeAφ(ξ)Ldξ, ������

���� ��� �����������
�� �
��
���
���� ���� �
������
���� 
��� ��� ������

α̃t (x, t) =− ε1 (x) α̃x (x, t)− CeAφ(x)Lα̃ (1, t) , ������

β̃t =ε2 (x) β̃x (x, t) , ������

�
�� ��	����� ����
�
���

α̃ (0, t) =qβ̃ (0, t) + CX̃, ������

β̃ (1, t) =0, ����	�

���
˙̃X = AX̃ − eAφ(0)Lα̃ (1, t) . ����
�

�� 
�� ���
� �� ������� �� ��� ��	

�� ���� ��� �������������� ������������� ��
�� �������! �� ���� ��������" #��#������ �� ����	������$� ��% �����������
� ��� ���� &
������ '� ��������� ����"�� ��������" �� ��� ���(�� �� �����������
�� )�� �"����
�����������
� *�� ��  ��
�% �� � *��*�%� *��������( �� ��� #����

β̃t =ε2 (x) β̃x (x, t) , ������

β̃ (1, t) =0, ����+�

��%

α̃t (x, t) =− ε1 (x) α̃x (x, t)− CeAφ(x)Lα̃ (1, t) , ����$�

α̃ (0, t) =qβ̃ (0, t) + CX̃, ������

˙̃X =AX̃ − eAφ(0)Lα̃ (1, t) , ������


���� ��� ������ �,�*�� ��� ������ ���" �����(� ��� ����%��" *��%����� ������� ��
�� *���� ���� �����������+� ���� β̃ (x, t) *�� ��(�� �� 0 �� -���� ����! �� �� ��.*��
�� *����%�� ��������" �� ��� ���(�� ��

α̃t (x, t) =− ε1 (x) α̃x (x, t)− CeAφ(x)Lα̃ (1, t) , ������

α̃ (0, t) =CX̃, ������

˙̃X =AX̃ − eAφ(0)Lα̃ (1, t) . ������

/���% �� 0����1 ��% 2�"���"�� ��		���! 
� ������ ��� �����
��( ������ ���� 3���
��	
�� ��� #������
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����� ���	 
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� ���������� ���� �� ��� ��������
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��������� 
���� ����
ρ �����·103 ����3

l �����·103 �
F �����·102 �����3

A� �����·10−2 �2

β �����·10−9 ��

����� ���� ��� L �� �����	 �
�� ���� A−LC �� 

������ ��� �����	 �� �������
������ �� ����	�	������ ������ �	 ��� 	�� 

(∣∣∣X̃ (t)
∣∣∣2 + ∫ 1

0

α̃2 (x, t) dx

)1/2

. ��� �!

��� �
��
"��� ���
��� �������#�� ��� 
����$�� �������

�	�
��� ���� !�	��"�� ��� �����#�� �����!�����%! ���� �	����� ��	"����	� û0 �	"
v̂0$ ���� �
��
� �	%�����	 &��	��� ��#�	 �� ���%�!����%&!$ ����� Puu �	" P vu ���
��
	" ��� ���&%!����%'!$ �	" ����� L �� �����	 �
�� ���� A − LC �� 

������
'	"�� ��� ���
 ����	�

ε1, ε2 ∈ C1([0, 1]), c1, c2 ∈ C([0, 1]), u0, v0 ∈ L2([0, 1]), ��� �!

�	" ε1(x), ε2(x) > 0$ �� �� �
���	���" ���� X̂$ û$ v̂ ����	�	������ ��	#���� �� X$ u$
v$ ����$  ��� �����(�����$ ���� ��� �����#�� ����� ����� �� ����	�	������ ������ �	
��� ��	�� �� ��� 	�� ��� �!�
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" ���� ��
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))���. ���� X �� )������ ��
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 −20 ���� ,� )
������ ��� �����)�����- ������ )��� "��� ����� �� �
 �-����)�
���
)����� "��� X. ����. A = 0 ��� C = 1� ,� )�

�� L = 5� ��� "��� ����������
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Ẋ = AX +Bw, ��� !"

q�(t) = CX +Dw, ��� #"

w(t) = u(0, t) + sv(0, t). ��� $"
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�������� ���	�� �	 � �������� ��� �������� 
�� ����

ṗ� =
β�
V�

(q� − q���), ������

ṗ� =
β�
V�

(q��� − q� + q���), ������

q̇��� =
1

M� +M�

[p� − p� − F�|q���|q��� − F�q���

+ (ρ� − ρ�)gh���],

������

ż� =− z�
τ�

+
u�

τ�
, ������

q� =g(p�)z�. ������

	
� ����
 �� �
� 
�����
�� ������ �������� �� ��� ���� ��
����� �
��
 ���� �
�
�������� �� �
� ���� ��������� p�� ��� �
� �
��� ��������� p�� ����������
�� 	
�
���� ��
����� �������� ��� �������� ������
 ��
����� �
� ���

���� ��� �
� ����
���
β ������� �
� ��
� ����
�� ��� V �
� ��
���� �
�
� �
� ���������� � ��� � ������
����
�� ��� ���

������� q� �� �
� ���� ���� ��
������� ��� ����� q��� �� �
� ���� 
�������� ���� ��
������� ��� ���� ��� q� �� �
� ��
������� ��� ���� �
����

�
� �
���� ! �������� �������� �"������ ��� ���

������ ��� ����
�� ����� �
�
�������� �� �
� ��
������� ��� ���� �
����
 �
� ���� q���� M� ��� M� ��� ���� 

��� ���������� F� ��� F� ��� �������� �������� ρ� ��� ρ� ��� ���������� g �� �
�
������������
 �������� ��� h��� �� �
� �������
 ����
 �� �
� ��

� z� �� �
� �
���
������� ��� g(p�) �� � �������� �� �
� �
��� �������� �
�� �
��������#�� �
� �
����
	
� �������� �� �
� �
��� ������� �� �������� �� ������ �
��� τ� �� �
� ����
�������� �� �
� ��
��� 	
� ����
��
� ������ ��� u�� q� ��� q���� 	
� ������� ��� p��
p�� q� ��� z�� 	
� ��

����� ������
 ���������� �� ���� ��������� �
� 
�����
��
�������

���������	 
� g(p�) �� ����������
� ��$��������
�� g(p�) ≥ δ > 0 ∀p�� ��� g′(p�)
�� 
���

� %����
��#� 	
� �������� ���������� p��	
�(t)� �
� ��� ���� ���� �
� ����
����� q�(t)� �
� ��� ���� ���� �
� ���� �������� ����� q���(t)� ��� �
��� ���� 
������������ ṗ��	
�(t)� p̈��	
�(t)� q̇�� q̇���� ��� ���������� ��� ������� ��������� ��
t�

��� �����	
� �	
� �������� �	�
����
��
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����
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�� ��������
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�� �
� ��� ���� �
����
 �
� ��� �� �"��
 �� �
� ��� ���� ���� �
�
���� ����� �� �
�� �� ��� �������� �� �� � �������� ������������ 	
� ����
����
����
 �� �
� �
��� �������� ��

ṗ� =
β�

V�

(q� − q� + q���). ���'�
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� �
��� ������� �� ����� �� ������� ��� �
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�������� �������� �	� 
	���
 p�
 �	�
	 ����������� �	� 
	��� ������� z� �	����	
u�� �	� ������� 
	��� �������� �� ����� �� p����� �	�
	 �� ������������� ṗ�����
 p̈�����
��� q̇��� ��� ������� ���������� q� �� 
��������� � ����� ���������
� ���	 �����
��������������� q̇��

��������� � �������� ��
��������� ���
�����
 �� ����� �	� ����� z� = p�−p�����
��� ����� ��� ��������������� ��

ż� =
β	
V	

(q� − g(p�)z� + q���)− ṗ����� �����

�� ��������� ��� �� !����� ��� ������
���� αβ�
V�
g(p�) �� �����
 �	��� α �� �	� ���


����� ������� 
������
 �����

ż� =
β	
V	

q� − ṗ����� −
β	
V	

g(p�)α+
β	
V	

q��� −
β	
V	

g(p�)(z� − α). ���"�

#� ��� 
	���� α ��
	 �	�� ���"� ���	 z� − α = 0 �� �������$��
 �	�
	 ������� ��

α =
1

g(p�)
(q� + q��� −

V	

β	
ṗ����� +

V	

β	
k1z�), ���%�

�	��� k1 > 0 �� � ������ 
�������� &� ��������� ���%� ���� ���"� �� ��� �	��

ż� = −k1z� −
β	
V	

g(p�)(z� − α), �����

��� �	� ��������������� �' �	� (������� '��
����

V1(z�) =
1
2z

2
� , ���)�

��

V̇1 = −k1z
2
� − z


β	
V	

g(p�)z�, ���*�

�	��� �� 	��� ������ z
 = z�−α� +����� ��
�������� �	����	 �	� ����������
 ��

�� ������ �	� 
������ ��� '��� �	� 
�������� (������� '��
����

V
(z�, z
) = V1(z�) +
1
2z

2

 . ���,�

�	� ��������������� �' V
 ��

V̇
 = −k�z
2
� + z


(
− z�

τ�
+

u�

τ�
− α̇− β	

V	

g(p�)z�
)
. ���-.�

/���
���� �	� 
������ ���

u�

τ�
=

z�
τ�

+ α̇− k
z
 +
β	
V	

g(p�)z�, ���--�

�	��� k
 �� � �������� ������ 
�������
 ��� ������������ ���� ���-.�
 �� ���

V̇
 = −k�z
2
� − k
z

2

 ≤ 0. ���- �

,�
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 ��� �����	 �
 ��� ����� �������
	���� �������	� �� ������
 ���� �	 ������ �������  � ���� ��� ��	���� ��	�����	��
���� ��	�� ��� ��	���	�� k� �	� k� �� 	�� ������ �	 V�� ���� 
��	� ���� !� ��	 �	�
������ ��� ��	�	� ��	���	�� �� �
����� ��� ���
��
�	�� �
 ��� ����"�	� ��	��������
#�!����$ �	 �������� ��� �	
������ ��	�
��� !��� ��	�����	 ��� ������ �
 �����
��	���	���
��� ��	���� ��! ��	 �� ��

���%�� ��

u� = z� − k�τ�z� + z�
β�τ�
V�

g(p�)

− τ�

(
g′(p�)β�
g2(p�)V�

(q� − g(p�)z� + q���)

)(
q� + q��� − V�

β�

ṗ����� +
V�

β�

k1z	

)

+
τ�

g(p�)

(
q̇� + q̇��� − V�

β�

p̈����� + k1τ�
(
q� − g(p�)z� + q��� − V�

β�

ṗ�����
))

. ������

��� �����	
� �	
� �
�������� �	�
����
��

�� 	
�� �
�	��� �
 �
���� � 	������� ���	����
� ��� 	

 �
��
 ��
����
 ���
� ��
������� ��	 �� �����
� 	� 	

 ��
����� �
�	���� �
 ���	������
 �
	�

� q� ��� q�
��
�
��� �
 ������
� q�
� �� � ����	��	 ���	������
 �
��
 �����	 �
 �
����
�� �


�
���	��� ���	����
� ���
����� 	

 �
��
 ��
���� �� �� ����	��
 ���	����
� �

�

q�
� �� 
�	���	
� �� 	

 �����
	
� 
�	���	
 ξ�  � �
���
� 	

 ������� ṗ������ p̈�����
��� q̇��� ��
 ������
�
� ������

!���

���� �� �� 	

 ��
����� �
�	���� �
 �	��	 �� �
"���� z	 = p� − p����� ���
���	
 �	� 	��
#�
����	��
 ��

ż	 =
β�

V�

(q�
� − g(p�)z� + q���)− ṗ�����, ����$�

����� ������� %
&	� �
 ��� ��� ���	���	 	

 ��#����
� ���	��� ���	��� 	
�� β�
V�
g(p�)α

	� ��	���

ż	 =
β�

V�

(
q�
� + q���

)
− ṗ����� −

β�

V�

g(p�)α− β�

V�

g(p�)(z� − α). ����'�

(
"���� � �
���� 
���� ��������	
� z� = z� − α� �
 ���	 	� �
���
 α ���
 	
�	 �	
�	�����)
� ����'� ��	
 z� = 0� *
 �����	 ��
 ���'� ��	
 q� �
����
� �� q�
�� ����

q�
� �� ��	 �
����
�� ���	
�� �
 ��	�����
 	

 
�	���	
 ξ ��� q�
� ��� �
	

α =
1

g(p�)

(
ξ + q��� − V�

β�

p����� +
V�

β�

k�z	

)
������

�

�
 k� > 0� +� ����	�	�	��� ������ ��	� ����'� �
 �
	

ż	 =
β�

V�

(q�
� − ξ)− k�z	 −
β�

V�

g(p�)z�. ����,�

*
 ��� �
"�
 	

 -������� ����	���

V
(z	, z�, θ̃) =
1

2
z2	 +

1

2
z2� +

1

2k

θ̃2 ����.�

/,
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���� ��� ����	���� ���
� θ̃ = q��� − ξ� ��� ��	�
���������� 
� ������ ��

V̇� = −k�z
2
� + θ̃

β�

V�

z� − z�
β�

V�

g(p	)z� + z�ż� +
1

k�
θ̃
˙̃
θ ������

����� �� ���� �������� ������� ���������

ż� = −z	
τ	

+
u	

τ	
− α̇ ������

��� ����������� ������

V̇� = −k�z
2
� + θ̃

[β�

V�

z� +
1

k�

˙̃
θ
]
− z�

β�

V�

g(p	)z� + z�
(
− z	

τ	
+

u	

τ	
− α̇

)
������

�����

α̇ =
1

g(p	)

[
ξ̇ + q̇��� − V�

β�

p̈	
��
 +
V�

β�

k�

(β�

V�

(q��� − q	 + q���)− ṗ	
��


)]

− g′(p	)
g2(p	)

[β�

V�

(q��� − q	 + q���)
]
. ������

��������� q��� = θ̃ + ξ �����

α̇ =
1

g(p	)

[
ξ̇ + q̇��� − V�

β�

p̈	
��
 + k�

(
θ̃ + ξ − q	 + q��� − V�

β�

ṗ	
��


)]

− g′(p	)
g2(p	)

[β�

V�

(θ̃ + ξ − q	 + q���)
]
. ���� �

��������� ���� � ���
 ������ ��� ����������� ���!�� ��

V̇� = −k�z
2
� + θ̃

[β�

V�

z� +
1

k�

˙̃
θ − z�

( k�
g(p	)

− g′(p	)β�

g2(p	)V�

)]

−z�

[β�

V�

g(p	)z�+
z	
τ	

− u	

τ	
+

1

g(p	)

(
ξ̇+ q̇���−

V�

β�

p̈	
��
+k�
(
ξ−q	+q���−

V�

β�

ṗ	
��

))

− g′(p	)β�

g2(p	)V�

(ξ − q	 + q���)
]
. ����"�

#� �
� ����$�

˙̃
θ = −ξ̇ = −k�

[β�

V�

z� −
( k�
g(p	)

− g′(p	)β�

g2(p	)V�

)
z�

]
����%�

���

u	 = z	 − k�τ	z� + τ	
β�

V�

g(p	)z� +
τ	

g(p	)

[
k�
β�

V�

z� −
( k�k�
g(p	)

− k�g
′(p	)β�

g2(p	)V�

)
z� + q̇���

− V�

β�

p̈	
��
 + k�(ξ − g(p	)z	 + q��� − V�

β�

ṗ	
��
)
]

− τ	
g′(p	)β�

g2(p	)V�

(ξ − g(p	)z	 + q���). ������
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V̇� = −k�z
2
� − k�z

2
� ≤ 0. 	
����

��� ������ �� ξ̇ ��� u� ������� V̇� �������� ������������ �� ������ ������� � ����
������� 
�� �� ����� !������ ��"������� ���#�$��" �� ��� ������ �� 	
��
�% 	
��&�
��� 	
��
� �� �$���� $��� '��� 	
��
�� (������� ��� �! �$���" �!������

W = z�θ̃ 	
��)�

'��� ��� ����*����������

Ẇ = −k�

[β�
V�

z2� −
( k�
g(p�)

− g′(p�)β�
g2(p�)V�

)
z�z�

]
+

β�
V�

θ̃2 − k�z�θ̃−
β�
V�

g(p�)z�θ̃. 	
��+�

��� ���!������� �� ������� � ��� ������� �� ��$$�'��

�� ,�$��� a = ���( 12 ,
1
2k�

)‖x‖ ��� b = �� ( 12 ,
1
2k�

)‖x‖�
�� V ∗(x) = V̇� = −k�z

2
� − k�z

2
� % ��� ��� ��� E � {z� = z� = 0}�

-� .�!�������� �� |W | ��$$�'� ���� ��� #�!�������� �� z�% z� ��� θ̃ '���� ��
�������� ���� 	
��)� ��� 	
�����

�� �� ���!��� ����!�� ���!������ -�

#� /!$�$$�� '��� ��� ������ k(‖x‖) = β�

V�

(|z�|2 + |z�|2 + |θ̃|2) ����� |Ẇ | =
β�

V�

θ̃2 ∀x ∈ E�


� ,������� ����� z�% z� ��� θ̃ ��� #�!���� ��� ����� ��� � �����!� �����$� ���
#�!���� 	���!������ -��

��� �����	
��� 
����
�

�� ���!$��� ���$$��� �� � '�$$ �������� �� ��#$� 
�� '��� ��� ����� 0�' ���� �����
#" 	
���� '���

g(p�) = k�����(p� − p�)
√
|p� − p�|, 	
�-&�

'���� k� �� � $!���� �������� ��0������ ��� ��$�� ��������������% ��� p� ��� �����!��
��'������� ��� ������ �� ���� ������% '� ���� ���!��� � $����� ��$�� ���������*
������ ��� ���� �� 	
�-&� ���!$�� �� �� �1!����� ��� ��� 0�' ���� ����!�� ��� �����
����$�� �� ��� ��$�� �1!����� ����� �� 2������ 	�+
��� �� ���!�� ���� ��� ������$
����������% 0�' ���� ���� ��� �!���% ��� ��������� �����$ ��� �!�� ���� ��� 0�'
���� ����!�� ��� ����� ���� ��� ���!�����

��� ���$ �� 234 �� �� ������$ ��� �����!�� �� � ������� ����� �� ��� '�$$%
�"����$$" �� ��� #������ ���� �����!�� ��� #� � ������� ��

p	�
 = p� + ρ�gh	�
 + F�q	�
. 	
�-��

�� ���!$��� � ��*��$$�� 0�' �'��� '���� ��� 0�' ���� ���� ��� ���� �!�� ��
������ !� ���� �&& $�� �� �&&& $�� ��� #��� ��'� �� �&& $�� ������ ��� 0�'
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h��� 1000 �
V� 11800 �3

V� 4600 �3

β� 2.00 · 109 ��
β� 2.00 · 109 ��
M� +M� 4.23 · 10−2 ����4

ρ� 1400 ����3

ρ� 1400 ����3

p� 1.00 ���
g 9.81 ���2

F� 1.80 · 10−3 ���	��2

F� 1.80 ����5

k� 4.54 · 10−5 �2
√
�3/��

τ� 1.00 �
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� ���� ���������� ��� ��� ������
�� �������
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k� 5.00 · 101 �
k	 1.00 · 103 �
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 ��	 �� ���	� �	 ����	 �	� ��	�� ������� ��	����� ���
��	�
��� ẋ = f(t, x) ���� �	 ����������
 ���	� ��  �� ��
� t0�

������� � �!������"�� ��� Ω ∈ R
n �� �� ���� 	����	��
 ���
�� 
� R

n 	����
�
��
��� ��
�
�� �� ����� ��
�� ��� C1 ���	�
��� V : [t0, ∞)×Ω → R, W : [t0, ∞)×Ω → R�
� C0 ���	�
�� V ∗ : Ω → R� ����� ���	�
��� a, b, c �� 	���� K ��	� ����� ��� �����
(t, x) ∈ [t0, ∞) × Ω�

�� a(‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ b(‖x‖)
�� V̇ (t, x) ≤ V ∗(x) ≤ 0� ����� E � {x ∈ Ω|V ∗(x) = 0}�
�� |W (t, x)| 
� ����
�
�
 � �! Ẇ (t, x) 
� 	���
����� 
� ���� ����"���� ��
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� �� �
"� 
� ��� ���#

���
�� ���� Ẇ (t, x) = h(x, γ(t)) ����� h 
� 	���
����� 
� ���� �� 
�� ����#
"����� γ(t) 
� ���� 	���
����� ��
 
�� 
"��� �
�� 
� � ����
�
 ��� K1�$%��
�
"��
	
��� �� �
"��� ��� ���� Ẇ (t, x) ������� �� ��	� 
����������
 �������

� ������� ���
�����!

�! &���� ��
��� � 	���� K ���	�
��� k� ��	� ���� |Ẇ (t, x)| ≥ k(‖x‖)∀x ∈ E
��
 t ≥ t0�

'� ‖f(t, x)‖ 
� ����
�
�

(����
�� δ > 0 ��	� ���� B̄δ ⊂ Ω� 
���� ��� ��� t ∈ [t0, ∞)

V −1
t0, δ

= x ∈ Ω : V (t, x) ≤ a(δ)

&���

)� %�� ��� x0 ∈ V −1
t0, δ

� x(t) ���
� �� *��� ��
���"�� 
� t0, x0 �� � ���
� �� 
���
���
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