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Problem Description
Synchronization through coordinated and cooperative control is an active topic of research, and of
high industrial interest as it allows for robotic solutions in production and manufacturing providing
increased speed, cost-efficiency and safety. Furthermore, it is a an enabling technology for
unmanned oil and gas platforms that is of high interest to the oil and gas industry in Norway as it
is moving towards smaller unmanned platforms in order to utilize the remaining oil and gas
resources on the Norwegian continental shelf. In this project you will acquaint yourself with
coordinated and cooperative control, in particular for robot manipulators, and develop control
systems for robot manipulators that will enable robot manipulators to cooperate and manipulate
dynamic objects in the environment. Synchronization control is related to tracking control in that
the robot must move in time with the reference, but differs in that the reference in synchronization
control is the motion of the physical manipulator rather than an ideal precomputed trajectory.
There is already some work on synchronization of robot manipulators in [1] and [2], but none that
incorporates the synchronization concept into contact operations for controlling force and motion
at the same time.

The main goal of the project is to utilize ideas from synchronization theory together with the Hybrid
Force/Motion Control concept as introduced in [3] to separate the interaction control problem into
two separate subproblems; motion control and force control of the contact forces applied to the
environment. Based on the results from the pre-study project, where a control concept was
proposed for linking motion control to interaction with the environment in terms of synchronized
behaviors.

1. Perform a rigorous analysis of the control concept in terms of stability.
(In particular, note that with the proposed control concept, only the position/velocity error in the
directions without contact are seeked control, together with the force in the directions with contact.
It remains to analyze the internal dynamics Sfx, i.e. the behavior of the error states in the
directions in which there is contact. Can we prove that these are bounded? Also consider the global
stability properties.)
2. Verify the analysis by simulations.
3. Discuss the control concept and its consequences (Including stability properties, implications for
practical use and implementation issues)
4. Perform a literature study to establish state-of-the art for force control together with stability
analysis (Lyapunov, linear and other analysis tools). Compare the proposed control concept, its
stability properties and practical consequences to existing force control solutions.

---

[1] H. Nijmeijer, Rodriguez-Angeles, A., Synchronization of Mechanical Systems, vol. 46: World
Scientific Series on Nonlinear Science, Series A, 2003.
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Control of Euler-Lagrange Systems using Output Feedback Control," Norwegian University of
Science and Technology, 2007.
[3] M. H. Raibert, Craig, J. J., "Hybrid position/force control of manipulators," ASME Journal of
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� � �	����
����� ��	����
���� � ��	��� ��� � �����	 �
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� �� ����	���
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	�� F ��� �
��	
� ����� u� ��� ������
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� �
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� �� ����� � 

mẍ + dẋ + kx = u + F !
��"

���	� d �� ��� ������� �
�#����� ��� k �� ��� ��	��� �
�#������ ����
������ 
��$���	��$
�$�	���
� ������� �� ��
�� �� ����	� 
��� % �����
u = u(x, ẋ, ẍ, F ) ��� ���������� ��������� 
� ��� � ���� ��� �� ��&����� �

���� ��� ���'� �
	 �������� � ��

���� ��� �
��	
� �����

u = F + dẋ − kx

��� ����	� ���
 !
��"� ��� ��
���$�

� � ���� ���
���

m

2
ẍ + kx = F !
��"

(� ��� �	
� !
��" ���� ��� ������� 
� ��� 
	������ � ���� !
��" �� �
��� ���
��� ���� �� ����	���� �������
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��) *�������� �
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� -�./�
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v =
[
vx, vy, vz, ωx, ωy, ωz

]T
"
�
#

��� ��� �
	�� !���
	

F =
[
fx, fy, fz, τx, τy, τz

]T
"
��#

��� ����	�� ��� �	�� ���� �
���	����� 
� ��� ���$��$�
�� ���% ��� &� ������ ��
��� �
���	���� �	��� �� ��
'� �� (�&�� 
���

(�&�� 
��� �
���	����� �
	 ��� ���$��$�
�� ���%

)���	�� *	�� ����
vx = 0 fx = 0
vy = 0 fy = 0
fz = 0 vz = vd

ωx = 0 τx = 0
ωy = 0 τy = 0
τz = 0 ωz = 0
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	 ���	����� �� ��� �
���	����
�	���� X ∈ R

6� �� 	������ �
 ��� �
��� �

	������� q ∈ R
6 � ��� �
	!�	�

"�������� �	����
	� Λ#

XC = Λ(q)

��� 	�����
� ���!��� ��� ���� ��	�$���$� 
� ��	������ �

	������� 
� ��� ����
�����
	� Ẋ

C
��� ��� �
��� $��
������ q̇ �� ���	����� ����� ��� ���������
	

%��
���� J(q) &'(#

Ẋ
C

= J(q)q̇

��� �
	��� �����	�� � ��� ���������
	 ����
	 �	� �	����
	��� ���
 ���
�
���	���� �	��� � ��� �	����
	����
� ���	�� TC

H

F C = (TC
H)F H

���� ��� �		
	� �� �
����
�� $��
��� ��� �
	�� �� ��� �
���	���� �	��� �	�
��)��� ��

ΔX � XC
d − XC = XC

d − Λ(q)

ΔẊ � Ẋ
C

d − Ẋ
C

= Ẋ
C

d − Jq̇

ΔF � F C
d − F C

!��	� XC
d �� ��� �
����
� 	���	���� �
	 ��� ���������
	� *
! ���� ��� �		
	�

�	� ���	����� �� ��� �
���	���� �	���� ��� ��� �� ����	���� ���
 �
����
�
��� �
	�� �
��	
���� ���	��� 
� �	���
� � ����� ��� �
�������� �������
�
���	�� S ��)��� �� &+( ��

S � diag(
[
s1, s2, s3, s4, s5, s6

]T
) ,
�-.

!��	� si = 0 ��������� �
����
� �
��	
�� ��� si = 1 ��������� �
	�� �
��	
��
/� ��� ���" ��
���	 ��� ����	�� �
���	����� ������� �
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S =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

 ���� ��
 �
�
����� ������ !��"#� ��
 �
�����
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XC
e � (I − S)ΔX = (I − S)(XC

d − Λ(q))

Ẋ
C

e � (I − S)ΔẊ = (I − S)(Ẋ
C

d − Jq̇)

F C
e � SΔF = S(F C

d − F C)

%��
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	 ���& �� ��
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	 �� ������ 
�� ��
 �����	 ���������
���
 ��������
�� (�

�����
��������� ��
 ��)
� ��

qe = J−1(q)XC
e !��*#

q̇e = J−1(q)Ẋ
C

e !���#

τ e = JT(q)F C
e !��+#
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�
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��
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��� �������� ��	 )
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τ = τ p + τ f �
���

τ p = τ p(qe, q̇e) �
����

τ f = τ f (τ e) �
����

�����	� ��� �	��� ������� ��� ������
� 
  ��� 
	!�	� �
��������
� ��	��
 
	 ��� �
������	 �������� 
 	
�
� ���������
	�" ��� ���� �
 �
� ��	���
��� ���#���  �	���	�

����	� 
�$ ������	���� ��� ���	�� �
����
�% 
	�� �
��	
���	� ��� �
��	
���	
�
������ 
 ��� ��� 
 �!
 ��	��& ��� �
����
�  ������' �

� τ p �����	 ��� 

 ��� ������	���
�� ��� ���  
	��  ������' �

� τ f ��
!�	 ��� ��

����	� 
�$& (��	�� �
��	
���	 ����� 
� ���	
��� �� )�*� ����	�  	
� )�+*�



���� �����	 
���
������� ������� ��

��
 ��� �
�����
 ������� ���� ���� ���� ��
�� 
��� ������ �
 ��
 ����� ���
���������� 
��� ����� ���������
� �� ��
 ��� ������ ��	 ��
 
���
� �����
	
��������
������ ���� �� �� �������� ���� ���
 
����
� ������� �� ������� ��
�

� ����� �� 
���
� �������� �� 
���
 ��������
	 !��"� ��
 	
���
	 �������� �� ��

	��
����� ������ �� ��
 ���
��
 ���� ��� ��� �� � 	���������
 �� ��
 ���
 �

�� ���������
 ���
��
# �
����
 ��
 �������������� �
 ��
 �������� �
�
�����
�����$ (I − S) ���� �
� ���� 
���� �� %
��� ���� �����	 �������� 	�
� ���
��
��
� ��
 	
�� � �
 ��
 �������� ��	 
���
 ������� ����� �� �� ���� �������� 
��
 
���
���&�

��
 ��
 �
 ����� ���� ����'���� ��	 ������� ����������� �� �
�
����� �� ��&

��
 (
������ ����������� ���	��
 ��
 	
���
	 ����
������ )� �		�����# �� 
����
�� ��
 �����
	 ������� ����������� ������
	 ���� ��������� ���� ����'����

���
 ����������� ��� ����
 ��� 
 �������� 
���
� ��	��� ���� �
 ���
��
 ����
���� !*"�

+� ����� �� ,� ��
 ��- ��	 ��
 �
$� ���(
# ��
 �����	 
���
������� ����
��
.���
�� ��	 /��� �����	��
	 �� !�" �� �������(
# ��	 ��
 �
�������� �
 ��
 	
�
 �

� �
 
�

	�� �� 
����� 	��
 ���
 ��
 ����������� ��	 ��
 �
����
�
��� ��


$��
��
	 �� ��
 ���������� 
���
� ���
(
�# ��
 ����	����
 �����
���������
��(��(
	 ��� �
 0���
 �����
�
���(
 !��"�

+����
� ����
 �� ���� ��
 ����������� 	������� �

	� �� �
 ��&
� ���� ���
����� �� �������# ��	 �
����
 �
 ���� �� �� �����
����� �� ���� ��
��
�������
���� ��
 	
���
	 �������� ��	 
���
 ����
�����
� ��� �
 �
���%
	 ��������
�����
!��"� ��
�

��
# ��
 ������
� ��(��(�� .���
�� ��	 /��� 1� �����	 ��������
�
�	 �� ��� ������� ����
������� ����
� �
 ���������� ��
� (
��
� ��������� ��
���������� ��	 
$�
���
��� !�" !��"�



�� ������	 
� �
	�� �
��	
�

����� �����	
 ���
	� 
���
��

�
������� �	
�
��� ��� ������� ���	�� �
��	
� ����
� �� ��
�� �
�������
����
������ ���� ��� ����
� 
� �����	� ��� �	��� � � ����	���� �� ��� �	�!
"�
#� �����
� �� $�
�����#���� �#�� ����	�	 ���� �	�"�
#� 
��� ��� ����� �

��"� �

� �
��������� 
� �	������� #��%� &� ��� 
���	 ����' �����	� ��� �	���
�� �	�����(�� �
	 �
� ������ ��� �����#���
	 �������� ���
 �
�����	���
�' ���
���	��
	� �� ��� �
� ���� ��
�� ���
	�������� ���� �� �� �
������ �
 �	��� �
��
�
����
� ��� �
	�� �	�)���
	��� �� ��� ���� ����� �
������� ���
 ��������� ���
���
	����� 
� *��
�+� �,� �
	� 
� ���� �
���	����� 	������ �
 ��� ��������

� �
���	����� �
��
� 
� 	
�
� �����#���
	��

-�� ��� ���	�� �
��	
� ����
� �� ����� 
� ��� ������� �.#���
�� 
� 	
�
�
�����#���
	� ��� �
���	����� 
� ��� ���!�/���
	 �
 ���#	� �
����� ���� ���
��"�	
������ -�� �
���	����� �	� ��"�� �� � ��� 
� ����	�#	����� �0�	����� ��
��� ���!�/���
	 �

	�������� -
�����	 ����� �.#���
�� ��"� ��� )
��� �	�"���
�
	.#� ������ �
	 	����(��� �
�� ��� �
����
� ��� �
	�� �	�)���
	�� 1�/�	!
��� �����' �#�� �� ��	� �������� 
	 �#	���� �	�����' ���� �
���	��� "�	�
#�
���	��� 
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	 �
���	�����' �#� �� ��� �
� �
�����	 ��� ������	���
� 
�
��� �����#���
	2 
��� ��� �����������

3� ���� �����
� 3 ���� #�� ��� �
����
� �	
� �
�������' ��� ���� �
 ��	
#��
��� �
�� ���
	���� ������ �
	 �
	� �������' ��� ��
��

4�� r ∈ R
6 �� ��� ���!�/���
	 �
����
� ��� 
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	 	�����"� �
 �

50�� �	���� -��� ��� �
���	����� 
� ��� �����#���
	 ��� �� �0�	����� ��
��� ��� 
� m ����	�#	�����

pi(r) = 0, i = 1, 2, · · · , m 6
���7

���	� m ≤ 6 ��� pi �� ���#��� �
 �� �#�#���� ����������� ��� ����� ���!
��	��������� -�� ���� ��	�"���"�� 
� 6
���7 �	�

EF ṙ = 0 6
��
7

EF r̈ + ĖF ṙ = 0 6
��87
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E =

[
EP

EF

]
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� �� EP � +������ �� �� 	
������
 �� ��,
 ��
 �����
����������� ��� �����
! ����������� ��� ��,
 ���� ���	 �� �������

��
 ���� �
 EF �
��
�
��� ��
 ����	����
 �!
� ������ �� ��
 ����������
���
��
� ����� ����� ����-���� 
���
 ����������� (.* �����	 �
 ��
��-
	� EP


!��
��
� ��
 �!
� ����� �����
�
�� EF � ��	 �����	 �
 ��
	 �� ��
��
�
����-���� �������� ������������ E �� ��
 �������� �����! 
��� ��
 ��
�����

���
 �� ��
 ���������� 
���
�

/����
 ��# ����� � �����
 ������ ����	
��

��
�
�

	�� ����������� ���
��
�
���� � ���������� ���
��
� ��
 ������ �
���� �
 ��
 ���
��
 ���
� ET

F � ��	
��
 ����
�� �
���� ���
� ET

P �

/����
 ��#0 1���������� ���� ���������� ���
��
� /����
 
��� (��*�



�� ������� 	
 ���
� �������

��� ����
��� ��� �

��������� �� ��� �������
��� ��������� �� ��� 
���������
����� ��� ����� ��

Eṙ =

[
EP ṙ
0

]
�	
�� 

Er̈ =

[
EP r̈

−ĖF ṙ

]
�	
�! 

"��
� ������� ���� ��� ������ 
�������� �� ��� �������
��� ����
��� ��������
�� ��� �#���
� �� $���


�������� � ����� �����#����� "��� n ≥ 6 ������� �� ������� "��� ��� ���
����
� ����� ��

Mq̈ + Cq̇ + Dq̇ + g = τ c − JTET
F fF

"���� JTET
F fF �� ��� ���%#� 
�#��� �� ��� 
����������� ���
�
 &������

r̈EPd ∈ R
6−m �� ��� ������� �

��������� ��� fFd ∈ R

m �� ��� ������� ���
�'
(����)�"� ��#�� ��� �����"��� �%#������ ��� ��� *���� ������� ���
� 
������
τ c' +

τ c = τP + τ F �	
�, 

τP = Mq̈d + Cq̇ + Dq̇ + g �	
�- 

τ F = JTET
F fFd �	
�. 

q̈d = J+

{
E−1

[
r̈EPd

−ĖF ṙ

]
− J̇q̇

}
+ (I − J+J)k �	
�� 

"���� J+ �� ��� ���#��������� �� ��� /�
����� J' ��� ��� ��
��� k �� �� �����
����� ���� �#�
���� "��� 
���������� ���#����� ����� �����#������' n > 6

0� �� ��� ������ 
������ �
���� �������� �� 1������ ��� ����� 2-3' ���� 
���
������� �� 
������� �� ��� �#� �� �"� ���
��4 ��� ��� 
���������� ��� ��������
�� ��� �������
���' τP ' ��� ��� ��� 
���������� ��� ���
�' τ F 
 5� ���#����
���� ���) J = 6' �
�
 ��� �����#����� �� ��� �� � ����#��� ��������' �� 
�� ��
���"� ���� r̈EP = r̈EPd ��� fF = fFd' ��� ���� �������� ��� ���
� ���
)���
�� �
������
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�� ��� ������� �� ������ ��� ��	������ �� ��� ����� �� ��� 	����� ��� ��� �� ��
���� ���� �	���� �� ����� ��������� ���� ��� ����	�������

�� ��� ������� �� ����	�� ��� ������ �� ��� 	���� ����������	 �� ���� ������
��� ���� ��	 ����	�� ���������� �� ��� �	�����  !"� ��� ����	����	 ������ ���
�������� ���� ��	����� �� ��� ���#�$����	 �������� ��� �������� ����� �� ����
������ %���	���� �� ��������� �� ���  !" �� &���� ����� ������ ��	 ������ 	����
������ ��� ������' ����� ��������� ����	������ ���� ��� ����	������ 	�(��	��
���� ����� ����	���

������� �� �	�����	���� ��� ����	�� �	�&����	� �	�� ���� ����� �� &���� �����
�� ��� ����� �� ����	�� ����������� �� ��� �	�����	� ��� �����	������ �	��
&���� ����� �� ���� ����� �� ��� ��	��	� ����������� ��� ��	��	� ����������
�� ����	���� ���� ������' ���� ��� ����	�� �	������ ��� ��� �� ����� �����
��� )������#*�	�����	� ����������  !+"�

� ����� �� ����	�� ��� �������� ��� �������� �� ��� ����������	 ���#�$����	
�� ���� ������ �� �� �����	 �� �	�����	� ��� ���	������� �� ��� ���#�$����	
�	�� &���� ����� �� ���� ����� �� ��� ��	��	� ���������� ���� ��� ����	 ���
�	����� ��� ��� ���������� �� ��� ��	�� ����	����� ��� �������� ����	�����
���	��� �� �	����� ���� ������ �� ���� ������

��� ��	��	� ���������� �� ����� �� ��� ����������� �	�����	������

T(q) =

[
R(q) p(q)

0 1

]
∈ SE(3) ,
�!-

���	� R ∈ SO(3) �� ��� 	������� ���	�' ��� p ∈ R
3 �� ��� ��	������ ��������

�� ��� ���#�$����	� ���� ��������� �� ��� &���� ������ q ��� �'�	����� 	�������
�� �� ���	���� �	����

��� ��$�	������ ���������� 	������ ��� &���� ���������� q̇ �� ��� ���#�$����	
�����	 ��� ������	 ���������� v.

v =

[
ṗ
ω

]
= J(q)q̇ ,
��-

���	� J �� ��� ���#�$����	 ������	�� /������� 0��	�'��

���� ����� �� �	
 ��
� ��� ��� ��	��	����� �� ��� �������� ������
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���� v̇ ��� ��
 !���� ���
�
������	 q̈"

v̇ =

[
p̈
ω̇

]
= J(q)q̈ + J̇(q)q̇ ���#�

����� ���$�%������	 ��%	��� ��
 �
��
���� �������� �� ��	
 �%�� ���� ��

����
� ���
����� 	���%������
	� &��	 ��� ��
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*� ���	 ��
	�	 �� �	 �		%�
� ���� ��
 ����� ����
%����� �����	 ���
�����
	���%������
	' ��%	 ��
 �
��
���� �������� J ��	 �����	 �%�� �����
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� ��� 
	������ ����	�� �������

��� �����	 �
 ���	�
�
��� �	��	�	�
�
���

����	 ��� ������ �� ���� ����� ����	��� ��� ����� �� ��� �� 	��	����� ��� ����
������	 �	��������� ���� �� ���	������ ��	�� ������ 	��	����������� � �	�

��  ������� ���	�!" R ∈ R
3×3

�� #���	 ��$��� " Θ =
[
φ θ ψ

]T ∈ R
3

%� &��� '����	�����" q =
[
η ε1 ε2 ε3

]T ∈ R
4

(�� ��)����$� �� ����$ � 	������� ���	�! �� 	��	����� ��� �	��������� �� ���
����������	 ����������	 �� ���� ��� ��	��	� ���������� T� $�)�� �* +
��,�
��	���* �������� ��� �	��������� �� ��� ��	� �� � 	������� ���	�! R� 	�'��	��$
�� ��	���	 �	�����	������� -� ��������� ���� 	��	���������� �� �	�� �� ���$���	�
������ R �������� . ��������� ��	 ��	� ���� � ������� 	��	����������� ���� /
�	�����	�����* �����	������ �����$ �� � 	�������� 	��	����������� -� ������
�������� ������� �� ����	���� �		�	�� �� ��$�	���� �� ����	� ��� �	���	)�����
�� ��� �	�����	�����* �����	����� �� �������

#���	 ��$��� �	� � ������� 	��	���������� ����$ ���* % ��	�����	� �� 	��	��
���� � 	�������� ���* �	� '���� �������)�� ���������$ �� ��	�� 	�������� �	����
��� �	������� �!��� (� ��� �� �������� #���	 ��$�� ��0��������  ����
�����1��
+213, ����� �� �� ��� ���� ���	��	���� ���� ��� �	������ �� #���	 ��$���
�� ��� 	��	���������� ���$���	�����4 ��	  ����
�����1�� ���� ����	� �� θ = ±π

2
�

5� ������	�������$ �� ������ �� ���� ��	� ���* ���* #���	 ��$����

��� $	��� ��)����$� �� ���� '����	����� �� ���� ���* �	� � ���$���	��*��	��
�	��������� 	��	���������� ����$ ���* 
 ��	�����	�� ����� ���� �� �� �� �����
��� 	��	����������� ��� � ���$�� �����	���� �� ������� �� ����� 6����	�����
�	� ��� �� �������)� �� #���	 ��$���� ��� �)�	* 	������� ��� ��� '����	����
	��	����������� ���� �������� ��$���

7���� �� ��� ���)�� - ����� �� ��� #���	 ��$��� + ����
�����1��, �� 	��	�����
��� �	��������� �� ��� ����������	 �� ��� 	���� ����������	 �� ���� �������
���* �	� ���* �� ����	�	��� ��� ���* ���� �� �������� �� ����	��� �������� ���
��	�� ����	����� ��$	��� �� �	����� �� ��� �	���������� -� ��������� �������
���� �� � ������� 	��	����������� ��� ����*����� 8������� ������� �'��	�
���� �������	��$ 	���� ����������	� ���� n = 6 9������

���� ���� �� ��	����
 �����
�
��� �����
��
�
���� 
�� ����



���� �����	 �
 ���	�
�
��� �	��	�	�
�
��� ��

��	 ���	� ����	� Θ =
[
φ θ ψ

]T ∈ R
3 �	��	�	�
 � ��
�
��� ������
��� �



��		 ����	����	 ��
�
���� ������ 
�	 ��������� ��	�� �� ���
 ��
�
��� ��
����	 ψ ������ 
�	 ��	�
��� x������ 
�	� �� ����	 θ ������ 
�	 ��	�
��� y������
��� ������ �� ����	 φ ������ 
�	 ��	�
��� z������ 
�	 
�
�� ��
�
��� ��
��� ��
���	�  �

R(Θ) = Rz(φ)Ry(θ)Rx(ψ)

=

⎡
⎣cφ −sφ 0

sφ cφ 0
0 0 1

⎤
⎦

⎡
⎣ cθ 0 sθ

0 1 0
−sθ 0 cθ

⎤
⎦

⎡
⎣1 0 0

0 cψ −sψ
0 sψ cψ

⎤
⎦

=

⎡
⎣cφ cθ −sφ cψ + cφ sθ sψ sφ sψ + cφ sθ cψ

sφ cθ cφ cψ + sφ sθ sψ −cφ sψ + sφ sθ cψ
−sθ cθ sψ cθ cψ

⎤
⎦ !���"

#�	�	 ci, sj �� ����
 
�� cos i, sin j �	��	�
��	��� �� ��������� 
�	 	�	�	�
� �

!���" #�
� 
�	 	�	�	�
� �
 
�	 ��
�
��� ��
���� r(i, j)� 
�	 ���	� ����	� ���
 	 	�
���
	� ����� 
�������	
��� ��	�
�
�	��

��	 �	��
�������  	
#		� 
�	 
��	 �	����
��	 �
 
�	 ���	� ����	�� Θ̇� ���

�	 ������� �	����
� ω �� �	���	� ����� 
�	 
�	 
��	 �	����
��	 �
 !���"� ��
��������� 
��� �	���
 #�
� 
�	 #	���$��#� 	%��
���

Ṙ = S(ω)R

#�	�	 S �� 
�	 �$	# ����	
��� ��
��� �	��	�  � 
�	 ������� �	����
� ω� 
�	
�	��
���  	���	�

ω = B(Θ)Θ̇ !��&"

#�	�	

B(Θ) =

⎡
⎣0 −sφ cφ cθ

0 cφ sφ cθ
1 0 −sθ

⎤
⎦ !��'"



�� ������	 
� ��� 
	������ ����	�� �������

����� ����	
���
���

��� ���	�� B ������ ��� �	�����	������ ������� ��� ���� ��	������� �� ����	
������ Θ̇ ��� ��� ������	 �������� ω� �� ��� ����� �� ��� 	��	������������
�������	����� ���	������ �� ��� ����	 ������� B� ����� ��  
�!"� �������
�������	 ���� θ = ±π

2
�

#��� ��� ���$�%����	 �	��������� ������� ����� �� � �������	���� ��� ��$
�	������ �� ��� ����	 ������ Θ �	�� ��� 	������� ���	�� R ������� ���$
������������ &�� ��� �� ����� ��� �������	����� ������ �� ��� ������ ����	
����� ��'������ �� �� ������ �� ������	 ����	 ����� ��'������ ���� ����� ��
� �������	��� �� ��� '	�� ���� ���� �� ��������� ������� ����� ��� 	��	����$
�������� ��� �������	����� ��� �� ��������

(� ����	������ ��'������ �� ��� �	��������� �		�	 ����� �� ����	 ������ ��
�	������ �� ��������� �� ��� )*+� ,������ �� ����� ��� ������ 	������� ���	��
��	 ����� ��	 ��� ����	 ������� ��� ��� ��� ��� ���	�� ����	����� ��� 	�������
������� ��� ����	�� ��� ��� ������ ���$�%����	 �	���������-

Re = RTRd  
�."

���	� Rd �� ��� ����	�� �	���������� R �� ��� ��		��� ���$�%����	 �	���������
��� Re �� ��� 	������� ������� ����� /� ���	������ ��� ����	 ������ �	��
 
�." ������� �� ��	����� �	�� R ��� Rd ��� ������ ��� �������	����� �� ����
��� ����� �		�	 �� θ �� ���� ���� ±π

2
� ��� ���	�� B ���� ��� �� ���	
����������

��
�
�� ��� �� ��� �
�
�� �� ������� ���	���
��� ����������� ����� 
���� �� �
����
������� �
� ���� �� ��� ����������� ����� �� θ �� ������ �� ��� ������� �����	
������ �� ��� ��� �� ���� ��� ������� ������������ ��� � 
��������� ���
����
��������� �� �������� ���� �
���� ���� ������� ������ ����

����� �����	
��� ���
�
��

���  �
����� �����! J(q) 
��� �� "#�$% �� 
����� ��� ��������� 	
����
�� ���
���������� &���� ����
����� q̇ ���� ������ ��� ���
��� ����
����� ṗ, ω� '���

���� � ������� �������������� �� ��� ����������� �� ��� �����
����� ���	
���
���� �� �� ��������� �� ��������� ��� &���� ����
����� �� ��� ���� ����������
�� �������� ��� (
��� �������



���� �����	 �
 ���	�
�
��� �	��	�	�
�
��� ��

�	
 
�	 �	�
��

X =

[
p
Θ

]
�����

�	��
	 
�	 ����
��� p ��� ���	� ����	� Θ �
 
�	 	���	�	�
��� �	  ��
 
�
!�� 
�	 �	��
���

Ẋ =

[
ṗ

Θ̇

]
= Ja(q)q̇ ���"�

 �	�	 Ja �� ����	� 
�	 ���������� ���	
��� #�$%� &�	 
�'	 �	����
��	 �
 ���"�
���	� 
�	 
����
��'�
��� 
��' (���
 ���	�	��
���� q̈ 
� ���	�� ��� ���	� ����	
���	�	��
���� p̈, Θ̈)

Ẍ =

[
p̈

Θ̈

]
= Ja(q)q̈ + J̇a(q)q̇ ����$�

*+ ����� ����� ��� ���,�- 
�	 �	��
��� .	
 		� 
�	 �	�'	
��� ��� ����+
����
/���.��� �� 
���� 
� .	

J(q)q̇ =

[
ṗ
ω

]
=

[
ṗ

B(Θ)Θ̇

]

=

[
I 0
0 B(Θ)

] [
ṗ

Θ̇

]
=

[
I 0
0 B(Θ)

]
Ja(q)q̇

0	��	- 
�	 ����+
���� /���.��� �� 	1��	��	� .+

Ja(q) =

[
I 0
0 B−1(Θ)

]
J(q) ������

&�	 ���������
�	� �
 
�	 ����+
���� /���.��� Ja(q) ������
� �
 
�	 2��	'�
��
���������
�	� ������	� �� 
�	 �	�'	
��� /���.��� J(q) ��� 
�	 �	��	�	�
�
�����
���������
�	� �
 
�	 
����
��'�
��� '�
��1 B(Θ)�
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��������	�

����	� ��� ��	������� �� ��� ���	�� ��	��������� ����	����	 ��� �� �	��������
��� ������ ��������� ��� ����������� ���� ���� �� �������

����� ����	
 ������

�

��� ���	�� ��	��������� ����	�� ������� �	������ ��  ����	� ! �	��� "#$ ��
��������� ��� ���� �� ����	������ ��� ���� ��� ��� ������� ��	 ��� ��������
�� ��� 	���� ����������	� ��� ��� ��� �	��� ����������

%� ��� ����	 ����� ��� ������� ���	�� ����	�� ������ ���� ��� �	������
�� &����'��� "(�$ �� ����� �� �� ������ �� ���� �������� ��� ��	��� ���
�	�����' �� � ��	� ������) ����	����	�

* ����� �� ������� ��� ���������� �� ���  ����	� ��� �	��� ����	����� ����+
��,��� �� ����������� ���� ������	��	� ������������ ��	 ��� ��������	 ��+
��������	 ��������� -�	 ����������� �� �� ������� ���� ��� �����	���� �	��� ��
�������� ��� ������� ���� ��� ���	���� �	��� �������� ��� ����������	 ���'
������

. ���	������� ����	�� ������� ���	� ��� �����	 ������ ��� ����	 �������	��
��� ������ ��	 ��� �����	���/����� �� ��� 	���� ����������	�� ���� ���
�����	���/����� ���' �� ����	���� ���� ��� ����	������0 ��� �����	 �	��'�
��� ����	�� �	�1����	� ���� ��� ��� �	��'��� ����	����	� ��� ��� ���	��������
�� ������������ �� ��� �������	� �	���� �� �����	�� �� ��� �����	2� �	�1����	�
"3$�

���	������� ����	�� 	�,��	�� ���� ���� �	�����	 ������� ��� 	����� �������
���� ��� �����	2� �	�1����	� �� ����� �� ��� ��� �������	�� *� � �����	�����
����	�� ������� ���� �� ��� 	����� �� �������� �� �����	 ��� ��� �� ����
�	������ ����	 �	�1����	��� �� ��� ��� ����	 	����� "4$� ����� ��� ���	��������
����	����	 ���� ������ ���� �� ��� ������ �� ��� �����	 ��� ��� �� ��� �������	��
����� ��� �����	����� ����	����	 ���� ��'� ���� ������� ��� ������ �� ��� ���
	����� �� ��� �����+	���� �������

-�	 ����������� * ����� �� ��� ��� ����� 5���	 .���� ���	����� �� ����� �� ���
��	� 	����� ������ �	������ �� "($� ��	������� ���� ������ �� �� �������
���� ��� ���������� 6������� Ja ��� ���� 	��'� ���� �� �,�������� ���� ��
'�������� �	 	��	������������ �������	������
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 ��� ��������� 
�� ����� 
���
��
 ������
���� n = 6 ����
 ���	�� �
��� ��� ����������� ��� ����������� ������ �� ��	�
��
���
 �� �� ��	�����	� �� �	� ��

�� �
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��� 
	
 �	� ��������� ���� ��
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�	
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 �� ��� !�����"
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	�� �#�
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��)����� ��
����� ��� 
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 ����� F �
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�� �	 �� 
	 �	��� ���#�� τ l� ��
� �
�
��� ����
�	���� ��	 ����	�� �� ��� ��

��*� ���	� �������	� 
	
  ��������� ql, q̇l �� ���

�����
 ��
������� qd, q̇d� ����� ��� ���
�	�	� �
�( �� �� ���
�� 
 ��	�������
τ �� �	���� ��
� ��� �������� ��	 ����� �� ��� ��

��*� ��
��������

�� �	���
�� ��


������ �	 ��� �������	� 
��� 
���	�� ��� + (t), �� ���� �
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��� ���� 
���	
�	�  
��
����� 
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 ������ ���� �� ������	 ������� ��� + (q), 
	
 +(q̇),�
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����� ���� ��� ����	
������ ���
� ����
�� 
� �
��
� �� !
��� ����� ���� ������� ��� �
	 �� ������ �� ���
���������
	 �
	�� F "#$%
 ��� �������� �� ���� &���� ��

Mq̈ + Cq̇ + g + JTF = τ '�
#()

���	� J �� ��� &�
���	�� *��
���� ������& ��� �
	��� �����& �� ��� ����
�����
	 �
 �
	 ��� �� ��� ���������
	 !
����
 ���� �� ��� ��� �
��	
� �����
τ �
 �	���� � �
��+�� ����	�� ��������� �
��	
� ��� �
 �
�������� �
	 ���
�
������	 �������� 
� ��� ���������
	,

τ = Cq̇ + g + MJ−1
a (u − J̇aq̇) + JTuf '�
#�)

���	� Ja �� ��� ���������� *��
���� &���� �� '�
##) ��� u, uf ∈ R
6 �	� ���

����� ��	������ ��� �
 �� ��
���
 -� ����	���& ��� �
��	
���	 &���� �� '�
#�)
���
 ��� 	
�
� � ����
� '�
#() ��� ������ ���
���

Mq̈ + Cq̇ + g + JTF = Cq̇ + g + MJ−1
a (u − J̇aq̇) + JTuf

Mq̈ = MJ−1
a (u − J̇aq̇) + JT(uf − F ) '�
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q̈ = J−1
a (u − J̇aq̇) + M−1JT(uf − F )

Jaq̈ = u − J̇aq̇ + JaM
−1JT(uf − F )

Jaq̈ + J̇aq̇ = u + JaM
−1JT(uf − F ) '�
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Ẍ = u + JaM
−1JT(uf − F )

Ẍ = u + W(uf − F ) ����! 
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W = JaM
−1JT ����" 


	 �����
 ��� #��
�
�� ���	��� W 
	 #���
�� � $���� �� ��� ��
%�&����� ��
��	' 	����� ��
 ��	 $��� ���' ���� ��� ������
� (����
�� Ja ��	 $��� ���')
���� 
	 ���� �� '
��#��
� �� �����	�����
���� 	
������
�
�	 ������

*����

�� �� +���� �� ��� ,��-� 
� 
	 �$��� �� �
������� �� �		�#� ���� u 
	
� ���� ��	
�
�� ��
 �����
�� ���������� ��
 uf 
	 � ���� $���� ����������� .�
	�
�� �$ ��
	� ���� 	
#��
$� �� ��'
�� uf = F �� ������ ��� ��
%�&����� $����
F �

��� ��	��� 
	 ��� �
���� ��
 ��������
 
����� 
��������� 	�	��#
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Sf � diag(
[
s1, s2, s3, s4, s5, s6

]T
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τ = Cq̇ + g + MJ−1
a (u − J̇aq̇) + JTF ���#* 

u = Spαp + Sfαf ����+ 

αp = Ẍ l + KpdẊe + KppXe ����� 
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Ẍ l + KpdẊe + KppXe
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Ẍ l + KpdẊe + KppXe

] ����$�

�����	� ��� 	�����
�� ����
��	 Si ��
 ��� ��
� ����
��	 Kj ��� 

������" ���
�����
�� SiKj = KjSi ��� �� �	�
� �� ��������
�� ����$� �� ���
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TẌ

p

e + (Ẋ
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Ẍ l + KpdẊe + KppXe
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τ = Cq̇ + g + MJ−1
a (u − J̇aq̇)

u = Ẍ l + KpdẊe + KppXe
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�� ��� ��	���%

��	� �� ��� ���
�
�� +, ����	����	 ��	� ������ �� ��(� ��� �&���� �	
�
����&

������� ��� ��� ����	����	 ��	�����	� �	� �
$�� 
� ����� ��-�



��

�� ��� ��	 
�����
�� �
�����
���� ��	 ���
�
�� �
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Sp =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Sf =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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F =

{
η

(
1
ρ
− 1

ρ0

)
1
ρ2 , ρ ≤ ρ0

0 , ρ > ρ0

���	� ρ 
� ��� �
������ �� ��� ��+���� ��� ρ0 
� ��� �
������ �� 
�,�����- 
���
��� �	�� ����� �� ��� ���
	������ ���	� ��� ��	�� 
� ���
��� .� � �
������
�	����	 ���� ρ0 ��� 	�����
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X l =
[
0 0.8 1 0 0 −π
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 y = 0.8 m �� �� ��
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 (
	�����
 ��

 �������� �����	���� 	 ���� ��

 	� t = τ s�

��
 �
����� ���� ���� �����	���� �	� �
 �

� �� %����
 ��'�

����� ���� 	
��� ��	���
��

#
������� ��
 ����
 �
�
�
��
 Fd �	� ����
� �� �
 	 �	�
 ���
� ��

Fd = 10 + t �����

��
 �
����� ���� ���� �����	���� �	� �
 �

� �� %����
 ����



�� ������	 �
 ��
��������

����� ���� 	
��� ��	������

���	���� ��� ����	�� ��	�� Fd ��� ������ �� ��

Fd = 10 + 2 sin(2t) ��
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��� ����� �� ��� ��	�� �	�$����	� ��� ������ �%��� �� ��� ��	�� �		�	 ���
�������� �		�	
 ��� #������� ��� ��	�� �		�	� �� ����	� �
 � �� ��� ����	
����� �� �&��	������� � ���"� �� t = 5 s
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�� ��
� �� �	� � ��
����	���� �������� �	������	�
 ��� ��� ��� �� �	��� �
��	��� �� ��� ����
 ��� 	����� �� ��� ��	��� ��� ��� �� �� 0.2 m� ��� ��� �����	

��� ������� ��
[
0 0.8 1

]T

 ��� 	���	���� �	��������� �� ��� �����!����	

��� ����� ��	
�� �� ��� ����� ��� ��� ��	��� ����� �� �	���� ���� �� ������	
�������� �� 0.9 rad/s
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X l =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0.2 cos(0.9t)
0.8

1 + 0.2 sin(0.9t)
0
0
−π

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

"�
#$

Ẋ l =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−0.18 sin(0.9t)
0

0.18 cos(0.9t)
0
0
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

"�
%$

Ẍ l =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−0.162 cos(0.9t)
0

−0.162 sin(0.9t)
0
0
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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