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Sammendrag

Denne masteroppgaven i analyse undersgker noen interesante matematiske
problemer tilknyttet buemaking og bueskyting. Dette inkluderer temaer som
form og optimering av en bue. Vi vil beskrive en bues form og hvordan denne
formen avhenger av strenglengden, trekklengden og stivhetsfordelingen langs
buen. Deretter finner vi uttrykk for buens elastiske energi og forsgker a opti-
mere buens effektivitet med hensyn pa de samme variablene. Dette leder til
bade diskrete og kontinuerlige optimeringsproblem der begrensingene, blant
annet, er gitt av bueskytterens armlengde og armstyrke.

Vi introduserer ogsa den elastiske pendelen som et redskap for a undersgke
den elastiske stangens dynamiske egenskaper. Pendelens bevegelser er styrt
av stangens elastiske potensial og vi gir noen numeriske lgsninger av denne
bevegelsen. 1 tillegg forsgker vi a finne og klassifisere bifurkasjonslinjene i
konfigurasjonsrommet.

Tilslutt inkluderes to kapitler om henholdsvis elliptiske funksjoner og en
utledning, fra generell lineger elastisitetsteori, av forholdet mellom en stangs
krumning og kreftene som virker pa stangen.
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Abstract

This thesis in analysis examines some interesting mathematical problems in
connections with archery. This includes subjects such as finding the shape,
and how to optimize a bow. We will describe the bow’s shape and how it
depends on the length of the string, the pulling length and the stiffness
distribution along the bow. Next, will give an expression of the elastic energy
in the bow and try to optimize the bow’s efficiency with respect to the same
variables. This leads to both discrete and continuous optimization problems
where the constraints are given, among other things, by the strength and
arm length of the archer.

We introduce the concept of the elastic pendulum as a tool to examine the
dynamic properties of an elastic rod. The motion of the pendulum is govern
by the elastic potential of the rod and we give some numerical solutions
showing this motion. We also try to find and classify the bifurcation lines in
the configuration space.

Finally, two chapters are included which respectively gives a brief discus-
sion on elliptic functions and a derivation, from general linear elastic theory,
of the relation between the curvature of a rod and the forces acting on it.
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Introduksjon

Buemaking har lange tradisjoner i mange kulturer og er et handtverk som har
blitt utviklet over arhundrer. Tradisjonelt har en bues formal veert & veere et
effektivt vapen innen jakt eller krigforing, men som vi skal se, kan en bue ogsa
vaere opphav til interessante matematiske spgrsmal. Det er nettopp dét som
er motivasjonen bak denne masteroppgaven. Denne oppgaven omhandler,
grovt sett, tre temaer:

e form
e optimering
e dynamikk
og i hele oppgaven blir det gjennomgaende antatt at

e buen er lang og tynn slik at den tilnsermet kan beskrives som en kurve
og at denne kurven er begrenset til a ligge i planet

e buen er alltid symmetrisk om normalen ved midten av buen

e buen bestar av et materiale som er homogent og isotropt. Dvs. et ma-
teriale som er likt over alt og har samme egenskaper i alle retninger

e buestrengen er fleksibel, masselgs og uelastisk.

Nar buestrengen er festet til endene pa buen, sier vi at buen er spennt. Og
nar midten av buen og punktet midt pa strengen er trukket fra hverandre,
sier vi at buen er trukket. Trekklengden er avstanden fra midten av buen til
midten av strengen, mens den effektive trekklengden er trekklengden minus
avstanden fra midten av buen til midten av strengen nar buen (bare) er
spennt.

Vi begynner med a bestemme formen av en bue med konstant stivhet.
Dette gjgres ved a benytte en lovmessighet, som utledes i tillegg B, som re-
laterer buens krumning i hvert punkt med momentet som virker pa dette
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X INTRODUKSJON

punktet. Vi vil se at buens form kan beskrives som en kurve uttrykt ved el-
liptiske integral og elliptiske funksjoner og en oversikt over disse funksjonene
finnes i tillegg A.

Néar buen har varierende stivhet, blir selvsagt formen vanskeligere 4 bestemme
og det er ikke mulig & finne lgsninger pa lukket form unntatt for spesielle
stivhetsfordelinger. Derimot vil vi vise at for en gitt bueform, sa finnes, under
moderate forutsetninger, en stivhetsfordeling som gir akkurat denne buefor-
men og at denne fordelingen kan uttrykkes eksplisitt ved bueformen. Dette
er et viktig prinsipp som vi i stor grad benytter oss av i forbindelse med
optimeringsproblemene.

En optimal bue kan bety mye forskjellig, men vi har konsentrert oss om
hvordan man kan maksimere buens elastiske energi i trukket posisjon med
tanke pa begrensningene satt av bueskytterens armlengde og armstyrke. Selv
om dette optimeringsproblemet ikke blir fullstendig lgst i den generelle situ-
asjonen, gis eksplisitte numeriske lgsninger nar buen har konstant stivhet og
ogsa et diskret formulert skjema som vil finne den optimale stivhetsfordelin-
gen med vilkarlig stor ngyaktighet.

Av respekt for buemaking som et handtverk, er det viktig & bemerke at
vi ikke pastar at disse lgsningene behgver a veere optimale buer i praktisk
forstand. For det fgrste, selv om energien i buen er en viktig storrelse da
pilens kinetiske energi ikke kan bli stgrre enn denne, er ikke dette den eneste
egenskapen en god bue ma ha. For det andre er den matematiske buen bare
en modell og gjenspeiler ikke virkeligheten eksakt. F.eks er treverk, som buer
tradisjonelt er laget av, ikke et isotropt materiale da det har andre egenskaper
pa tvers av trefibrene enn pa langs. Treverk er heller ikke fullstendig elastisk,
hvilket vil bety at noe energi vil ga tapt som varme under bgyning. Og
kanskje viktigst av alt, sa er alle buene i denne masteroppgaven antatt a
veere rette i uspennt tilstand, noe de feerreste buetyper, i praksis, er. Det
er derfor riktigere & betrakte denne oppgaven som en undersgkelse av noen
interessante matematiske problem inspirert av buer og bueskyting, enn som
et forsgk pa a finne den optimale buen.

I kapittel 4 introduseres den elastiske pendel. Den direkte forbindelsen til
buer er na brutt og vi vil undersgke noen dynamiske egenskaper til en elastisk
stang med konstant stivhet. I motsetning til den velstuderte matematiske
pendel som svinger periodisk under pavirkning av tyngdekraften (og ironisk
nok beskrives av samme differensialligning som den elastiske stangen bortsett
fra at den frie variabelen er tid og ikke buelengde) vil vi na ikke inkludere
gravitasjon og dermed vil bevegelsen av stangen kun veere styrt av dens eget
elastiske potensial. Selve stangen antas & veere masselgs med ene enden fiksért.
I den frie enden sitter et massepunkt og det er banen til dette massepunktet
som vi vil forsgke a finne.



Kapittel 1

Formen av en bue med
konstant stivhet

1.1 Innledning

Nar man forbinder endene av en elastisk stang med en streng som er kortere
enn stangen, ma ngdvendigvis stangen endre sin form, fra a veere rett, til a
bli en buet kurve. Na finnes det naturligvis en uendelighet av kurver av en
gitt lengde som bare har den egenskapen til felles at deres ender er av samme
avstand ifra hverandre, men fra erfaring og intuisjon har vi en klar formening
om at denne kurven ikke inntar sin form tilfeldig. Det synes altsa a veere en
lovmessighet som bestemmer kurvens form utover det faktum at endene er
av en gitt avstand fra hverandre. Denne lovmessigheten kan finnes enten ved
a definere et elastisk potensial og deretter variere over alle mulige kurver
og velge den som minimerer energien, eller den kan finnes ved a utlede en
sammenheng mellom krumningen og kreftene som virker pa stangen, direkte
fra lineer elastisitetsteori.

Sistnevnte er mer generell da det elastiske potensialet fglger fra denne
sammenhengen. Denne Lovmessigheten, som hele denne oppgaven bygger
pa, blir utledet i tillegg B og lyder som fglger:

Lov 1. [ et hvert punkt pa stangen, er stivheten ganger krumningen lik mo-
mentet som virker pa dette punktet.

Strengt tatt, utledes det i tillegg B at krumningen er proposjonal med
momentet. Vi definerer derfor stivheten til a vaere denne proposjonalitet-
skonstanten.

I dette kapittelet vil vi anta at buen er jamstiv og forsgke a finne hvilken
form den har; forst nar buen bare er spennt, og deretter nar den er trukket.
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1.2 Formen av en spennt bue

Figur 1.1: En spennt bue med konstant stivhet.

La oss si vi har en tynn, rett og uniform elastisk stang med lengde 2L.
Denne stangen har en bgyestivhet x med enhet N-m? som vi antar er konstant
langs hele dens lengde. Vi forbinder endene av denne stangen med en ikke-
elastisk streng med lengde 2vL og benevner strengkraften med 7'. Vi plasserer
buen i et koordinatsystem slik at (0,0) er midten av buen og slik at strengen
ligger i gvre halvplan og er parallell med x-aksen. Vi parametriserer buen
ved buelengden s, der —L < s < L, men ettersom buen er symmetrisk om
y-aksen behgver vi bare a betrakte kurven s — (z(s),y(s)) for s > 0. Hvis
6(s) benevner vinkelen mellom z-aksen og tangenten ved (x(s),y(s)), sa er
krumningen gitt ved den deriverte av 8 mhp. s som igjen, ved lovmessigheten
ovenfor, er lik d - T - k=1, der d - T er momentet om dette punktet.

ds

Figur 1.2: Buelengdeparametrisering.

Vi skalerer variablene z, y og s med L, benevner derivasjon mhp. s med prikk,
og oppnar fglgende system av differensialligninger:
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(1.2.1) T = cosf

(1.2.2) j = siné

(1.2.3) 0 =w(y(1) —y)
(1.2.4) z(l) =~

Figur 1.3: Hgyre halvdel av skalert bue.

Vi har at w? = L2% er den dimensjonslgse kraftvariabelen, men vha. den
ekstra grensebetingelsen (1.2.4) gnsker vi & uttrykke w ved parameteren -.
Ligning (1.2.3) gir ved derivering
(1.2.5) f = —w?siné.
Dette er den velkjente pendelligningen, men det er ikke gitt at 6 er liten
slik at vi kan tilnserme sin @ med 6. Vi kan likevel bruke teknikker kjent fra

teorien om pendelen til & finne lgsninger av (1.2.3). Multiplikasjon av (1.2.5)
med df og integrering gir

w2COSQ+C:/éd9

dé
= [ =df
/ dbj
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2

Da 9(1) = 0 er integrasjonskonstanten C' gitt ved C' = —w” cosa der a =

6(1). Dermed kan vi skrive

. 7
(1.2.6) 0 = +v2wV/cos 0 — cosa = Qu)\/sin2 % — sin? 2

der vi har valgt den positive kvadratroten fordi vi gnsker at kurven skal ligge
i gvre halvplan. Fordelen med & omskrive til halvvinkler (cosf = 1 — 2 sin? g)
viser seg nar vi skal finne en implisitt lgsning av ligningen over. Vi innfgrer

variabelskiftet

«
k = sin —
Sll’l2
0g
kt = sin —.
Sln2

Dette gir k45 = 4 = 1 cos§/2 = $v/1 — k2¢%. Eller

2dt

1.2.7 df = ————
(1.27) ISy e

som sammen med (1.2.6) gir

do do dt

1.2.8 wds = = = _
( ) 2\/sin2 S — sin? g 2Vk? — k22 /1 —2y/1 — k22

Dermed kan s kan representeres av 6 og « (via t og k) ved det elliptisk
integralet av forste type, F(t, k) :

t dt
1.2.9 - /
(1.29) R /N =T

Legg merke til at nar s er 1, sa er § = a og dermed ¢t = 1. Dette gir ligningen
som forbinder w med «a:

— F(L,k).

(1.2.10) W= /01 = tQ:I/tl — s = K(k)

der K(k) := F(1,k) er det komplette elliptiske integral av forste type.
Fra (1.2.1) har vi at

dxr = cosfds
sa ved hjelp av (1.2.8) gir dette

cos

dt
V1—2VE? — k22

wdx =
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Vi omskriver cos 6 til 1 — 2sin? ¢ = 1 — 2k?*t? = 2(1 — k%t?) — 1, og vi ser at

[\

— k%) —
1.2.11 _/
( ) W ¢1 —12y/1 — k2t2
_2/ \/ k2t2 dt
\/1 — 121 — k2¢2

— 28, k:) - F(t, k)

der E(t, k) er det elliptiske integral av andre type. Ved s = 1 far vi fglgende
sammenheng mellom v og a:

(1.2.12) v = 2?(]]?) —1,  E(k):=E(,k).

Der x ma representeres av elllptlske 1ntegral kan y, derimot, beskrives som
(1.2.2) har vi dy = sinfds, sa

en elementer funksjon av t =
y:/ sin 0 ds
0
6 sin O
:/ sing
o 0
_/9 sin 6
~ Jo V2wy/cosB — cosa
0
2 6 — cosa
——| Vcost —
V2w,
V2

= (\/1 —cosa — Vcos@—cosoz)

= i <\/Sin2 a2 — \/sin2 /2 — sin? 9/2)
2 (k- VI =P

W

_aovite),

W

dé

For en gitt v har vi na en kurve

(2B(t.k) - F(t.k), 2k (1-VI—£))

t— t t) = ——~
(050 = 735

for t € [0,1] og der k er lgsningen av ligning (1.2.12).
Ved bruk av Jacobis elliptiske funksjon sn(u; k), definert som inversen til
det elliptiske integral av forste type, F'(, k), oppnar vi en parametrisering i
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\_/U

(a) k=0,y=1 b) k= 0.30, v = 0.91 c) k=1/v2,v=0.46
(d) k= 0.91, v = 0.00 (e) k=0.99,v=-0.39 (f) k=0.999999, v = —0.75
Figur 1.4

buelengden s. Av (1.2.9) har vi
(1.2.13) t =snws

og dermed er

x(s)\ _ 1 (2BE(snK(k)s k) — K(k)s
(1.2.14) (y(s)) ( (1 — en(K (k)s)) )

K(k)

Der s € [0,1] og cn(K \/ 1 —sn?(K(k)s). Figur 1.4 viser bueformen
for forskjellige Verdler av k:

1.3 Strenglengdefunksjonen -

Ligning (1.2.12) definerer strenglengden « som en funksjon av k,

E(k)
(k) = 2K(k) L.
Denne funksjonen vil dukke opp senere og vi vil derfor utlede noen av dens
egenskaper. For det forste, ettersom bade K og E er jevne funksjoner definert
pa intervallet (-1,1) vil ogsa v ha disse egenskapene (se tillegg A for en
diskusjon om de elliptiske integral). Videre er E(0) = K(0) = 7/2 sa v(0) =
1. Ved a bruke formlene for de deriverte av K og F, finner vi at

d7_2<2E(k:) L By )

dk  k\"K(k) (1 —k2)K (k)2
2 (v +1)?
& <7_ 41— k2)>

(1.3.1)
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Ved k = 0 er dette et g—uttrykk, men ettersom -y er jevn og glatt ved 0, ma
~'(0) = 0.

Nar k gar mot 1, vil £ — 1 og K — +00 og dermed er y(£1) = —1.

A finne den deriverte av v nar k gar mot én er vanskeligere. De to siste
figurene i 1.4 indikerer kanskje at 7/(1) = —oo hvilket, som vi skal se, ogsa
er tilfellet. Nevneren i det siste leddet av den fgrste linjen i (1.3.1) skaper
problemer, men

lim(1 — k?)K?(k) = 11 ( 1

k—1

V1—12/1 — k22
(1.3.2) Ln(/ 1_t2>
72 VI—k?

ettersom —————= < 1Vt € [0,1].

s VI_BE

Fra det siste leddet av den andre linjen av (1.3.1) far vi ved 1" Hopital at

1
(1.3.3) lim \/% = ]lglin ——7 'V1— k2

Sa hvis 4/(1) er endelig, gir samme linje at 7/(1) = 2(—1 — 0) = —2, men
forste linje gir da motsigelsen

(1.3.4) V(1) <2 ( - j) <2

Dermed er 7/(1) ikke endelig og mindre enn -2 noe som ikke gir mange andre
muligheter enn at 7/(1) = —oc.

1.4 Formen av en trukket bue

Vi skal i dette avsnittet utforske hvordan bueformen avhenger

av trekklengden z i tillegg til strenglengden ~. Den tenkte linjen

mellom endene pa buen danner vinkelen 1) med strengen, og det

er denne vinkelen, sammen med v, som blir de essensielle param-

eterene i de videre utregningene. Trekklengden er avstanden mellom midten

av buen og midten av strengen og er forbundet med ¢ via z = y(1) + ysin .

Vi antar fremdeles at buen har konstant stivhet og at krumningen 6 er
proposjonal med momentet d - T' der, etter skalering,

d=(y(1) —y)cosyp + (x(1) — z)sin .
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Figur 1.5: Hgyre halvdel av en trukket bue

Ligningene som beskriver systemet blir dermed

(1.4.1) & = cosf
(1.4.2) j = siné
(1.4.3) 0 =w? ((y(1) —y) cos ) + (z(1) — z)sin )
(1.4.4) vcosp = z(1).

med initsialbetingelser z(0) = y(0) = #(0) = 0.

Det er na formalstjenelig & rotere koordinatsystemet. Buestrengen er “the
line of action” sa det er naturlig a legge aksene i henhold til denne linjen. Vi
innfgrer derfor variabelskiftet

T\ [cosy —siny) (x
g) \sinty cost Y
6=0+0v

og det folgende ligningssystemet er ekvivalent med (1.2.1) - (1.2.4) bortsett
fra forholdet til v og initsialbetingelsen for ¢.

(1.4.5) T =cos¢

(1.4.6) § = sin ¢

(1.4.7) ¢ = w(H(1) —7)
(1.4.8) v =2(1) + g(1) tan
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der 2(0) = g(0) = 0 og ¢(0) = 1. Vi fglger beregningene i avsnitt 1.2, og
oppnar pa samme mate

wds = d
V1= V1= kR
der
k—smg, a=¢(1)
0
kt = sin 5"

Men pa grunn av initsialbetingelsen for ¢, tar (1.2.9) na formen

t dt

1.4.9 :/ — F(tk)— F(a,k).
(1.4.9) wi= ) ey —gee L BR - k)
der -

a=1t(0)=""2

sin

og ved s = 1:
(1.4.10) w=K(k)— F(a,k).

Uttrykkene for wdZ og wdy er de samme som i avsnitt 1.2, men fordi ¢(0)
ikke er O far vi ved integrering

B 2(1 — k%) — 1
Wt = / VI—2V1— k22
(1.4.11) =2F(t, k) — F(t,k) — (2E(a, k) — F(a,k)). Og
ot 2ktVI R
e VI BV
(1.4.12) =2% (Vi—a?—vV1-12).

Innsatt i (1.4.8), skulle dette gi
(1.4.13)

2 2k%av/1 — a2/1 — k2a2>
o 1

K (k) — F(a, k) (E(k) — Ela,k) + 1 — 2k%a?

der vi har brukt at
2kav/1 — k2a?

t -
any 1— 2k%a?



10 KAPITTEL 1. FORMEN AV EN BUE MED KONSTANT STIVHET

En parametrisering i ¢t kan vaere numerisk uheldig da krumningen mot endene
pa buen forandrer seg lite og avstanden mellom datapunktene blir lang. Vi
prgver derfor & finne en parametrisering i s slik intensjonen i utgangspuktet
var. Av (1.4.9) har vi at

F(t, k) =ws+ F(a, k)
og Jacobis elliptiske funksjon sn, definert som inversen av F (¢, k) gir dermed
(1.4.14) t =sn(ws + F(a, k)).

Dette plugges inn i (1.4.11) og (1.4.12) og vi roterer tilbake til det opprin-
nelige koordinatsystemet. Dermed, for gitte parametre v og ¢ og der k er
lgsningen av ligning (1.4.13), er
(1.4.15)
z(s)\ 1 [ cosyp sing) (2B (sn(ws+ F(a,k)),k) —2E(a, k) —ws
y(s)) —siny  cosv 2k (\/1 —a? — cen(ws + F(a, k)))

for 0 <s <1 w=K(k)— F(a,k) og vi har brukt at cn = /1 — sn?.

W

e

Yo =0

Figur 1.6: Buer med samme k er delmengder av samme FElastica. Her er
k= 0.8, 9 =0.99 og ¥y = 0.31.

Som vi kanskje kunne mistenke, er ikke (1.4.15) noen “ny” type kurve
sammenlignet med (1.2.14) der ¢ = 0. Begge kurver er delmengder av Eulers
Flastica (se [CTr]) og vi skal se at (1.4.15) kan oppnas ved formbevarende
transformasjoner (som reparametrisering, skifte av origo, skaléring og ro-
tasjon) av (1.2.14).

La k veere gitt og la co(s) og cy(s) benevne henholdsvis kurvene (1.2.14)
og (1.4.15). La [ veere lengden pa buestykket av ¢y(s) fra origo til der vinkelen
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mellom x-aksen og tangenten er 1, dvs. 8(1) = 1. Gjor en lineger reparametris-
ering slik at ¢y, for 0 < s < 1, er resten av buestykket og flytt sa kurven slik
at den starter i (0,0). Skaler slik at lengden blir 1 og, til slutt, roter slik at
kurven tangerer x-aksen.

Ved innsetting i (1.2.14) er det lett & sjekke at sammenhengen mellom ¢
og ¢y altséd er

(1.4.16) cy(s) = (co(8) — co(l)), §=1(1-s)+s.

Der
[ cosyp  sin®
Q) = (— sin v coszﬂ)
og der [ er bestemt av (1.2.8) og (1.2.9) til & veere

F(a,k) Y sin/2
Kk’ Ko
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Kapittel 2

Optimering av buer med
konstant stivhet

2.1 Innledning

Nar en bueskytter trekker buestrengen bakover, tilfgres energi til buen. Denne
energien frigjgres nar strengen slippes og det er dette som gir pilen hastighet.
Arbeidet £ skytteren utforer pa buen er gitt av kraften F han trekker med
og hvor langt han trekker strengen:

Zm

(2.1.1) E=[ Fda

20

Hvis alt arbeid lagres som elastisk potensiell energi (dvs buen er et konser-
vativt system; ingen termiske effekter osv.) og hvis all energi overfgres til en
pil med masse m, vil denne pilen fa en utgangshastighet pa

(2.1.2) v=/—.

Vi antar at buen er tilnseermet konservativ, men overfgrselseffektiviteten til
pilen er mer komplisert og kan ikke antas a veere 100%. Uansett er £ en viktig
stgrrelse og vi skal i dette kapittelet forsgke & maksimere dette integralet med
hensyn pa de forskjellige variablene og parametrene integranden avhenger av.

2.2 Kraftfunksjonen ved konstant stivhet

Det er apenbart at F ma veere begrenset oppad av styrken til skytteren. Man
kan tenke seg at denne begrensningen kan beskrives som en funksjon F,, av

13
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z og at denne funksjonen kan finnes ved a male kraften skytteren klarer a dra
mellom en strak venstrearm og hgyrearmen, ved forskjellige avstander mellom
hendene, z;. Den optimale buen hadde derfor veert en bue med kraftfunksjon
lik F,,,, men dette er umulig siden F(zy) = 0 og F,, antagelig er en synkende
funksjon.

Formen av en trukket bue med konstant stivhet ble utledet i kapittel 1
og det er derfor naturlig a begynne med a beskrive kraftfunksjonen i denne
forenklede situasjonen. Vi ser av figur 2.1 at trekkraften er gitt av

(2.2.1) F = 2T'sin 9.

Figur 2.1
Fra kapittel 1 benevnes
L2

(2.2.2) T =w? der
K

w=K(k)— F(p/k,k).

L er halve lengden pa buen, k er bgyestivheten, F' er det elliptiske intergal
av forste type, K (k) := F(1,k) og

(2.2.3) k = sin %, p = sin —.

Dette gir kraftfunksjonen -som vi na benevner med stjerne for & indikere at
variabelen har dimensjon- for en bue med konstant stivhet:

(2.2.4) Fr= z%pm —p*(K (k) — F(p/k, k)"
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Na er dette en funksjon i p heller enn z, men fra figur 1.5 i kapittel 1 ser vi

at
(2.2.5)

IR p— L 2VET = p?
reosy I =CVR P = = =)

Fra kapittel 1 er k en funksjon av strenglengden v og p, og er implisitt gitt
av identiteten
(2.2.6)

2
7T K(k) - F(p/k, k)

2pv/1 = pP?VR? —;.02) L

<E(k) — B(p/l k) +

der E(-,-) er det elliptiske integral av andre type og E(k) := E(1, k).
Vi definerer den dimensjonslgse trekkraften F som

« K
(2.2.7) Fr=45F

og, som et forste steg, kan vi plotte F mot z parametrisert av p € [0,1/2].
Vi kan na formulere det forste optimeringsproblemet:

f

Figur 2.2: Kraftfunksjoner for buer med konstant stivhet, men varierende
strenglengde. Her er 0 < p < 0.5.

Problem 1. Gitt en maksimal trekklengde 27 = Lz, og en maksimal trekkraft-
Junksjon F = 475 Fy, hilke L,y og k maksimerer den elastiske energien i
buen under begrensningen av at kraften er mindre enn F, ¢
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Ettersom k er implisitt gitt av p og 7y, og p er implisitt gitt av k(v) og z,
kan F uttrykkes som en funksjon av z og v . Altsa

) K
(2.2.8) F(L,y, kK, 2) = 4ﬁ}"(z,7).

Rettferdiggjort av figur 2.2, antar vi at F er strengt voksende i z, og siden
F., antagelig er en synkende funksjon, kan x og L justeres slik at F = F,,
ved z = z;. Sa heretter vil F,, bety F,,(z1).

Storrelsen vi gnsker & maksimere er
z1(L)

(2.2.9) EX(L,v, k) := / ' F(L,v,k,z)dz" = 47
% L Jz0()

F(v,2)dz
der z1(L) = z}/L og der z, bare avhenger av v fordi, (2.2.5) med p = 0 gir,

2k(0,7)
K(k(0,7))

Begrensningen pa F* kan uttrykkes som

(2.2.10) 20(7y) =

(2.2.11) G*(L,7, k) = 4%F(z1(L),7) —Fn,=0

og dette motiverer minimering av folgende Lagrangfunksjon:

L(L,y,k,A) :==E" + \G”
K Zl(L)

K 3
=y [ Fe e A (15 FE (D)) - F)

A

Vi setter de partiellderiverte til null, og de kritiske punktene (L, %, &, 5\) er
gitt av fglgende ligningssystem:

z1(L) A A
(2.2.12) 0= / F(z,v)dz+ F(z1,7) | 21 — 2= | — z1=F.(21,7)
20(7) L L

z1(L) A
2213)  0=— [ "F(zq)ds+ TF(2.9)

o(7)
z1(L) A
@214) 0= [ F(zy)dz+ T F(,7)
20(7) L
(2215)  0=47F(a(L),y) - F,

Det er ikke klart hvordan man kan komme videre her. Problemet ligger mye
i at integralet over kraften som en funksjon av z, vanskelig lar seg evaluere.
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Her er v konstant og z er en funksjon av k og p, men bade k og p er implisitt
gitte variabler, og differensialet

0z 0z
dz=—d — dk
Pt o

blir komplisert & beregne. Derimot kan vi utnytte det faktum at vi antar at
buen er energibevarende til a finne alternative mater a beregne £*. Denne
antagelsen om at buen er et energikonservativt system betyr at nar buen er
i fullt uttrekt tilstand, er ikke energien i buen avhengig av hvordan buen ble
deformert, men bare av formen den har i denne tilstanden. Dette prinsippet
tillater oss og integrere kraftfunksjoner over andre “veier” enn z, og vi skal
se at vi greier & finne eksakte uttrykk for £*.

2.3 Elastisk energi i buen

Det er apenbart at en elastisk stang krever tilfgrsel av energi for & bagyes
og at det kreves mer energi dess mere stangen bgyes, om ikke proposjonalt.
Integralet over kvadratet av krumningen er et mal pa hvor stor den totale
bgyningen av en stang er, og det kan veere naturlig & tro at denne verdien
har en sammenheng med stangens energi. Faktisk, i 1739, i et brev til Euler,
foreslar Daniel Bernoulli at formen pa FElastica kan finnes ved a minimere
energiintegralet [ % ved hjelp av den nye hjepemiddelet methodum isoperi-
metricorum, et tidlig navn pa det som na er kjent som variasjonsregning. Med
R mener Bernoulli krumningens radius og er i moderne notasjon gitt ved 1/ 0.
Uansett, med denne ideen lgste Euler det generelle problemet vedrgrende den
elastiske stangen, og var den fgrste til & kategorisere hele familien av elastiske
kurver. (se [Le]).
Det er ikke helt opplagt hvordan man kan pasta at energien er gitt ved
ds men vi skal na gi et bevis for at dette er riktig for en spennt bue med

RR’®
konstant stivhet.

Teorem 1. Anta vi har en spennt bue under de forutsetningene og an-
tagelsene i kapittel 1 Benevn halve strenglengden med Ly, men la ellers
notasjonen vere den samme. Den totale elastiske energien i halve buen er da
gitt ved

17.
(2.3.1) Ut = %/ S0%ds
0

der 0 benevner vinkelen mellom tangenten ved s og Lx-aksen, men avhenger
0gsd av parameteren ;.
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Bevis. Fra kapittel 1 har vi uttrykk for 8 som gjor at vi har mulighet til
a evaluere (2.3.1). Vi kan ogsa beregne den elastiske energien ved & inte-
grere over strengkraften 1" nar ~ varierer fra 1 til 7; og vi skal se at begge
beregninger gir samme resultat, hvilket beviser teoremet.

Ly

» L
Ly, L *

Figur 2.3

Nér en kraft T'= T'(L~y) pavirker enden av, den i utgangspunktet strake,
buen i negativ Laz-retning helt til buen er bgyd slik at posisjonen til enden
er Ly, vil arbeidet tilfért buen veere gitt ved

Lm

(2.3.2) wr=— [ "Td(Ly) = —L/% T dy
L 1

og ettersom vi antar at systemet er konservativt, ma det tilfgrte arbeidet
veere lik den elastiske energien som lagres i buen. La na, som i kapittel 1,
a vaere (den varierende) vinkelen mellom tangenten ved enden av buen og
Lz-aksen og la k = sin /2. Vi har né fra (2.2.2), med p = 0, at

K K
Na er v gitt ved k£ som

E(k)
2.3.4 =2——=—1

og ved bruk av derivasjonsreglene for K og F, finner vi et uttrykk for differ-
ensialet dv:

_ 2, Ek) E?(k)
(2.3.5) dy == <2K(k) —1-G= k2)K2(k)> dk.

ok
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Insetting i (2.3.2) gir dermed

- 0’“ X <2K(k)E(k) ~ (k) - (fi@)) dk

(2.3.6) W =

der k; er verdien for k£ ved 7.
Vi fokuserer na pa (2.3.1). Vi vet at 6 tilfredsstiller pendelligningen

(2.3.7) 0 +w’sinh =0,
og ved multiplikasjon med df, integrering og bruk av grensebetingelsene
0(1) = «,0(1) = 0, oppnar vi “energiformen” av (2.3.7).

Lo 2
(2.3.8) 59 = w*(cos O — cos a)
N4, ettersom s er buelengden, er cos 6 = &, og ettersom w og « er uavhengige
av s, er (2.3.1) helt enkelt gitt ved

sz(’y — cos ).

2.3.9 U =
(2.3.9) .

Uttrykkt som en funksjon av k, er
(2.3.10) U* (k) = QZK(k){E(k) - k?)K(k)},

hvilket kan deriveres til

d K 2 E(k)

2.3.11 —U*(k) = ——= | 2K(k)E(k) — K*(k) —
@31) U == (2K0BW - K20 - ),
som ved innsetting i (2.3.6) viser at

ki d
(2.3.12) W = —U*(k)dk =U~

o dk
og vi har bevist at den elastiske energien faktisk er gitt av (2.3.1). [

Vi gnsker na a generalisere teorem 1 slik at energien i en trukket bue ogsa
kan uttrykkes ved integralet over kvadratet av krumningen. For en fiksért
1, plassér buen i (LZ, Ly)-planet som definert i kapittel 1 Dvs. slik at buen
i origo danner en vinkel 1 med den horisontale koordinataksen. Ideén er
na, som i teorem 1, a integrere over kraftfunksjonen 7' fra buen er strak til
tangenten ved enden av buen har vinkel «;.
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Teorem 2. Anta vi har en trukket bue med halv strenglengde lik Ly, under
de forutsetningene og antagelsene som i kapittel 1. Buen er trukket slik at
vinkelen mellom buestrengen og tangenten ved midten av buen er . Den
totale elastiske energien i halve buen er da gitt ved

. KTl
(2.3.13) U = L/O S6%ds

der ¢ benevner vinkelen mellom tangenten ved s og horisontalaksen T, men
avhenger ogsd av parametrene b og ;.

Bevis. La o = ¢(1) veere vinkelen mellom tangenten ved enden av buen og
Li-aksen, og la k = sina/2. La p = sin1/2 og definér de to stgrrelsene w og
W som

(2.3.14) w=K(k)— F(p/k, k), w=FEk)— E(p/k,k).
Merk at vi anser p som fiksért, slik at w og @ er funksjoner bare av k.

Ly Ly T(ky)

<

ag

0 L&y (k1) Ly (ko)

Figur 2.4

Definér Z; som verdien av & ved enden av buen. Z; er dermed en funksjon
av k og kapittel 1 gir

(2.3.15) B =221
w

Som i teorem 1, tilfgrer vi en kraft 7' i negativ Lz-retning pa enden av den
strake buen slik at buen bgyes helt til £ har verdi k; som tilfredsstiller v; og
p innsatt i (2.2.6).

Arbeidet tilfgrt buen er dermed

Z1(k1)
(2.3.16) Wy =—L Td (%,(k))

Z1(ko)
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og ettersom systemet er konservativt og vi antar at den strake buen har ingen
energi, ma dette integralet representere den totale elastiske energien i buen.
ko representerer vinkelen ved enden av den strake buen, og er apenbart
lik p. Merk at Z(p) er et %—uttrykk, men fra figur 2.4 skjgnner vi at denne
verdien ma veere cos . (Et bevis for dette finnes i kapittel 4)
Som for er T = T'(k) = fsw? og derivering av Z; gir

(2.3.17) Ay = 2~ 2k gy,

w?

der subskript pa w’ene betegner derivering. Innsatt i (2.3.16) gir dette
K [k
(2.3.18) W = QZ/ (Gwy — ) dk
P

Vi fokuserer nd pa (2.3.13) og finner pa samme mate som i teorem 1 at Uy,
som en funksjon av k, er

(2.3.19) U (k) = 22&){@ —(1- k2)w}

og vi gnsker & vise at den deriverte av dette uttrykket er lik integranden i
(2.3.18).

Dette lgser seg ikke selv, og vi er tvunget til & finne de eksplisitte ut-
trykkene for wy, og @y. Skriv a := p/k og merk at ved (A.3.16)-(A.3.19) er

) 1
S B0 = Blah)} =+ @~ w), o5
™ 2
a{K(k:)—F(a,k)}:1<w —w)+ ho Vi—a
ok K \1— 2 1— k21— i2a?
Dette gir
0 0 da
e = ak{K(k:) — Fla, k;)} — P k)
_1( w >+ ka  V1-a* 1 (_p)
Pk ) TRV R Vi—aeVI-RE\ K
I O V4 S U
A U A R YN
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og
- 0 0 da
G = ak{E(/f) _ E(a, k;)} - B0k
1_ 242
= E'(k) — QE(a, k) — v1-—ka* <_p)
ok V1 —a? k2
I O e el
Skriv
1. pJ/l-p?
2.3.2 A — —_—
(2520) (o o=
slik at
A w _ w

Dette gjgr at vi endelig kan regne ut at

d
Uy = wk{dj _ (- k2)w} + w{d)k (1= K+ 2kw}

= wp@ — 2wpw (1 — k?) + w(@p + 2kw).

Merk at det midterste leddet er

A w 9 w -
(2.3.22) 2(1-/& —k) w1 — k) —2(A—k+kw>w—2(wk+kw)w,

og kanseleres nesten mot det siste leddet slik at vi oppnar, som gnsket,

d
(2323) @Uib = wk(ZJ - W(Z)k
og vi har bevist at
k ko d
2.3.24 W, =2— —Uydk = Uy},
(23.24) VUL dk v
Merk at ved & sette ¢» = 0 far vi pastanden og resultatet av teorem 1. O]

Vi er na i stand til & evaluere integralet (2.1.1). Arbeidet som er blitt
tilfort buen nar den er trukket ma veere lik den differansen mellom den
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elastiske energien i buen i henholdsvis trukket og utrukket tilstand. Det vil
si, ved (2.3.10) og (2.3.19), at

£ =2U; - 1)

K

— 4Z (wl ((111 —(1- k%)‘“’l) — Wo (JJO - (1= kg)w()))
der

Wy = K(k‘o), (:JO = E(kfo)
w1 :K(kil)—FQ?/k?l,kl), (I)l :E(kl)—E(p/kil,kj)

og k; = sin % der a; er vinkelen mellom tangenten ved enden av buen og
strengen i henholdsvis uttrukket, (i = 0), og trukket, (i = 1), tilstand. p =
sin /2 der 1 er vinkelen mellom tangenten ved midten av buen og strengen
nar buen er trukket.

Det er ogsa mulig a uttrykke energien pa en mer geometrisk form. Merk
at ved (2.3.8) er

K

(2.3.25) Uy = Zu}g(v — cos ap)
0g
(2.3.26) U, = %w%(f:l — cosay).

Néer 7 = 2% — 1 og ved (2.2.4) og (2.2.5) er

K 2 k2 — p2
(2.3.27) Frn=dpmp/l-pf, o Z=L_—m—o v

wi (1 —2p?)
gitte storrelser. Fra (2.2.6) kan v dermed skrives som

T NP S

w1 wy (1 — 2p?)
L2 Fr
2kw?

g

og dersom dette settes inn i (2.3.26), far vi

(2.3.28) W = 2% (w%(v —cosay) — wi(y — cos ao)) — 2 F"
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2.4 Lgsning av problem 1

Ettersom vi na har et uttrykk for energien i en trukket bue, reformulerer
vi problem 1 og forsgker & finne en analytisk lgsning. De gitte stgrrelsene
zj og F; blir & regne som parametre for problemet, men ved & skalére de
andre variablene med passende kombinasjoner av z; og JF, oppnar vi et
dimensjonslgst ligningssett uten parametre.

Benevn alle tidligere stgrrelser som har dimensjon med stjerne, og definér
de nye, skalérte variablene L, k og £ ved

(241) L* = ZTL’ P (zik)2_/_‘:1/§j, EF = Zikf:;Lg

Dermed kan optimeringsproblemet formuleres som fglgende: Finn (L, v, &, ko, k1, p)
som maksimerer

K . -
(2.4.2) E(L, ki, ko, kn,p) = 4L{w1(w1 (1= F)an) — wol@o — (1— kg)wo)}
under fglgende begrensninger:

0=Gi(y ko) =22 —1—
wo

0 1
0=Gy(L,v,ki,p) = Z—W1 —1—~+ —siny
w1

L
2L\ ki — p?
0=0GalLlikyp)i= sy 1

K .
0=Gy(L, kK, k1,p) = Zwa siny — 1
Det er ogsa endel begrensninger beskrevet av ulikheter, men vi fortsetter
forelgbig uten tanke pa disse. Ved a sette de partiellderiverte av Lagrange-
funksjonen

(2.4.3) L(L,v,kK, ko, ki,p) := —E + Z NG
til null, finner vi i forste omgang at
oL & 1 . 1 2
0= 87[/ = Z—)\Qﬁsn’lw—i—)\gz—)qz
oL
0=—=—-X\—A
oy 1 2
0 1
0= i — _§ + )\4f
Ok K K
=L @ — wiey) + M2 e —

_87%: L wp
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som er nok til & bestemme Lagrange-multiplene til

K
)\1—23&](2)
K
)\Qz—zwg
Ay = & — 2
3= ﬁwosm@D
M =&

De partiellderiverte mhp k; og p kan ogsa kalkuleres slik at vi far seks
ligninger med seks ukjente. Derimot vil en videre analytisk tilnserming pa
optimeringsproblemet raskt stoppes i et villniss av beregninger.

Funksjonen som skal maksimeres avhenger av seks variabler, men de fire
begrensningene GG; — G4 reduserer antall frihetsgrader til to. Dersom p og
ky velges som de frie variablene kan de resterende variablene uttrykkes som
funksjoner av disse:

~ w(p, k1) cosy

L<p7 kl) -
2,/k? — p?
cos? )
k p—
KR = s
~ k /k‘2— 2
v(p, k1) = 2w(p, ) _ 1421 _— P tan ¢

w(p, kl) w(p, kl)

og der ko(p, k1) ma lgses fra ligningen

w(ko)
w(ko)

0=2 —1—7(p, k).

Problem 1 er ni redusert til maksimering av £ pa et domene Q C R2
Domenet er gitt av ulikheter som representerer bade matematiske ngdvendigheter
og praktiske begrensninger:

(2.4.4) Q= {(p, k1) € R? | ci(p, k1) = 0}
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der bl.a.
a(p, ki) :=p
Cz(p, /ﬁ) = k1
cs(p, k1) =k —p
ca(p, k1) = v(p, k1) — Yonin
cs(p k1) =1 —(p, k1)
ce(p, k1) :== L(p, k1) — Linin
cr(p, k1) := Liax — L(p, k1)

Kjedelig nok, viser numerikken at & er klart stgrst langs linjen i (p, k1)-
planet der v = 1. Figurene viser at £ er ganske stabil langs denne linjen, men
stiger svakt mot en verdi pa ca. 0.5 nar (p, k1) gar mot (0,0). L og k stiger
ubegrenset naer origo, sa lgsningen pa problem 1 ser ut til & veere en bue som
er sa lang som mulig med en streng pa samme lengde. Det virker altsa som
at den ekstra “konkaviteten” man ser i figur 2.2 pa kraftfunksjoner med ~
mindre enn én, ikke kompenserer for at den effektive trekklengden, 2 —z;, blir
mindre. Dermed blir ikke energifunksjonen selv konkav og lgsningen havner
pa randen av ().

Figur 2.5

Et valg av en maksimal buelengde pa to armlengder tilsvarer L., = 1,
og figur 2.5 viser konturene av £ i ). £ oppnar et maksimum pa ca. 0.416 i
(p, k1) ~ (0.28,0.62) € 09 og de aktive begrensningene er c¢; og 7.

Vi oppsummerer dette resultatet slik:

Lgsning 1. For en bueskytter med armlengde pa 25, © meter, og en maksimal
trekkraft pa F}, © Newton, i fullt uttrekkt posisjon, vil en bue med konstant

m’
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stivhet som er 2z7 lang, maksimere sin potensielle energi til z{F* - 0.416 ¢
Joule, nar den er fullt uttrekkt. Dette oppnas ved d velge (p, k1) ~ (0.28,0.62)
slik at strenglenden blir lik buelengden og at boystivhet blir (z7)%F - 0.540.
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2.5 Omformulering av problem

Vi sa i forrige avsnitt at, ved en gitt trekklengde, 27, og en gitt kraft i fullt
uttrekkt posisjon, F , vil energien, i en rett bue med konstant stivhet, veere
maksimal nar strengen er like lang som buen. Energien £ er svakt gkende som
funksjon av buelengden L = g—;, og i grensen L — oo synes kraftfunksjonen
F = F(z) a veere lineger -som til en fjeer- og folgelig vil £ = [ Fdz — 0.5.

Med tanke pa grafene i figur 2.2, er dette resultatet skuffende; bidraget
fra konkaviteten til F nar v < 1 er altsa ikke nok til & kompensere for det
kortere integrasjonsintervallet, 2o, z1].

Figur 2.6: Bue med konstant stivhet i spent og trukket tilstand.

Motivert fra dette, forandrer vi problemstillingen og antar at den effektive
trekklengden 2] — 2 er gitt, istedet for den totale trekklengden z7. Denne an-
tagelsen modellerer f.eks situasjonen der et handtak er montert slik at handen
som holder den spente buen er pa linje med strengen selv om v < 1. Dermed
vil 2] — 2§ veere skytterens armlengde, hvilket rettferdiggjgr antagelsen ogsa
fra praktiske hensyn.

A anta at 2 — z; er gitt, er den eneste forskjellen fra antagelsene i forrige
avsnitt. Men vi skal se at dette er nok til & gi forskjellig svar pa samme
optimeringsproblem:

Problem 2. Gitt en effektiv trekklengde 27 — 25 og en gitt trekkraft i fullt
uttrekkt posisjon, F . Hvilke L*, k* og v maksimerer den elastiske energien,
E*, i den fullt uttrekkte buen?
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E

D
(o)
Qg
(G
A B C
Figur 2.7

Som fgr, og i henhold til figur 2.7, definerer vi

2o = AB, 2 = AC 2y — 25 = BC,
L* = AE = AD, ~L* = EB = DC,
ko :sin%, k1 :sin%, p = sin 3

Definér funksjonene
w(p, k) = K(k) = F(p/k, k), w(p, k) = E(k) — E(p/k, k),
og la
wo =w(0,ky), w1 =w(p, k1), @o=0x(0,ky), @& =w(p, k).

Fra forrige avsnitt er energien tilfgrt buen i figur 2.7 gitt ved

(2.5.1) 5_4L*< {2 (1—k2)} S{ZO—(l—kQ)})

der k* er buens bgyestivhet og tilfredsstiller ligningen

*

(2.5.2) Fr = 2(L*)2

wisin .

De to uttrykkene for « reduserer antall frihetsgrader ytterligere:

(2.5.3) et D VHP Ly
5. = :> — = — 4+ —tany.
! 290 — 1 42V 1% NP tany | Wo W w1
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/12 _p2
Tilslutt merker vi, siden z* generelt er gitt ved z* = 2L* PP at

wcosy !
k2 2 k
(2.5.4) 2 - =2L" (le - °> .

w1y COS Y wo
Vi skalérer
L= (-, w = (=) Fon, = (5= 2)Fnt,
og oppnar dermed fglgende maksimeringsproblem i R?: Maksimer

Wi {8 - -k} —w {2 - (1K)}
(\/’@TPQ ko)w%sinw

(2.5.5) E(ko, p, k1) =

w1 cos Y wo
under begrensningen

Wy k’% — p?

(2.5.6) 0= Gi(ko,p, k1) == — + tany — “o
w1

W1 wWo

For a fa en fglelse av hvordan £ oppferer seg i p, ki —planet lgses ligning
(2.5.6) mhp. kg med fglgende matlabfunksjon.

function res = kOfun(p,k)

n = 100;

k0 = linspace(0,max(max(k)),n);

g = gammafun(0,k0) ;

gl = gammafun(p,k);

bol = isnan(p) | isnan(k) | k<O | k>1 | p>k;
gl(bol)=1;

res = interpl(g,k0,gl,’spline’);

res(bol) = NaN;

Denne funksjonen finner kg som en funksjon av p og k; ved hjelp av invers
interpolasjon. Metoden er mindre ngyaktig enn matlabs fzero, men kan i
gjengjeld handtere bade vektorer og matriser som argumenter, noe som gjgr
den raskere og mer praktisk a bruke ved plotting av grafer. I figur 2.8 viser de
mgrkegra linjene konturer av £ i p, ky—planet for ti uniformt fordelte verdier
pa intervallet [0.47, 0.59]. De lyse linjene er konturer for L for verdier -fra
hgyre mot venstre- L = 1, 1.7, 5.1 og 15. Den tykke svarte linjen er konturen
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Figur 2.8

for v = 1 og vi ser, i motsetning til i forrige avsnitt, at & minker nar v gar
mot 1. Igjen ser det ut til at £ er svakt stigende nar p, k; — 0, som i safall
medfgrer at £ ikke har et maksimum i omradet ki, p > 0, v < 1. Det er derfor
ngdvendig a innfgre flere begrensninger. En mate kan veere a kreve at L <
Linax, 0g ved deretter a variere L. kan lgsningen pa optimeringsproblemet
representeres ved kurven

(2.5.7) Liax — (p, k1) = argmax £.

2.6 Numerisk Lgsning
Vi gnsker a finne en lgsning, parametrisert av L., pa problemet

2L_(1-k2)

, of @ 2
.
maxg(ko,pa kl) o 1(\/k%p2’€()>w;sin¢

w1 cos Y wQ

(2.6.1)

-1
k2 —p2
0 S GQ(k07p7 kl) = Lmax - % <L¢J1C1()SZJ - f}?}) '

G1 = 0 lgses na med matlabs fzero og definerer funksjonen kg (p, k). Prob-
lem (2.6.1) lgses deretter for 100 noder for L., pa intervallet [1, 15] vha.
matlabfunksjonen fminsearch brukt pa objektivfunksjonen

NaN, hvis L(p, k1) > Lax

( | T {_5<k0<p’ k1),p, k1), ellers.

Den svarte kurven i figur 2.9 viser lgsningen av problem (2.6.1) for L.« pa



32KAPITTEL 2. OPTIMERING AV BUER MED KONSTANT STIVHET

[ K1

0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figur 2.9

intervallet [1, 15].

Grafene i figur (2.10) gir verdiene av de andre parametrene som funksjoner
aV Linax = Lypax/ (21 — 20)-

2.10a: Energien ser ut til a konvergere mot en verdi i underkant av 0.60,
men allerede for buer lengre enn L = 1.22 er £ > 0.5 og er dermed mer
effektive enn den fysiske idealfjeeren. Grafen til £ flater raskt ut og det er lite
ekstra energi & hente ved & la buen veere lengre enn L = 5.

2.10b: Strenglengden nzermer seg buelengden nar buelengden er stor, men
v vokser ikke monotont og har et minimum for ca L = 1.7.

2.10c: Nar buelengden gker mé buen bli stivere for 4 kompansere for det
gkte momentet. Grafen viser at x vokser omtrent som L3.

2.10d: Merk at strengkreftene, som i spennt og uttrekkt posisjon hen-
holdsvis er gitt ved

K wi 1
Ty= —w?>="20_—
0= 2% w? 2sin 1
K 1
T = —w?=——
1T e 2sin1)’

er tilneermet linesere som funksjoner av L. I tillegg ser vi, kanskje overask-
ende, at strengkraften alltid er mindre i fullt uttrekkt posisjon enn i spennt
posisjon.

Tilslutt viser figur 2.11 tre lgsninger representert ved tre buer av lengde
1.0, 1.7 og 5.1, i bade spennt og fullt uttrekkt posisjon. Buene er i skala
og er plassert slik at trekklengdene gar over samme intervall. Merk at den
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0.60 1.00
055 0.99
0.98
0.50 0.97
0.45 Lno 0.96 '
o 5 10 15 ] ) 10 15
(a) Skalért energi (b) Strenglengde per buelengde
1500,
15
1000
10
50OF :
T L Lmﬂ. L L
0; 5 10 15 Y 5 10 15
(c) Skalért bgyestivhet (d) Skalért strengkraft i spennt
posisjon(gra), og fullt uttrekkt
posisjon(svart)

Figur 2.10

midterste buen har en lengde som minimerer 7, og er dermed buen som har
stgrst krumning i spennt tilstand.

N\
W/

Figur 2.11: Lgsning av (2.6.1) for L = 1.0, 1.7 og 5.1

Figur 2.12 viser kraftfunksjonene til de samme tre buene som funksjon av
trekklengden minus 2. Dvs. vi definerer en ny variabel z2* := 2z* — 2}, skalerer
pa vanlig mate og oppnar

Z— 20

(2.6.3) 7=

21—2’0'

Dersom (p;, k;), © = 1,2,3 betegner lgsningen av problem (2.6.1) for bue
nummer ¢, er kraftfunksjonene F; = F;(z) implisitt gitt ved (2.6.3) og iden-
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titetene
W (p.k)siny
(264 Filp. k) = w?(pi, ki) sin
LV
(2.6.5) z(p, k) = QW
(2.6.6) 0="(pi, ki) = v(p, k).

Ligning (2.6.6) definerer funksjonene k = k(p; p;, ki), hvilket gjor det mulig
a parametrisere (2.6.4) og (2.6.5) -og dermed (2.6.3)- i p pa intervallet p €

0.75
0.50
0.25

0 02 04 06 08 1°

Figur 2.12: Kraftfunksjonene til buene i figur 2.11



Kapittel 3

Bue med varierende stivhet

3.1 Innledning

Alle som en gang forsgkte & lage sin egen pil og bue, visste at einekvisten,
selvhugget fra nsermeste skogholdt, matte spikkes tynnere mot endene slik at
buen fikk 'riktig’ form og spennst. Hvorfor eller hvordan, var kanskje ikke helt
klart, men man erfarte, etter mange forsgk, at buens prestasjon var sterkt
avhengig av hvor vellykket denne prepareringen var. Spikkingen var det som
forandret trevirket fra bare a veere en kjepp til & bli en ordentlig bue.

I var modell er bgyestivheten betegnet med

(3.1.1) k= EI

E er det isotrope materialets Young‘s Modulus og I er treghetsmomentet
om tverrsnittet ved s (se [HKO] side 155) og har dimensjoner henholdsvis
kraft per areal og m*. Hvis materialet er homogent vil E veere konstant, og
stivheten til buen, i et gitt punkt, vil dermed veere proposjonal med kvadratet
av tverrsnittarealet i dette punktet. Spikking reduserer tverrsnittet, sa i dette
kapitelet antas at k = k(s), og vi undersgker hvordan dette pavirker buens
forskjellige egenskaper.

3.2 Formen av en spennt bue

La som for, L* betegne buens halve lengde og la buen parametriseres av
s* € [0, L*] der s* = 0 er midten av buen. Endene forbindes med en ikke-
elastisk streng av lengde 2yL* og buen plasseres i (z*,y*)—planet slik at
midten av buen ligger i origo og strengen ligger horisontalt i gvre halvplan.
Vinkelen mellom z*—aksen og tangenten av buen ved s* betegnes med 0(s*).

35
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Vi antar na at vi har en gitt stivhetfordelingsfunksjon
(3.2.1) k" [0, L*] = (0,00)

som forelgbig antas a veere glatt. Hvis strengkraften benevnes ved T, sa sier
lov 1. at 8 ma veere en lgsning av differensialligningen

322)  KE)E) =T E) ) 60)=0,
der
(3.2.3) ‘;‘Z: —sind,  y*(0) =0.

Merk at dersom 6 er en lgsning av (3.2.2) er 6 ogsa en lgsning av (3.2.2) der
k* og T erstattes med ck* og ¢T™ for alle ¢ > 0. Derfor, hva formen av buen
angar, trenger vi bare & undersgke lgsninger av (3.2.2) der x* er gitt modulo
multiplikasjon med en konstant.

Naturlige skaleringer er

I‘i*

S = L*S, r = L*a:, y* = L*y, K = Rpaxhs 1" = ([f;l;’; )

og ved derivering av (3.2.2) oppnas dermed fplgende andreordens ikke-autonome
ODE:
1

(3.2.4) 6 = -

(k0 + T'sin6),

og vi formulerer derfor grenseverdiproblemet

Problem 3. Gitt en strenglengde —1 < ~v < 1 og gitt en skalért deriverbar
stivhetsfordeling
k: [0, 1] = (0, 1]

finn (0, z,y,T) slik at

0 =—1(if + Tsind) 0(0)=0, 6(1)=0
(3.2.5) Z = cosf z(0) =0, z(l) =~
y =sind y(0) =0

Merk at det er fem grensebetingelser pa fire funksjoner, men parameteren
T er ukjent og ma betraktes som en del av lgsningen. Strengt tatt er de to
fgrste linjene uavhegig av den siste, men av praktiske hensyn er det greit a
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ha med ligningen for y hvis (3.2.5) skal lgses numerisk og lgsningen plottes.
Man kunne ogsa ha lagt til ligningen og grensebetingelsen

.1
£ = §m92, £(0)=0
for a fa numeriske verdier av energien i buen. .

P& grunn av at  alltid er stgrre enn null, er grenseverdien for (1) i
(3.2.5) gitt av (3.2.2). Men sa lenge £(1) # 0 kan stivhetsfordelinger med
k(1) = 0 tillates og grenseverdien beregnes da vha. (3.2.2) til & veere

- (D) —yls) _ o sind(1)

(3.2.6) 1) =t TS = T

Vi ser na pa et spesialtilfelle av k som gir en analytisk lgsning av 6.

3.2.1 Stivhetsfordeling som gir en sirkelsektorformet
bue

Gitt en strenglengde 0 < v < 1, definér a € [0, 7] som lgsningen av

sin o

’y:
«

og la
K(s) = cosas — cos a.

Da er 0(s) := as, T := o? en lgsning av (3.2.5) fordi
04 Tsinf = —a’sinas + Tsinas = 0 = kb
for 0 <s<1, og

_TSII‘lQ(l) _ 2 sina 0= (1)

k(1) —asina

tilfredsstiller (3.2.6). Tilslutt ser vi ogsa at

. :
x(1) :/ cosasds = o = v
0 a

Figur 3.1 viser situasjonen nar o = /3, dvs. v = % = 0.83..

Dette eksempelet ble funnet ved a stille det omvendte spgrsmalet: Gitt
en form pa buen, hva er den tilhgrende stivhetsfordelingen? Altsa, hvis 6 og
T er gitt ma k tilfredsstille den linezere forsteordens ODE’en

0 sin
3.2.7 k+=k=-T—
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K
0.6 ! l
1/at & |
>
| [
| ~ /e /
| TS /
~ - / (07
y(1) 1 AL
\
\
\
\
0 —
s 1 x
0 0.5 1 0 71
(a) Stivhetsfordelingen x (b) Hgyre buehalvdel

Figur 3.1: Spent bue med varierende stivhet, men konstant krumning

med lgsning, som ogsa er gitt av (3.2.2),
T 1
(3.2.8) K= 0/ sin f ds.

Dette viser at for hver bueform, i allefall for glatte bueformer med en ikke-
forsvinnende krumning for enden, sa finnes en stivhetsfordeling som gir denne
bueformen.

3.3 Formen av en trukket bue

Formen av en trukket bue med konstant stivhet ble utledet i kapittel 1, og
det tilsvarende grenseverdiproblemet for varierende x er som fglger:

Gitt =1 <~y <1ogk:[0, 1] — (0, c0). Anta buen er trukket slik at ¢
er vinkelen mellom strengen og tangenten ved midten av buen. Da er buens
form definert av

0 = —L (k60 + Tsin(0 + 1)) 0(0)=0, 6(1)=0
(3.3.1) & = cosf z(0) =0, z(1) = ycos v
y =sinf y(0) =0

Vi vil ikke prgve & utlede egenskaper av lgsningen av 3.3.1, men heller,
ogsa her, finne en
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3.3.1 Stivhetsfordeling som gir en sirkelsektorformet
bue

For 0 < v <1 og en trekkparameter 1, la a vaere implisitt gitt ved

- cosep = sin «v
og la
Kk(s) = cos(as + 1) — cos(a + ).
Da er
(3.3.2) 0(s) := as, T :=a?

en lgsning av (3.3.1), fordi
0 + Tsin(f + ) = —a’sin(as + 1) + o sin(as + )
=0
= —r(s)d,

0g

) £ sinet )
k(1) —asin(a + 1)

=0(1)
tilfredsstiller grensebetingelsen for 6 i s = 1 nar k(1) = 0. Tilslutt er ogsa

1
z(1) :/0 cos asds

sin «v

o
= ycos .

Figur 3.2 viser situasjonen nar o = /3 og der vi, for moro skyld, har valgt
en negativ ¢ = —x /8 slik at k ikke lengre er monoton. «y er ca. 0.90.

3.4 Optimering av buer med varierende stivhet.

Vi har sett at buer med konstant stivhet har, ved moderate lengder pa buen,
en energikoeffisient pa 0.55-0.58 hvis man antar at den effektive trekklengden
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0 0.5 1 0 yoos 1
(a) Stivhetsfordelingen x (b) Hgyre buehalvdel

Figur 3.2: Trukket bue med varierende stivhet, men konstant krumning

er konstant. Derimot, hvis bare trekklengden er konstant, ligger denne verdien
alltid under 0.50 og buen er faktisk mindre effektiv enn den lineaere fjeeren.
Det naturlige spgrsmalet er derfor om det er mulig a sla disse verdiene ved
a la stivheten variere langs buen.

De to gitte stgrrelsene for problemet er F ., trekkraften i fullt uttrekkt
posisjon, og enten trekklengden 2 eller den effektive trekklengden z* :=
2] — z;. Med antatt gitt effektiv trekklengde, blir skaleringene som fglger:

L= (st = z)L,  (s%2%y") = L'(s,2,y),
(3.4.1) kY= Fr(2f — 20)%k,
TS =FiT, T =FiT

Hvis vi benevner funksjonene som beskriver den trukkede og spennte buen
henholdsvis som 6 og 6°, s& er

1 1
21 —zy=1L" (/ sin @ ds + ysiny — / sin90d5> :

0 0

Likheten F;; = 27" sin1) og de to uttrykkene for -,

1 1
7cos¢:/ cosfds, 7:/ cos 0° ds
0 0

reduserer antall frihetsgrader ytterligere.
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Ligningene som beskriver den trukkede og spennte buen er dermed

. 1
fﬁZL%%/Smw+¢N& 8(0) = 0

_ 1
K6° = L2T/ sin 0" ds, 6(0) =0
1
Ty=—
Y 2sing’
1 1
/ cos@dSZCOSw/ cos 0" ds,
0 0

cosyp [l Lo
7 _/0 sm(¢9+w)ds—cosw/0 sin @” ds.

(3.4.2)

Bortsett fra funksjonen k, har dette systemet én frihetsgrad, hvilket, i prin-
sippet, kan velges fritt fra de fire parametrene L, Ty, T, og 1.

Malet er na & finne et uttrykk for den elastiske energien i buen i bade
spennt og trukket tilstand, for deretter & maksimere differansen mellom disse
to verdiene mhp k og den frie parameteren. Dersom vi velger L som den frie
parameteren, sa er problemet vi gnsker a lgse pa formen

(3.4.3) max(E[0] — €[6o))

K,L

for k i et passende funksjonsrom og L i et fornuftig intervall. Hvis vi na ser
pa den trukkede buen, sa er energien pa et buelengdeelement gitt ved

(3.4.4) d& =5h (ds*) ds

og med skaleringen £&* = F (27 — z5)€ og multiplikasjon med to (pga. to
buehalvdeler), oppnas folgende uttrykk for energien:

1 s
(3.4.5) E(s) = —/ k6? ds,
L Jo
som ved s = 1 definerer funksjonalen
1 .
(3.4.6) Elk; L] = Z/ K(8)0%(s, K, L) ds.
0

Det er vanskelig & formulere noen Euler-Lagrange-ligning fra denne funksjonalen
fordi 6’s avhengighet av  er for komplisert. Derimot kan r uttrykkes ek-
splisitt ved 6 og et integral over en funksjon av 6, hvilket indikerer at det
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kanskje er en vei ut av dette problemet. Ved & bruke at x(1)0(1) = 0, 0(0) =0
og % (/49) = —L?Ty sin(f + ¢) finner vi ved delvis integrasjon at

/01 k6% ds = ‘;néﬁ — /01 0(:?3 (m@) ds

(3.4.7) .
=0+ L°T, / fsin(6 + 1) ds.
0

Dette gir funksjonalen
1
(3.4.8) E[0; Ly, Ty) = LT, / Osin(0 + v) ds
0

og uttrykker energien i buen bare ved buens form og L og v og ikke ved
stivhetsfordelingen k.
Optimeringsproblemet kan na formuleres som

110,60 L2, Ty, T) == E[0; L, b, Ty] — E[0% L, T
1
(3.4.9) -y / (T,0sin(0 + ) — Thysinby) ds
0
= max!

for 6 og 0° i et passende funksjonsrom, (L, v, Ty, T) € i et passende domene
i R* og under begrensningene

.ol . 1
T@/ sin 0° ds :Twﬁo/ sin(6 + 1) ds, Vs e |0,1]
1
Ty =——
Y 2sing’

1 1
/ cosfds = COS@/J/ cos 0° ds,
0 0

1 1
cosy _ / sin(f + 1) ds — cosz/z/ sin §° ds.

L 0 0
Vi maksimerer altsa over selve bueformene, 6, istedet for over stivhetsfunksjonene,
Kk, og hvis {6*, L*,1*} er en lgsning av (3.4.9)/ (3.4.10) kan stivhetsfunksjo-
nen som gir denne bueformen kalkuleres ved

LTy 1

(3.4.11) K= w/ sin(6* + 1*) ds.

Merk at den forste ligningen i (3.4.10) ikke er en vanlig begrensning, men
heller er en implisitt ODE som definerer §° uttrykt ved 6, eller vice versa.
Dette gjor det vanskelig & anvende standard teori innen variasjonsregning pa
systemet (3.4.9)/ (3.4.10).

(3.4.10)
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3.5 Andre buemodeller

=4
(0
a+y
2
o
Qo
0
0 NI LF

Figur 3.3: Hgyre halvdel av en en-leddet bue

Energikoeffisenten til buer med konstant stivhet med fiksert effektiv trekklengde
er funnet til & ligge i omradet 0.55-0.58 og vi gnsker na & sammenligne disse
verdiene med energikoeffisienter til enklere modeller.

3.5.1 Stiv bue med enkelt linesert bgyemoment

Anta buen er rett og stiv, men kan knekkes pa midten i et ledd som yter en
lineser bgyemomentmotstand

(3.5.1) B*(0) = K70, K™ konstant [Nm]

der # maler vinkelen mellom buearmen og den horisontale koordinataksen.
Situasjonen er skissert i figur 3.3 og hvis det antas at den effektive trekkleng-
den 2 — z;, og trekkraften i fullt uttrekkt posisjon F , er gitte stgrrelser,

sa har systemet to frihetsgrader. Vi velger 1) og v som de frie variablene, og
sammenhengene med de andre stgrrelsene er eksplisitt gitt ved

(3.5.2) a = arccos(y cos 1))

(3.5.3 Q)p = arccos .
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Under skaleringen L* = (2] — z)L far vi ogsa

L = (ysint + sina — sinag) ™!
—1
= (ysinw + \/1 — 2 cos? ) — \/1 —72> .
Med identiteten F;, = 2T sin®, der T er kraften pd strengen i uttrekkt
posisjon, kan bgyemomentkonstanten K™ bestemmes vha. identiteten Tjr* =
K*a, der 7* = L*sin(a + 9) er avstanden fra origo til strengen. Dette gir
sin(a + 1)
@

K*=T;L*

sin(a + 1)

1
— _T* * % L
2‘Fm(21 29 asing

der sin(a + 1) kan omskrives til cost(ysiny + /1 —~2cos?4)). Vi er na

istand til & finne et uttrykk for energien i systemet som en funksjon av v
og 7. Igjen er systemet konservativt og tilfgrt energi er derfor lik differansen
mellom den potensielle energien i buens to posisjoner. Vi kalkulerer energien
i de to buehalvdelene:

E =2 B*0)do

aQ

(3.5.4) =K'| ¢

@Q

sin(a + 1)

1
_ _T* * % L
2~7:m(21 29) asing

(a? - ad).
Na skaleres dette selviplgelig med F (2] — z;) og det endelige uttrykket for
energien er

(3.5.5)

£, ) (7 sin v + \/m> (arccos?(7 cos ) — arccos? )
b ’Y

B 2 tan 1 <vsin@/}+\/1 —2cos? 1) —+/1 —72) arccos(’ycosw).

Figur 3.4 viser konturene for £ i ¢, y—planet med verdier for £ opp mot 0.6
for store v og sma 1. Igjen ser det ut til at £ ikke oppnar en maksverdi i det
apne omradet {y < 1,79 > 0}, sa det er naturlig, ogsa her, a la lgsningen av
arg max £ parametriseres av L.

Figuren antyder at punktet (0,1) kunne ha veert et maksimum for £, men
selv.om 7 = 1 er en fysisk mulig strenglengde vil v = 0 tilsvare uendelig
buelengde. Na er

1 9
lim li = lim —

1
27
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v

1.00
%60

0.95 0.58

0.90 7

Figur 3.4

men dersom vi gér til grensen langs kurven % = 1 — tan?1), viser en maple-
beregning at

1
9 —

»

VE) = V)
~ 0.6036

lim & <arccos
(3.5.7) s—1

hvilket antyder at grensen limy ,y—(0,1) & ikke eksisterer.

Y &
1.00 0.60
0.55
0.95 0.50
: ; 0.45
0.90 \ ¥
0 /8 T4 0 25 5 75 1or
(a) Lgsningskurve (b) Skalert energi
Figur 3.5

Figur 3.5a viser lgsningskurven L — (1),7) som er funnet vha matlabko-
den fminsearch brukt pa objektivfunksjonen

—&(,y) hvis L(1),7) < Liax 0g 7 < 1,
Inf ellers.

(858)  obj(th7) = {
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Koden kjgres 300 ganger med L.y stigende uniformt pa intervallet [0.8, 8].
Kurven har retning fra hgyre mot venstre og de marke- og lysegra linjene
viser henholdsvis konturene for £ og L som krysser lgsningskurven for hver
femtiende node.

Under arbeidet med numerikken ble det klart at lgsningskurven var lite
glatt i enkelte omrader. Dette fenomenet bedret seg nar toleransen pa fminsearch
ble justert fra standard 1073 ned til 1078, men som vi ser, har kurven fremde-
les noe stgy.

Videre viser figur 3.5b den maksimale energien, en bue av denne mod-
ellen kan ha, som funksjon av den skalerte buelengden (dvs. forholdet mellom
buelengden og den effektive trekklengden). Den stiplette linjen er tilsvarende
energigraf av en bue med konstant stivhet fra kapitel 2. Vi ser at selv om
grafene er oppsiktsvekkende like, har buetypen som er modellert i dette avs-
nittet stgrre eneergkooeffisient for alle L.

Tilslutt vil vi nd sammenligne denne buetypen med de glatte buene
med glatte stivhetsfordelinger. Intuitivt burde formen av denne knekkte en-
leddede buen kunne tilnsermes som lgsningen av (3.2.2) der x er veldig liten
rundt s = 0 og veldig stor for resten av intervallet. Altsa at den stive buen er
en slags svak lgsning av (3.2.2) med & gitt som en distribusjon med co i s =0
og null pa resten av intervallet. Energien i den knekkte en-leddede buen ble
kalkulert direkte vha. den enkle geometrien til buens stive og rette lemmer
og som vi skal se, vil utrykket som beregner energien i glatte buer med glat-
te stivhetsfordelinger gi samme resultat, hvilket er noksa bemerkelsesverdig
og antyder at funksjonalen [ har stor generalitet og at den en-leddede buen
faktisk er en energibevarende svak lgsning.

P& samme mate som det ble utledet at strengkraften i uttrekkt posisjon
var
B K a
~ Lrsin(a + 1)’
finner vi at strengkraften i spennt posisjon er

T — ﬂ.
L* sin oy

T

Ettersom T} og T™ skaleres likt, sa vil

T T  apsin(a+1)
Ty N T; N o sin ag

Formen av den en-leddede buen beskrives, i henholdsvis spennt og uttrekkt
posisjon, beskrives som

(3.5.9) 0o(s) = ao, 0(s) = «
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og energien, kalkulert med funksjonalen I, blir da

1 1
106) = LT¢/O Osin(6 + ) ds — LT/0 B sin 6 ds

ap sin(a + )
asin oy

(3.5.10) = LTy <a sin(a +¥) — a sin on>

sin(fa+v) 1 5 5

S P Sl VAN V-
2asin v (a %>

hvilket er akkurat det samme uttrykket som i (3.5.4).

3.5.2 n—leddet bue

Vi skal i dette avsnittet vise hvordan formen til en trukket bue med varierende
stivhet kan tilnezermes av n—leddede buer ved passende valg av bgyemotstander,
Ki~

En n—leddet bue er to symmetriske halvdeler, hver bestaende av n rigide
stenger av skalért lengde As = 1/n. Stengene er forbundet med hverandre
i ledd, der hvert ledd yter en lineszer motstand mot & bgyes. Dvs. dersom
ledd nummer i, talt fra midten og ut, utsettes for et bgyemoment M, sa vil
vinkelen, Af;, mellom stang i — 1 og i veere gitt ved

De to endene av buen er forbundet med en streng av lengde 2v < 2 og er
trukket slik at strengen danner en vinkel ¢ med linjen mellom endene pa
buen. Figur 3.6 skisserer situasjonen for n = 3.

\
T

(0 ~—

Abs
dy do dy
Aby
As

ﬂ2 Ael

Figur 3.6: Hgyre halvdel av en 3-leddet bue.

Na, ved & anta at systemet er i likevekt, vil balansering av momenter
kreve at
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der T er strengkraften og d; er avstanden fra ledd nummer ¢ til strengen.
Som vi skal se, kan hver d; uttrykkes ved {A6;}, s dersom {K;} er gitt, er
(3.5.12) et ligningssett av n ligninger med n + 1 ukjente. En siste ligning vil
relatere v, 1 og {A6;}, hvilket, i prinsippet, er nok til & bestemme den siste
ukjente, T'.

Vi gnsker na a finne ut hvordan man skal velge {K;} slik at lgsningen av
(3.5.12) tilnaermer en bue gitt av grenseverdiproblemet

k(s)0(s) = T/S1 sin(6 + ¢) ds,
(3.5.13) 0(0) =0,

1
/ cosf ds = vy cos .
0

La oss fgrst undersgke bgyemotstandene for underfglgen gitt av
(3.5.14) n=3-2"  m=0,12,...

Definer K", A07" og d;" som henholdsvis bgyemotstanden, vinkelen og avs-
tanden til strengen i leddet ved punktet

1—1

51 i~ DAs, = ——
(3.5.15) (1 —1)As o

Na tilsvarer en gkning av m med én, dobbelt sa mange ledd der hvert nye
ledd er plassert mellom to eksisterende. Punktet (i — 1)As,, vil veere det
samme som punktet 2(: — 1)As,, 1, noe som sees klart fra

20—1) i—1
3.2mtl — 3.om

(3.5.16) 2(i — 1) ASpys = = (i — 1)Asp.

Vi gnsker, nar m — oo, at bueformen beskrevet av (3.5.12), konvergerer.
Dvs. mer presist, at krumningen (forandring av buens vinkel mot horisonta-
laksen per buelengde), og avstanden til strengen, i hvert punkt konvergerer.
Altsa at

dm — ! og
AGm AGET

3.5.17 3
( ) As, — As, nar

m

m—oo, Vi=12...,3-2".
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Ved multiplisering av (3.5.12) med As,,, gir en omarangering at

As
K"As,, = Td"=—=2
0 28 N
3.5.18 it DSt
( ) — Tdy* NG
- K;?+1A5m+1
eller
(3.5.19) Kot — oK™

som viser at bgyemotstanden i hvert ledd ma ga som O(n) for & oppna
konvergens. Na, ved a droppe underfglgen, gir det derfor mening , for alle n,
a definere bgyestivheter

(3.5.20) ki = K;As, i=1,....n

der multiplikasjonen med As opphever avhengigheten av n og verdiene x;
kan dermed velges uavhengig av antall ledd buen bestar av.

La na 6; := ;‘:1 Af; betegne vinkelen til stang nummer ¢ mot horison-
talaksen. En liten trigonometrisk gvelse overbeviser oss om at lengden fra
leddene til strengen er

(3.5.21) d; =) sin(0; + ¢)As
j=i
og at den (n + 1)’te ligningen som forbinder ~, ¥ og {A#f;} er
(3.5.22) veos =Y cosh;As.
i=1

De fire fglgene A6;, 0;, k; og d; trenger na a transformeres til funksjoner
pa intervallet [0, 1]. Dette kan gjores ved & innfgre en indeksfunksjon

i:10,1] —{1,2,...,n}
(3.5.23) i(s)
1(0)

der takfunksjonen [-] gir det minste heltallet stgrre eller lik argumentet, og
deretter definere trappefunksjonene 62, Af>%, k2% og d*°, med parame-
ter As, som 02%(s) 1= Oisy osv. Dersom vi na lar As ga mot null, er det

:(éw, for 0 <s <1,
=1,
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: ° AGAs ] As
neerliggende & benevne grensen av =x— med 6 og grensen av 6°° med 6 og

dette rettferdiggjgres ved & innse at

f(s) = lim 6°%(s)

As—0
el

= lim Z AD;

As—0

(3.5.24) rm .
_ ‘ Jas
= lim Z As As

As—0

:/9ds

Vi oppsummerer dette avsnittet i en proposisjon.

Proposisjon 1. Gitt As = 1/n, v, 9 ogk : [0,1] = (0,00) og der {Ab;,...,A0,,T}
er lgsningen av ligningssettet

K; A0, :TZsin(Qj—l—w)As, i=1,....n
(3.5.25) S
v CcosY = ZCOS 0;As,

Jj=1

der K; = S=D2s) UAS) 09 0; = Y5 Ab;, sd vil 02°(s) = 012 tilnerme losningen
av (3.5.13) i betydmngen {lima, 0025, T} er en losning av (3.5.13).

Bevis. Merk at 2% = Ki(s)As faktisk konvergerer til x fordi, ved & skrive
[Z]=2+dforende0,1),sder
KiyAs = & (([51 _ 1)As)
(3.5.26) _ ( 51 A)
(ot )As

— K(s).

Da gjennstar det bare a samle tradene og observere at

(3.5.27)
AQAS n
Kz‘(s)ASA(S) =T Z sin {HAs(jAs) + 1/1} As Vs e [0,1].
s

i=l251
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La As — 0 pa begge sider, og vi har

, 1
(3.5.28) k=T / sin(6 + ) ds

ved & gjennkjenne det siste leddet i (3.5.27) som en Riemannsum. Av samme
grunn er integralbegrensningen oppfyllt fordi

vy cosy = Z cos 0;As
(3.5.29) =1

1
— / cos 6 ds.
0

]

At lgsningen av (3.5.25) tilnsermer lgsningen av (3.5.13) er ingen overaskelse,
da (3.5.25) essensielt er et differanseskjema som kan utledes direkte fra
(3.5.13). Det som ér overaskende er heller det faktum at en diskretisering
av (3.5.13) har en fysisk manifestasjon i n—leddede buer og at denne diskre-
tiseringen modellerer disse buene eksakt.

3.6 Optimering via n—leddet bue

I forrige avsnitt sa vi at vi kunne finne formen, {6;}, og strengkraften, T, av
en bue med varierende stivhet, k, strenglengde v og trekkparameter ¢ med
vilkarlig stor ngyaktighet, ved a lgse ligningssettet

I —1)A "
K((ZA)S)AQZ« :Tszin(Qj—l—z/))As, i=1,....n
S —
(3.6.1) o .
vy cosy = Zcos 0;As, 0, = ZAé’j
i=1 j=1
for tilstrekkelig stor n = i. Det er derfor naturlig a forsgke a optimere buer

med varierende stivhet med samme metode.

Forst ma vi bekrefte at enegien i den n—leddede buen faktisk er gitt ved
funksjonalen I. Vi reskalerer i henholt til (3.4.1) slik at systemet blir tilpasset
energiberegning, og finner at {A#;} ma tilfredsstille

(3.6.2) K;AG; = TyL> sin(f; + ¢)As, i=1,...,n

j=i
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og at den skalerte energien i begge buehalvdelene er

n A6;
U({A6,)) = 22/ K06
1 J0
(3.6.3) =
=1

Merk at vi fra (3.6.2) kan skrive

KiAO; — Ki 1 A0

Sin(@i + w)AS = TwL ) =1
(3.6.4) K Ag
sin(f,, + ¥)As = YELH
og vi kan da bekrefte at
1
I{A6)] = LT, /O Oi(s) sin(Bi(s) + 1) ds
= LTy 6;sin(0; + ¢)As
i=1
n—1

=1

= 01K A0y + (02 — 01) Ko A0y + -+ - + (6, —

— Y KA = U({AG,)).

i=1

0,_1) K, A,

Energien i en spennt n—leddet bue kan utledes pa tilsvarende mate og ved
a diskretisere begrensningene i (3.4.10) kan variasjonsproblemet (3.4.9) re-

duseres til et optimeringsproblem pa et domene € C R+

Finn ({A6;}, {A6)}, L, Ty, T, 1) € Q C R*™ som maksimérer objektiv-
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funksjonen

E=LTy)Y 0;sin(6; +¢)As — LT > 6! sin ) As
i=1 i=1
under de n + 3 begrensningene

0=G; :T¢A9?Zsin(9j + ) —TAOiZsinég, 1=1,....n

i=i j=i
(3.6.6) 1
0=Gh1 =Ty —
i v sin )
0==Gpia= COSQ/JZCOSQ? - Zcos@i
i=1 i=1
" cos

0==GCGriz =) (sin(@i + 1) — cos ¢ sin 9?) As — 7
i=1

Dette er et veldefinert standard optimeringsproblem og bgr kunne lgses vha.
veletablerte numeriske skjemaer. Merk at for n = 1 sa er systemet (3.6.6)
ekvivalent med optimeringsproblemet diskutert i avsnitt 3.5.1 Domenet €2
beskrives av ulikheter som bla. krever at alle de 2n + 4 variablene ma veere
ikke-negative i tillegg til fornuftige gvre skranker for L og 1. Nar en lgsning
er funnet, kan K;’ene beregnes f.eks. ved

og en kontinuerlig og ferdig dimensjonert «*(s*), klar for anvendelse innen
bueproduksjon, kan finnes ved & interpolere

2 K
.

, — 1
K* (2 L*) = Fn (21 —25)

n
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Kapittel 4

Dynamikk: den elastiske pendel

4.1 Innledning

Frem til na har vi bare utforsket statiske egenskaper til forskjellige buer. Selv
om buestrengens akselerasjon av en pil i hgyeste grad er en dynamisk prosess,
vil antagelsen om bevaring av energi gi en meget enkel formel for pilens ut-
gangshastighet og dermed gjore et kapittel som bare omhandler dette temaet
veldig kort. Na er i praksis overfgrselen fra buens elastiske potensielle energi
til pilens kinetiske energi ikke 100%, da noe av problemet er at pilen kan
forlate strengen for buen har slatt helt ut. Buestrengens lille, men ungaelige,
forlengning under akselerasjonen av pilen kan ogsa ha betydning for en bues
overfgringseffektivitet. Vi skal ikke utforske dette nsermere, men heller illus-
trere noen dynamiske egenskaper ved & introdusere den elastiske pendel.

4.2 Oppsett og antagelser.

Plassér en masselgs elastisk stang av lengde 1 i zy—planet slik at venstre
ende er forankret horisontalt i origo. Stangen har konstant skalért bgyestivhet
k = 1 og vil i ustresset tilstand veaere rett og dermed ligge pa linjen mellom
(0,0) og (1,0). I den frie enden sitter en punktmasse med masse m. Ta tak i
denne massen og dra den fra (1,0) til et punkt x := (z,y)7 i planet. Stangen
vil da beskrive en kurve fra origo til x som tilfredsstiller grenseverdiproblemet

k0" = —w?sin(f + ), 6(0)=0, #(1)=0
1
= 0d
(421) T /0 COSs S
1
Yy = / sin f ds,
0

95



56 KAPITTEL 4. DYNAMIKK: DEN ELASTISKE PENDEL

der 0, som maler vinkelen mellom tangenten av stangen og horisontalaksen, er
buelengdeparametrisert av s € [0, 1]. Parametrene w? og v, som er konstante
mhp s, representerer henholdsvis styrken pa kraften man holder massen i ro
med og retningen av kraften malt i positiv klokkeretning med ¢ = 0 nar
retningen er mot venstre (se figur 4.1). w? og ¢ er ukjente, men man kan
tenke seg at begrensningene gitt av x og y opphever disse to frihetsgradene.
Vi kan likevel ikke anta at dette systemet definerer en unik 6 for hver x, men
at 6 ogsa avhenger av hvilken vei man drar massen fra (1,0) til x.

En antagelse om at stangen ikke er tgyelig i lengderetningen vil, i tillegg
til glattheten av 6, apenbart matte begrense x til omradet

(4.2.2) B:={xcR?: |x|| <1}u{(1,0)}.

Nar vi na slipper massen fra punktet x € B, eller kanskje gir den et dytt
i tillegg, sa er det naturlige spersmalet: hva blir den fremtidige banen til
massen? Av Newtons tredje lov, og ettersom selve stangen er masselgs, er det
naturlig & anta, ved hvert tidspunkt, at stangens form er beskrevet av (4.2.1)
der (x,y) er massens posisjon i dette tidspunktet, og at denne formen kan
bestemmes unikt ut ifra hvilken vei massen kommer fra.

Figur 4.1: Omradet B og den elastiske stangen. Pilen er kraftvektoren som
trengs for & holde massen m i ro i punktet x. Av grafiske hensyn er pilen
forkortet med en faktor fire.
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4.3 Modellering av den elastiske pendel.

Vi er altsa ute etter & finne kurven [0,00) 3 ¢ — x(t) € B nar utgangspunktet
er x(0) = x¢ og utgangshatigheten er v(0) = v, der v(t) := %(¢). Den
potensielle energien i stangen kan beskrives som

_1 1/2
(4.3.1) 17_§KA<e)d&

men ettersom 6 ikke er entydig bestemt av x(¢) kan man bare forvente at det
finnes en implisitt sammenheng mellom U og x, altsa en funksjon f slik at

(4.3.2) FUX) =0

og at flaten beskrevet av f over B kan folde over seg selv. Disse kurvene i B,
der flaten folder seg, kjennetegnes ved % = 0 og er bifurkasjonspunkter i den
forstand at dersom banen til massen krysser disse linjene, s vil stangen gjore
et diskontinuerlig hopp fra en form til en annen. Den nye stangformen vil ha
lavere potensiell energi og det dynamiske systemet er derfor ikke generelt
konservativt.

Baner som ikke krysser bifurkasjonslinjene vil derimot kunne beskrives
av det konservative firedimensjonale fgrsteordens dynamiske systemet

X=V
1
(4.3.3) v=——V,U"x)

x(0) = xp, v(0) = vy,

der U bestemmes fra (4.3.2) slik at U(x(t)) er kontinuerlig mhp. ¢.
Som fgr, kan differensialligningen i (4.2.1) skrives pa den ekvivalente for-
men

(4.3.4) ;92 = a: {cos(f + 1) — cos(a + )}

der a = 0(1) er vinkelen mot horisontalaksen av den frie enden. Merk at det
a priori gir mening a la a ta verdier pa hele R slik at antall hele multipler av
27 i a dermed betegner antallet av stangens looper. Derimot representerer v
bare retningen pa kraften og har ingen mening utover sin verdi modulo 27.
Vi kan derfor velge a begrense 1 til a ligge i intervallet (—m, 7).

Ligning (4.3.4) er apenbart en ikke-negativ stgrrelse og vi undersgker
hvilke begrensninger dette setter pa # og pa forholdet mellom v og «:

0 < cos(0 + 1) — cos(a + ¥)

-0 0
— 2gin & sin <a—2|— + w> , V0 € [Omin, Omax)-

2
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<~
dn,m € Z slik at

) 0
(1) : 2nm < aT <(2n+ )7 og (i1): 2mw < 04—21— +1¢ < (2m+ 1)m
eller

) 0
(i) - (2n—1)7r§aT§2n7r og (i) (2m—1)7r§0‘;+w§2m7r,

v 6 € [emin7 emax]-
Pastand (i) er ekvivalent med fplgende: 3 n € Z slik at

emax_agoga_gmin

2nm < —
2

<(2n+ )7

som holder hvis, og bare hvis n = 0 og
OS _(gmax_a) SOga—emiHSQﬂ-a

dvs.
o = emax og Qmax - emin S 2m.

Ved a bruke dette resultatet i (i7), ser vi at ¢» modulo 27 ma tilfredsstille

emin
_;agwgﬂ_a.

P& samme mate er (iii) ekvivalent med
a = emin 0og emax - emin < 271',

og sammen med (iv) gir dette

Omax +

e _ g <ah < —
T—a <Y< 5

Dermed vil « alltid veere en ekstremalverdi for 6 og siden 0,;, < 0 < Ok,
er |a| < 27, noe som betyr at stangen ikke kan ha spiraler.

Vi vil na fgrst forsgke a finne en potensialfunksjon nar stangen er uten
vendepunkter. Dvs. nar 0 er strengt monoton, eller sagt pa en annen maéte,
¢ # 0 for s € (0,1). Vi trenger bare & underspke tilfellet 8" > 0 ettersom
(4.2.1) har en symmetri om x—aksen i den forstand at dersom {6, w, v} er
en lgsning av (4.2.1) med input (z,y), sa er det lett a sjekke at {—0,w, —1}
er en lgsning med input (x, —y).
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Ettersom €' er positiv ma ngdvendigvis 0,,;, = 0 < o = Oax, 0g mengden
i planet som (¢, @) kan, og méa, veere et element i, er

(4.3.5) w;:{(w,a)eR2:0<a<2w, —;‘<¢<w—a}.
Ved, som vanlig, a skrive

p = sin —,

O o

_'_
k = si
sin 5

med de veldefinerte inverse ¢ = 2arcsinp og o = 2arcsink — 2arcsin p,
danner dette en bijeksjon

(4.3.6) p = (Z) LT P
der
P:={(pk) €R?: 0<k<1, |p| <k}
Hvis vi lar
t.= lsin6+w
Tk 2

sa vet vi at lgsningen av

0= ﬁw\/cos(ﬁ + 1) —cos(a+1v), 6(0)=0, 0(1)=a

er implisitt gitt ved
ws = F(tv k) o F<p/k7 k)?

som igjen er inverterbar for s € [0, 1] til
t =sn(ws + F(p/k,k)).
Dermed er funksjonen # unikt bestemt av p € P som
(4.3.7) 0(s;p) = 2arcsin {ksn(ws + F)} — 2arcsinp

der
F=F(p)=F(p/k,k) og w=uw(p)=K(k)—F(p/kk).
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Potensialet U kan na beregnes vha. forskjellige egenskaper ved de elliptiske
funksjoner og -integraler:

U= ;/1(9’) ds

2
/ k:wcnudnu ds, w=uws+ F
"2 1—]{328112

= 2w2/ k2 en®uds
0
1
= 2w2/ {dnzu —(1- kg)} ds
0
K (k)
:2w/ dn?u — (1 — k5! du
F(P/kyk){ ( )}

= 2w {E(k) — E(p/k, k) — (1 — *)(K (k) — F(p/k, k))}

Land @ = @(p) := E(k) — E(p/k, k), og det er dermed etablert et potensial
som funksjon av p

(4.3.8) U(p) = 2w(p) {(@(p) — (1 — K)w(p)}.

Vi trenger na & finne relasjonen mellom x og p. Ved & definere

T= /1 cos(f + ) ds
01
y:= /0 sin(f + ¢) ds

vet vi fra tidligere at & = 2% —logaty= %\/k:? — p?. Dermed, hvis vi lar
() veere rotasjonsmatrisen

[ cosy  siney) 1—2p? 2pv/1 —p?
(4.3.9) Qp) = (— sinvy cos w> a <—2p\/1—7p2 1 —2p? ) '

er det lett & se at funksjonen P — B, p — x(p) er gitt ved

€1
(4.3.10) x(p) = @<p>(3 W)
Vi forsgker na & bestemme mengden x(P) C B. Forst finner vi bildet av
sidene i trekanten P under x, og deretter, hvis x er 1-1, kan man ved et
kontinuitetsargument hevde at x(IP) ma ligge pa, og fylle, innsiden av bildet
av randen til P.
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Palinjen ; ={k=1,-1<p<1}erz=—1ogy =0 fordi w(p,1) = 00
og w(p,1) =1—p, s&

x(ly) = {<_Slcr?jbw> e < < 7T}

dvs. enhetssirkelen minus punktet (1,0).
Pa linjen [ = {0 < p =k < 1} er bade ¥ og ¢ %—uttrykk, men ved 4
sette a = p/k og bruk av I'Hopital finner vi at

o (ak,k)
z(k, k) clulg%zw(ak;, B 1
. _E(k)— FE(a,k)
— lim 2 —1
a1 K (k) — F(a, k)
_.2.2\1/2 2\-1/2
—lim2(1 k*a*)'*(1 — a*) _q

= lim 2(1 — k%a*) — 1
a—1
=1—-2k*=1—2p* =cos,

v1—a?
ik, k) = lim 2k
gk, k) = T 2k e k)

(1 = 2T — k22
m( VI—aV1-ka)
=2kV1 — k% =2py/1 — p? =sin

= lim 2k
a—1

og dermed er
xt) = (@x(t) - 0 <p <1y ={(5)}

og vi ser at hele linjen Iy kollapser til punktet (1,0).
P& grunn av at funksjonene F'(a, k) og E(a, k) er odde mhp variabelen a,
vil vi pa den siste linjen, I3 = {—1 < p=—k < 0}, fa
E(k) — E(—1,k) E(k)

P(—k, k) = 2K<k> L 1= 2m — 1 =: (k).

Og siden g(—k, k) = 0, gir dette

) = {00} - r<v<ob= b () s 0<v<af.

Vi vet fra tiligere analyser at « er monoton med ~(0) = 1, v/(0) = 0 og
v(1) = =1, /(1) = —oo. Dette forteller oss at kurven x(l3) starter oppover
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(a) P i p—planet (b) x(P) i x—planet

Figur 4.2: En visualisering av x : P — BY.

fra (1,0) initsielt tangent med enhetssirkelen, bgyer av og passerer origo nar
~ er null, for deretter & returnere til (1,0) terminalt parallelt med x—aksen.

Dette omradet i B innenfor x(l1) og utenfor x(I3) dgper vi B}. 0 stér for
antallet av stangens vendepunkter og + betegner fortegnet til a. Figur 4.2
indikerer at x(P) = BY hviket ma veere tilfellet hvis P — BY, er en bijeksjon.

Jacobimatrisen til x benevnes som

dx = 7 T
Yp Yk ’

og spgrsmalet er om denne er singuleer pa P. Ved produktregelen skriver vi,
i mangel av annen notasjon,

dx = d(Q%) = (dQ)x + Q dx

der d@ er den tre-dimensjonale strukturen (83;") og kan skrives som to

sammensatte matriser som
. 0Qi; | 0Qi; . 0 0
dQ_l@p’@k’ =& o o)

Qp = prw = wp <_Sin¢ COSQ’D > = pr (_01 é) ,

Na er

—cosY —siny
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og dermed kan vi skrive

med determinant

dx| =1 {(¥p7 + Zp)Tr — (Up — VpT)Tr}

= |dx| + ¥, %" %),

der ¢, = = . Vi ma na beregne de fire partiellderiverte av Z og ¥, og
—p?

resultatet er som fglger:

sy 0wl —p)

Xr, =

VR = VT -
2

Ty = E {@kw — d)wk}

_JFF —up TP
NNy
kw wi(k? — p?)

yk‘_ \/k’zi

der

Wi

(1w AP
M e
D +p”1_
k Vk? —
A avgjore analytisk om |dx| er null pa P synes uoverkommelig arbeids-

somt, sa vi setter lit til figur 4.3 som viser fem konturer til |dx| ved verdier,
henholdsvis fra hgyre mot venstre, 1074, ..., 10%. Da x(I,) er et enkelt punkt,
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0.5}

0

Figur 4.3: Konturer av |dx| pa P.

viser figuren, som forventet, at |dx| gar mot null pa randen p = k, og et-
tersom alle punkter neer [y blir sendt til den veldig smale korridoren mellom
x(l3) og x(ly) rett over (1,0), er det naturlig at |dx/[, i absoluttverdi, er veldig
liten. Likevel synes |dx| & veere positiv der, og siden alle partiellderiverte av
w, @, T,y og 1 er kontinuerlige pa P, stoler vi pa figuren og godtar at dx er
kontinuerlig og inverterbar pa P.

Dermed eksisterer en funksjon p : BY — P og potensialet U kan defineres
som en funksjon pd BY ved & skrive

U(x) == U(p(x)).

Ettersom vi ikke har noen eksplisitt formel for p(x), vil vi trekke det dy-
namiske systemet

(4.3.11) %(t) = —;VXUT(x(t))

tilbake til P. Dvs. finne kurven ¢t — p(t) € P slik at x(t) = x(p(¢)) til-
fredsstiller (4.3.11). Na er
— [Pz Dy
dp = (k: ky>

inversen til dx og dermed er
(4.3.12) ViU =V,Udp = VU dx™ .

Vi finner ogsa at
x = dxp

og
. d . d . .
X=4 (dxp) = " (dx) p + dxp
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der & (dx) er 2 x 2—matrisen

i Tp Tk _ xppp—l—xpk{%: xpkp—l—askkk'
dt Yp Yk yppp + ypk:k ypkp + ykkk

p"H,
H,

— pT . —. pTH
Hy

der H, og H, benevner Hessmatrisene til henholdsvis z = z(p,k) og y =
y(p, k). Altsa er
% =dxp +p' Hp

og ved & bruke (4.3.11) og (4.3.12) kan dermed p uttrykkes som en funksjon
av p og p som

p=dx' (x—p Hp)
(4.3.13) =dx! (—; (VpU dX‘l)T - pTHp)
_ _;L (ax"dx) " VU — dx'pTHp

der
U (P2 +1-2k%)w—d
VUl = (gg> =2 V-1
Ok WEW — Wy
4.4 Numerisk lgsning nar stangen er uten vendepunk-
ter.

Vi gnsker altsa a lgse det fire-dimensjonale fgrsteordens autonome initsial-
problemet

P=q
(4.4.1) g = —dx! (;devaT + qTHq>
p(0) =po, q(0)=qo
pa
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Forst av alt: En tidsskaléring ¢ — /mt viser at en lgsning av (4.4.1) er es-
sensielt uavhengig av massen og vi kan dermed velge m slik at tidsintervallet
for en numerisk lgsning er av orden 1. Systemet implementeres i matlab og
blir forsgkt lgst med forskjellige ode-lgsere. Bortsett fra H har vi analytiske
uttrykk for alle funksjoner pa hgyre side av (4.4.1), og selv om det er mulig,
vil en analytisk H kreve beregninger av tilsammen 12 forskjellige andreor-
dens partiellderiverte av Z, ¢, w og w samt transformasjoner fra H; og Hy til
H, og H,. Vi vil ikke g& denne veien og tyr derfor til numeriske beregninger
av H. Ved & legge et n x m—grid over rektangelet [—1,1] x [0,1] D P kan
en fgrsteordens tilnseerming av f.eks. x,, og z,; finnes vha. matlabfunksjonen
gradient som
[ X,p, Xp| = gradient(X,,p, k)

der p og k er nodevektorer av lengde henholdsvis n og m og X, er m X
n—matrisen analytisk beregnet for hvert nodepar der p* < k%. N& er X, og
X,k selv m x n—matriser sa for verdier av (p, k) mellom nodene gis f.eks. z,,

p
ved lineaer interpolasjon som ved

Tpp = interp2(P7 K? prvpa k)

der P og K er m x n—matrisene hvor hver rad i P er p og hvor hver kollonne
i Kerk.

Som vi ser fra figurene 4.2 og 4.3, er det mye action ved [; hvor |dx| — oo.
Nodene bgr ligge tett neer £ = 1 hvis man skal ha hap om gode tilnserminger
av H og vi bruker derfor en bijeksjon pa (0,1) som transformerer opprinnelig
uniformt fordelte noder, %, til noder hvis inbyrdes avstand gir mot null nér
k gar mot 1. Funksjonen f gitt ved

f(k) = sin 7T2k

tilfredsstiller disse kravene, men under eksperementering med ode45 viser
det seg at dette ikke er nok. Vi prgver derfor med funksjonen f o f og vi ser
at lgsningen oppferer seg mye bedre neer k = 1.

Figurene i 4.4 viser flaten z = U plottet henholdsvis mot p og x med
30 noder i p—retning og 40 noder i k—retning. Vi ser, som forventet, at
U = 0 bade ved linjen Iy og ved det korresponderende punktet (1,0) € ]B%?r.
Hgyden pa disse figurene er omlag 38, men den siste noderekken med k£ =1
er selvsagt ikke plottet fordi U(p,1) = oco. Figurene gir et inntrykk av hvor
utrolig raskt U vokser nar k gar mot 1, seerlig med tanke pa at vi har brukt
transformasjonen f o f som er ekstremt flat neer 1 da = (f o f)(1) = 0 for
n=1723.
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X

NN
AN

(a) U plottet mot p (b) U plottet mot x

Figur 4.4: Potensialet for en stang uten vendepunkter

Formen av flaten i figur 4.4b er sammenlignbar med en spiralformet
vannsklie i et badeland og vi kan forvente at en lgsningskurve x(p(t)) av
(4.4.1) vil fglge en bane lik den en badegjest vil ha ned denne sklien: Kanskje
vil banen ligge stabilt litt opp i ytterveggen slik at doseringen kompanserer
akkurat for sentrifugalkraften, eller kanskje vil banen ossilere mellom inner-
og ytterveggen hele veien ned. Hvis ossilasjonen er kraftig nok, er det kan-
skje en mulighet for at badegjesten faktisk faller utenfor innerveggen og inn
i, det ennd uutforskede, BL eller BL. Ytterveggen er derimot trygg da den er
uendelig hgy.

Et viktig avvik fra analogien mellom vannsklien og flaten z = U(x) er at
sistnevnte blir uendelig smal og har uendelig krumning i z—retning nar flaten
nermer seg (1,0). Dette forhindrer oss, antagelig, i a lgse systemet (4.4.1)
numerisk, i dets naveerende form, globalt pa ¢t € [0, 00) med x alternerende i
]B%g og BY.

Nér vi na kjgrer en implementasjon av (4.4.1) med en av matlabs ode-
lgsere for ¢ € [0,T7], vil et plot av systemets totale energi mot ¢ gi en god
indikasjon pa om lgsningen er valid. Hvis (p(¢),q(t)) er en numersik lgsning,
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sa er energien til massepunktet

B(t) = sm X" (1%(1) + U(p(1)

_ ;qu(t) dx"dxq(t) + U(p(t),  dx=dx(p(t)).

og forventes a veere konstant. At E er konstant, garanterer selviglgelig ikke
at lgsningen er korrekt, men dersom E ikke er konstant, er vi sikre pa at
Igsningen er gal.

k
T e
N s 2 ~ —
AN . . / . ~ _ - \\‘,
N / ~
0.5 TN N
N v 1 ey
N\ / P > -
N\ o/ _ - T~
0 p - - : M
=1 —0.5 0 0.5 1704 i R
(a) Lgsningskurven p(t) € P (b) Kinetisk og potensiell energi og
deres sum
Y
0.80
0.28

0.30 0.95

(¢) Lgsningskurven x(p(t)) € BY. og fem uniformt fordelte konturer av U

Figur 4.5: ode45-lgsning pa ¢t € [0, 2.35] med initsialbetingelser [py qo] =
[0, 0.79, 0, 0].

Ettersom (4.4.1) er autonomt og da spesielt H er uavhegig av ¢, trenger
matrisene X,,, Xpi, Xpk, Yop, Ypr 08 Yii bare & beregnes én gang. Og ettersom
syntaksen til matlabs gradient er slik at matrisene beregnes i par, far vi ogsa
beregnet Xy, og Yj,. Dette er like greit fordi litt eksperementering viser at
energien holder seg konstant lengre dersom vi bruker gjennomsnittet av X,
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0 p - -
=1 —-0.5 0 0.5 1 00 1 17 T t
(a) Lgsningskurven p(t) € P (b) Kinetisk og potensiell energi og
deres sum
)
0.71
0.33
\

0.55 0.93

(c) Losningskurven x(p(t)) € B} og fem uniformt fordelte konturer av U

Figur 4.6: ode23s-lgsning pa t € [0, 2.1] med initsialbetingelser [py qo] =
[~0.2, 0.5, 0, 0].

og X, som tilneerming til den blandaderiverte til z- og likeledes for y- enn
om vi bare velger en av dem.

Figurene 4.5 og 4.6 viser lgsninger som er representanter for de to scenar-
iene beskrevet ovenfor. Vi har beregnet H vha. et 300 x 400—grid der k er
fordelt etter f o f i begge lgsningene, mens p er uniformt fordelt i den forste
Igsningen og fordelt under transformasjonen sin %” i den andre lgsningen.
Den fgrste lgsningen er beregnet med ode45 pa 51 jevnt fordelte tidspunkter
mellom ¢ = 0 og t = 2.35 der hver femte tidsnode er indikert med et punkt.
Selv om disse punktene synes a ligge uregelmessig langs lgsningskurven i PP,
indikerer de transformerte punktene i figur 4.5c, som forventet, en jevn ak-
selerasjon nar lgsningen gar mot (1,0). Figur 4.5b viser utviklingen av den
kinetiske og potensielle energien og vi ser at deres sum holder seg konstant i
store deler av tidsintervallet. Det plutselige fallet i hastigheten mot slutten,
ma tolkes som et sammenbrudd av lgsningen.
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Den andre lgsningen er beregnet pa 101 jevnt fordelte tidspunkter mellom
t =0 ogt=2.10 der hver femte tidsnode er indikert med et punkt. Vi fant
at ode23s, som er beregnet pa stive problemer, bevarte energien bedre enn
oded5. Likevel ser vi en signifikant forandring i energien etter ca. t = 1.47
og vi kan ikke stole pa lgsningen etter dette. Sirkelen pa lgsningskurvene i
4.6a og 4.6¢c markerer dette tidspunktet. I motsetning til den fgrste lgsningen
der badegjesten holder en jevn og fin kurve, ser vi her effekten av a komme
skeivt ut; a starte turen fra oppe i veggen pa innsiden av sklien gjgr at han
initsielt far en retning mer pa tvers, heller enn pa langs, av sklien. Dermed
havner han opp i ytterveggen og prosessen gjentar seg. Det er denne effekten
som gjgr det vanskelig & beregne lgsninger for initsialbetingelser som tilsvarer
Xq i tredje eller fjerde kvadrant; massepunktet vil, fra slike startbetingelser,
etterhvert treffe ytterveggen sa hardt at k blir sa naerme 1 at lgsningen bryter
sammen. [ figur 4.6¢ treffer massen ytterveggen forste gang ved t = 0.672 med
k = 0.9922 og andre gang ved t = 1.617 med k = 0.99992 som apenbart er
for hgyt for dette skjemaet & handtere.

4.5 Elastisk stang med vendepunkter

Det er nd naturlig & finne mengden BL C B. Dvs. alle x € B slik at det
eksisterer en stang med ett vendepunkt og der enden har vinkel o > 0 og
ligger ved x. Vi sgker derfor en lgsning av (4.3.4) der det eksisterer en unik
s* € [0,1) slik at 0'(s*) = 0 og @ = 6(1) > 0. Ettersom « er positiv, vet
vi at @ = Opax 0g ved unikhet av s*, ma 6 > 0 for s € (s*,1) og ' < 0
for s € [0,s*). Sammen med det faktum at 6(0) = 0, forteller dette oss at
0(s*) = Opmin < 0.

0 ma tilfredsstille (4.3.4) pa hele [0,1], sa ved s = s* er dette uttrykket
null og hvis ikke kraften w? er null, si ma

coS(Omin + 1) = cos(a + ).
Det kan na vises rigorgst, ettersom 0, < 0 < o og a — Oy < 27, at
emin = - — 2¢

og der a og 1 tilhgrer det samme parameterrommet W.

Siden 6 ikke er monoton, finnes ikke lenger et 1-1-forhold mellom s og
0, og vi ma sgke etter individuelle implisitte lgsninger pa de to intervallene
0, s*) og (s*,1]. Vi lar som vanlig
a4 .Y 1 . 0+9

5 pzsm§, t:%sm?

k = sin
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og pa det fgrste intervallet ma

dt

wds = — ,
V1— 121 — k22

s=0=t=p/k, s=s"=t=-1,

ws = —F(t,k)+ F(p/k, k), ws* = K(k)+ F(p/k, k)

der den siste likheten folger av at F'(-, k) er en odde funksjon.
P& det andre intervallet er

d de =t 1 1=t=1
was = S=S = — S = =
V1—12/1— k22 ’ ’

sa
w(s—s") = F(t, k) + K(k), w(l—s")=2K(k).
Vi forventer at disse to lgsningene sammenfaller ved s = s* sa vi kan beregne
w til
w=ws"+w(l—s")=3K(k)+ F(p/k, k)
og s* til
. _ K(k)+ F(p/k, k)
3K(k)+ F(p/k, k)
Dette kan settes sammen til en full implisitt lgsning pa [0,1]:

_[Fam k), se s
T\ F(t, k) + Fp/k. k) + 2K(k), s € [s*1]

(4.5.1)
og pga. symmetriske og periodiske egenskaper ved sn, kan lgsningen skrives
eksplisitt pa [0,1] som

(4.5.2) 0(s) = —2arcsin {ksn(ws — F(p/k,k))} — 1.

Hvis vi nd skriver cos(6 + ) = 1 — 2k*t* = —1 + 2(1 — k%*t?) og sin(0 + ) =
2kt\/1 — Kk2t2, kan vi beregne

izz/olcos(Q—H/J)ds

:_1+2</0s*+/;> (1— K22)ds

1 /1t 1 pt 1 — k2¢2
SETRY R W N
wip/k wl-1) /1 —1t2
2

— 14 w( —{E(=1.k) = E(p/k, k)} + E(k) — E(-1, k>>

=2—-1
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der vi definerer @ := 3FE(k) + E(p/k, k).

1

j= [ sin(0+v)ds
( +/>tmds
_ <i 1)%&
e

(For & unnga ungdvendig notasjon, vil vi ikke betegne disse nye funksjonene
med superskript, som f.eks. #', dersom vi ikke er ute etter en spesiell dis-
tingsjon fra de gamle, som da vil ha superskript -°. Vi m4 bare huske at i
dette avsnittet sa betyr w,®, %,y osv. noe annet enn tidligere.)

Potensialet tar sin vanlige form

U= ;/01(9')%15
= w? /01 (cos(f 4+ ¥) — cos(a + 1)) ds
=w? (& — (1 - 2k?))
= 2w (d} —(1- k:Q)w) .

Vi vil igjen prove & finne x(P) = B, ved ferst & finne bildet av randen til P.
Som for er w uendeligpa iy ={k=1,-1<p<1}saz=—-10ogy=0o0g

x(ly) = {(;fglw) DT <Y < 7r} :

k < 1} derimot, vil nda w = 4K (k) og w = 4E(k), sa
k,k) = 0 og dermed er

Pal, ={0 <p=
Z(k, k) = (k) og g(

x(lz) = {v(p) <_Czisn¢¢> P 0<y < W}

som er speilbildet om z—aksen av kurven x°(l3). P4 linjen I3 = {0 < k =
—p <1} farviw =2K(k) og w = 2E(k) med (—k, k) = v(k) og y(—k, k) =

0. Dermed er
x(ls) = {v(p) (:sz’) L 0<y< w}
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Yy
1 PREEE
- ~N
/ N
/ - NG
/ ‘///X(lg) A\
\
k ! V= =
1 — = — = = . l s _
S = P of | x(h) < 9
N 1 , \ \ /]
N s \ \x(lz) i
l3\ 71y \ N <
/
N “ 7 h ~ ~ g
0 / _1 ~_ _ -
-1 0 i? -1 0 1

(a) Randen av P

Figur 4.7: En visualisering av

som sammenfaller med x°(13).

(b) Bildet av randen av P

x(OP) med orientering.
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Nar vi skisserer bildet av linjene [1, [y og I3, som i figur 4.7, blir det raskt
klart at denne funksjonen ma veere mer komplisert enn x°. For det fgrste er
det opplagt at man ikke kan ha hap om at dette er en bijeksjon da bildet av
linjene krysser hverandre. I tillegg, hvis man forsgker a fglge bildet av randen
hele veien rundt, blir det fort forvirrende om hva som er inn- og utsiden av

bildet av domenet.

(a) P i p—planet

N\
::“““‘““&\\\\\l-

SIS
SR

(b) x(P) i x—planet

Figur 4.8: En visualisering av x : P — B! .

Et plot av noen gridlinjer, i figur 4.8, gir et bedre inntrykk av av hvordan
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x oppforer seg. Men det er potensialet vi er interesserte i, og det er fgrst nar
vi plotter U mot x at vi far innsikt i hvordan eventuelle lgsningskurver av
(4.4.1) vil ga. Figur 4.9 viser potesialet over Bl fra to forskjellige vinkler.
Ettersom verdier av U spenner over store intervaller, gar z—aksen i 4.9a og
4.9b som log(U + 1), noe som gir oss bedre mulighet til & oppfatte flatens
topografi.

Figur 4.9

I hap om & lgse (4.4.1) pa BY ma vi forst isolere omradene i P der |dx| er
av samme fortegn, og deretter finne lgsninger pa hvert enkelt omrade der x
er 1-1. Vi ma igjen beregne de partiellderiverte av Z, ¢, w og @, og resultatet
er

o w(l—p?) -

TR VTP

Zi‘k = % {cbkw — d)wk}

Pt/ I=F

b AR VT
kw — wi(k* — p?)

o,
g N

der
o @_(1_k2)w_p—v1_pQ
TR k) VEZ =2
S P VA
Wk—k w —kQ—pQ .
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Jacobimatrisen tar samme form som tidligere og er gitt ved

Yoy + I, Ty
dx = ps o
x Q<_wpx+yp Yk

med determinant

x| = 1+ { (W1 + 3) s — (3 — ) |

= |d%| + ¥, X" X
2
der v, = —
Yy
1 =
s N
/ AN
/ //M\\\
/ / \\\
k / T TS
A x>0 - 0\\ < //7j
/
L Jdx| <0 g ! \ 7/
. / \ N
N N /
AN /" \\ //
N -1 -~ = -
0 a _
b 5 P 1 0 1

(a) Konturen {p € P : |dx(p)| = 0} (b) Mengden

{x€B, : x=x(p), |dx(p)| = 0}

Figur 4.10: Null-konturen av |dx|.
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Figur 4.10 viser null-konturen av |dx| i P og dens bilde i B! . Konturen
synes 4 dele P inn i to sammenhengende omrader, la oss si P og P~, og
figur 4.11 viser konturer av U i P~ sammen med deres tilsvarene konturer pa

x(P~).

Konturene ligger ved U = 5,10, 15, 20, 25, 30,35 i stigende rekkefglge,
oppover i 4.11a og mot venstre i 4.11b. Fra figur 4.11b kan vi forutsi at dersom
massen initsielt ligger i ro pd x!(P™), s vil den enten begynne & gi oppover
i mot x'(I3) eller nedover mot den nedre delen av |dx!| = 0—konturen. P&
segmentet av x!(I3) fra (1,0) til der |dx!| = 0, synes x! & vaere 1-1 sd U'(l3)
= U%3) pa dette segmentet. S&, dersom vi limer denne flaten sammen med
den tidligere nevnte vannsklien, U°(BY.), far vi, i allefall i forste og andre

kvadrant, en kontinuerlig potensialflate som ikke folder over seg selv.
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Figur 4.11: Konturer av U.

Figur 4.12b viser sammenlimingen av disse to flatene der det tilsynela-
tende glippet mellom dem bare skyldes grovheten i gridet. Den andre figuren,
4.12a, indikerer hva som vil skje dersom massen gar mot, og passerer, den
nedre delen av |dx'| = 0—konturen. Merk, at fra figur 4.10b sd synes denne
linjen ikke & sammenfalle med x(l3), men ligge litt nedenfor. Hvis sé er tilfel-
let, ma dette bety at potensialflaten krummer over seg selv ved denne linjen
for s& & ga et lite stykke tilbake mot randen x'(l3). Denne lille sgmmen langs
x!(l3) vil ha motsatt orientering i forhold til resten av flaten og ma dermed
veaere 1 bildet av P*. Hvis na massen passerer denne linjen, ma den falle ned
pa en potensialflate med mindre energi og den eneste flaten i dette omradet
som ligger under U(x(P~)) er U°(B%). Dvs. potensialet for en stang uten
vendepunkter og der (1) = a < 0 som, ved tidligere nevnte symmetri av
differensialligningen, er speilbildet av vannsklien om flaten y = 0.
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(a) U (Xl(IF;‘)) og U(BY) (b) U(x!(P7)) og U(BY)

Figur 4.12

4.6 Bifurkasjon for den elastiske pendel.

Som vi har sett, er potensialflaten for den elastiske pendel en noksa komplisert
affeere. Allerede nar stangen er uten vendepunkter er potensialet sapass ir-
reguleert at numeriske lgsninger av banen til massepunktet bare er mulige for
sma tidsintervall. Nar vi undersgker potensialet for en stang med vendepunkt
blir situasjonen enda veerre; funksjonen fra P, som er rommet der vi lgser dif-
ferensialligningen, til BY, det fysiske konfigurasjonsrommet, er ikke lengre
1-1 og dermed vil potensialet folde over seg selv og et punkt i BY kan ha
flere forbilder i IP. Globale numeriske lgsninger for banen til en stang med et
vendepukt blir dermed sveaert utfordrende. Ikke bare vil VU ha singulariteter
der |dx| = 0, men man ma ogséa holde styr pa eventuelle bifurkasoner, dvs.
diskontinuerlige hopp i potensialet, bade der |dx| = 0 og pa enkelte steder av
randen til IB%S)F, B, IB%iL og B!, og da har vi enné ikke vurdert muligheten for
at det finnes konfigurasjonsrom for en stang med flere enn ett vendepunkt,
dvs. B" og B for n > 2.

Istedet for & prove a lgse (4.4.1) pa disse komplekse potensialflatene, avs-
lutter vi heller med & skissere noen kvalitative egenskaper ved den elastiske
stangen nar massepunktet beveger seg i B. Forst tegner vi opp enhetssirkelen
med de tre kurvene

cos Y

ix =0 ox (0[5

) 0 < <7},

se figur 4.13. (Merk at vi ikke har noen parametrisk beskrivelse av linjen
|dx| = 0 og ma derfor stole pa matlabs evne til & plotte den riktig). Disse
kurvene synes a dele B inn i sju disjointe omrader, og vi gir dem navn fra A
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Figur 4.13: De syv essensielle omradene i B
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til G.

Uly=—0.10

122.3
/.

N T~
N
—0.71 ‘ —0.71 ‘
(a) x € A gir én lgsning. (b)
Uly=0
Y
\
\
P \ 12.05
00~ N ===
— = f
1
/
S ‘7
~ . s
0.45 ’ 0.45 v
(¢) x € B gir én lgsning. (d)

Figur 4.14: Omrader med én lgsning

Vi har bevist at konfigurasjonsrommet til en stang uten vendepunkt med
a >0 er x°(P) = BY, og kan nd beskrives som

B} = AUDUEUG.

Konfigurasjonsrommet til en stang med ett vendepunkt og o > 0, dvs.
x!(P) = BL, kan finnes ved 4 fplge bildet av randen av P under x' og samtidig
holde styr pa fortegnet til |dx| slik at B ligger pa samme side av randen nar
|dx| er positiv, og pa motsatt side nar |dx| er negativ. Denne gvelsen vil gi
0SS

B, =AUBUCUDUEUF,
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altsa, hele sirkelen unntatt G.

Vi vil nd konsentrere oss om Bl og tegne representanter av stangen for
x 1 hvert omrade, A, ..., F. Fra uttrykkene for Z og y kan man utlede at
stangen kan parametriseres av s € [0, 1] som

x(sp) = Q)

(s, p)
der
(5.p) = | S EGnUR) + Ep/kK)} =5, for 0<s<s"
Z(s,p) =
P %{QEU%‘) — E(snu, k) + E(p/k,k)} —s,  for s£<s<1
og )
j(s,p) = ——{k k2 — p?
(s, p) w{ cnu+m}
der

u=u(s,p) =ws— F(p/k,k).

Ved & undersgke potensialflaten finner vi at hver x i A eller B har ngyaktig
ett fgrbilde i P, hver x i C' eller D har ngyaktig to fgrbilder og for de to sma
omradene F og F' sa har x ngyaktig tre forbilder i P. De folgende figurene
viser formen av stangen, eller stengene, i hver av de seks omradene og markere
stang indikerer hgyere energi. Pa hgyre side i hver figur vises et snitt av
potensialflaten ved y plottet langs samme x—akse.

Det er na en rekke situasjoner der man ma undersgke hva som skjer nar
forskjellige lgsninger fra forskjellige omrader krysser grensene til de naerliggende
omradene. F.eks. som vi ser fra figur 4.15, vil den hgyeste lgsningen i C' ga
kontinuerlig over grensen til A, mens den svakeste vil g& over i B} som vi
vet fra tidligere analyser er en kontinuerlig overgang. Dermed kan vi fastsla
at grensen mellom A og C' ikke er en bifurkasjonslinje. Derimot er grensen
mellom C' og B en bifurkasjonslinje fordi, mens den svakeste lgsningen ogsa
her vil ga kontinuerlig inn i B, vil den sterke lgsningen hoppe ned i energi og
sammenfalle med den svake.

Vi skal ikke diskutere alle situasjonene, men det er interessant & merke seg
at det & krysse en bifurkasjonslinje kan skje mye mer subtilt enn i eksempelet
ovenfor. Disse subtile hoppene finner vii E og F' og vi vil forgke & klassifisere
alle bifurkajonslinjene rundt disse omradene. E synes av figur 4.13 & besta
av tre glatte kurver. Toppen og venstre side grenser mot A og vi dgper disse
linjene henholdsvis £ og E,. Hgyre side, som grenser mot D, kaller vi Ej.

Fra figur 4.16b ser vi at bade den hgyeste og laveste lgsningen er kontin-
uerlig over Fs3, men denne kurven er likevel en bifurkasjonslinje ettersom den
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Uly=0.23
Y
g 73.20
0.23
0.04
x 0 z
(a) x € C gir to lgsninger. (b)
Y
N
/ A\
[ ‘

N Y449
== -
/%% /
—0.216F N A N
It
\ /,{

N - ///‘// /
B 9.92
B 0.60 " 0.60
(c) x € D gir to lgsninger. (d)

Figur 4.15: Omrader med to lgsninger

midterste lgsningen vil oppleve et hopp der. Dette hoppet tilsvarer en relativ
forandring i den potensielle energien bare pa, i stgrelsesorden hundredeler og
stangens form vil heller ikke forandre seg drastisk. Den hgyeste lgsningen er
ogsa kontinuerlig over F,. Fra figur 4.17a ser vi at den hgyeste og laveste
lpsningen forsvinner ved E; (til B}, eller B ), mens det er den midterste som
gar kontinuerlig over i A.

De to sidene i trekanten F' som grenser mot D kaller vi, fra venstre mot
hgyre, F og F» og siden mot D kaller vi F3. Figurene 4.16d og 4.17b viser at
den laveste lgsningen er kontinuerlig bade over F, inn i B og over F3 inni D.
Den hgyeste er kontinuerlig bare inn i D. Den midterste lgsningen burde vaere
kontinuerlig over Fj ettersom stenger langs x(I3) har akkurat denne formen.
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Uly=—0.2521
y 37.73
—0.252
35.89
35.68
x
—0.116 ~0.116 0"
(a) x € E gir tre lgsninger. (b)

/
—0.099

(c) x € F gir tre lgsninger. (d)

Figur 4.16: Omrader med tre lgsninger

Vi misstenker derfor 4.16d a veere ungyaktig hvilket sansynligvis er fordi
griddet, som U er beregnet pa, er for grovt akkurat i dette omradet. (samme
grunn som at de to flatene i figur 4.12b ikke synes a veere sammenhengende).
4.17b viser i safall at F} er den eneste siden i F' hvis denne lgsningen er
kontinuerlig over.
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Ulz=0.195

U|x=—04116

19.66

18:59

—0.252 —0.099
(a) A—E—A (b)D—F-B

Figur 4.17: Snitt i y—retning av potensialflaten der det eksisterer tre
lgsninger.



84

KAPITTEL 4. DYNAMIKK: DEN ELASTISKE PENDEL



Tillegg A

Elliptiske funksjoner og integral

A.1 Jacobis elliptiske funksjoner

De komplekse dobbeltperiodiske elliptiske funksjonene har mange forskjel-
lige egenskaper og er blitt ngye studert gjennom tidene. Jacobis elliptiske
funksjoner, sn, cn og dn, defineres vanligvis vha. theta-funksjoner, men etter-
som vi bare har behov for de reelle variantene vil vi ta en annen tilnserming
og definere (sn,cn,dn) som den unike lgsningen av systemet

.CL’/ =Yz

/

Yy = —xz
Al1l
( ) Z/ — _k:ny

2(0)=0, y(0)=1, 2(0)=1

der 0 < k% < 1 er en reell parameter og ' betegner derivasjon mhp. variabelen
u. Denne definisjonen har fordelen av at vi raskt kan utlede de egenskapene
vi er ute etter. F.eks. vil et valg av parameter £ = 0 gi z = 1 og vi sitter
igjen med systemet som definerer de trigonometriske funksjonene x = sinu
0g Y = COS U.
A dele v/ med 2’ gir likheten

dy =

de  y
som, ved integrering og bruk av initsialbetingelsene, forteller at
(A.1.2) sn?u +cn’u = 1.

Da dette er en lukket kurve i faseplanet og ettersom systemet er autonomt,
beviser dette at bade sn og cn er periodiske funksjoner R — [—1, 1] med

85
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samme periode, la oss si T = T(k). A dele 2’ med 2’ og ¥ med 2’ gir pa
samme mate identitetene
(A.1.3) dn®u + k*sn’u = 1
(A.1.4) dn®u — k*en®u =1 — k2,
Vi ma na finne denne perioden 7. Ved a bruke (A.1.2) og (A.1.3) kan vi
uttrykke 2’ ved x som
(/)2 = 4222
= (1 —2?)(1 — k*2?)

og dermed kan ’tiden’ lgsningen av (A.1.1) bruker pa en kvart runde fra
initsialverdien (x,y) = (0, 1) til (z,y) = (1,0), beregnes til

Ty
Tl = du
0

Ldx

o 2

_+/1 dx
o VI — 221 — k222

Dette er det komplette elliptiske integral av forste type og benevnes ved K (k).
De tre andre kvartrundene har ogsa lengde u = K (k) og systemet (A.1.1) vil
derfor returnere til sin initsielle konfigurasjon ved u = 4K (k). Dette, sammen
med autonomitet av (A.1.1), beviser at sn og cn har periode 4K, altsa

(A.1.5) sn(u+4K) =snu
(A.1.6) cn(u+ 4K) =cnu

for alle u € R.
Merk, at siden k£ < 1 sa er

0<1—FKksn?u<1

Med (A.1.3) betyr dette at dn®w aldri er null og nr dn(0) = 1 > 0, og vi
antar kontinuitet, ma dnu ligge i intervallet (0, 1] for alle u. Dermed er dnu =

1 — k%2sn?wu og vi kan lage en tabell over verdiene til de tre funksjonene
for u =10, K,2K,3K:

u=0: sn =0 cn = dn=1
u=K: sn =1 cn=20 dn = v1 — k2
u=2K: sn =0 cn = —1 dn =1

u=3K: sn = —1 cn=20 dn =+v1— k2
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Som for de trigonometriske funksjonene, har ogsa sn, cn og dn symmetriske
egenskaper. Dersom vi definere tre nye funksjoner Z(u) = —x(—u), g(u) =
y(—u) og Z(u) = z(—u) tilfredsstiller disse ogsa (A.1.1) fordi

Sa ved unikhet av lgsning ma derfor
(A.1.7) sn(u) = —sn(—u), cn(u) =cn(—u), dn(u)=dn(—u)

for alle u € R. Altsa, sn er en odde funksjon og cn og dn er jevne funksjoner.

Vi gjentar samme g@velsen, na ved i tillegg & bruke tabellen ovenfor, og
finner at funksjonene Z(u) = —z(u + 2K), y(u) = —y(u + 2K) og Z(u) =
z(u + 2K) ogsa tilfredsstiller (A.1.1). Hvilket beviser at

(A.1.8) sn(u+2K) = —snu
(A.1.9) en(u+2K)=—cnu
(A.1.10) dn(u+2K) =dnu

som spesielt viser at dn har periode 2K.

A.2 Elliptiske integral

Den elliptiske funksjonen sn ma ngdvendigvis ha en flerverdiet invers da den
er periodisk. Begrenset til [—K, K] er derimot sn monotont stigende, fra
sn(—K) = —1 til sn K = 1, og har dermed en veldefinert invers pa dette
intervallet. For u € [-K, K] og = snu ¢nsker vi derfor & finne funksjonen

sn!:[-1,1] = [-K, K]

slik at sn™' z = w.
For u € [-K, K] er %snu: V1 —sn?2uv/1— k2sn2u sé

du 1

dr — 1— 221 — k222
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og ved & bruke sn(0) = 0 sd er sn~! z dermed gitt ved

dt
0 V1 —12V1— k22’

(A.2.1)

det elliptiske integral av forste type.
En annen funksjon vi bruker mye er det elliptiske integral av andre type,
definert som

V1-— k2t2

1—t2

(A.2.2) /

Na er dette ikke en invers av cn eller dn, men er forbundet med de elliptisle
funksjonene bla. via

(A.2.3) /uanUdv:E(snu,k), u € [-K, K],
0

noe som sees ved & gjgre substitusjonen ¢ = sn v, som gir

dt = cnvdnovdo = +v1 — 2V 1 — k22 do.

A.3 Deriverte av elliptiske integral

De elliptiske integral av forste og andre type er definert henholdsvis som

A 1 — k2 2
(A3.1) F(z,k) / dt , E(z, k) / L - Mt
V1—12y1— k22 1—t2

der z € [—1, 1], og ved integrering opp til z = 1, far vi de komplette elliptiske
integral med notasjon

dt / Vv1-— k2t2

A.3.2 ,
( ) 0 V1 —12y1—k2¢2 Vi-e

For alle funksjonene antar vi at k € (—1,1). Vi vil ha behov for de k-deriverte
av disse uttrykkene. For det komplette integralet av andre type, deriverer vi
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under integraltegnet som med en gang gir

iE‘(k)— 121/1_1{:2152
dk o Ok J1—=¢f2

1 —kt?
:/ dt
0 V1—t3/1— k3
1t (1R -1
ko V1I—22V1 - k22

- 2{E(k) - K(k)}.

(A.3.3) dt
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Den deriverte av K kan ogsa uttrykkes ved K og E, men utledningen er mer

omfattende. Forst deriverer vi under integralet og oppnar

e —/1 kt* dt
dk o VT —82(1— k22)32

(A.3.4)

Vi foretar na substitusjonen

1 —u?
2 _
(A.3.5) 7= 22
som gir
du
A3, tdt = —(1— k)t
(A.3.6) ( )(1 — k2u?)?

Merk at nar t = 0 er u = 1 og vice versa. Vi har ogsa identitetene

1—k? t? 11—
(A.3.7) Wt 1 — k2u?’ 11—t 1—k* u?
og innsatt i (A.3.4) gir dette
d k 0 V1—w?
(k) =~ -
dk 1 -kt V1 — k22
k LRl —
= (1—w) du

k21 —k2)Jo 1 —u?V1 — K2u?
1 L(1—K*?) — (1 — k2
_ /( u”) — ) du
0

k1 —k2)Jo V1I—uV1— k2
_ 1 [ E(k)
_k{l—kQ_K<k)}'
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Nar det gjelder de k-deriverte av de ufullstendige elliptiske integralene, ser
vi umiddelbart av (A.3.3) at

0 1
(A.3.8) - E(a, k) = k{E(a, k) — Fla, k;)}.
men ved derivering av F'(a, k), pa grunn av substitusjonen (A.3.5), far vi ved
= a’
1= a2
(A.3.9) u(a) = B B,
V1 —k2%a?

og dermed er

(A.3.10) aakF(a, k) = ; { 1E_(’22 - K(k)} - ; {El G ’k’? _F(8, k)} |

Ved samme substitusjon som (A.3.5), er det greit a vise at

(A.3.11)
dt du

a 1
e y
(a, k) 0 V1 —1t2/1— k2t2 8 V1—u2V1— k2u?

men a finne et uttrykk for £ (5, k) i E(a, k) og E(k) er vanskeligere. Vi pastar
likevel at

= K(k) = F(53, k),

Pastand 1.
V1—a?
_ 2 _
Bevis. Dersom vi definerer 5 som en funksjon
V1—1t?
(A.3.13) Bt) = ———
V1 — k22

ser vi at substitusjonen (A.3.5) er gitt ved 5(t) = u, og vi ser av den forste
identiteten i (A.3.7) at forholdet mellom u og ¢ er symmetrisk, slik at vi har
ogsa [(u) = t. Vi kalkulerer at

V1-k2t2? 25 V1-t2
(A 3 14) B/(ﬂ _ —t V1-¢2 +k Zf\/17]c2t2 _ t 1— k2ﬁ2<t)
o 1 — k2t? Bt) 1— k2

og ettersom [ er sin egen invers, har vi at

) —
(A.3.15) 5 = g
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Ved & bruke dette, far vi

B(a. k) - Kap(a) = [ {Bgt) _ jt(k?w(t))} at
(1 L
= [ - e g P
@1\ 4,
a) u

= E(k) — E(B, k)
og dette resultatet, sammen med (A.3.11) gir ved innsetting i (A.3.10) den
k-deriverte av F(a, k) uttrykt ved F og E. O

Vi har utledet uttrykk for de k-deriverte av alle fire varianter av komplette
og ufullstendige elliptiske integral av forste og andre type. Vi sammenfatter
na resultatene nedenfor.

(A.3.16) K'(k) =

(A.3.17)

{E(a, k) _ Fla, k)} = ﬁam\/\i%

1
k

(A.3.18) E'(k) = ;{E(k:) - K(k:)}
1

(A.3.19) k{
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Tillegg B

Utledning av modell

B.1 Innledning

Dette kapittelet er basert i stor grad pa [HKO].

Vi modellerer buen som en tynn plate der tykkelsen ~ er mye mindre
enn lengden L og vi antar at all tgyning foregar i (z,y)-planet. Platen er
beskrevet ved Lagrangekoordinatene (X,Y), dvs. koordinater som fglger den
enkelte materialpartikkel, der 0 < X < L og —h/2 <Y < h/2. Vi antar at
materialet er homogent og isotropt, dvs. materialet har samme egenskaper
overallt og i alle retninger. Etter at buen er bgyd, vil en materialpartikkel
opprinnelig ved (X,Y’) oppta posisjonen (z(X,Y),y(X,Y)) i (z,y)-planet.
Dette definerer derfor vektorfeltet

~
<
\

N[N
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

(a) Lagrangeplanet X (b) Eulerplanet x

Figur B.1: Buen fgr og etter bgying. Tykkelsen h er overdrevet.

x: Q=R Q=]0,L] x [-h/2,h/2]
z(X,Y)
x(X) = (y(X, Y)) )

93
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B.2 Tgyningstensoren &£

Vi krever at bgyingen er sapass jevn at buen ikke har brudd eller knekk, altsa
at x er kontinuerlig deriverbar. Ved kjerneregelen er

Ox;
B.2.1 dx = ['dX F = -
(B2 x—rax, r- (57
og et volumelement dX dY (eller arealelement i denne to-dimensjonale set-
tingen) vil etter transformeringen ha areal

(B.2.2) dzdy = det(F)dX dY

og for & unnga den ikke-fysiske situasjonen der materialet gar inn i seg selv,
krever vi derfor at det(F') > 0.

Merk at vi her bruker en annen notasjon. I kapittel 4 betydde dx Jaco-
bimatrisen til x, mens her betyr dx differensialet (dz, dy)?.

Lengden til et transformert linjeelement er gitt ved

(B.2.3) |dx|? = dX*CdX
der
(B.2.4) C=F'F

er kjent som Greens deformasjonstensor.

Dersom forflyttningen fra X til x er uten tgyning, dvs. alle lengder er
bevart, sa er F' ortogonal og dermed er C identitetsmatrisen. Vi definerer
derfor tgyningstensoren £ som

1
(B.2.5) &= 5(6 - 7).
Det absolutte strekket et linjestykke dX opplever, kan dermed uttrykkes som
(B.2.6) |dx|? — |[dX|* = 2dXT € dX.

For & kunne benytte lineer elastisk teori er vi avhengige av a kunne vise at
tgyningen er liten. Nar buen blir moderat bgyd er det rimelig & anta at det
finnes en kurve ¢y omtrent midt i materialet hvis lenge er uforandret, og at
det stgrste strekket og den stgrste komprimeringen er henholdsvis pa ut- og
innsiden av buen der krumningen er sterkest. Hvis # = 0(x(X,0)) benevner
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vinkelen mellom tangenten av denne invariante kurven og z-aksen, og X, er
Lagrangkoordinaten der 8 = max 6, sa burde det derfor veere greit & anta at
(B.2.7) % [* = 6X? = min {|ox[* — [0X|” : X € Q, |6X| = A}
(B.2.8) |oxu[* — 0X* = max {|ox[* — [0X]” : X € Q, [6X| = A}

der A =X > 0 er en fiksert liten lengdeenhet og der
(B.2.9) x; = x(Xm, h/2), xy = x(Xpm, —h/2)

er henholdsvis inn- og utsiden av tverrsnittet med sterkest krumning. Videre
betyr

0x = x(X + 0X) — x(X)
O0xr = x(X,, +0X,h/2) — x(Xn, h/2)
oxy = x(X,, +0X, —h/2) — x(X,,, —h/2)

og lendeelementet 0x¢ 1= x(X,,, + X, 0) —x(X,,,0) vil ha lengde 6.X fordi x
er invariant langs denne kurven. Sirkelen som tangerer senterlinjen x(co) ved
x(X,0) har radius R = 1/6,, og ved kongruente trekanter ser vi av figur
B.2 at

(B.2.10) —_—
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Dersom vi begrenser oss til bgying av stgrrelsesorden R ~ L/2, gir (B.2.10)

|0xp | ~ (14 €)20X? ~ (1 + 2€)0X?
|0%7)* &~ (1 — €)?6 X% ~ (1 — 2¢)6X?

=
|6xp|? — 0X? ~ 20 X7
= 2¢|0X|?
6x7* — 6X? ~ —2e6 X3
= —2¢|6X?

der e = h/L < 1 er den essensielle litenhetsparameteren. Resultatet ovenfor
innsatt i (B.2.7) og (B.2.8) gir

(B.2.11) —2¢|6X |2 < 0% — |6X|* < 2¢[6X]?

og ved deling pa 2|0X|?, og deretter la [X]| g& mot null, slik at J byttes med
d, far vi den ngdvendige begrensningen pa tgyningstensoren &:

|[dXTE dX|
— < e.
dXTdX —
Dette gjelder for alle X € Q og alle retninger dX, og spesielt for dX i en-
hetsretningene, viser (B.2.12) at bade &7 og &y er av orden €. Ettersom &

er symmetrisk, er egenverdiene 7, ny reelle, og for dX i retning av egenvek-
torene, reduseres (B.2.12) til

(B.2.12)

(B.2.13) —e<m<m<e

Dermed kan vi ogsa konkludere at

(B214) 512 = ((;21 = \/511(922 —det& = \/O(EZ) — Mt = O(E)
0g
Konklusjon 1. alle elementer av £ er hgyst av orden e.

Vi skalerer na variablene slik at de blir dimensjonslgse og av orden 1. Vi
benevner de opprinnelige variablene med stjerne og naturlige skaleringer er
som fglger:

(B.2.15) X*=LX, Y*=hY, o"=Lx, y =Ly

Dette gir

ox* rx € lxy
B.2.16 F= L=
( ) <0X;> <yx elyy>
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der subskript betegner partiellderivert. Tgyningstensoren er derfor

1
£ = 5(FTF —17)
1 % +yz —1 e zxry + yxyy)
B.2.17 == XX
( ) 2 (6_1 (rxzy +yxyy) €2 (a5 +y3) — 1

Vi antar na at z og y kan skrives som potensrekker i €. Dvs

(B.2.18) 2(X,Y) = 29X, V) + M (X, V) + 2P (X, Y) + O(€%)
(B2.19)  y(X,Y) =y V(X,Y) + ey (X,Y) + P (X, V) + O(e).

Ettersom vi vet at €72 (22 + y3) — 1 = 2E9 = O(e), ser vi umiddelbart at
(B.2.20) () + (1) =0
og ved videre sammenligning av leddene i £y finner vi at
O() = > {(eay’ + Sy ) 4 (e + y” 4 o)) — 1
= (x(yl)+ea:§/2)+-~~)2+ (y$)+6y§/2)+~~)2—1
= (x%}))Q + (yg/l))Q — 1+ 0(e)
som betyr at
(B.2.21) (m@”)Q + (y§}))2 ~1.
Videre er
2E11 :xg(—I—yg( —1
= (asg?)+ex§)+---)2+ (y§?)+ey§§)+---)2—1
= (D) + (49) -1+ 0
og vi ma ha
(B.2.22) (9[:2?))2 + (y§?))2 = 1.
Og til slutt finner vi at

Eio = ¢ ' (zxTy + Yxyy)
— ¢! {(xg?) + e:cg? + e )(e:cgfl) + er§3) + )+ ( g?) + Eygp 4. )(eygfl)
202 100 + 000

+ 62y

(2)
Y

+...)}
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og derfor er
(B.2.23) wg?)xg}) + yﬁ?)yﬁ) —0

Ligning (B.2.20) sier ingenting annet enn det intuitivt forstaelige at x er
uavhengig av Y til forste orden. Dersom 6 = 6(X) er vinkelen mellom sen-
terlinjen og z-aksen, gir (B.2.22)

(B.2.24) xg?) = cos ¥, y&?) = sind.

Dette innsatt i (B.2.23) viser at

dzm (1)
(B.2.25) =2 = —tang
dy Yy
som pga. (B.2.22) ma bety at arg/l) = —sinf og yg) = cosf. Etterom 6 er

uavhengig av Y, integreres dette enkelt til
(B.2.26) e = —Ysind, y =Y cosf

Den praktiske betydningen av disse resultatene er at x til fgrste orden er
buelengdeparametrisert av X og at hvert tverrsnitt av buen, til ledende orden
i Y, bare er rotert med vinkel 6. Merk at (B.2.26) med minustegnet pa y-
variabelen istedet for pa z-variabelen ogséa lgser (B.2.25), men (B.2.26) er
ngdvendig for at det £ > 0.

Dermed er deformasjonsgradienttensoren gitt ved

ox}
(B.2.27) F= <8X;>

_ [Tx G_I.CCY
yx € 'y
B <cos€ —sin@) <—Y9X cos 6 q:@

2
sinf cos® —Y0Oxsinf y@) TOE)

og er ortogonal til ledende orden. Tgyningstensoren er ved dette eller (B.2.17)
gitt ved
1

(B.2.28) &= 5(FTF -17)

€ —2Y0x ng) cos«9+y§?) sin ¢ 2
=5( @ ) @ ) +0(€)
xy’ cosl 4+ yy' sinf  —2xy” sinf + 2yy’ cosf
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B.3 Spenningstensorene 7, 7 og S

For & komme videre er vi na avhegige av a kunne relatere tgyningen med de
elastiske kreftene inne i materialet. La da veere et lite arealelement med nor-
malvektor n. Dersom denne flaten ligger inne i et fast stoff med spenninger,
vil materialet pa, la oss si, siden der n peker mot, pavirke flaten med en kraft
df. Vi forventer at kraften er proposjonal med arealet, og skriver

(B.3.1) df =oda

der o er spenningen som virker pa da. Merk, i motsettning til i hydro-
dynamikken, at spenningen kan virke bade normalt og tangentsielt, og at
styrken kan variere med orienteringen av flateelementet.

Ettersom modellen av buen er to-dimensjonal og alle spenninger foregar i
(z,y)-planet, har alle relevante arealelementer en normalvektor i dette planet
og er rektangler som strekker seg langs hele platens “dybde” i z-retning, sa
a si. Det er derfor naturlig & identifisere disse arealelementene med siden i
rektangelet som ligger i (x, y)-planet, altsa av et lengdeelement dl. For & veere
konsistent med enhetene, ma et uttrykk, f.eks av typen df = o dl, betegne
kraften per lengdeenhet i z-retning. Dette vil gjgre de fglgende utregningene
mindre omfattende.

B.3.1 Cauchys Spenningstensor, 7

Betrakt forst et linjeelement med normalvektor i z-retningen, e;, og benevn
spenningen som virker pa dette elementet med 71 = (711, 701)7. La pd samme
mate 79 = (712, ng)T benevne spenningen som virker pa et linjeelement med
normalvektor i y-retning, e,, og la 7 vaere matrisen

B:32) P == (2 72).

T21 T22

Vi skal na vise at 7 er tilstrekkelig til & bestemme spenningen som virker
pa et vilkarlig lengdeelement. La 0l veere hypotenusen i en liten rettvinklet
trekant, der katetene dl; og dly har normalvektorer henholdsvis e; og e;. La
normalvektoren til d/ vaere n = (ny,n2)7 pekende ut av trekanten, og ved
enkel geometri er

Kraften pa katetene er tilneermet f; = dl;7, og fy = dlyTo og dersom o
benevner spenningen fra materialet utenfor trekanten pa hypotenusen, sa er
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0ly

L
= 0l

Figur B.3

kraften der f3 = —dlo. Den samlede kraften pa hele trekanten er derfor

(B.3.4) f= Zfi
= 5[1’7’1 + 5[2’7'2 —lo
=0l(nT1 +neTo — O)

=0l(Tn — o)

Na, ved Newtons andre, er dette lik massen til trekanten ganger akselerasjo-
nen. Massen (per z) er proposjonal med §/?,

(B.3.5) §l(tn — o) = ma = Cdl*a,

sa ved a dele pa dl og forvente at akselerasjonen a er endelig, fglger det at
(B.3.6) ™ —o =Cdla— 0, som Il — 0.

Altsa o = tn, og vi kan skrive

(B.3.7) df = rndl.

Dette gjor det mulig & finne kraften pa et vilkarlig lengdeelement i x(€2)
uttrykt ved de fire stgrrelsene 7;;. Ved & betrakte et lite rektangel om et
massesenter G, kan vi f& mer informasjon om 7;;. Fra figur B.4 ser vi at
dreiemomentet mot klokka om G er,

(B.3.8) d= 2(7215y)5; - 2(7'125@5&

= (7'21 — T12)5$5y.

P& samme mate som ovenfor, nar arealet gar mot null og vinkelakselerasjonen
er endelig, gir dette
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T22 T12
T—» T21

T11 T11
.

T12 ! T22
Figur B.4
Detaljene er som fglger:
(191 — T12)0xdy = I
1
= Em(&cZ + 0y, gitt av treghetsmomentet for et prisme

1
= EC&U{SQ(&U? + 0y, massen per z er proposjonal med arealet

=

1
To] — T1o = EC’((MQ +0y*)a — 0, som &2+ dy* — 0.
Den symmetriske matrisen 7 er kjent som Cauchys spenningstensor.

B.3.2 Momentligningen.

Anta na at den spennte buen er i likevekt. Dvs. summen av krefter langs
kanten av hvert arealelement i x(€2) er null. Eller

(B.3.10) 0= df:/ rndl
0A 0A

der n er normalen til A pekende utover. Sa ved a anta at integranden er
kontinuerlig, gir divergensteoremet

0 0
man) o= e ff (2 5 ad

0 0
ma) o= [ et ff (G )
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og nar A C x(9) er vilkérlig, betyr dette at

87’11 87’12

B.3.13 0= = 4 =
( ) ox dy
87’21 87'22
B.3.14 0= —+4+—
( ) ox dy
eller, pa en mer kompakt form, og siden 7 er symmetrisk,
(B.3.15) 0=V (") =vr

B.3.3 Piola-Kirchhoff Spenningstensorer, 7 og S

For & kunne finne en sammenheng mellom tgyningstensoren £ og spenning-
stensoren, er det ngdvendig a utrykke 7 som en funksjon av X heller enn x.
Vi begynner med & finne ut hvordan et lengdeelement dl := din i det spennte
materialet forholder seg til lengdeelementet dL := dLN i Lagrangekoordi-
natene. Betrakt et lite parallellogram i {2 definert av grunnflaten med lengde

F
—
dX
dx
dL
dl
drL dl
(a) Lagrangeplanet X (c) Eulerplanet x

Figur B.5: Transfomasjonen av arealelementer fra  til x(£2)

dL og normalvektor N, og av vektoren dX. Arealet er dA = dX” dL. Dette
arealelementet transformeres til et parallellogram i x(€2) med grunnflate di,
sidekant dx og areal da = dx’ dl. Ved & bruke at dx = FdX og da = JdA
der J = det(F) maler den lokale arealforandringen, kan vi skrive
JdX"dL = JdA

= da

= dx"dl

= dXTFTdl.
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Multipliser fra venstre med %, omarranger, og vi oppnar
(B.3.16) dl = J(FT)~'dL.

Fra (B.3.7) har vi na

(B.3.17) df = 7dl = Jr(F")"'dL

og vi definerer

(B.3.18) T = Jr(F)™!

som den forste Piola-Kirchhoff Stresstensor.

103

Vi viser nd at momentligningen uttrykkt ved 7 og X tar samme form

som (B.3.13) og (B.3.14). Nemlig

9T 0Th
(B.3.19) 0=+
0T 0T
(B.3.20) 0="3+ 5y

Bevis. Resultatet folger ved en direkte utregning og bruk av kjerneregelen.
Vi beviser bare (B.3.19), da beviset for (B.3.20) er helt tilsvarende. Merk at

1/ 9% _9y
(B.3.21) <FT>—1=J(_% X)
9y 99X

S&

7—11 = J (7'11(Fﬂ>_1 +T12(F2T)_1>
_ 9y O
= Tllay T128Y

og dermed er

0T  (Ory Oxr  Omy Oy \ Oy dy
X (axax * aan> ay T ™Maxay
. (amaay) or o
or 0X = oy 0X )oYy Poxoy

P4& samme mate er

Ti2o=J (Tll(Fsz)fl +Tl2(F2T)71)
dy ox

= —Tii5y + T25+

0X 0X
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0g
OTia _ (9 de  Orudy\dy Oy
oy — \ oz dy ' oy oy ) ox "oxoy
Orpdr Oy dy\ 0r | 0
or oY | oy oy ) oxX  oxay

Ved summering og bruk av (B.3.13) far vi
87-11 i 87-12 _ <87’11 4 87'12> <8x 8y 8:1: 8y>

(B.3.22)

oxX oYy or = oy )] \oxXoy oY ox

]

Der Cauchys spenningstensor 7 gir sammenhengen mellom krefter og
lengdeelementer i x-planet, relaterer den forste Piola-Kirchhoff-spenningstensoren
krefter i x-planet med lengdeeelementer i X-planet. En transformasjon av
kraftvektoren tilbake til X-planet,

F7ldf = F~'7TdL

gir dermed sammenhengen mellom lengder og krefter der alle stgrrelser er
gitt i Lagrangekoordinater. Dette er motivasjonen til & definere den andre
Piola-Kirchhoff Spenningstensor gitt ved

(B.3.23) S =F'T=JF7(F")"

Merk at S, i motsetning til 7, er symmetrisk.

B.4 Skalering og konklusjon
F og & er gitt av (B.2.27) og (B.2.28), og kan skrives pa formen

F=Q+eM+O(?)
E=e9 +0(H)

cosf —sinb —YOycosh 2
o= (G ) = (Tarams ).

sinff  cos#@ —YOxsinf yy

der

g0 _ 1 (QTM n MTQ) 1 —2Y0x x§?) cos b + yg) sin 0 .
2 2 :s@ COSQ—I—yg/Q) sin ¢ —2x§/2) sin9+2y§/2) cos 6
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Ettersom tgyningen er liten, postulerer vi en linezer sammenheng mellom
elementene av & og elementene av £. Hookes lov for et elastisk isotropt
materiale gir

(B.4.1) S = r(E)T +2u€

der A\, er Lamé-parametrene; skalare stgrrelser med enhet kraft per areal
og er spesifike for et material. (F.eks stal har verdiene A = 100 - 10°Nm 2 og
p="78-10°Nm—2, [HKO] side 13.)

Vi gnsker na a finne passende skaleringer til elementene i 7. Av (B.3.23)
og (B.4.1) felger det at

(B.4.2) T = FS = Mr(E)F + 2uF €

ogsiden F' = O(1) og € = O(e) folger det at elementene i T er hgyst av orden
ek, der E er Youngs Modulus som er forbundet med Lamé-parametrene via

13X+ 2p)
B.4.3 E=2021
(B.4.3) -

([HKO] side 32.)
Dersom vi benevner de opprinnelige variablene med * og lar T} = eETyy
og Ty = T5Tio viser (B.3.19) at 775 faktisk er én storrelsesorden mindre enn

11°

\_OTh | 9Ty,
oX* Oy
_€BEO0Tn T 071
L 0X h 0Y
=
5 =eE.

Det samme gjelder for forholdet mellom 751 og Ta9, og T skaléres dermed pa
folgende mate:

* * 2
B.4.4 T=(4 2)=p( w2
(B4 (7 7)o
Ettersom elementene av F'~! er O(1) og T skaleres som (B.4.4), er elementene
av S av stgrrelsesorden

(B.4.5) Si1, S = O(eE), 8}y, S5 = O(€°E),
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som ma bety at
0=2u&, og
0=x(&Y + ) + 2u&ly
= (\+ 205 + ALY
-
g0 ___ A oo

Dermed er

(B4.6) eE(S) +eS +---) =8py
= )\(511 + 522) -+ 2#511

2
—¢ ((A TR L —

A+ 2u
A
= edp +p
A+ 2p
A+
A+2u

gf?) + O(2E)

&) + O(eE)

= —edp YOx + O(¢*E).

Nar et material komprimeres langs en akse, har det vanligvis en tendens til
a utvide seg langs de to andre aksene. Stgrrelsen v er kjent som et materials
Poisson-ratio og er et mal pa dette fenomenet. v defineres som forholdet
mellom utvidelse og kompresjon, og sammenhengen med Lamé-parametrene
er gitt ved

A
B.4.7 -
( ) g 2\ + )
Ved bruk av dette og (B.4.3) utledes
pAt+p 1

(B.4.8)

EXx+2u 1—12

slik at uttrykket for (B.4.6), til ledende orden, kan reduseres fra tre til en
materialparameter:

9 S(O) Yox
B-4- .
( ) 1 1—v2

Na, ved a definere et tverrsnitt av buen som, i skalerte Lagrangkoordinater, er
linjen ved X fra Y = —1/2 til Y = 1/2, kan bgyemomentet om et tversnitt
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beregnes som summen av momenter som virker pa dette tversnittet. Dvs.
Summen av krefter vinkelrett pa tverrsnittet ganger avstanden til der kraften
virker. Eller, til ledende orden

1/2
(B.4.10) M(X) = / YSW(X,v)dy
—1/2
Ox
(B.4.11) — _m

Vi har tidligere vist at senterlinjen ¢y er bevart opp til orden €, (den er fak-
tisk bevart opp til orden €, men vi skal ikke vise det her) sa linjen fra 0 til
X i Lagrangplanet er tilnsermet like lang som kurven fra x(0,0) til x(X,0)
i Eulerplanet langs senterlinjen. Sa, dersom vi buelengdeparametriserer sen-
terlinjen i Eulerplanet med variabelen s, far vi at

d .
—0:=0=0
ds X
og B.4.11 sier da at ‘
M(s) x 0(s)

til forste orden. Det vil si

Konklusjon 2. Krumningen er proposjonal med momentet.



108 TILLEGG B. UTLEDNING AV MODELL



Konklusjoner

Formen av en spennt bue med konstant stivhet kan beskrives vha. elliptiske
funksjoner og er delmengder av Eulers Elastica. For trukkede buer er formen
essensielt den samme, hvilket vises av den formbevarende transformasjonen
(1.4.16) pa side 11 i kapittel 1.

Den elastiske energien for denne type buer blir bevist, i teorem 2 i kapittel
2, til & veere integralet over kvadratet av krumningen. Dette er forventet, men
det viser at a utlede modellen fra lineser elastisitetsteori gjgr at vi ungar a
matte postulere dette energipotensialet. Ettersom energien kun er avhengig
av formen av buen, tillater dette at buen kan optimeres ved kun a betrakte
buens form i henholdsvis trukket og spennt posisjon, og vi slipper dermed a
evaluere et komplisert integral over kraftfunksjonen.

Ved optimering av buer med konstant stivhet, vil en antagelse om gitt
trekklengde gi et skuffende resultat (se side 26). Energikoeffisienten vil aldri
komme over 0.5 og en lineger fjeer hadde dermed veert a foretrekke. Det er
ferst nar vi omformulerer problemstillingen og antar gitt effektiv trekklengde
at energikoeflisienten blir stgrre enn en fjaers.

For buer med en gitt varierende stivhet, blir formen mye vanskeligere a
beregne. Pa den andre siden er stivhetsfordelingen som tilsvarer en gitt bue-
form, enkel & beregne. Dette illustreres av eksemplene pa side 37 og side 39
som viser at sirkelsektorformede buer gir en cosinus-formet stivhetsfordeling.
Dette prinsippet er til hjelp nar buer med varierende stivhet skal optimeres
ettersom vi bare behgver 4 maksimere mhp. bueformene istedet for stivhets-
fordelingene. Likevel vil EULER-LAGRANGE-ligningene bli for kompliserte for
at standard variasjonsmetoder kan benyttes. Vi forsgker derfor & omga dette
ved & diskretisere problemet. I avsnitt 3.5 undersgker vi alternative mod-
eller og finner at disse n—leddede buene kan ses pa som energibevarende
svake lgsninger av differensialligningen som beskriver formen av buer med
varierende stivhet. I avsnitt 3.6 formulerer vi et optimeringsproblem i R?7+4
som vil gi en diskret verson av den optimale bueformen, og dermed ogsa den
optimale stivhetsfordelingen. Buer med varierende stivhet vil garantert ha en-
ergikoeffisienter som vil sla energikoeffisienten til jamstive buer fordi, som vi
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ser i avsnitt 3.5.1, allerede for n = 1 er denne type bue mer effektiv enn buer
med konstant stivhet. Hvis vi lgser optimeringsproblemet (3.6.6) for stadig
stgrre n, ma vi kunne forvente at lgsningen konvergerer mot lgsningen av
det tilsvarende variasjonsproblemet. Problemet er at denne grenselgsningen
godt kan veere en bue med en eller flere knekk og buen kan ogsa veere rett pa
enkelte steder. Tilhgrende stivhetsfordeling blir i safall en distribusjon med
verdi null og uendelig pa henholdsvis de stedene buen har knekk og der buen
er rett. Dette blir selvsagt vanskelig a etterligne i praksis da stivheten av et
homogent materiale ma reguleres med tverrsnittarealet av buen. Hvis denne
typer lgsninger skal unngas, ma det legges ekstra begrensninger pa variablene
i (3.6.6) for a forhindre at buen krummer sa mye at materialet mister sine
elastiske egenskaper.

I kapittel 4 viser vi at formen av en positivt kurvet og jamstiv elastisk
stang er unikt bestemt av de to parametrene p og k og vi beskriver ogsa
omradet, P, disse parametrene kan, og ma tilhgre. Ettersom potensialet U
er eksplisitt gitt ved p = (p, k) og ettersom posisjonen til massepunktet, x°
har en 1-1-relasjon med p, kan potensialflaten beskrives som en funksjon av
x" i dette tilfellet. Likevel er flaten sdpass irreguleer at numeriske lgsninger
for banen til massepunktet, bare kunne finnes for sma tidsintervall. Konfig-
urasjonsrommets eneste likevektspunkt er apenbart (1,0) € x°(P) der poten-
sialet er null, men dette ligger ogsa i den delen av omradet der flaten er mest
irreguleer da vi kan finne vilkarlige store verdier for U vilkarlig neert (1,0).
En jakt pa eventuelle periodiske lgsninger vil derfor kreve mer sofistikerte
metoder enn det vi har klart & komme opp med.

For en stang med vendepunkter, dvs. nar kraftvektoren krysser stangen,
er stangens form og potensial fremdeles unikt bestemt av p € P, men x!
er ikke lengre i et 1-1-forhold med p sa den parametriserte potensialflaten
(z'(p),y*(p), U(p)) folder over seg selv, hvilket bidrar til & komplisere den
dynamiske situasjonen ytterligere.

Ved & tegne x!(OP) og bildet av nullkonturen til determinanten av Ja-
cobimatrisen til x', (se figur 4.13 side 78) far vi enhetssirkelen inndelt i
syv omrader. Hvert av disse omradene representerer kvalitativt forskjellige
typer stenger som har fra ingen, til tre forbilder i P. Vi undersgker hvordan
stangen vil bifurkere over grensene mellom disse omradene og finner spesielt
interessant de subtile bifurkasjonene rundt de to smé omridene der x! har
tre forbilder.
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