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Sammendrag

Med levetidsdata for et stort antall familier kan man bruke frailty-modeller
til & finne risikofaktorer og avhengighet innad i familien. En mate & gjgre
dette pa er & anta en realistisk fordeling for frailty-variabelen og en fordel-
ing for den underliggende hasarden. Det er ikke gjort noen store under-
sgkelser om betydningen av feilspesifisert underliggende hasard i frailty-
modeller tidligere. Grunnen til dette er at det har veert vanlig & anta en
ikke-parametrisk underliggende hasard. Dette er mulig for enkle frailty-
modeller, men for frailty-modeller med ulik grad av korrelasjon innen en
familie blir dette straks sveert vanskelig. Derfor er det interessant & un-
dersgke betydningen av feilspesifisert underliggende hasard. I hele denne
oppgaven antar vi at den underliggende hasarden er Weibullfordelt. Frailty-
fordelingen antas & veere enten gamma- eller stablefordelt. Vi simulerer data
der den underliggende hasarden er enten Gompertzfordelt, badekarformet
eller log-logistisk fordelt. Basert pa sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren
for avhengigheten og regresjonsparametrene undersgker vi betydningen av
feilspesifisert underliggende hasard.

Simuleringene viser at dersom det er et stor variasjon i levetidene og et
stort sprik mellom virkelig og tilpasset underliggende hasard, underestimeres
bade risikofakorene og avhengigheten i relativt stor grad. Dette gjelder bade
nar frailty-variabelen er stablefordelt og nar den er gammafordelt. Enda mer
alvorlig er det dersom ogsé frailty-fordelingen er feilspesifisert.
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1 Innledning

I medisinsk forskning stgter man ofte pa levetidsdata. Levetidsdata innehold-
er informasjon om tiden fra et startpunkt og frem til en hendelse, for ek-
sempel en bestemt sykdom, inntreffer. Som oftest er det mange individer i
kohorten der hendelsen aldri har inntruffet. Det vil si at vi har hgyresensur-
erte data, og dette gjor at man ma analysere slike data ved hjelp av spesielle
metoder. Gjennomsnittlig levetid er for eksempel sjelden saerlig nyttig a reg-
ne ut, i og med at vi ikke har levetiden til samtlige individer. Dessuten er
levetidsdata som oftest ikke normalfordelte. P4 grunn av dette er det sveert
vanlig & bruke Cox-regresjon (Cox, 1972) istedenfor lineser regresjon for &
finne ut hvilken effekt potensielle risikofaktorer har pé levetiden.

I Cox-regresjon antar man ingen fordelingsform for levetidene. Imidler-
tid gjor man en sterk antagelse om at effekten av risikofaktorene er kon-
stant over tid, og at effekten er lineser pa en logaritmisk skala. Istedenfor
a benytte levetiden som avhengig variabel av risikofaktorene, benytter man
heller hasarden. Hasarden kan tolkes som risikoen (per tidsenhet) for at hen-
delsen inntreffer pa et bestemt tidspunkt, gitt at den ikke har inntruffet fram
til dette tidspunktet. Den enkleste Cox-regresjonsmodellen i levetidsanalyse
definerer hasarden for individ ¢ som

h(t) = ho(t) exp (8" Zi) - (1)

Her er ho(t) den underliggende hasarden som er felles for alle individer, 8
er en vektor av ukjente regresjonsparametre og Z; er kovariatvektoren for
individ 3.

For en bestemt sykdom kan man ha korrelasjon mellom levetidene innen
familier. Korrelasjonen kan skyldes faktorer som er vanskelige 4 male direkte.
For eksempel kan det veere vanskelig & méale genetiske komponenter og bruke
dette som en risikofaktor. Med familiedata kan man introdusere en frailty-
variabel Y til & si noe om korrelasjonen i levetider innen familier. Hasarden
for individ ¢ er da gitt ved

h(t) =Yho(t)exp (BTZi) . (2)

Her vil den uobserverte heterogeniteten fanges opp i frailty-variabelen Y,
mens Cox-leddet, exp(ﬁTZi), fanger opp den observerte heterogeniteten.
Noen tidlige og viktige artikler om frailty-modeller er gjort av Clayton
(1978), Vaupel and Yashin (1985a) og Hougaard (1986b). Selve begrepet
frailty ble ferst introdusert av Vaupel et al. (1979). Frailty-modeller er
fremdeles i kraftig utvikling,.

Den enkleste frailty-modellen innebaerer at alle individer innen en familie
har lik verdi av frailty-variabelen, denne modellen blir kalt shared frailty-
modell. Ved & benytte denne modellen kan man se pé graden av korrelasjon
etter & ha trukket fra virkninger av kovariater som slektningene har felles. At



det er en opphopning av for eksempel lungekreft innen en familie, kan skyldes
at det er mange i familien som rgyker. Etter at vi har trukket fra virkningen
av denne risikofaktoren, vil vi se at korrelasjonen i tid til lungekreft mellom
slektningene reduseres, siden lungekreft hovedsaklig skyldes rgyking. Ser vi
imidlertid pa en arvelig sykdom, vil vi mest sannsynlig finne korrelasjon
mellom slektningene selv etter & ha trukket fra virkninger av kovariater.
Dersom frailtyleddet viser at vi har korrelasjon, ma det altsa veere slik at
det fins uobserverte miljomessige eller genetiske komponenter som er felles
for individer i samme familie. Vi antar at Y er konstant over tid. Man kan
si at mens den underliggende hasarden, hg (t), beskriver individvariasjon,
sa beskriver frailty-variabelen gruppevariasjon. Dersom Y for en bestemt
familie er stor, kan dette tolkes som at denne familien har store uobserverte
risikofaktorer, noe som gir en hgy risiko for sykdom. Tilsvarende kan lav Y
for en bestemt familie tolkes som at det er liten sjanse for at individene i
denne familien far sykdommen. Dette vil si at dersom vi har stor variasjon
i Y for de ulike familiene, s kan det finnes uobserverte risikofaktorer som
er felles for de i samme familie. Tid til sykdommen vil vaere avhengig innad
i familiene og uavhengig mellom familiene. Det er Y alene som modellerer
korrelasjonen. Man kan ogsa benytte en frailty-modell uten kovariater, kun
for & fa et mal pa avhengigheten. Dette kan veere aktuelt for eksempel péa
registerdata der fa eller ingen kovariater er tilgjengelig. Denne modellen blir
da et spesialtilfelle av (2).

Ofte er malet vart a estimere korrelasjonen og regresjonsparametrene, og
da mé& man spesifisere Y naermere. En neerliggende mulighet er & benytte
en ikke-parametrisk Y. Dette kan veere hensiktsmessig dersom man ser pa
Y som stgy og kun er ute etter & finne effekten av kovariatene, men som
regel er man mer interessert i & finne et godt estimat ogsé for korrelasjonen.
Dette er vanskelig nar man benytter en ikke-parametrisk Y fordi man da
generelt ma bruke asymptotisk statistisk inferens (Hougaard, 2000) som kan
fungere godt nar antall individer i hver familie er stort, men darlig nar antall
individer i hver familie er forholdsvis lavt. Derfor er det mer fornuftig & anta
en apriorifordeling for Y. Det er praktisk & anta en fordeling for Y som har en
enkel Laplacetransformasjon. Grunnen til dette er at overlevelsesfunksjonen,
S(t), det vil si sannsynligheten for at individ ¢ lever lenger enn ¢, er gitt som

S = P(T>t)
= E[SY)]
= Elexp(=H ()]
= E[exp (-Y Hy(t)exp (B7Z;))]
= Ly (Ho(t)exp (87Z:)) , (3)

der Ly (o) = [exp (—sy) f(y)dy er den Laplacetransformerte av Y og H (t) =
fg h(u)du. Tilsvarende er Hy (t) = fot ho(u)du. Den vanligste antagelsen er at



Y er gammafordelt, siden dette forer til enkel regning og gir en enkel Laplace-
transformasjon. En annen vanlig fordeling er PVF-fordelingen (power vari-
ance function) (Hougaard, 2000). PVF-fordelingen har en ekstra parameter
og inkluderer bade gammafordelingen, invers-normalfordelingen og positive
stable-fordelingen. Den kan derfor benyttes for & gi en bedre tilpasning til
data. I denne oppgaven brukes gammafordelingen og stablefordelingen som
frailty-fordelinger.

Som for frailty-variabelen ma man ogsa spesifisere den underliggende
hasarden hg (t). I en shared frailty-modell er det enkelt & regne med en
ikke-parametrisk underliggende hasardfunksjon, og dette er implementert
i statistisk programvare som S-plus og R. I mer kompliserte modeller tar
man imidlertid hensyn til at ikke alle individer i samme familie har lik grad
av korrelasjon. Et eksempel er en kjernefamilie med mor, far og barn. Her
kan man dele frailtyen inn i komponenter for felles og individuelt miljg i
tillegg til genetikk. Felles miljg kan ha samme verdi for alle i familien. Den
genetiske komponenten vil la mor og far veere uavhengige, mens foreldre og
barn har korrelasjon % siden de i gjennomsnitt deler halvparten av genene.
Komponenten for individuelt milg er uavhengig for alle. Da er Y sammensatt
av flere fordelinger. Ulempen med slike modeller er at en ikke-parametrisk
ho (t) forer til at estimeringen av parametrene blir vanskelig sammenlignet
med en parametrisk hg (¢).

Det er vist at en feilspesifisert gammafordeling for frailty-variabelen Y
har liten betydning for estimeringen av parametrene i den underliggende
hasarden og regresjonsparametrene, i verste fall blir estimatene rundt 10 %
feil (Hsu og Gorfine, 2007). I andre tilfeller er ikke det viktigste at hg () er
korrekt bare man far gode estimater av korrelasjonen og regresjonsparame-
trene. En praktisk fordeling som ofte brukes som hg (t) er Weibullfordelin-
gen, hovedsaklig fordi hasardene for mange sykdommer ser nettopp Weibull-
fordelte ut. Erfaringer fra tidligere analyser kan indikere at feilspesifisert
ho (t) ikke har s& stor betydning (Moger et al., submitted og Moger, 2004),
men det er gnskelig med en grundigere og mer systematisk kartlegging av
skjevheten og standardfeilen til parametrene. Hvis vi kan vise at feilspesifis-
ert Weibullhasard har liten betydning i en shared frailty-modell, indikerer
dette at feilspesifisert Weibullhasard i en mer komplisert modell ogsa kan
ha liten betydning. Dermed kan man stole mer pa resultater man far ved a
bruke modeller med Weibullfordelt hasard.

I kapittel 2 skal vi fgrst se pa noen grunnleggende begreper i levetids-
analyse. I tillegg skal vi se hvordan vi kan estimere parametrene og stan-
dardavvikene til disse. I neste kapittel presenteres noen vanlige fordelinger
for hasarden, nemlig Weibullfordelingen, Gompertzfordelingen, log-logistisk
fordeling og badekarfordeling. I kapittel 4 gar vi litt ngyere inn pa frailty-
modeller og utleder likelihooden for en shared frailty-modell. T kapittel 5
undersgker vi hvor godt denne modellen fungerer pa genererte data, bade
nar frailty-variabelen er stablefordelt og nar den er gammafordelt. Vi skal



anta at hg (t) er Weibullfordelt, men genererer data der hg (t) ikke er Weibull-
fordelt. Til sist i dette kapittelet undersgker vi hvor godt modellen fungerer
dersom bade frailty-variabelen Y og ho (t) er feilspesifisert. Til slutt folger
en diskusjon i kapittel 6.



2 Noen grunnleggende begreper i levetidsanalyse

I dette kapittelet skal vi se pa noen grunnleggende begreper i levetidsanalyse
og sammenhengen mellom disse. Jeg har brukt kapittel 2-4 i boka til Klein
og Moeschberger (2002). La T veere tiden inntil en bestemt hendelse in-
ntreffer, for eksempel tiden til sykdom. Da har vi som vanlig en sannsyn-
lighetsfordeling f(¢) som viser den relative sannsynligheten for & bli syk ved
et bestemt tidspunkt. Videre er det to sveert vanlige stgrrelser, overlevelses-
funksjonen S(t) og hasardfunksjonen (kalles ogsa hasardraten eller hasarden)
h(t). Overlevelsesfunksjonen gir sannsynligheten for at hendelsen, for eksem-
pel sykdommen, ikke har inntruffet ved tid 7', mens hasardfunksjonen gir
sannsynligheten for at hendelsen inntreffer i lgpet av neste "gyeblikk". Mel-
lom disse tre funksjonene har vi en entydig transformasjon, det vil si at der-
som vi kjenner en av disse funksjonene, kan de to andre eksakt bestemmes.
Sammenhengen mellom sannsynlighetsfordelingen og overlevelsesfunksjonen
er

S(t) = P(T > t) = / F(t)dt,
t
dersom T er kontinuerlig. Hasardfunksjonen er gitt som

P(t<T <t+ AT > 1)
At—0 At

og ved hjelp av Bayes’ formel kan vi skrive

h(t) = % (4)

Sammenhengen mellom hasarden og overlevelsesfunksjonen er

S(t) = exp [— /0 t h(u)du] . (5)

Hgyresensurering er vanlig for levetidsdata. Det vil si at for noen in-
divider har hendelsen ikke inntruffet ved undersgkelsens slutt. Det er da
opplagt at likelihooden ikke kan konstrueres pa vanlig mate nar det gjelder
hgyresensurerte levetidsdata, siden likelihooden vanligvis er gitt som

L(n) =11P(T =tin) =TI f(t:|n) m [TS(tm)n (tiln)
K3 (2 K3
der n er alle parametrene i modellen. Det eneste vi vet om de hgyresensurerte
dataene er at de har overlevd fram til tid ¢;, det vil si at de har overlevd lenger
enn t;. De gir dermed et bidrag til likelihooden lik overlevelsesfunksjonen ved
tid ¢, S(ti|m). Vilar 6; = 0 hvis individ ¢ ikke har opplevd hendelsen. Motsatt



lar vi 0; = 1 dersom hendelsen har inntruffet for individ 7. Likelihooden blir
dermed

) = TIIP(T = tiim))" P(T > )=

(2

= TLISCtilm)n (t:|m))% S(ti|n)' %

(2

= TIS(tlmh (t:lm) (6)

Likelihooden angir altsé sannynligheten for & fa dataene som er fatt, gitt
parametrene i modellen. Det vil si at den er en funksjon av parametrene. Ved
a maksimere likelihooden med hensyn pa parametrene, finner vi altsa de esti-
matorene for parametrene som maksimerer sannsynligheten for & f& akkurat
disse dataene. Disse kalles gjerne ML(maximum likelihood)-estimatorer. Av
rent praktiske grunner er det vanlig & maksimere log-likelihooden istedenfor
likelihooden. Dette gjores ved a sette U (n) = % logl(m) = 0. Siden den
logaritmiske funksjonen er en monotont voksende funksjon, forandres ikke
ML-estimatorene.

I tillegg til estimatorer er det ogsa interessant & finne estimert kovarians-
matrise til parametrene. La 1) veere ML-estimatorene for parametrene. Ved

Taylorutvikling om de sanne verdiene av parametrene, 1y, har vi at

o—U<a>w<n0>+%v<no><ﬁ—no>.

Det vil si at
~ o -1
n—ny~i(ng) U(no),

der i(ny) = —%U (ng) er observert informasjonsmatrise. Videre har vi at

Var (i (”70)71 U (770)> - i(no)il Var (U (no)) i (770)71

Man kan vise at U (1) er normalfordelt med forventning 0 og kovariansma-
trise i(n). Folgelig far 7 kovariansmatrise i (1) *. Estimert kovariansma-

trise blir da i (1) og

fi~N (no, i (no)*l) :



3 Vanlige fordelinger for hasarden

Hasardfunksjon h(z) | Betingelser
Weibull adz® ! a,A\>0,z>0
Log-logistisk % a,A\>0,z>0
Gompertz Ae® a, >0,z >0

Tabell 1: Aktuelle hasarder
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Figur 1: Weibullhasarder

Vi skal undersgke estimatene av korrelasjonen og regresjonsparametrene
dersom vi antar at den underliggende hasarden kommer fra Weibullfordelin-
gen, nar den i virkeligheten kommer fra en annen fordeling. Det er tre gode
grunner til & bruke Weibullfordelingen som underliggende hasard. For det
fgrste har den et enkelt matematisk uttrykk, som vist i tabell 1. For det an-
dre har hasarden den egenskapen at avhengig avom o < 1, @« = 1 eller a > 1,
vil hasardfunksjonen veere henholdsvis konstant, avtagende eller gkende, sa
vi slipper & gjore noen antagelser om dette. Tre eksempler er vist i figur
1. Den tredje og kanskje viktigste grunnen er rett og slett at de observerte
hasardene for mange sykdommer ser Weibullfordelte ut.

Det er ogsa andre fordelinger som den underliggende hasarden kan tenkes
& komme fra. Vi skal se spesielt pa Gompertzfordelingen, den log-logistiske
fordelingen og badekarfordelingen. Hasarden for Gompertzfordelingen er vist
gverst til venstre i figur 2 og det matematiske uttrykket i tabell ?7. Dersom
den underliggende hasarden i virkeligheten er Gompertzfordelt og vi bruker
en modell med Weibullfordelt underliggende hasard, kan vi fa problemer.
Grunnen til dette er at Gompertzhasarden har en startverdi lik A, mens
Weibullhasarden enten starter i 0 og er gkende eller starter i uendelig og
er avtagende, eller den kan vaere konstant. Dermed far Weibullhasarden en
darlig tilpasning ved lave tidspunkt. Ettersom Weibullhasarden vil forsgke &
tilpasse seg tidlige tidspunkt s& godt som mulig, kan vi dermed fa en darlig
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Figur 2: Noen aktuelle hasarder

tilpasning ogsé ved sene tidspunkt.

Nederst i figur 2 ser vi at vi ogsa kan fa problemer dersom den under-
liggende hasarden i virkeligheten er log-logistisk fordelt fordi denne hasarden
blant annet forst kan gke og deretter avta. Da kan en tilpasning ved hjelp
av Weibullfordelingen bli rimelig ungyaktig og dermed ogsa estimatene. Den
siste fordelingen vi skal undersgke er badekarfordelingen, vist gverst til hgyre
i figur 2. Grunnen til navnet er at hasarden kan minne om tverrsnittet av
et badekar. Det som kjennetegner denne hasarden er stor risiko for sykdom
i starten. Med tiden minsker risikoen, for den flater ut og blir storre igjen. I
praksis vil hasarden til en rekke levetider forholde seg pa denne méten. Et
eksempel er hasarden for et menneskes levetid. Fra mennesket er 0 til 1-2
ar har det en relativt stor risiko for & dg. Deretter synker risikoen drastisk
og er sveert lav fgr den begynner a ta seg opp igjen ved 30-50-arsalderen.
Siden en Weibullhasard enten vil gke, avta eller veere konstant vil ogsa slike
data kunne bli et problem for en modell med Weibullfordelt underliggende
hasard.



4 Frailty-modeller

Det er vanlig & bruke en multiplikativ frailty-modell, der hasarden for hvert
individ er gitt som produktet av frailty-variabelen Y, den underliggende
hasarden ho(t) og et Cox regresjonsledd, exp(37Z), som i ligning (2). Som
nevnt i introduksjonen vil vi benytte en shared frailty-modell, i fgrste om-
gang med gammafordelt frailty-variabel Y, i neste omgang med stablefordelt
frailty-variabel. Vi kan ha positiv avhengighet for levetidene innen en fami-
lie, mens det er mer komplisert a utvide modellene til negativ avhengighet.
I de aller fleste eksempler er dette heller ikke ngdvendig, siden det mest
naturlige er at levetidene for individer i samme gruppe har ingen eller pos-
itiv korrelasjon. Individene er uavhengige gitt Y. Som maél for graden av
avhengighet er det en nzerliggende lgsning a bruke variansen til Y. Ulempen
med denne Igsningen er at variansen til Y ikke ngdvendigvis er sammenlign-
bar for to ulike frailty-fordelinger. Derfor ma vi finne et annet maél, og et
mye brukt mal er Kendall’s 7, som er gitt ved

T = OOS S (2)5 S — 1.
4/0 L(s) L (s)ds — 1 (7)

Kendall’s 7 ligger mellom 0 og 1, og stor 7 vil si hgy grad av avhengighet
mellom individene i en familie.

For & finne estimatorer for parametrene, regner vi ut log-likelihooden
til observasjonene og maksimerer denne, som vist i kapittel 2. La Hy(t) =
fg ho(u)du veere den kumulative underliggende hasarden. Fra ligning (5) far
vi at den betingede overlevelsesfunksjonen for k individer i samme familie
gitt ved

k
S(ty, ..., tx]Y) = St|Y) ... S(t,|Y) = exp {—Y Zexp(ﬁTZi)Ho(ti)} .

=1

Vi antar at vi har hgyresensurerte data. Vi lar §; = 1 hvis individ ¢ har fatt
sykdommen og §; = 0 hvis individ ¢ ikke har fatt sykdommen. Fra ligning
(6) far vi dermed at den betingede likelihooden for & individer i en familie
er

Y = TIS@EY)h(E]Y)™

: k
exp {—YZGXP(,BTZZ‘)HO(U)} {H[Yho (ti)exp(IBTZi)]gi} ®)

1=1 i=1

Fgrst antar vi at Y er gammafordelt med sannsynlighetsfordeling f(y) =
0%9?—1 exp(—0y)/T(0), 6 > 0. Fordelingen har lik form- og skalaparameter
og dermed forventning 1. Dette gjores for at parametrene i modellen skal

10



veere identifiserbare nar hg (¢) inneholder bade skala- og formparameter. Den
k’te deriverte av Laplacetransformen til Y med denne fordelingen, er
W D(k+0) 6
o (9)
o) 0+ s)kt

¥ (s) = (-1)

Samtidig er det kjent at E{Y*Fexp(—Ys} = (—1)’“L§f)(s). Da blir den
ubetingede likelihooden for en familie

k
I = S(ty,....t H

1=1
k k
= F {exp —Y'> " exp(87Z;)Hy tz]}{H Y ho (t;) exp(8T Z:)]° H
=1 =1

k k
= {H )exp(B1Z; )] } (Z p(8"Z;) HO(ti)>

i (5. +6
3{11 ) exp(B7Z) ) }%

90
[0+ XL exp(872:) Ho(t)

X

; (10)
}5.+9

der §. = ZZ 1 6 I tillegg antar vi en Weibullfordelt hasard, ho(t) = aAt® !,
og dermed H (¢ fo ho(u)du = At®. Vi setter dette inn i (10) og far at

k
b {H [Mt?_lexp@TZi)]&} W -
=1 90
X - 540
0+ S0 exp(872) Mg |

Siden individer som ikke er i slekt er uavhengige, blir likelihooden for de n
familiene i kohorten

n kj '

j=1 | i=1
09
X
{9 + Z 7 exp(BT Zij)At }

der subskript j star for familie j. Neste skritt er som vanlig & finne logaritmen
av dette, slik at parameterestimeringen blir enklere og mer stabil. Parame-
terverdiene som maksimerer likelihooden forblir de samme siden log z er en

8.,5+0"
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monotont voksende funksjon. Log-likelihooden blir

n kj
logl = Z Zém [log (@) + (o — 1) log (t;,) + BT Zi ;] +

j=1 | i=1

+1log [T (5. +0)] —log [T (0)] +
k;

+0log (0) — (6. + 0)log(0 + > exp (87 Zi ;) M)
=1

Néar vi antar at frailty-variabelen er stablefordelt, kan log-likelihooden
regnes ut pa tilsvarende méate. Stablefordelingen uttrykkes som en uendelig

sum,
(o ¢]

1 D(gf+1) ( v\g g
f(y)__ﬂ_yZ;T (—5> Y esm(eqw).

Av samme grunn som at vi velger & ha kun en parameter i gammafordelin-
gen, velger vi ogsd her & sette & = v. Denne fordelingen har uendelig for-
ventning og varians og er veldig skjev. Fra Hougaard (2000) har vi at den
d.te deriverte av Laplacetransformen til Y er

k 0
= Qesp |- (Lo (87 1)) |

i=1
der
5. k mb—a4.
Q = Z Cé.,m (9) Hm [Z exXp (,BTZZ'J') HO (tl)] y
m=1 i=1
der
Cs1(0) = H Cs.5.(0) =1

C(S.,m (9) = 05_717m71 (9) + [(5 — 1) — m@] Cg.,l’m ((9) .

Ved & bruke ligning (8) og ligning (10) far vi at likelihooden for en familie
kan skrives som

0

k kj
= {H[ho (t:) exprzi)Pi} Q(B)exp{ — (At exp (B721y)

=1

Dermed blir log-likelihooden, nar vi antar stablefordelt frailty-variabel og

12



Weibullfordelt hg (t),

n k;
logl = Z Z di [log (@A) + (o — 1) log (t; ;) + BTZM] +
j=1 | i=1
0

k;
+logQ; (0) — | A thfj exp (,BTZM) . (11)
i=1

Fra ligning (7) far vi at Kendall’s 7 nar Y er gammafordelt blir 7 = ?129
og nar Y er stablefordelt blir 7 = 1 —6. Dermed kan vi finne et estimat for 7

2
utifra estimatet for 6. Ved & bruke at Var (f (0)) ~ (dfd_ée)> Var (), finner
vi dessuten at

Var(r) ~ Var ()

(14 26)
nar Y er gammafordelt, og

Var (1) = Var (0)

nar Y er stablegfordelt. Ved a bruke dette kan vi finne estimert standard-
avvik til 7.
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5 Simuleringer

Vi skal undersgke skjevheten og standardavviket til frailty-parameteren 6
og regresjonsparametrene (3,, ¢ = 1,...,p. Vi simulerer m = 200 kohorter
med n = 5000 familier i hver kohort fra modellen (2). Grunnen til at n
velges sépass stor er at dette er ngdvendig for & generere nok familier med
mer enn en hendelse/sykdom. Dermed kan avhengigheten estimeres. Dersom
sykdommen er sjelden er det ogsa i virkeligheten ngdvendig med stor n.
Derfor er det vanlig at familiedatasett er relativt store. Med 200 kohorter
tar da en simulering omtrent ett dggn.

For & se effekten av bade kontinuerlige og dikotome kovariater med bade
uavhengighet og avhengighet innad i familier, har vi to kovariater i modellen,
det vil si p = 2. Den fgrste kovariaten, med regresjonsparameter 5, er gam-
mafordelt med formparameter lik 0.5 og skalaparameter lik 1, det vil si at den
er skjevfordelt. Denne kovariaten er uavhengig for alle individer. Den andre
kovariaten, med regresjonsparameter (5, er dikotom, det vil si enten 0 eller 1,
og er avhengig for individer i samme familie. Denne avhengigheten simuleres
pa en enkel mate. For hver familie settes det forste familiemedlemmet, det
vil si et tilfeldig familiemedlem, til & ha verdien 0 med 50% sannsynlighet
eller 1 med 50% sannsynlighet. Det andre familiemedlemmet, et annet til-
feldig familiemedlem, far samme verdi pa kovariaten som det forste med 70%
sannsynlighet. Det tredje familiemedlemmet far deretter samme verdi som
det andre familiemedlemmet med 70% sannsynlighet og si videre. Antall in-
divider i den j’te familien, k;, trekkes slik at vi har 15% sannsynlighet for ett
individ i familie 5, 30% for to individer, 25% for tre, 20% for fire, 6% for fem
og 4% for seks. Deretter velges regresjonsparametrene og frailty-parameteren
0, og frailty-variablene Y trekkes fra enten gammafordelingen med form- og
skalaparameter 6 eller stablefordelingen med parameter 6. Videre velger vi
en fordeling for den underliggende hasarden, inkludert verdier for parame-
trene.

Gitt modellen i (2) kan vi na simulere levetidene til samtlige individer. En
méte & gjore dette pa er & trekke u; ~ Uniform (0,1) og deretter velge ¢; slik
at S (t;|Y") = u; for alle individene. Det vil si at vi ma finne t; = S~ (u;|Y).
Den inverse av overlevelsesfunksjonen er enkel & finne nar hg (¢) er Weibull-,
Gompertz-, log-logistisk- eller badekarfordelt. For & fa& hgyresensurerte da-
ta trekker vi en normalfordelt grense for hvert individ, g; ~ N (,u, 02), og
dersom levetiden til et individ er hgyere enn denne grensen, sa sier vi at hen-
delsen ikke har inntruffet for dette individet. Dersom vi velger a sensurere
mange individer, kan vi velge en lav forventning. Da bgr vi ogsé passe pé & ha
en relativt stor varians for i det hele tatt a fa hendelser som skjer etter lang
tid. For lav varians kan fgre til at vi i praksis kun far sveert lave tidspunkt for
hendelsene og dermed vil formen til den underliggende hasarden bare vaere
relevant ved lave tidspunkt. Etter en simulering bgr vi derfor undersgke om
hendelsen inntreffer pa tidspunkt der den underliggende hasarden har fatt
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Figur 3: Fordeling til estimater nar hg () ~Weibull(law =3, A =0.1), 7 =
0.714 og Y er gammafordelt.

sin karakteristiske form. I relle situasjoner er det vanlig med en hgy grad
av sensurering. I disse simuleringene sensurerer vi derfor omtrent 90 % av
individene.

Ved & bruke optim-rutinen i R, finner vi log-likelihoodens maksimum
og dermed estimatene for parametrene. De kan si settes inn ligningen for
informasjonsmatrisen, slik at vi finner estimerte standardavvik. Disse kan

sammenlignes med de empiriske standardavvikene. For for eksempel parame-
~MLE -\ 2
teren 6 er de empiriske standardavvikene gitt som ﬁ Sy <9k - 0> ,

~MLE
der 0,  erestimatet av 6 i den k’te kohorten basert pa likelihood-estimatoren

(MLE) og 6 = L 51" EQ/ILE er det gjennomsnittlige estimatet for . Det
er tilsvarende for de andre parametrene. Dersom de empiriske standard-
avvikene er mye hgyere enn de estimerte standardavvikene, kan dette fore
til at vi underestimerer usikkerheten til estimatene nar vi benytter et reelt
datasett.

5.1 Gammafordelt frailty-variabel

Pa grunn av de matematiske egenskapene og den enkle Laplacetransformen
er det vanlig & anta at frailty-variabelen Y er gammafordelt med form- og
skalaparameter 0. I de fglgende simuleringene antar vi denne fordelingen for
Y, og dataene blir simulert med denne frailty-fordelingen.

For a ha noe & sammenligne standardavvikene med, undersgker vi stan-
dardavviket for parametrene dersom hg (t) virkelig er Weibullfordelt (at
parametrene blir korrekt estimert er opplagt). Resultatene er vist i tabell 2
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Parameter Par Mpar estSE  empSe

ho (t) Weibull(a = 3, A = 0.1)

0 0.2 0.201 0.0116 0.0115
A 0.1 0.100 0.0065 0.0067
o} 3 3.000 0.0681 0.0689
B1 0.6 0.598 0.0434 0.0443
Ba —-2.3 —2.288 0.0955 0.0952
T 0.714 0.714 0.0117 0.0116
ho (t) Gompertz(a = 1.5, A = 0.005)

0 0.2 0.3775 0.0275 0.0452
B1 0.6 0.4898 0.0431 0.0515
Ba —-2.3 -—1.742 0.0866 0.0876
T 0.714 0.5715 0.0293 0.0321
ho (t) Log-logistisk(av = 1.3, A = 0.2)

0 0.2 0.192 0.0117 0.0127
B1 0.6 0.604 0.0402 0.0388
B —2.3 —2.348 0.0941 0.0966
T 0.714 0.723 0.0133 0.0132
ho (t) badekarformet

0 0.2 0.7736  0.0770 0.0723
51 0.6 0.3598 0.0350 0.0323
B —-2.3 -—1.304 0.0680 0.0581
T 0.714 0.3938 0.0223 0.0217

Tabell 2: Resultater fra simuleringer der 7 = 0.714 og Y er gammafordelt.
Par=parametre, Mpar=gjennomsnittlige parameterestimater basert pa de
m = 200 kohortene, estSE=gjennomsnittlig estimert standardavvik basert
pa de m = 200 kohortene, empSE=empirisk standardavvik basert pa de
m = 200 kohortene.
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Figur 4: Fordeling til estimater nar hg (t) ~Gompertz(a = 1.5, A = 0.005),
7=10.714 og Y er gammafordelt.

og de estimerte fordelingene er vist i figur 3. Standardavviket for malet pa
avhengigheten er omtrent 0.01, mens det for regresjonsparametrene er litt
hgyere. Alle de estimerte fordelingene, i figur 3, ser tilnsermet normalfordelte
ut. Dette gjelder i stort sett alle simuleringene som er gjort. I de fglgende
simuleringene vises de estimerte fordelingene i all hovedsak bare dersom det
ser ut som at de er darlig tilpasset en normalfordeling.

Selv om en Gompertzfordelt hasard har ganske lik form som en Weibull-
fordelt hasard, er det langt fra opplagt at estimatene blir brukbare dersom
ho (t) er Gompertzfordelt. Som tidligere nevnt er det problematisk at for
Gompertz er hg (0) = A, mens for Weibull er alltid hg (0) = 0. Dersom A er
stor kan dette fgre til at den tilnszermede Weibullhasarden raskt vil ga opp
mot A og dermed blir parameteren v i Weibullfordelingen gjerne estimert til
a veere mellom 1 og 2. Det vil si at den dobbeltderiverte av Weibullhasar-
den ofte vil bli negativ selv om den dobbeltderiverte av Gompertzhasarden
er positiv. Det er gjort simuleringer med forholdsvis stor A, blant annet
A = 0.05, men sensureringen fgrer da til at nesten alle hendelsene inntreffer
pa tidlige tidspunkt der hg (t) er omtrent konstant. Dermed blir selve for-
men til Gompertzhasarden mindre viktig og estimeringen av parametrene
blir sveert god, siden Weibullhasarden har den egenskapen at den kan gke
sveert raskt opp til en verdi og derfra opptre tilnsermet konstant i ganske
lang tid. For a fa hendelser ved tidspunkt der Gompertzhasarden har fatt sin
karakteristiske form har vi derfor valgt A = 0.005 og @ = 1.5. Resultatet av
simuleringen er vist i tabell 2. Vi ser at bade avhengigheten og betydningen
av kovariatene er underestimert med 20 — 25%. Videre ser vi at estimert
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Figur 5: Y gammafordelt, 7 = 0.714. Qverst: Sammenligning av korrekt
Gompertz ho (t) mot estimert Weibull hg (¢). Nederst: Sammenligning av
korrekt Gompertz overlevelsesfunksjon S () mot estimert Weibull S (¢). 7 =
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Figur 6: Kaplan-Meier, hq (t) ~Gompertz(a = 1.5, A = 0.005), 7 = 0.714, Y
er gammafordelt.
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standardavvik er ganske naert empirisk standardavvik for alle parametrene.
Standardavviket til 7 (og €) er endel hgyere i denne simuleringen enn i
simuleringen med korrekt spesifisert Weibull hg () mens standardavvikene
til regresjonsparametrene er omtrent de samme. Figur 4 viser at de estimerte
fordelingene ikke er like symmetriske som i forste simulering, og det kan se
ut som om estimatene er litt mer ustabile i denne simuleringen.

Ligning (3) kan brukes til & utlede overlevelsesfunksjonen, S (t), for et
individ med gitte kovariater. Dette blir da overlevelse for hele modellen,
ikke underliggende overlevelsesfunksjon. Nar hq (¢) er feilspesifisert, er det
opp til frailty-fordelingen & kompensere for dette. Overlevelsesfunksjonen
viser i hvor stor grad det lykkes. Nederst i figur 5 ser vi S (¢) basert pa
virkelige parametre og Gompertzhasard, plottet mot S (¢) som er basert péa
gjennomsnittlige estimerte parametre og Weibullhasard. Begge kovariatene
er valgt til & ha forventningsverdien 0.5. Vi ser at den virkelige overlevelses-
funksjonen avviker endel i forhold til den estimerte overlevelsesfunksjonen
som folge av at hg (t) avviker. Figur 6 viser Kaplan-Meier-plottet for den
fgrste kohorten. Dette gjelder i alle folgende Kaplan-Meier-plott. Det er ty-
delig at vi har utnyttet den karakteristiske formen til Gompertzhasarden
siden Kaplan-Meier-plottet i figur 6 viser at vi har hendelser ved tidspunkt
der den underliggende hasarden er sterkt gkende.

Dersom den underliggende hasarden i virkeligheten er log-logistisk fordelt
( = 1.3, A = 0.2), ser det ut til at estimatene blir mye bedre enn néar
den er Gompertzfordelt, tabell 2. Skjevheten til 7 er kun 0.01. Dette kan
skyldes at den log-logistiske hasarden har samme startverdi som Weibull-
hasarden. Dermed slipper den tilpassede hasarden & fa en for rask stigning
i starten som fgrer til darlig tilpasning ved senere tidspunkt. Dessuten blir
den tilnszermede hasarden sveert lik ved alle relevante tidspunkt. Heller ikke
her er de estimerte standardavvikene langt unna de empiriske standard-
avvikene, og de ligger ganske neert til standardavvikene i simuleringen med
Weibullfordelt hasard. De estimerte fordelingene er i stgrre grad enn i forrige
simulering symmetriske og godt tilpasset en normalfordeling. I dette eksem-
pelet fungerer altsd antagelsen om Weibullfordelt hg(t) godt. Det er ogsé
gjort simuleringer med log-logistisk hg (¢t) der & = 0.8 og A = 0.05, det vil si
at ho (t) er avtagende. Ogsé her blir estimatene meget gode, og de empiriske
og estimerte standardavvikene forblir nesten uforandret.

Nar vi antar at hg (t) er Weibullfordelt, er det intuitivt at om hasarden
i virkeligheten er badekarformet, s& kan det gi darlig tilpasning og darlige
estimater. Et mulig valg for en badekarhasard er

ho (1) = 05—btfor0<t<0.1
O 0.005 (t—0.1)* for t > 0.1

Det vil si at hasarden er linesert avtagende for 0 < ¢ < 0.1, mens for ¢ > 0.1
er hasarden forskjgvet Weibullfordelt med A = 0.001 og o = 5. Av Kaplan-
Meier-plottet i figur 10 ser vi at for omtrent 2% av individene inntreffer hen-
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Parameter Par  Mpar estSE empSe

ho (t) Gompertz(a = 1.5, A = 0.005)

0 0.75 1.3291 0.1358 0.2704
51 0.6 0.4855 0.0365 0.0710
B —-2.3 —1.7233 0.0737 0.2483
T 0.4 0.2797 0.0404 0.0444
ho (t) badekarformet

0 0.75 119.9 287.0 95.24
51 0.6 0.3751 0.0273 0.0263
B —2.3 —-14791 0.0633 0.0613
T 0.4 0.0087 0.0160 0.0094

Tabell 3: Resultater fra simuleringer der 7 = 0.4 og Y er gammafordelt. Se
tabell 2 for forklaring.

delsen fgr den underliggende hasarden synker ned til 0, for 8% av individene
inntreffer hendelsen nar hasarden igjen begynner & gke, mens 90% av indiv-
idene blir sensurert. Tabell 2 viser at bade avhengigheten og kovariatenes
virkning i stgrre grad enn i de tidligere simuleringene blir underestimert. Fig-
ur 9 gir oss en indikasjon pa hvorfor estimatene blir sa darlige. Av hensyn
til de tidlige sykdomstilfellene gker Weibullhasarden relativt raskt i starten.
Siden Weibullhasarden dermed ikke kan avta, holder den et tilnzermet kon-
stant niva for tidspunkt der den virkelige hasarden er omtrent 0. Idet den
virkelige hasarden begynner & gke raskt igjen, kan ikke den Weibullfordelte
hasarden gjgre annet enn & holde seg pa tilnszermet samme niva som tidligere.
Dette gjenspeiles ogsa i overlevelsesfunksjonen nederst i samme figur. De
estimerte og empiriske standardavvikene er sveert like og estimatene for
fordelingene er symmetriske og tilsynelatende tilnsermet normalfordelte, men
likevel gir det i dette tilfellet relativt darlige resultater & bruke en Weibull-
fordelt hasard. Kaplan-Meier-plottet viser tydelig at ho(¢) er tilnsermingsvis
badekarformet. For virkelige data kan det derfor vaere viktig & undersgke
Kaplan-Meier-plottet for man eventuelt bruker en Weibullfordelt hasard.

I de forrige simuleringene har vi valgt en relativt stor avhengighet innad
i familiene, 7 = 0.714. Vi skal na se hva som skjer dersom vi velger en mindre
avhengighet. Vi setter A = 0.005 og a = 1.5 i den Gompertzfordelte ho(t),
velger en litt lavere avhengighet, 7 = 0.4, og simulerer nye kohorter. Vi ser at
regresjonsparametrene blir underestimert i like stor grad som nar 7 = 0.714.
Dette kan tyde pa at avhengigheten pavirker estimatene for regresjonspara-
metrene i liten grad nar hg (¢) er Gompertzfordelt. Vi ser at avhengigheten
i litt stgrre grad blir underestimert enn nar vi hadde 7 = 0.714, her blir
den underestimert med 30%. Vi ser ogsa at den estimerte fordelingen til
estimatene, szerlig for avhengigheten, har to topper. Begge disse problemene
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kan skyldes at med hgy grad av sensurering og lav grad av avhengighet vil
noen kohorter ha fa familier med mer enn ett sykdomstilfelle og dermed
blir estimeringen mer ustabil. Dette gjelder intuitivt ikke estimeringen av
regresjonsparametrene.

Med samme badekarformede hasard som tidligere og lavere avhengighet,
7 = 0.4, blir esimatet for avhengigheten sveert darlig, tabell 3. Selv om 7 er
sapass stor som 0.4, estimeres parameteren til omtrent 0. Et mulig problem
kan vaere at for noen kohorter blir avhengigheten lav og dermed estimatet
for 6 sveert hgyt. Dermed blir gjennomsnittet av estimatene for 8 ogsa hgyt.
Dette problemet vil intuitivt veere mindre for estimatet av 7, siden esti-
matet av 7 ma veere mellom 0 og 1. I figur 13 ser vi ogsa at det ikke er
dette som er problemet i dette tilfellet. Estimatene for 7 er stort sett mindre
enn 0.04 og aldri i neerheten av den sanne verdien. Estimatene for regresjon-
sparametrene blir derimot omtrent like gode som tidligere. Dette kan tyde
pé at avhengigheten pévirker estimatene for regresjonsparametrene i liten
grad, ikke bare for Gompertzfordelt hg (¢), men ogsa nar det gjelder badekar-
formet hg (t). Dermed kan det veere grunn til & tro at dette ogsé gjelder mer
generelt. I likhet med simuleringen der 7 = 0.714, er den dobbeltderiverte
av den tilpassede Weibullhasarden ogsa her negativ. Vi ser i figur 14 at dette
fgrer til en sveert darlig tilpasning for overlevelsesfunksjonen.
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Figur 14: Y gammafordelt, 7 = 0.4. Overst: Sammenligning av korrekt
badekarformet hg (t) mot estimert Weibull hq (¢). Nederst: Sammenligning
av korrekt badekar overlevelsesfunksjon S (t) mot estimert Weibull S ().
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Figur 15: Kaplan-Meier, badekarformet hq (t), 7 = 0.4, Y er gammafordelt.
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Parameter Par  Mpar estSE empSe

ho () Weibull(a = 3, A = 0.1)

0 0.2 0.2009 0.0077 0.0080
A 0.1 0.1065 0.0338 0.0375
o 3 2.9984 0.0751 0.0769
51 0.6 0.5994 0.0508 0.0541
B —-2.3 —2.2928 0.1270 0.1366
T 0.8 0.7991 0.0077 0.0080
ho (t) Gompertz(a = 1.5,A =5-1077)

0 0.2 0.2880 0.0109 0.0139
51 0.6 0.4894 0.0523 0.0507
B —-2.3 —-1.8931 0.1283 0.1351
T 0.8 0.7120 0.0109 0.0139
ho (t) badekarformet

0 0.2 0.2557 0.0097 0.0117
51 0.6 0.4795 0.0495 0.0506
B —-23 -—1.923 0.1235 0.1442
T 0.8 0.7443 0.0097 0.0117

Tabell 4: Resultater fra simuleringer der 7 = 0.8 og Y er stablefordelt. Se
tabell 2 for forklaring.

5.2 Stablefordelt frailty-variabel

En annen vanlig frailty-fordeling er stablefordelingen. I de fglgende simu-
leringene antar vi at Y er stablefordelt mens hg (t) fremdeles antas & veere
Weibullfordelt. For & finne estimater for parametrene i modellen optimeres
dermed log-likelihooden i ligning (11). Vi genererer data med stablefordelt
Y, slik at denne antagelsen er korrekt og undersgker om resultatene blir
omtrent like gode med denne frailty-fordelingen. Forst gjgres en simulering
der alle antagelser er korrekte, det vil si at hg (¢) er Weibullfordelt. Malet for
avhengigheten, 7 settes lik 0.8 mens de andre parametrene forblir uforandret,
tabell 4. Vi ser at standardavviket til 8 ble stgrre da vi antok gammafordelt
frailty-variabel og valgte 7 = 0.714. Grunnen til dette er nok at standard-
avviket til 0 avtar nar 0 neermer seg 1. Dette gjenspeiles ogsa i simuleringen
med gammafordelt frailty-variabel der 7 = 0.4. Her er standardavviket til 6
enda stgrre. Standardavviket til regresjonsparametrene forblir uforandret.
Videre simulerer vi data der hg (t) ~ Gompertz (a =15A=5- 10_7).
Grunnen til at A settes sveert lav er at vi fremdeles gnsker & utnytte forskjellen
i formen til en Gompertzhasard og en Weibullhasard. Nar Y er stablefordelt,
sa er forventningsverdien til Y uendelig og dermed blir hasarden, det vil si
risikoen for & d¢ i den fulle modellen, stgrre enn nar Y er gammafordelt.
Dette kan kompenseres ved & la hg (t) veere lav inntil den far sin karakter-
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Figur 16: Y stablefordelt, 7 = 0.8. @Qverst: Sammenligning av korrekt Gom-
pertzfordelt ho (t) mot estimert Weibull hg (t). Nederst: Sammenligning av
korrekt Gompertz overlevelsesfunksjon S (¢) mot estimert Weibull S (¢).
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Figur 17: Y stablefordelt, 7 = 0.8. verst: Sammenligning av korrekt
badekarformet hg (t) mot estimert Weibull hq (¢). Nederst: Sammenligning
av korrekt badekar overlevelsesfunksjon S (f) mot estimert Weibull S ().

istiske form. Vi ser at i dette tilfellet blir estimatene, i tabell 4, forholdsvis
gode. Parameteren som beskriver avhengigheten, 7, estimeres 11% feil, mens
regresjonsparametrene estimeres i underkant av 20% feil. Som fgr blir alle
parametrene underestimert. Skjevheten er i omtrent samme skala som simu-
leringen med gammafordelt frailty-variabel og 7 = 0.714. Det viser at om
frailty-variabelen er gammafordelt eller stablefordelt spiller liten rolle nar
ho (t) er Gompertzfordelt og avhengigheten forholdsvis stor. De empiriske
og estimerte standardavvikene til parametrene stemmer overens i tilfredsstil-
lende grad. Dessuten er de i omtrent samme stgrrelsesorden som nar vi
simulerer med korrekte antagelser.

En annen interessant observasjon, gverst i figur 16, er at den estimerte
underliggende Weibullhasarden i dette tilfellet ikke ligner Gompertzhasar-
den i det hele tatt. Siden hq () ser ut til & ha en mye bedre tilpasning nar Y’
er gammafordelt, er det grunn til & tro at det stablefordelingen som er skyld i
dette. Stablefordelingen er sveert skjev og dette er nok den mest sannsynlige
grunnen.

Det er ogsa gjort en simulering med stablefordelt frailtyvariabel og badekar-
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Figur 18: Kaplan-Meier, badekarformet hg (t), 7 = 0.8, Y er stablefordelt.

formet hg (t). Avhengigheten er den samme som for simuleringen med en
Gompertzfordelt hg (t), nemlig 7 = 0.8. Som fgr er det viktig & velge den
underliggende hasarden slik at vi far et passe antall hendelser for hg (¢) blir
0. Jeg har valgt

ho (1) = 5-1070—-5-10""t for 0 <t < 0.1
O 15-1078 (£ —0.1)% for ¢t > 0.1

Det vil si at hasarden er linegert avtagende for ¢ < 0.1, mens den er forskjgvet
Weibullfordelt med A\ = 5107 og a = 3 for t > 0.1. Av Kaplan-Meier-
plottet ser vi at omtrent 4% av levetidene inntreffer nar ¢ < 0.1, omtrent
6% inntreffer nar ¢ > 0.1, mens omtrent 90% av levetidene som vanlig blir
sensurert. Ogsa her blir bade avhengigheten og regresjonsparametrene un-
derestimert. I tabell 4 ser vi at regresjonsparametrene blir underestimert i
omtrent samme grad som nar vi antok stablefordelt frailtyvariabel og gom-
pertzfordelt hg (t), mens 7 i dette tilfellet faktisk blir bedre estimert. Dverst
i figur 17 ser vi at dette gjelder selv om den estimerte underliggende hasar-
den er sveert forskjellig fra den virkelige. Grunnen til dette er at overlevelses-
funksjonen, nederst i samme figur, ser ut til & bli bedre tilpasset enn i den
forrige simuleringen og at det er dette som er viktig nar det gjelder & fa et
godt estimat for avhengigheten.

Det er ogsa gjort to simuleringer med en lavere avhengighet, 7 = 0.5. I
den fgrste er hg (t) Gompertzfordelt med samme verdier pa parametrene som
i den forrige simuleringen med Gompertzfordelt hg (t), nemlig o = 1.5 og
A = 5-107". I tabell 5 ser vi at estimatet for bade avhengigheten og regresjon-
sparametrene blir endel darligere i dette tilfellet. Malet pa avhengigheten, 7,
blir underestimert med 35%, mens regresjonsparametrene blir underestimert
med henholdsvis 28% og 34%. At méalet pa avhengigheten blir underestimert
i stgrre grad nar 7 er rundt 0.5 er ikke overraskende og stemmer med det
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Parameter Par  Mpar estSE  empSe

ho (t) Gompertz(a = 1.5,A =5-107")

0 0.5 0.6768 0.0221 0.0338
B1 0.6 0.4321 0.0484 0.0490
Ba —-2.3 —1.515 0.0976 0.1132
T 0.5 0.3232 0.0221 0.0338
ho (t) badekarformet

0 0.5 0.6495 0.0169 0.0186
51 0.6 0.4487  0.0400 0.0403
B -23 —-1.769 0.1035 0.1057
T 0.5 0.3505 0.0169 0.0186

Tabell 5: Resultater fra simuleringer der 7 = 0.5 og Y er stablefordelt. Se
tabell 2 for forklaring.
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Figur 19: Y stablefordelt, 7 = 0.5. @Qverst: Sammenligning av korrekt Gom-
pertzfordelt ho (t) mot estimert Weibull hg (t). Nederst: Sammenligning av
korrekt Gompertz overlevelsesfunksjon S (¢) mot estimert Weibull S ().
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Figur 20: Y stablefordelt, 7 = 0.5. verst: Sammenligning av korrekt
badekarformet hg (t) mot estimert Weibull hq (¢). Nederst: Sammenligning
av korrekt badekar overlevelsesfunksjon S (f) mot estimert Weibull S ().

vi har funnet ut for gammafordelt frailty-variabel. Men at regresjonspara-
metrene blir underestimert i signifikant stgrre grad nar = = 0.5 i forhold
til ndr 7 = 0.8 er overraskende. Nar Y er gammafordelt ser det ut til at
avhengigheten har liten innvirkning pa estimatene for regresjonsparame-
trene. I dette tilfellet, hvor Y er stablefordelt, pavirkes estimatet for re-
gresjonsparametrene av avhengigheten i stgrre grad.

En annen vesentlig forskjell p4 denne simuleringen og simuleringen der
7 = 0.8 er at i dette tilfellet ser den estimerte underliggende hasarden, gverst
i figur 19, ut til & veere bedre tilpasset en Gompertzhasard. En sannsynlig
arsak til at hg (t) estimeres sa ulikt avhengig av om 7 = 0.8 eller 7 = 0.5 er
at vi far mange sveert lave levetider nar 7 er hgy. I tilfellet nar 7 = 0.5 far
vi nesten ingen lave levetider.

Til slutt undersgker vi estimatene dersom vi velger en lavere avhengighet,
7 = 0.5, nar ho(t) er badekarformet. For a fa et passe antall hendelser
som inntreffer for hasarden synker ned til 0, ma vi her velge en litt annen
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Figur 21: Kaplan-Meier, badekarformet hg (t), 7 = 0.5, Y er stablefordelt.

badekarfordeling enn nar 7 = 0.8. Vi velger

ho (1) = 5-1073—5-10"%t for 0 <t < 0.1
O 151078 (£ —0.1)% for t > 0.1

I Kaplan-Meier-plottet ser vi at omtrent 1% av levetidene inntreffer ved
t < 0.1, omtrent 9% av hendelsene inntreffer ved ¢ > 0.1, mens omtrent
90% av levetidene blir sensurert. I denne simuleringen ser det ut som om
vi tilpasser ho (t) bedre enn i simuleringen der 7 = 0.8. Grunnen kan vaere
at nar 7 = 0.8 var ho (t) sveert lav for alle relevante tidspunkt. Dette kan
ha veert problematisk for estimeringen av hg (t). En interessant observasjon
er imidlertid at estimatene for bade avhengigheten og regresjonsparame-
trene, i tabell 5, er litt darligere i denne simuleringen. Avhengigheten er
feilestimert med 30%. Selv om en avhengighet pa 7 = 0.5 i forhold til en
avhengighet pa 7 = 0.8 nok kan fgre til darligere estimater, tyder dette pé
at tilpasningen til hq (t) ikke er helt avgjgrende for hvor gode estimater man
far. Likevel er det betryggende at estimatene blir sdpass gode ogsa i denne
simuleringen. Dessuten er de observerte standardavvikene og de empiriske
standardavvikene nesten identiske.

5.3 Feilspesifisert frailty-variabel og underliggende hasard

Hittil har vi underspkt estimatene dersom hg (¢) har veert feilspesifisert. Sam-
tidig har vi antatt at frailty-variabelen er enten gamma- eller stablefordelt
og i alle simuleringene har denne antagelsen veert korrekt. Vi skal n& under-
sgke estimatene dersom vi feilspesifiserer bade frailty-variabelen Y og den
underliggende hasarden hg (t). Dette vil intuitivt fore til darligere resultater.

Som i kapittel 5.2 genererer vi forst data med Gompertz eller badekar-
formet hg (t) og stablefordelt Y, men na tilpasses modellen med gammafordelt
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Parameter Par  Mpar estSE  empSe

ho (t) Gompertz(a = 1.5, A =5-107")

B1 0.6 0.3341  0.0498 0.0595
B -23 —-1.334 0.1176 0.1987
T 0.8 0.9600 0.0013 0.0150
ho (t) badekarformet

B1 0.6 0.4076  0.0472 0.0443
Ba —2.3 —1.587 0.1095 0.1506
T 0.8 0.9745 0.0007 0.0035

Tabell 6: Resultater fra simuleringer der 7 = 0.8 og Y er stablefordelt.
Modellen er tilpasset gammafordelt Y. Se tabell 2 for forklaring.
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Figur 22: Fordeling til estimater nar hg (¢t) er Gompertzfordelt og 7 = 0.8.
Y er stablefordelt, men antas a veere gammafordelt.
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Figur 23: Y er stablefordelt, men antas & veere gammafordelt, 7 = 0.8.
Overst: Sammenligning av korrekt Gompertz hg (t) mot estimert Weibull
ho (t). Nederst: Sammenligning av korrekt Gompertz overlevelsesfunksjon
S (t) mot estimert Weibull S ().
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Figur 24: Kaplan-Meier, Gompertzfordelt hq (t), 7 = 0.8. Y er stablefordelt,
men antas a vaere gammafordelt.
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frailty-variabel. Den underliggende hasarden antas som fgr & veere Weibull-
fordelt. Resultatene vises i tabell 6. I den fgrste simuleringen bruker vi
samme hg (t) som i den andre simuleringen i kapittel 5.2, det vil si hg (t) ~
Gompertz(a = 1.5, A = 5-1077). Det vil si at vi genererer data pa ngyaktig
samme méate, men her antar vi at Y er gammafordelt. I denne simuleringen,
hvor fordelingen til Y er feilspesifisert, overestimeres 7 til 0.96. Regresjon-
sparametrene underestimeres med i overkant av 40%. I simuleringen der vi
antok riktig frailty-fordeling ble regresjonsparametrene underestimert med i
underkant av 20%. Dette er en relativt stor forskjell som utelukkende skyldes
de ulike egenskapene til gamma- og stablefordelingen. Stablefordelingen har
uendelig varians. Dette gjor at spredningen til Y blir stgrre, og dermed er
det intuitivt at avhengigheten blir overestimert dersom vi antar at Y er gam-
mafordelt. Siden det legges for stor vekt pa avhengigheten er det naturlig at
regresjonsparametrene mister sin betydning i stgrre grad enn tidligere.

I figur 22 ser vi at estimatene for 7 blir skjevfordelt. Dette skyldes
naturligvis at estimatene ma veere mindre enn 1 og gjennomsnittet av esti-
matene ligger sveert neert 1.

En annen konsekvens av feilspesifisert fraily-variabel er at den estimerte
underliggende hasarden blir sveert stor ved lave tidspunkt. Dette vises bade
i figur 23 og i figur 25, der hg (t) er badekarformet. I disse figurene er det
ikke engang mulig & se formen pa den virkelige underliggende hasarden pa
grunn av skaleringen av y-aksen. Dette henger ogséd sammen med at gam-
mafordelingen ikke er like skjevfordelt og kan fa like stor varians som stable-
fordelingen. Siden Y er stablefordelt vil hendelser ofte inntreffe etter sveert
kort tid. Dette kommer klart fram i Kaplan-meier-plottetene i figur 24 og
i figur 26, der hg (t) er badekarformet. Maten modellen med gammafordelt
frailty-variabel tilpasser dette pa, er & sette hg (t) sveert hoy ved sveert lave
tidspunkt.

I simuleringen der hg (¢) er badekarformet med de samme parametrene
som i den tredje simuleringen i kapittel 5.2, er tendensen den samme, om
enn i litt mindre grad. Tabell 6 viser at regresjonsparametrene blir under-
estimert med i overkant av 30%, i motsetning til simuleringen med korrekt
spesifisert frailty-variabel der de ble underestimert med omtrent 20%. Malet
for avhengigheten, 7, blir ogsa her overestimert, na til 0.9745.

Disse simuleringene viser at med bade feilspesifisert hg (¢) og feilspesifis-
ert frailty-variabel der vi antar at Y er gammafordelt blir resultatene i enda
mindre grad péalitelige. Avhengigheten vil generelt bli overestimert mens re-
gresjonsparametrene i enda stgrre grad blir underestimert.

I de siste simuleringene har vi antatt at Y er stablefordelt, mens dataene
genereres med gammafordelt Y. Den underliggende hasarden, hg (t), er hen-
holdsvis Gompertzfordelt og badekarformet, og parametrene er de samme
som i henholdsvis den andre og den fjerde simuleringen i kapittel 5.1. Dermed
kan vi bruke resultatene til & si noe om hvordan feilspesifisert stable frailty-
fordeling virker inn pa estimatene, dersom Y i virkeligheten er gammafordelt.
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Figur 25: Y er stablefordelt, men antas & veere gammafordelt, 7 =
0.8. Overst: Sammenligning av korrekt badekarformet hg (t) mot estimert
Weibull hg (t). Nederst: Sammenligning av korrekt badekar overlevelses-
funksjon S (¢) mot estimert Weibull S ().
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Figur 26: Kaplan-Meier, badekarformet hg (t), 7 = 0.8. Y er stablefordelt,
men antas & veere gammafordelt.
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Parameter Par Mpar  estSE  empSe

ho (t) Gompertz(a = 1.5, A = 0.005)

B1 0.6 0.4248 0.0393 0.0497
Ba —2.3 —1.551 0.0886 0.0957
T 0.714 0.2976 0.0137 0.0181
ho (t) badekarformet

B1 0.6 0.3372  0.0318 0.0341
B -23 -1.294 0.0692 0.0773
T 0.714 0.1242 0.0116 0.0129

Tabell 7: Resultater fra simuleringer der 7 = 0.714 og Y er gammafordelt.
Modellen er tilpasset stablefordelt Y. Se tabell 2 for forklaring.

Nér hg (t) er Gompertzfordelt, viser tabell 6 at en slik feilspesifisering
av frailty-fordelingen gjor at regresjonsparametrene underestimeres i stgrre
grad, omtrent 30% n& mot 20% med korrekt gamma frailty-fordeling. Ogsa
avhengigheten underestimeres i mye stgrre grad i denne simuleringen, 7
estimeres til ca. 0.30. Med korrekt frailty-fordeling ble denne estimert til
omtrent 0.57. Det virker fornuftig at avhengigheten underestimeres i stgrre
grad enn tidligere, nettopp av samme grunn til at avhengigheten blir over-
estimert nar Y er stablefordelt og vi antar gammafordeling. Siden stable-
fordelingen har uendelig stor varians vil gammafordelingen ikke klare & fange
opp all variansen.

I simuleringen der hg (t) er badekarformet ser det ut til at en feilspesifis-
ering av frailty-fordelingen pa denne maten spiller liten rolle for estimeringen
av regresjonsparametrene. Vi sammenligner med den fjerde simuleringen i
kapittel 5.1. Avhengigheten, 7, underestimeres derimot i mye stgrre grad
enn fgr. Mens estimatet av 7 var 0.39 med korrekt frailty-fordeling, er det
na 0.12.
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Figur 27: Y er gammafordelt, men antas & veere stablefordelt, 7 = 0.714.
Overst: Sammenligning av korrekt Gompertz hg (t) mot estimert Weibull
ho (t). Nederst: Sammenligning av korrekt Gompertz overlevelsesfunksjon
S (t) mot estimert Weibull S ().
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Weibull hg (t). Nederst: Sammenligning av korrekt badekar overlevelses-
funksjon S (¢) mot estimert Weibull S ().
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6 Diskusjon

En viktig forutsetning for a fa sapass skjeve estimater som i denne oppgaven
er & la hendelsene inntreffe over et stort tidsrom, det vil si & bruke en stor
del av den underliggende hasarden, hg (t). Dersom vi bruker en Gompertz-
eller badekarfordelt hg (t) som er slik at sveert mange av hendelsene inntr-
effer pa relativt tidlige tidspunkter, det vil si tidspunkter for hasarden har
fatt sin karakteristiske form, blir estimatene mye bedre enn det som er vist
her. Et eksempel for Gompertz hg (t) er vist i tabell 8 og i figur 29. Her
er estimatene for avhengigheten og regresjonsparametrene 4 — 8% feil og
generelt vil skjevheten i stor grad holde seg under 5 — 10%. Vi ser at den
estimerte overlevelsesfunksjonen, S (t), avviker fra den virkelige og likevel
far vi altsd sapass gode estimater. Nar vi nesten utelukkende har tidlige
hendelser blir det imidlertid vanskelig & identifisere hg (t) som Gompertz-
eller badekarfordelt, og likheten med en Weibullfordeling vil naturlig nok bli
stgrre. Derfor har jeg i denne oppgaven valgt & fokusere pa underliggende
hasarder som gjgr at vi far stor variasjon i levetidene. Ved & velge en sen-
sureringstid med lav forventning og hgy varians far vi ytterligere variasjon i
levetidene.

Parameter Par Mpar estSE  empSe

ho (t) Gompertz(a = 0.4, A = 0.05)

0 0.2 0.246 0.0160 0.0165
B1 0.6 0.576 0.0402 0.0387
B —-23 —=2.093 0.0880 0.0791
T 0.714 0.670 0.0148 0.0147

Tabell 8: Resultater fra simuleringer der 7 = 0.714 og Y er gammafordelt.
Se tabell 2 for forklaring.

Det er viktig a ha i bakhodet at disse grepene fgrer til at simuleringene i
denne oppgaven er worst case-scenarier. For virkelige datasett har man, som
tidligere nevnt, ofte forkunnskap om hg (t). Hasarden for mange sykdommer
kan rett og slett ikke veere badekarformet. Dessuten kan det ogsa hende at
utbruddene for sykdom ikke er sd mye spredt i tid som det vi har antatt her.
Man kan derfor ikke uten videre si at frailty-modeller med Weibull kg (t) er
lite robuste.

I og med at estimatene er sapass skjeve, er det mindre interessant a
studere empirisk og estimert standardavvik inngaende. Noe som imidlertid
er verdt a legge merke til er at empirisk og estimert standardavvik ofte
stemmer overraskende godt overens med tanke pa hvor skjeve estimatene er.
Dersom modellen er bedre tilpasset sa vil sannsynligvis estimert standard-
avvik ligge enda tettere mot empirisk og vi kan dermed slé fast at estimert
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Figur 29: Y er gammafordelt, 7 = 0.714. @Qverst: Sammenligning av korrekt
Gompertz hg (t) mot estimert Weibull hg (¢). Nederst: Sammenligning av
korrekt Gompertz overlevelsesfunksjon S (¢) mot estimert Weibull S (¢).

standardavvik for parametrene i en frailty-modell generelt er svaert palitelig.

I utgangspunktet skulle man kanskje tro at estimatet for regresjonspa-
rameteren for den dikotome og avhengige kovariaten ville bli mer skjevt enn
estimatet for regresjonsparameteren for den kontinuerlige og uavhengige ko-
variaten, siden noe av denne avhengigheten kanskje kunne bli fanget opp av
frailty-variabelen. Det er imidlertid vanskelig & se noen forskjell pa skjevheten
i de to regresjonsparametrene. Siden avhengighet i en kovariat er sveert van-
lig innen familier er dette opplgftende.

I denne oppgaven har vi generert data med tre ulike fordelinger for hg (%) i
tillegg til Weibullfordelingen, nemlig Gompertzfordelingen, den log-logistiske
fordelingen og badekarfordelingen. Det er kun vist resultater fra én simu-
lering med log-logistisk fordelt hg (¢). Grunnen til dette er for det forste at
dataene generert med denne underliggende hasarden tilpasser seg veldig godt
modellen med Weibull hq (£). Denne fordelingen har flere likhetstrekk med
Weibullfordelingen, og itillegg er det vanskelig & sette parametrene i fordelin-
gen slik at levetidene blir spredt utover et stort tidsrom og samtidig ha 90%
sensurering. Dermed far vi ikke utnyttet den karakteristiske forskjellen mel-
lom en Weibull- og log-logistiskfordelt hasard. Den andre grunnen er at
Gompertzfordelingen og badekarfordelingen i virkeligheten oftere opptrer
som hasardfordelinger.

Nar hg (t) er Gompertzfordelt far vi markant skjevere estimater enn nar
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ho (t) er log-logistisk fordelt. Grunnen til dette kan veere at for Gompertz-
fordelingen er det enklere & benytte en stgrre del av hasarden, samtidig som
det er stgrre forskjeller mellom de to hasardene. For eksempel er Weibull-
hasarden alltid 0 ved tid 0, mens Gompertzhasarden har verdien A ved tid
0. Nar vi genererer data med gammafordelt frailty-variabel, far vi generelt
bedre estimater dersom hg (t) er Gompertzfordelt og ikke badekarformet.
Dette gjelder uavhengig av om vi antar korrekt frailty-fordeling eller ikke.
Nar frailty-variabelen er stablefordelt, er det imidlertid en badekarformet
hasard som gir best estimater. Grunnen til dette kan veere at stablefordelin-
gen er sveert skjevfordelt og har mange levetider sveert nzer 0. Da vil badekar-
formen veere av mindre betydning, siden vi far mange sveert tidlige levetider
uansett. Siden badekarfordelingen som er definert her er Weibullfordelt for
t > 0.1, sa vil ikke feilen her bli like stor.

Nar Y er gammafordelt spiller graden av avhengighet innad i familier
liten rolle for estimeringen av regresjonsparametrene. Nar Y er stablefordelt
ser det imidlertid ut til at stgrre grad av avhengighet fgrer til bedre estimater
for regresjonsparametrene. Selve graden av avhengigheten blir underestimert
i prosentvis stgrre grad nar avhengigheten er lav (0.4 — 0.5) enn nar den er
hgy (0.7 — 0.8). Dette gjelder seerlig nar Y er stablefordelt, men ogsé nar
den er gammafordelt. Dette skyldes sannsynligvis at lav avhengighet forer til
feerre familier med mer enn ett sykdomstilfelle og dermed blir estimeringen
mer ungyaktig.

Som nevnt er det vist at feilspesifisert frailty-fordeling i verste fall fgrer
til 10% skjevhet i estimatene (Hsu og Gorfine, 2007). Dette viser at feilspe-
sifisert frailty-fordeling har relativt liten betydning dersom hyg (t) er korrekt
spesifisert. Til slutt i denne oppgaven har vi undersgkt betydningen av feil-
spesifisert frailty-fordeling dersom ogsa hq (t) er feilspesifisert. Vi har gjort
to ulike simuleringer der dataene er generert pa ngyaktig samme méate, men
der vi i den fgrste simuleringen antar korrekt frailty-fordeling og i den andre
simuleringen antar feil frailty-fordeling. Det viser seg da at dersom Y er gam-
mafordelt, mens vi antar stablefordeling, forer dette til markant darligere
estimater. Estimatene for regresjonsparametrene blir litt darligere, men det
mest alvorlige er estimatet for avhengigheten som underestimeres i sveert
stor grad. Dersom Y er stablefordelt, mens vi antar gammafordeling, blir
estimatene for regresjonsparametrene underestimert i langt stgrre grad enn
med korrekt frailty-fordeling. Grunnen til dette kan veere at avhengigheten
blir sterkt overestimert og dermed far tillegges regresjonsparametrene desto
mindre betydning. Avhengigheten blir overestimert fordi variansen i sta-
blefordelingen er uendelig, og dermed far vi en darlig tilpasning til gam-
mafordelingen. Disse undersgkelsene er basert pa bade badekar- og Gom-
pertzfordelt underliggende hasard.

Generelt kan man si at nar levetidene er spredd utover et lite tidsrom,
slik at den karakteristriske formen til hg (t) ikke er utnyttet, sd har sméa
avvik i hg (t) relativt liten betydning. Nar det motsatte er tilfelle, det vil si
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at levetidene er spredd utover et stort tidsrom slik at en stor del av hg (t)
blir benyttet og den karakteristiske formen til hasarden er tydelig i dette
tidsrommet, har vi sett en rekke eksempler pa at det kan ga sveert galt.

43



Referanser

[1]

Vaupel, J. W., Manton, K. G. and Stallard, E. (1979). The impact of
heterogeneity in individual frailty on the dynamics of mortality. Demog-
raphy, 16: 439-454.

Hougaard,P. (1986b). A class of multivariate failure time distributions.
Biometrika, 73: 671-678.

Clayton, D. (1978). A model for association in bivariate life tables and
its applications in epidemiological studies of familial tendency in chronic
disease incidence. Biometrika, 65:141-151.

Vaupel, J.W. and Yashin A.I. (1985a). Heterogeneity’s ruses: Some sur-
prising effects of selection on population dynamics. The American Sta-
tistician, 39: 176-185

Hougaard, P. (2000). Analysis of Multivariate Survival Data. New York:
Springer

Hsu, L. and Gorfine, M. (2007). Effect of Frailty Distribution Misspecifi-
cation on Marginal Regression Estimates and Hazard Functions in Mul-
tivariate Survival Analysis. Statistics in medicine.

Moger, T. A., Pawitan, Y. and Borgan, (). (submitted). Case-cohort
methods for survival data on families from routine registers. Statistics in
medicine.

Moger, T. A. (2004). Frailty models based on PVF' distributions, with
emphasis on models for analysing family data. Unipub forlag

Klein, J.P. and Moeschberger, M.L. (2002). Survival analysis. New York:
Springer

44



