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Oppgavetekst

Masteroppgaven er innen algebra, nærmere bestemt Koszul-teori for
algebraer. Koszul-algebraer, ble først definert av Priddy, har en sentral
rolle innen algebra, geometri og topologi. Projektive moduler er viktige for
å finne invarianter av moduler og ringer, b̊ade for kommutative og ikke-
kommutative ringer. Over Koszul-algebraer er det en stor klasse av moduler
som har projektive oppløsninger med en fin lineær struktur. I tillegg er
det kjent at alle Koszul-algebraer er kvadratiske algebraer, men det er ikke
kjent en metode for å avgjøre n̊ar en kvadratisk algebra er Koszul eller ikke.
Denne masteroppgaven vil gi en innføring i teorien for Koszul-algebraer, og
spesielt undersøke kvadratiske algebraer over endelige kropper. Over endelige
kropper s̊a finnes det bare endelig mange kvadratiske algebraer. For konkrete
eksempler s̊a ønsker en å finne hvor mange av de kvadratiske algebraer som
er Koszul og i tillegg undersøke isomorfi-klassene av disse.
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en fin opplevelse. Tusen takk til mine medstudenter p̊a gangen som har
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Innledning

Denne oppgaven er i hovedsak en innføring i en del teori om Koszul-
algebraer, hvor vi finner kriterier for, og konsekvenser av, at en veialgebra
Λ = kΓ/I er Koszul. Teorien blir ogs̊a satt ut i praksis gjennom en del
eksempler der vi sjekker om Λ er Koszul for diverse quiver Γ, kropper k og
relasjoner I.

Vi startet arbeidet med denne oppgaven med å regne p̊a om Λ = kΓ/I
er Koszul for kroppen Z2, quiveret

1
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β

��>>>>>>>

2

γ
��>>>>>>> 3

δ���������

4

og kvadratiske I 1. Undersøkte om Λ = kΓ/I var Koszul ved å finne lineære
oppløsninger av de graderte simple Λ-modulene. For dette eksempelet
medførte det hverken veldig mye eller særlig kompliserte utregninger. Dette
endret seg da vi startet med quiveret

1α 99 βee

og ønsket å se om Λ = kΓ/I var Koszul for blant annet I = 〈α2 + β2〉.
Å skrive ned en basis for Λe1 over k var ingen udelt hyggelig opplevelse. I
det hele tatt var forsøkene p̊a å regne ut lineære oppløsninger av de simple
Λ-modulene en fin motivasjon for å sette seg inn i mer teori om Koszul
algebraer.

Definisjonen av Koszul som blir brukt i denne oppgaven avhenger av å
se Λ som en gradert k-algebra. Vi vil derfor etter å først ha g̊att gjennom
noen grunnleggende definisjoner, se nærmere p̊a graderte moduler og bevise
en del teori for dem. Videre vil vi bevise at n̊ar Λ er Koszul s̊a er ogs̊a Λ
kvadratisk, for slik å legitimere at vi kun sjekker om Λ = kΓ/I er Koszul
for kvadratiske I. S̊a vil vi bevise at n̊ar Λ er Koszul, s̊a er E(Λ), Yoneda-
algebraen til Λ, ogs̊a Koszul. Dette er et steg p̊a veien til å vise at n̊ar Λ er

1Vi anvender allerede her at dersom Λ er Koszul s̊a er Λ kvadratisk.
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viii INNLEDNING

Koszul s̊a er E(Λ) = kΓ/I ′ ogs̊a Koszul, der I ′ er det kvadratiske dualet til
I. Beviset av dette er ikke med i denne oppgaven, men vi har tatt det med
som et teorem og bruker det i eksemplene. Oppgavens siste hovedbevis er
beviset av at dersom Λ er kvadratisk og monomiell, da er Λ Koszul. G̊ar s̊a
kort gjennom litt teori om Gröbnerbasis før vi til slutt presenterer oppgavens
eksempler. Vi avgjør om Λ = kΓ/I er Koszul for forskjellige kropper, quiver
og kvadratiske relasjoner, og her f̊ar vi god bruk for all teorien fra de tidligere
kapitlene.

Følgende blir regnet som forkunnskaper i denne oppgaven: ringer,
moduler, veialgebraer, representasjoner av veialgebraer og homologisk
algebra.

Notasjon. I denne oppgaven vil en vei · a−→ · b−→ · skrives som ba.



Kapittel 1

Graderte moduler

Siden v̊ar definisjon av en Koszul-algebra er avhengig av at den er gradert,
skal vi i dette kapittelet se nærmere p̊a noen egenskaper ved graderte
moduler. I første seksjon vil vi se p̊a hva en gradert modul er, og ogs̊a
se p̊a de graderte tilfellene av noen andre definisjoner. Vi vil s̊a g̊a gjennom
hva vi i denne oppgaven vil anta om algebraen vi ser p̊a, sammen med
noen egenskaper dette gir. Vi vil i siste seksjon g̊a særlig inn p̊a blant
annet projektive dekker av graderte moduler. Vi vil da sitere og bevise en
proposisjon som er gitt uten bevis i artikkelen [GMV96].

1.1 Graderte moduler

I denne seksjonen skal vi definere hva en gradert modul er. Det blir ogs̊a gitt
graderte versjoner av noen relaterte definisjoner.

Definisjon 1.1.1. La R være en ring. En representasjon av den under-
liggende abelske gruppen som en sum

⊕
iεNRi kalles en gradering av R,

dersom vi har at RiRj⊂Ri+j , for alle i, j ∈ N. En ring R med en gradering
er en gradert ring.

Definisjon 1.1.2. [NVO04] La M være en R-modul. Da er M en gradert
R-modul hvis M =

⊕
iεZMi, der Mi er additive undergrupper av M og

RiMj ⊆Mi+j .

MERK. Lar M være en gradert R-modul. Vi merker oss at vi kan se R0

som en ring via R0
∼= R/R≥1, har da at siden R0Mj ⊆ M0+j = Mj s̊a er

enhver Mj en R0-undermodul av M .

Definisjon 1.1.3. La M være en gradert modul hvor vi skriver M i grad
j som Mj . Dersom vi tar i skift av M , noe vi bruker notasjonen M [i] p̊a,
vil det si at M [i]j = Mj−i. Alts̊a skal M [i] forst̊as som at det som før var i
grad 0 n̊a er flyttet til grad i, ogs̊a videre for alle grader av M .
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2 KAPITTEL 1. GRADERTE MODULER

Definisjon 1.1.4. La M og N være graderte R-moduler. Og la f : M → N
være en R-homomorfi. Da er f en grad 0 homomorfi dersom f(Mi) ⊆ Ni for
alle i ∈ Z.

Definisjon 1.1.5. [AB74] En gradert k-algebra R =
⊕

iεNRi er generert av
homogene elementer av grad 1 hvis underringen generert av R0⊕R1 er hele
R.

Definisjon 1.1.6. [GMV96] La M =
⊕∞

i=−∞Mi være en gradert R-modul.
Da er M generert i grad j hvis M 6= (0) og RkMj = Mj+k, ∀k.

Definisjon 1.1.7. Vi sier at S er en gradert simpel modul dersom M ⊆ S,
der M er en gradert undermodul medfører at M = (0), eller M = S.

1.2 Algebraen vi ser p̊a

I hele denne oppgaven vil Λ alltid være en splitt basisk endelig 1-generert
k-algebra. S̊a vi skal i denne seksjonen definere hva det vil si at en algebra
er splitt basisk endelig 1-generert. Videre er Λ isomorf med kΓ/I, der Γ er
et endelig quiver og I er et ideal inneholdt i J2, der J er idealet generert
av pilene. Vi vil g̊a gjennom noen flere tilfeller av graderte definisjoner og
bevise to lemmaer, deriblant en gradert versjon av Nakayama Lemma.

Definisjon 1.2.1. [GMV96] En gradert k-algebra Λ er splitt basisk endelig
1-generert dersom følgene tre punkter holder:

1. Λ0
∼= k × k × k × · · · × k = k×n som ringer, for en n ≥ 1,

2. hver Λi har endelig lengde over Λ0,

3. Λ er generert i grad 1.

Følgende nyttige proposisjon godtar vi uten bevis.

Proposisjon 1.2.2. [GMV96] La k være en kropp og Λ en splitt basisk
endelig 1-generert gradert k-algebra. Da eksisterer et endelig quiver Γ og et
gradert ideal I i kΓ slik at I ⊂ J2, der J er idealet generert av pilene og Λ
er isomorf med kΓ/I som graderte k-algebraer.

S̊a siden vi alltid vil anta at Λ er en splitt basisk endelig 1-generert
gradert k-algebra, har vi ogs̊a alltid mulighet til å velge å se p̊a Λ som en
veialgebra.

Videre vil vi f̊a bruk for følgende definisjoner:

Definisjon 1.2.3. [GMV96] Lar Λ = kΓ/I, der k er en kropp, Γ et quiver
og I relasjonene. At en gradert Λ-modul M er endeliggenerert vil si at det
eksisterer en grad 0-avbildning fra en endelig direkte sum av Λ[s] (s skift av
Λ) som er p̊a M .



1.2. ALGEBRAEN VI SER PÅ 3

Definisjon 1.2.4. [GMV96] En endeliggenerert gradert projektiv Λ = kΓ/I-
modul er en gradert modul som er isomorf med en endelig direkte sum p̊a
formen

⊕m
j=1 Λeij [sj ], alts̊a en endelig direkte sum av kopier av skiftede

Λei’er. Her er ei den trivielle veien i hjørne i.

Vi har to definisjoner for et gradert projektivt dekke av en endeliggener-
ert gradert Λ-modul M . Men vi vil vise at disse er ekvivalente i Punkt 6 p̊a
side 5.

Definisjon 1.2.5. Vi kaller f : P → M for et gradert projektivt dekke av
M , dersom P er en endeliggenerert gradert projektiv Λ-modul og f er b̊ade
en grad 0-avbilding og en essensiell epimorfi.

Definisjon 1.2.6. (alternativ definisjon) Vi kaller f : P → M for et
gradert projektivt dekke av M , dersom P er en endeliggenerert gradert
projektiv Λ-modul, f er en grad 0-avbildning og Ker f ⊆ JP .

Vi kommer til å bruke følgende lemmaer n̊ar vi beviser kapittelets
hovedproposisjon.

Lemma 1.2.7. La R være en gradert projektiv Λ-modul. Gitt graderte
moduler B og C, og grad 0-morfismer h og β slik at følgende diagram er
eksakt:

R

h
��

B
β // C // 0

Da eksisterer en grad 0-morfisme υ̃ : R → B slik at følgende diagram
kommuterer:

R

h
��

∃υ̃

~~
B

β // C // 0

Bevis. Siden R er projektiv vet vi at det eksisterer en morfisme υ : R→ B
slik at h = βυ. Siden R er gradert er R =

⊕
i∈ZRi, s̊a vi lar µi være

inklusjonen fra Ri til R for alle i. Vi har at B =
⊕

i∈ZBi og lar πl være
projeksjonen fra B til Bl for en vilk̊arlig grad l.

Bl

Ri

πlυµi=υi,l
11

��
µi //

υi=υi,i

44R
υ // B

πl
?? ??~~~~~~~~ πi // // Bi
� � // B

Vi lar πlυµi = υi,l for en generell grad l, mens υi,i er den delen av υ som
sender noe fra grad i i R til grad i i B. Vi kaller morfismen som er satt
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sammen av alle υi’ene for υ̃. Vi har alts̊a

R
υ̃=(υi) // B

(ri)
� // (υi(ri))

der (ri) ∈
⊕

i∈ZRi og (υi(ri)) ∈
⊕

i∈ZBi = B. Ser at dersom υ̃ er
en Λ-homomorfi vil den ogs̊a være en grad 0-homomorfi. Vi skal n̊a vise
at υ̃ er en Λ-homomorfi. Vi lar λ ∈ Λj og sjekker om denne likheten
holder: υ̃(λ(ri)i∈Z) = λυ̃((ri)i∈Z). Har at υ̃(λ(ri)i∈Z) = υ̃((λri)i∈Z) =
(υi+j(λri))i∈Z. Vi har ogs̊a at λυ̃((ri)i∈Z) = λ(υi(ri))i∈Z = (λυi(ri))i∈Z.
S̊a likheten vi vil sjekke holder dersom (υi+j(λri))i∈Z = (λυi(ri))i∈Z. Har
at (πlυ(µi+j(λri)))l∈Z = υ(µi+j(λri)) = λυ(µi(ri)) = λ(πtυ(µi(ri)))t∈Z =
(λπtυ(µi(ri)))t∈Z, der t = l − j. S̊a dermed har vi at (πlυ(µi+j(λri)))l∈Z =
(λπl−jυ(µi(ri)))l∈Z. Ser p̊a denne likheten for l = i + j og f̊ar da at
(πi+jυ(µi+j(λri))) = (λπiυ(µi(ri))),∀j ≥ 0, ∀i ∈ Z. Det vi skulle sjekke var
om (υi+j(λri))i∈Z = (λυi(ri))i∈Z? Siden υi+j = πi+jυµi+j og tilsvarende for
υi, har vi n̊a funnet det vi ønsket og vet dermed at υ̃(λ(ri)i∈Z) = λυ̃((ri)i∈Z).

For å ha at υ̃ er en Λ-homomorfi m̊a vi ogs̊a vise at υ̃(x+y) = υ̃(x)+υ̃(y).
Vi har definert υ((xi)) = (πiυµi(xi))i∈Z. Har at υ̃((xi)i∈Z + (yj)j∈Z) =
υ̃((xi + yi)i∈Z) = (πiυµi(xi + yi))i∈Z = (πυµi(xi) + πiυµi(yi))i∈Z =
(πiυµi(xi))i∈Z + (πjυµj(yj))j∈Z = υ̃((xi)) + υ̃((yj)). Har dermed at υ̃ er
en Λ-homomorfi.

Skal n̊a vise at υ̃ er slik at βυ̃ = h. Har at υ(ri) = bi +
∑

j 6=i bj ∈
B =

∑
i∈Z, der ri er ett element i Ri ⊆ R. Har at h(ri) = βυ(ri) =

β(bi +
∑

j 6=i bj) = β(bi) +
∑

j 6=i β(bj). Siden h(ri) ∈ Ci og β(bi) ∈ Ci, mens
β(bj) ∈ Cj , der j 6= i, m̊a β(

∑
j 6=i bj) = 0. F̊ar dermed at β(bi) = h(ri). S̊a

da er bi = υ̃(ri). Vi har dermed at h(ri) = βυ̃(ri).

Skal n̊a gi en gradert versjon av Nakayama Lemma.

Lemma 1.2.8. (Gradert versjon av Nakayama Lemma) Lar Λ = kΓ/I
være en gradert algebra der k er en kropp, Γ et quiver og I er relasjonene. Lar
M være en endeliggenerert gradert Λ-modul og J = Λ≥1. Dersom JM = M ,
s̊a er M = (0).

Bevis. Har at M =
⊕

i∈ZMi. Siden M er en endeliggenerert gradert Λ-
modul s̊a eksisterer {m1, · · · ,mt} ⊆ M som genererer M , der mi 6= 0 er
av homogen grad ni. Vi kan anta at n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nt. Dette gir at
M = M≥n1 . Antar at JM = M , da m̊a JM og M være like i hver grad. Ser
at JM ⊆ M≥n1+1, alts̊a er (JM)n1 = (0). Men (M)n1 = Mn1 6= 0 dersom
M 6= 0, alts̊a m̊a M = 0.
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1.3 Noen grunnleggende egenskaper ved graderte
moduler

Skal n̊a sitere en proposisjon fra artikkelen [GMV96] og bevise den. Skal blant
annet vise at n̊ar vi har en endeliggenerert gradert Λ-modul, s̊a eksisterer et
projektivt dekke av denne.

Proposisjon 1.3.1. [GMV96] Lar Λ = kΓ/I, være en splitt basisk endelig
1-generert gradert k-algebra. Videre er J =

⊕
n≥1 Λn. Lar M være er

en endeliggenerert gradert Λ-modul og R være en endeliggenerert gradert
projektiv Λ-modul p̊a formen

⊕
i Λeli.

1. La f̄ : R/JR → Mj være en Λ0-avbildning. Da utvides f̄ til en grad
0-avbildning f : R[j]→M

2. Beholder hypotesen fra 1, hvis M er generert i grad j og f̄ er p̊a, da
medfører det at ogs̊a f er p̊a.

3. Beholder hypotesen fra 1, hvis f̄ er en isomorfi, da er ker(f) ⊂ JR.

4. Hvis M er genert i grad j, da eksisterer et gradert projektivt dekke
f : P →M , der P er generert i grad j.

5. M har et gradert projektivt dekke.

6. Hvis M har et gradert projektivt dekke f : P → M og det for en
endeliggenerert gradert projektiv Λ-modul Q eksisterer en grad 0-
avbildning g : Q → M som er p̊a, der Ker(g) ⊆ JQ. Da eksisterer
en isomorfi mellom de graderte modulene h : P → Q slik at gh = f .

7. Anta vi har en korteksakt følge

0 // A
α // B

β // C // 0

av endeliggenererte graderte moduler, alle generert i grad j. Da
eksisterer endeliggenererte graderte projektive moduler P,Q og R slik
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at følgende diagram av graderte moduler og avbildninger kommuterer:

0

��

0

��

0

��
0 // K //

��

L //

��

M //

��

0

0 // P //

f

��

Q //

g

��

R //

h
��

0

0 // A
α //

��

B
β //

��

C //

��

0

0 0 0

der f, g og h graderte projektive dekker.

Bevis. 1. Skal n̊a starte med å se nærmere p̊a hva R/JR er. Skal
videre bruke at R er projektiv. Vi har at R =

⊕t
i=1 Λeli . Videre

er Λ en gradert modul, s̊a vi kan se p̊a Λ som Λ = Λ0 ⊕ Λ1 ⊕ . . ..
Vi har at J =

⊕
i≥1 Λi = Λ1 ⊕ Λ2 ⊕ Λ3 . . . ⊂ Λ. Bruker dette

til å se hva R/JR er. Har at J(Λeli) = Jeli , s̊a vi f̊ar derfor at
JR = J(

⊕t
i=1 Λeli) =

⊕t
i=1(Jeli). (Fordi I(A⊕B) = IA⊕IB .) Ser da

at R/JR = (
⊕t

i=1 Λeli)/(J(
⊕t

i=1 Λeli) = (
⊕t

i=1 Λeli)/
⊕t

i=1(Jeli) ∼=⊕t
i=1(Λeli/Jeli) ∼= Λ0eli = R0. Dette fordi (A ⊕ B)/(A′ ⊕ B′) ∼=

A/A′ ⊕B/B′ dersom vi har at A′ ⊆ A og B′ ⊆ B.

Bruker det vi har funnet sammen med at R er projektiv og at Mj er
den delmengden av M som har grad j til å lage følgende kommutative
diagram:

R[j]

π
����

h

}}

(R/JR)[j] = R0[j]

f̄
��

M M≥j_?i
oo p // //M≥j/M≥j+1 = Mj

der π : r 7→ r + JR[j]. Siden vi har antatt at R er generert i grad 0,
har vi at R[j] er generert i grad j.

Siden avbildningene i : m 7→ m og p : m 7→ m+M≥j+1 sender det som
ligger i grad i til grad i for alle i, har vi at begge avbildningene er grad
0-avbildninger. Ser at π : R[j] → (R/JR)[j] er en grad 0-avbildning.
Siden f̄ g̊ar fra grad j til grad j,har vi at f̄ er en grad 0-avbildning.
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Vi ser dermed at f̄π er en grad 0-avbildning. Siden R er projektiv vet
vi at det eksisterer en h : R[j]→ M≥j slik at ph = f̄π. Siden f̄π og p
er grad 0-avbildninger ser vi fra Lemma 1.2.7 p̊a side 3 at vi ogs̊a kan
velge h til å være en grad 0-avbildning. Vi kan dermed sette h sammen
med grad 0-avbildingen i og f̊a en grad 0-avbildning ih : R[j]→M . S̊a
ved å definere f = ih er vi fremme.

2. Har atM er generert i grad j, det vil si at det eksisterer et generatorsett
{m1, · · · ,mt} ∈ Mj slik at ∀ m ∈ Mn s̊a er m =

∑
i∈I λimi, der

λi ∈ Λn−j . Siden M er generert i grad j, er M≥j = M , s̊a vi kan skrive
diagrammet vi fant i Punkt 1 som:

R[j]

π

��
∃f

��

R0

f̄
����

M
p // //Mj

der f er en Λ-homomorfi av grad 0. Ser p̊a p̊a diagrammet oppdelt i
gradene. Ser at

R[j] =


R0 i grad j
R1 i grad j+1
...

...

M =


Mj i grad j
Mj+1 i grad j+1
...

...
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Og f̊ar dermed at diagrammet blir som følger:

R0[j]

f0

||xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

R1[j]

f1

||xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

R2[j]

f2

{{xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

...
π����

R0[j]
f̄��

Mj

1Mj // //Mj

Mj+1 // 0

Mj+2 // 0

...

Ser at pf = 1Mjf0. Har fra antakelsen at f̄ : R0 → Mj er p̊a. Siden
diagrammet er kommutativt har vi at f̄π = 1Mjf0 = f0. S̊a siden f̄π er
p̊a, m̊a ogs̊a f0 være p̊a siden 1Mj er en isomorfi. Vi har dermed at f er
p̊a generatormengden {m1, · · · ,mt} av M , som vil si at f : R[j]→M
er p̊a.

3. Skal n̊a i tillegg anta at f̄ er en isomorfi, og vise at dette medfører at
Ker f ⊆ JR. Bruker det vi har funnet s̊a langt til å sette opp følgende
diagram:

0 // Ker f // R[j]

����

f //M

����
R0[j]

f̄ //Mj

Skal n̊a velge et vilk̊arlig element i Ker f og bruke diagrammet vi
akkurat har satt opp, til å se at elementet ligger i JR.

Siden vi antar at f̄ er en isomorfi har vi at R0[j] ∼= Mj . Lar x ∈ R[j]
og f(x) = 0, da har vi per definisjon valgt et vilk̊arlig element i Ker f .
Ser p̊a x som et gradert element. F̊ar da at x = r0 + r1 + r2 + · · · , der
r0 ∈ R0 ligger i grad j, r1 ∈ R1 ligger i grad j+1 og s̊a videre. N̊ar vi da
anvender funksjonen f p̊a x f̊ar vi at f(x) = f(r0)+f(r1)+f(r2)+ · · ·
og vi vet av konstruksjonen av f i punkt 1, at da er f(r0) ∈ Mj ,
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f(r1) ∈ Mj+1 og s̊a videre. Ser da at dersom f(x) = 0, medfører
det at f(r0) = 0. Men f er en utvidelse av f̄ , og f̄ : R0 → Mj gir
at f(r0) = f̄(r0). Siden f̄ er en isomorfi har vi derfor at dersom
f̄(r0) = 0 s̊a m̊a r0 = 0. S̊a v̊art element x ∈ Ker f blir derfor p̊a
formen x = r1 + r2 + · · · , der r1 ∈ R1, r2 ∈ R2 og s̊a videre som over.
Det vil si at x ∈ R1 ⊕R2 ⊕ · · · = JR. Og vi har nettopp det vi ønsket
å finne, at Ker f ⊆ JR.

4. Skal n̊a vise at dersomM er generert i grad j, s̊a eksisterer et projektivt
dekke f : P → M , der P er en endeliggenerert gradert projektiv Λ-
modul generert i grad j og f er en grad 0-avbildning.

Vet fra antakelsen at Λ0 er semisimpel, noe som medfører at alle Λ0-
moduler er projektive [Rot79]. Siden Mj kun best̊ar av elementer i
én grad, kan vi se p̊a Mj som en Λ0-modul. Som her vil si at Mj

er en projektiv Λ0-modul. Ønsker å bruke Λ ⊗Λ0 Mj som v̊ar P . Vet
at Λ ⊗Λ0 Mj er projektiv hvis og bare hvis HomΛ(Λ ⊗Λ0 Mj ,−) er
eksakt. Adjungeringsisomorfien [Rot79] gir at HomΛ(Λ ⊗Λ0 Mj ,−) ∼=
HomΛ0(Mj ,HomΛ(Λ,−)) = HomΛ0(Mj ,−) HomΛ(Λ,−) som begge er
eksakte siden Λ er projektiv over seg selv og Mj er en projektiv Λ0-
modul. Vi har dermed at Λ⊗Λ0 Mj er projektiv.

Skal n̊a definere en avbildning ϕ : Λ ⊗Λ0 Mj → M og bruke den til å
komme frem til et projektivt dekke av M . Definerer ϕ ved

Λ⊗Λ0 Mj
ϕ //M

λ⊗m � // λm

Starter med å se at ϕ er en Λ-homomorfi ved å vise at ϕ(x + y) =
ϕ(x) + ϕ(y) og at ϕ(λx) = λϕ(x). Har at elementene i Λ ⊗Λ0 Mj

er p̊a formen
∑t

i=1 λi ⊗ mi, der λi ∈ Λ og mi ∈ Mj . Lar x =∑r
i=1(λi ⊗ mi) og y =

∑s
i=1(λ′i ⊗ m′i) der r, s ≤ t. Har da at

ϕ(x+y) = ϕ(
∑r

i=1(λi⊗mi)+
∑s

i=1(λ′i⊗m′i)) = ϕ(λ1⊗m1 + · · ·+λr⊗
mr+λ′1⊗m′1 + · · ·+λ′s⊗ms) = λimi+ · · ·λrmr+λ′1m

′
1 + · · ·+λ′sm

′
s =

ϕ(x) + ϕ(y). Ser s̊a p̊a ϕ(λx) og sjekker at den er lik λϕ(x). Har
at λx =

∑
λ(λi ⊗ mi) =

∑
(λλi ⊗ mi), s̊a vi kan derfor anvende ϕ

p̊a (λx). F̊ar at ϕ(λx) = ϕ(λ
∑r

i=1(λi ⊗ mi)) = ϕ(
∑
λ(λi ⊗ mi)) =

ϕ(
∑

(λλi ⊗mi)) = λ(λ1m1 + · · ·+ λrmr) = λϕ(x).

Skal n̊a se p̊a hva ϕ er i en enkelt grad, og slik finne en m̊ate å justere
avbildningen v̊ar til å bli p̊a i grad j. Dersom vi f̊ar at avbildningen
v̊ar er p̊a i grad j vil hele ϕ være p̊a, siden M er generert i grad j.
(For ϕ p̊a i grad j vil medføre at m =

∑t
i=1 λimi = ϕ(

∑t
i=1 λi⊗mi).)

Grad i av Λ⊗Λ0 Mj er Λi ⊗Λ0 Mj . Lar ϕi være ϕ i grad i. Har da at
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ϕi(Λi ⊗Λ0 Mj) = ΛiMj ⊆Mi+j , der Mi+j ligger i grad i+ j. Har at

Λi ⊕Λ0 Mj
ϕi // ΛiMj

grad i � // grad i+ j

grad i+ 1 � // grad i+ j + 1

Ser at Λi⊗Λ0 Mj m̊a flyttes j grader, da f̊ar vi at (Λ⊗Λ0 Mj)[j]
ϕ−→M

sender grad i p̊a grad i for alle i, og vi har dermed en grad 0-avbildning
ϕ. I grad j f̊ar vi at (Λ0⊗Λ0 Mj)[j]

ϕ−→Mj . Siden Λ0⊗Λ0 Mj
∼= Mj fra

definisjonen av tensorprodukt har vi at ϕ er p̊a i grad j. Vi lar denne
ϕ være v̊ar f og (Λ0 ⊗Λ0 Mj)[j] være v̊ar P , der f : P → M er det
projektive dekket vi søker.

Skal s̊a vise at ϕ er en essensiell epimorfi. Lar X være en gradert modul
og ψ være en grad 0-avbildning slik at X

ψ−→ Λ ⊗Λ0 Mj
ϕ−→ M . Anta

at ϕψ er p̊a. Ønsker å vise at da er ψ p̊a. Lar ψj være ψ restringert

til Xj , da har vi i grad j følgende: Xj
ψj−→ Λ0 ⊗Λ0 Mj

ϕ−→ Mj . Ser at
her blir ϕ|Λ0⊗Λ0

Mj en isomorfi fra definisjonen av tensorprodukt. Vet
dermed at da m̊a ψj være p̊a, siden ψj sammensatt med en isomorfi
er p̊a. Trenger n̊a å vise at Λ⊗Λ0 Mj er generert i grad j, for da vil vi
ha at hele ψ er p̊a n̊ar ψj er p̊a. Hva er en generator for Λ ⊗Λ0 Mj?
Kaller generatorsettet til Mj for {x1, · · · , xt}. Lar m =

∑t
i=1 λixi, der

λi ∈ Λ0 og m ∈ Mj . F̊ar da at λ⊗m = λ⊗ (
∑t

i=1 λixi) =
∑t

i=1(λ⊗
λixi) =

∑t
i=1(λλi⊗xi) =

∑t
i=1(λλi1Λ⊗xi) =

∑t
i=1 λλi(1Λ⊗xi). Siden

1Λ ∈ Λ0 har vi at {1Λ⊗xi}ti=1 genererer Λ⊗Λ0 Mj . Alts̊a er Λ⊗Λ0 Mj

generert i grad j, s̊a ψ er p̊a, som igjen medfører at ϕ er en essensiell
epimorfi. Siden M er endeliggenerert ser vi ogs̊a av generatorsettet til
P at ogs̊a P m̊a være endeliggenerert.

Dermed har vi vist at for M generert i grad j eksisterer et projektivt
dekke f : P →M , der P = Λ⊗Λ0 Mj er generert i grad j.

5. Skal n̊a vise at M har et gradert projektivt dekke. Vi har at M
er en endeliggenerert gradert Λ-modul, s̊a vi har at det eksisterer
{m1, · · · ,mn} homogene elementer i M , det vil si mi ∈ Mri , ∀i =
1, · · · , n, som genererer M som Λ-modul. Kan anta at r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤
rn. S̊a Mr1 = (M/JM)r1 . Har fra Punkt 4 at Mr1 har et projektivt
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dekke; ϕr1 : Λ⊗Λ0 Mr1 →Mr1 . Siden Λ⊗Λ0 Mr1 er projektiv har vi at:

Λ⊗Λ0 Mr1

ϕr1
��

∃ϕ̄r1

zz
M //Mr1

// 0

Her er ϕr1 en grad 0-avbildning per definisjon av projektivt dekke og
avbildningen fra M til Mr1 er en naturlig avbildning og dermed ogs̊a
en grad 0-avbildning. Vi kan derfor fra Lemma 1.2.7 p̊a side 3 velge ϕ̄r1
som en grad 0-avbildning. S̊a vi forsøker oss med ϕ̄r1 : Λ⊗Λ0Mr1 →M
som projektivt dekke for hele M . Dersom Coker ϕ̄r1 = 0 har vi funnet
v̊art projektive dekke, dersom Coker ϕ̄r1 6= 0 m̊a vi jobbe litt mer. Vi
ser p̊a den eksakte sekvensen

0 // Im ϕ̄r1
� � //M //M/ Im ϕ̄r1

// 0

Vi skriver M/ Im ϕ̄r1 = N . Har da at N er en endeliggenerert gradert
Λ-modul, s̊a det eksisterer {n1, · · · , nt} homogene elementer i N , det
vil si ni ∈ Nsi ,∀i = 1, · · · , t, som genererer N som Λ-modul. Kan
anta at s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ st ≤ rn, der s1 er første rj slik at
r1 = r2 = · · · = rj−1 < rj . Vi skal n̊a se litt nærmer p̊a Ns1 . Vi
har at N = M/ Im ϕ̄r1 , der Im ϕ̄r1 = Λ ·Mr1 ⊆M . Vi ser p̊a Λ ·Mr1 i
de ulike gradene og antar at r1 + j = s1.

i grad r1 : Mr1

i grad r1 + 1: Λ1Mr1 = Mr1+1

i grad r1 + 2: Λ2Mr1 = Mr1+2

...

i grad r1 + j − 1: Λj−1Mr1 = Mr1+j−1

i grad s1 = r1 + j : ΛjMr1 ⊆Mr1+j

S̊a vi har at M/ Im ϕ̄r1 = (Mr1 ⊕Mr1+1 ⊕ · · · ⊕Mr1+j−1 ⊕Mr1+j ⊕
· · · ⊕ Mrn)/(Mr1 ⊕ Mr1+1 ⊕ · · · ⊕ Mr1+j−1 ⊕ ΛjMr1 ⊕ Λj+1Mr1 ⊕
· · ·Λn−r1Mr1) = (Mr1+j)/(ΛjMr1) ⊕ · · · = N . S̊a vi har at Ns1 =
(Mr1+j)/(ΛjMr1). Ser litt nærmere p̊a (M/JM)s1 . Ser først at
(M/JM) = (Mr1 ⊕ Mr1+1 ⊕ · · · ⊕ Mr1+j−1 ⊕ Mr1+j ⊕ · · · )/((0) ⊕
Λ1Mr1 ⊕ (Λ2Mr1 + Λ1Mr1+1)⊕ · · · ⊕Mr1+j−1 ⊕ ΛjMr1 ⊕ · · · ), der vi
har at Λ1Mr1 = Mr1+1, (Λ2Mr1 + Λ1Mr1+1) = Mr1+2 og s̊a videre,
og (JM)r1+j = ΛjMr1 + Λj−1Mr1+1 + · · · + Λ1Mr1+j−1 = ΛjMr1 +
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ΛjΛ1Mr1 + · · ·+ ΛjMr1 = ΛjMr1 . S̊a (M/JM)s1 = Mr1+j/(ΛjMr1) =
Ns1 og vi har vist at Ns1 = (M/JM)s1 .

Fra Punkt 4 har vi at Ns1 har et projektivt dekke ψs1 : Λ ⊗Λ0 Ns1 →
Ns1 , som p̊a samme m̊ate som ϕr1 kan løftes til ψ̄s1 : Λ⊗Λ0 Ns1 → N .
Som igjen kan løftes til M , slik at vi har:

Λ⊗Λ0 Ns1
∃ψ̄

yy
ψ̄s1
��

M // N // 0

der vi i igjen har fra Lemma 1.2.7 p̊a side 3 at ψ̄ kan velges som en
grad 0-avbildning. Dersom Coker ψ̄s1 = 0 er vi forløpig fornøyd.

Hvis Coker ψ̄s1 6= 0 ser vi p̊a

Λ⊗Λ0 Ns1

ψ̄s1
��

∃ψ̄

ww
0 // Imϕr1

� � //M // N = (M/ Im ϕ̄r1)

��

// 0

(M/ Im ϕ̄r1)/ Im ψ̄s1

��
0

Ser litt nærmere p̊a (M/ Im ϕ̄r1)/ Im ψ̄s1 . Har at Im ψ̄s1 = Im ψ̄/ Im ϕ̄r1
siden diagrammet kommuterer. Har videre at Im ψ̄/ Im ϕ̄r1 = (Im ψ̄ +
Im ϕ̄r1)/ Im ϕ̄r1 , siden vi alltid kan legge til 0. Har dermed at
(M/ Im ϕ̄r1)/ Im ψ̄s1 = (M/ Im ϕ̄r1)/((Im ψ̄ + Im ϕ̄r1)/ Im ϕ̄r1) =
M/(Im ψ̄ + Im ϕ̄r1). Tar n̊a å definerer M/(Im ψ̄ + Im ϕ̄r1) = N ′,
og gjentar som for N og fortsetter slik. Siden M er endeliggenerert
vil dette til slutt stoppe opp og vi har en endelig sum M/JM =
(M/JM)r1 ⊕ (M/JM)s1 ⊕ · · · ⊕ (M/JM)r′1 = Mr1 ⊕Ns1 ⊕ · · · ⊕M ′r′1 ,
som vi for ordens skyld døper om til X1⊕X2⊕ · · · ⊕Xl for en endelig
l ∈ N. Tar den direkte summen av alle dekkene

⊕t
i=1(Λ ⊗Λ0 Xi)

og dekker M/JM med denne. Vi vet at
⊕t

i=1(Λ ⊗Λ0 Xi) er en
endeliggenerert gradert projektiv Λ-modul, siden den er en direkte
sum av endeliggenererte graderte projektive Λ-moduler og den direkte
summen av projektive moduler er projektiv. Vi skal n̊a å vise at det
eksisterer en f slik at f :

⊕t
i=1(Λ⊗Λ0 Xi)→M er et projektivt dekke
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av M . Vi har at ⊕t
i=1(Λ⊗Λ0 Xi)

f̄
��

∃f

xx
M

π //M/JM // 0

Siden f̄ er en direkte sum av grad 0-avbildninger, er f̄ selv en grad
0-avbildning, og π er en naturlig avbildnig og er dermed av grad
0. Vi kan derfor velge f som en grad 0-avbildnig fra Lemma 1.2.7
p̊a side 3. Skal først vise at f er p̊a. Har at for en m ∈ M s̊a er
m + JM = f̄(x) = πf(x) = f(x) + JM for en x ∈

⊕t
i=1(Λ ⊗Λ0 Xi).

Alts̊a er m − f(x) ∈ JM . Har at m − f(x) + Im f = m + Im f , s̊a
M/ Im f = J(M/ Im f). Har at M/ Im f er endeliggenerert gradert
Λ-modul s̊a dermed gir den graderte versjonen av Nakayama Lemma,
Lemma 1.2.8 p̊a side 4, at M/ Im f = 0, som vil si at Im f = M , som
igjen vil si at f er p̊a.

Skal n̊a vise at Ker f ⊆ J(
⊕l

i=1(Λ⊗Λ0 Xi)). At
⊕l

i=1(Λ⊗Λ0 Xi)→M
er et projektivt dekke ser vi fra følgende diagram:

Ker f
f ′ //⊕l

i=1(Λ⊗Λ0 Xi)

a����

f //M

b����

// 0

⊕l
i=1(Λ⊗Λ0 Xi)/

⊕l
i=1(JΛ⊗Λ0 Xi)

∼ //M/JM

Eksakthet gir at ff ′ = 0, s̊a dermed blir ogs̊a af ′ = 0, siden bff ′ = af ′.
Dermed har vi at Ker f ⊆

⊕l
i=1(JΛ ⊗Λ0 Xi) = J(

⊕l
i=1(Λ ⊗Λ0 Xi)),

og vi har at f :
⊕l

i=1(Λ⊗Λ0 Xi)→M er et projektivt dekke av M .

6. Vi har følgende diagram

0
**UUUUUUUU

Ker f
**UUUUUUUU

P f

**TTTTTTTT 0

M

55jjjjjjjj

))SSSSSSSS

Q

g 55kkkkkkkk 0

Ker g

44jjjjjjjj

0

44iiiiiiii

der f : P →M er et gradert projektivt dekke, Q er en endeliggenerert
gradert projektiv Λ-modul og g er en grad 0-homomorfi der Ker g ⊆
JQ. Skal n̊a vise at det eksisterer en isomorfi h : P → Q slik at
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gh = f for to definisjoner av projektivt dekke. Der Definisjon 1 er
at f : P → M er et gradert projektivt dekke av M dersom P er en
endeliggenerert gradert projektiv Λ-modul, f en grad 0-avbildning og
Ker f ⊆ JP . Definisjon 2 er at f : P → M er et gradert projektivt
dekke avM dersom P er en endeliggenerert gradert projektiv Λ-modul,
f er b̊ade en grad 0-avbildning og en essensiell epimorfi. Ved å vise
dette for Definisjon 1 f̊ar vi at alle projektive dekker er unike opp til
isomorfi, og ved å vise det for Definisjon 2 f̊ar vi at de to definsjonene
for projektive dekker er ekvivalente. Dermed vil vi senere i oppgaven
ha mulighet til å benytte de to definisjonene om hverandre.

Viser først at vi har en isomorfi h : P → Q slik at gh = f n̊ar vi bruker
Definisjon 1. Siden P er projektiv, M og Q er Λ-moduler og g er p̊a,
følger det fra definisjonen av en projektiv modul at ∃h : P → Q slik at
f = gh. Likedan gir Q projektiv, f p̊a og at P og M er Λ-moduler at
∃h′ : Q→ P slik at g = fh′. Fra Lemma 1.2.7 p̊a side 3 vet vi ogs̊a at
h og h′ kan velges som grad 0-homomorfier.

0
**UUUUUUUU

Ker f
**UUUUUUUU

P

∃h
		

f

**TTTTTTTT 0

M

55jjjjjjjj

))SSSSSSSS

Q

g 55kkkkkkkk
∃h′
HH

0

Ker g

44jjjjjjjj

0

44iiiiiiii

Har at f = gh og g = fh′ som medfører at f = fh′h. Skal n̊a
først vise at h′h er en isomorfi, som medfører at h er en-til-en og
h′ er p̊a. Ser at f = fh′h vil si at f(1P − h′h) = 0, og vi har at
Im(1P − h′h) ⊆ Ker f ⊆ JP . At Ker f ⊆ JP følger av v̊ar Definisjon
1 av et projektivt dekke. Vi ønsker å anvende en gradert versjon av
Nakayama Lemma, Lemma 1.2.8 p̊a side 4, som her gir at dersom
J(P/ Imh′h) = P/ Imh′h, s̊a er P/ Imh′h = (0). Vi velger en p ∈ P og
anvender avbildningen (1P −h′h) p̊a denne, f̊ar da at p−h′h(p) ∈ JP .
Har dermed at p− h′h(p) = x, der x er et element i JP . Dette gir at
p + Imh′h = x + Imh′h ∈ JP + Imh′h. Siden dette gjelder for alle
p ∈ P har vi at P/ Imh′h = J(P/ Imh′h) og den graderte versjonen av
Nakayama Lemma gir da at P/ Imh′h = (0) og vi har at P = Imh′h,
alts̊a er h′h p̊a.

Skal n̊a vise at h′h ogs̊a er en-til-en. Vi vet at h′h er en grad 0-morfisme
siden den er satt sammen av to grad 0-morfismer. Vi vet derfor at vi
har følgende i grad i:

(h′h)|i : Pi // // Pi
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Siden alle moduler er faktor av en fri og P er endeliggenerert, s̊a ∃n ∈ N
slik at Λn → P → 0. S̊a i grad i har vi at Λni → Pi → 0 og dimk Λi <∞.
Dermed har vi at ogs̊a dimk Pi < ∞. Og vi har at (h′h)|i : Pi → Pi
er en isomorfi. Siden dette gjelder for alle i, kan vi konkludere med at
h′h, er en isomorfi. Dermed vet vi at h er en-til-en.

Skal n̊a vise at h ogs̊a er p̊a, ved å vise at hh′ er p̊a. Siden f = gh
og g = fh′, s̊a er g = ghh′, som vil si at g(1Q − hh′) = 0, s̊a
Im(1Q − hh′) ⊆ Ker g ⊆ JQ. At Ker g ⊆ JQ har vi fra antagelsen.
Ved samme fremgangsm̊ate som for h′h f̊ar vi at siden vi for enhver
q ∈ Q kan anvende (1Q − hh′) p̊a denne og f̊a at q − hh′(q) = x,
x ∈ JQ, s̊a er q + Imhh′ = x + Imhh′ ∈ JQ + Imhh′. Siden dette
gjelder for alle q ∈ Q har vi atQ/ Imhh′ = JQ/ Imhh′, og den graderte
versjonen av Nakayama Lemma gir da at Q/ Imhh′ = 0 som vil si at
Q = Imhh′. Alts̊a er hh′ p̊a, som vil si at h er p̊a. Og dermed har vi
vist at h : P → Q er b̊ade en-til-en og p̊a, alts̊a en isomorfi.

Skal n̊a gjenta beviset, men ved å bruke Definisjon 2 av at f : P →M
er et gradert projektivt dekke av M . Alts̊a at P er en endeliggenerert
gradert projektiv Λ-modul og at f er b̊ade en grad 0-avbildning og en
essensiell epimorfi.

Ser at det eneste stedet vi har benyttet at Ker f ⊆ JP er for å vise
at h′h er p̊a, s̊a det er denne delen som m̊a løses annerledes. Vi har
at fh′ = g og vi vet at g er p̊a fra antagelsen. Siden f er en essensiell
epimorfi vet vi at da m̊a ogs̊a h′ være p̊a. At h er p̊a er allerede vist,
s̊a dermed m̊a ogs̊a sammensetningen h′h være p̊a og vi er fremme.

7. Vi skal n̊a starte med følgende korteksakte følge

0 // A
α // B

β // C // 0

av endeliggenererte graderte moduler, alle generert i grad j og vise
at det da eksisterer endeliggenererte graderte projektive moduler P ,
Q og R slik at følgende diagram av graderte moduler og avbildninger
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kommuterer:

0

��

0

��

0

��
0 // K //

��

L //

��

M //

��

0

0 // P //

f

��

Q //

g

��

R //

h
��

0

0 // A
α //

��

B
β //

��

C //

��

0

0 0 0

der f, g og h er graderte projektive dekker.

Har fra Punkt 4 at A og C har projektive dekker, kall dem f : P → A
og h : R → C, der P og R er generert i grad j og f og h er grad
0-homomorfier. F̊ar da følgende diagram ved å skrive inn kjernene til
de to avbildningene:

0

��

0

��
Ker f

��

Kerh

��
P

f

��

R

h
��

0 // A

��

α // B
β // C

��

// 0

0 0

Hesteskolemmaet [Rot79] gir at det eksisterer en projektiv oppløsning
Q av B som gir en eksakt sekvens av kjedekomplekser, og dermed har
vi en eksakt sekvens av graderte moduler: 0 → P → Q → R → 0.
Skriver inn dette sammen med kjernen til g og kokjernene til f , g og
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h. F̊ar følgende:

0

��

0

��

0

��
Ker f

��

Ker g

��

Kerh

��
0 // P

f

��

// Q

g

��

// R

h
��

// 0

0 // A

��

α // B

��

β // C

��

// 0

Coker f = 0 Coker g Cokerh = 0

Anvender Slangelemmaet [Rot79]

0

��

0

��

0

��
Ker f

��

// Ker g

��

// Kerh

��

BCD
GF

@A
//

0 // P

f

��

// Q

g

��

// R

h
��

// 0

0 // A

��

α // B

��

β // C

��

// 0

Coker f = 0 // Coker g // Cokerh = 0

der eksakthet gir følgende diagram:

0

��

0

��

0

��
0 // Ker f //

��

Ker g //

��

Kerh

��

// 0

0 // P

f

��

// Q

g

��

// R

h
��

// 0

0 // A

��

α // B

��

β // C

��

// 0

0 0 0
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At avbildningen fra Ker f til Ker g er en til en kommer ogs̊a fra
Slangelemmeaet siden avbildningen fra P til Q er en til en.

Da gjenst̊ar det kun å vise at g : Q→ B er et projektivt dekke. Prøver
med Q = P ⊕ R, har da at Q vil være en endeliggenerert gradert
projektiv Λ-modul siden den er en direkte sum av to slike. Siden R er
projektiv følger det av definisjonen av projektiv at det eksisterer en
avbildning k slik at h = βk. Siden h og β begge er grad 0-avbildninger
vet vi fra Lemma 1.2.7 p̊a side 3 at vi kan velge k som en grad 0-
avbildning. Vi anvender dette til å lage følgende avbildninger slik at
diagrammet v̊art kommuterer for Q = P ⊕R.

0

��

0

��

0

��
0 // Ker f //

��

Ker g //

��

Kerh

��

// 0

0 // P

f

��

(
1P
0

)
// P ⊕R

(αf k )

��

( 0 1R ) // R

h
��

k

yy

// 0

0 // A

��

α // B

��

β // C

��

// 0

0 0 0

der (αf k) = g. Trenger å vise at Ker(αf k) ⊆ J(P ⊕ R) for å f̊a at
(αf k) : P ⊕R→ B er et projektivt dekke.

Velger ( pr ) ∈ Ker(αf k) og ser p̊a hvordan denne avbildes i
diagrammet.

( pr )
_

(αf k )

��

�( 0 1R ) // r_

h

��
0 � β // 0

Har at h(r) = 0 siden diagrammet kommuterer. Har dermed at
r ∈ Kerh ⊆ JR. At Kerh ⊆ JR er per definisjon, da h : R → C
er et projektivt dekke.

Gjenst̊ar n̊a å vise at p ∈ JP . Ser p̊a ( 0
r ).

( 0
r )

_
g

��

�( 0 1R ) // r

k

~~

_

h

��
g( 0

r ) � β // 0
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Ser at g( 0
r ) ∈ Kerβ. Har at Kerβ = Imα siden sekvensen er eksakt,

s̊a vi kan trekke g( 0
r ) tilbake til et element a ∈ A. Siden f : P → A er

p̊a finnes p′ ∈ P slik at f(p′) = a. F̊ar følgende:

p′ ∈ P_

��

( 0
r )

_

(αf k )

��

�( 0 1R ) // r

k

~~

_

h

��
f(p′) = a � α // g( 0

r ) � β // 0

Anvender funksjonen
(

1P
0

)
: P → P ⊕ R p̊a p′ ∈ P og f̊ar elementet(

p′

0

)
. Anvender videre g = (αf k) : P ⊕ R → B p̊a

(
p′

0

)
og f̊ar

g
(
p′

0

)
∈ B.

p′_

f

��

�

(
1P
0

)
//
(
p′

0

)
_
g

��

( 0
r )

_

g

��

� ( 0 1R ) // r_

h

��

k

��

g
(
p′

0

)

f(p′) = a � α // α(a) g( 0
r ) � β // 0

Der g
(
p′

0

)
= α(a) kommer av at den venstre delen av diagrammet

kommuterer. Legger merke til at denne likheten sammen med α(a) =
g( 0

r ) gir at g
(
p′

0

)
= g( 0

r ). Ser at g(( 0
r )−

(
p′

0

)
) = g( 0

r )−g
(
p′

0

)
= 0. Som

medfører at [( 0
r ) −

(
p′

0

)
] ∈ Ker g. Har fra tidligere at ( pr ) ∈ Ker g, s̊a

dermed vet vi at ( pr )−[( 0
r )−

(
p′

0

)
] ∈ Ker g. Det vil si ( pr )−( 0

r )+
(
p′

0

)
=(

p+p′

0

)
∈ Ker g. Har dermed at α(f(p + p′)) = 0, siden diagrammet

over gir at αf tilsvarer g
(

1p
0

)
som her tilsvarer g. Siden α er en-til-en

medfører α(f(p+p′)) = 0 at f(p+p′) = 0, som vil si at (p+p′) ∈ Ker f .
S̊a siden f : P → A er et projektivt dekke har vi at (p+p′) ∈ JP siden
Ker f ⊆ JP per definisjon av et projektivt dekke. Vi har tidligere sett
at r ∈ JR, dette medfører at k(r) ⊆ JB. Ser av diagrammet over at
dette medfører at a ∈ JA. S̊a a =

∑
end tiai, der ti ∈ J og ai ∈ A.

Siden f er p̊a har vi at ∃pi slik at f(pi) = ai. S̊a p′ kan velges slik
at p′ =

∑
end tipi ∈ JP , der f(p′) = a. S̊a vi kan velge en p′ ∈ JP

slik at f(p′) = a. Har n̊a at p′ ∈ JP og vi har at (p + p′) ∈ JP , som
tilsammen gir at p ∈ JP . Vi har dermed at ( pr ) ∈ J(P ⊕R).

Husker at vi startet med å velge et vilk̊arlig element ( pr ) ∈ Ker(αf k).
Vi har n̊a vist at ( pr ) ∈ J(P ⊕R). Dermed har vi at Ker g ∈ J(P ⊕R)
og vi har at g : P ⊕R→ B er et projektivt dekke av B.
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Kapittel 2

N̊ar Λ er Koszul

I dette kapittelet skal vi vise at n̊ar Λ er Koszul, s̊a er Λ kvadratisk. Først vil
vi se en del p̊a projektive oppløsninger for å definere begrepene som blir brukt
i definisjonen av en Koszul-algebra. Vi vil ogs̊a bevise noen proposisjoner som
ang̊ar projektive oppløsninger, til bruk i beviset av at en Koszul-algebra er
kvadratisk. Vi vil s̊a definere hva det vil si at Λ er Koszul og se litt nærmere
p̊a dette, før vi i siste seksjon beviser at n̊ar Λ er Koszul, s̊a er Λ kvadratisk.

2.1 Projektive oppløsninger

Følgende definisjoner og proposisjoner ang̊aende projektive oppløsninger vil
bli brukt b̊ade i definisjonen av Koszul og n̊ar vi senere i dette kapittelet
skal bevise at Koszul-algebraer er kvadratiske.

Definisjon 2.1.1. En projektiv oppløsning er minimal dersom den er satt
sammen av projektive dekker. Det vil si at vi har

· · · // P2
//

d2

##FFFFFFFFF P1
//

d1

##FFFFFFFFF P0
f0 //M // 0

Ker f1

##GGGGGGGGG

;;xxxxxxxxx
Ker f0

##GGGGGGGGG

;;xxxxxxxxx

0

;;wwwwwwwww
0

;;wwwwwwwww
0

slik at f0 : P0 → M , d0 : P1 → Ker f0 og d1 : P2 → Ker f1 og s̊a videre alle
er projektive dekker.

Definisjon 2.1.2. La M være en gradert Λ-modul. Da er M en lineær

21
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Λ-modul hvis ∃ en eksakt sekvens

· · · // P2
f2 //

  BBBBBBBB P1
f1 //

  BBBBBBBB P0
f0 //M // 0

K2

!!CCCCCCCC

>>||||||||
K1

!!CCCCCCCC

>>||||||||

0

=={{{{{{{{
0

=={{{{{{{{
0

der Pi er en endeliggenerert gradert projektiv Λ-modul generert i grad i og
fi en Λ-homomorfi av grad 0. Vi kaller en slik sekvens for en lineær gradert
projektiv oppløsning av M .

MERK. Observerer at dersom en gradert Λ-modul M er lineær, s̊a er ogs̊a
alle syzygyer lineære dersom de blir skiftet til å være generert i grad 0.

Proposisjon 2.1.3. En lineær gradert projektiv oppløsning er minimal.

Bevis. Ser p̊a følgende lineære graderte projektive oppløsning:

P0
//M // 0

X1

55jjjjjjjj

0

55jjjjjjjj

der P0 er generert i grad 0 og X1 er generert i grad 1. Siden P er generert
i grad 0 har vi at (P0)≥1 = JP0. Dermed vet vi at X1 ⊆ JP0, som er
definisjonen p̊a et projektivt dekke. Ta X1[−1] = M og fortsett.

Skal n̊a presentere et generelt resultat om projektive oppløsninger.

Proposisjon 2.1.4. En minimal projektiv oppløsning av en modul M er en
direkte summand i alle andre projektive oppløsninger av M .

Bevis. Vi lar 0 → Ker f d−→ P
f−→ M → 0 være starten av den minimale

projektive oppløsningen av M og lar 0→ Ker g b−→ Q
g−→M → 0 være starten

p̊a en vilk̊arlig projektiv oppløsning av M . Da kan vi lage følgende diagram:

0 // Ker f d // P

s

��

f //M // 0

0 // Ker g b // Q

t

��

g //M // v0

0 // Ker f d // P
f //M // 0
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Der vi vet at s eksisterer siden P er projektiv og g er p̊a, mens t eksisterer
siden Q er projektiv og f er p̊a. Ser av diagrammet at f = fts, og kan helt
ekvivalent med første del av beviset av Punkt 6 p̊a side 5 vise at dermed er
ts en isomorfi. Vi definerer ϕ =: ts og merker oss at siden ϕ er en isomorfi
s̊a eksisterer det ogs̊a en ϕ−1. Ser at Im s + Ker t ⊆ Q. Siden ts er en
isomorfi m̊a Im s ∼= P . Lar q ∈ Q være et vilk̊arlig element. Kan da skrive
q = sϕ−1t(q) + q − sϕ−1t(q). Har at sϕ−1t(q) ∈ Im s, s̊a ønsker å vise at
(q − sϕ−1t(q)) ∈ Ker t. Anvender t p̊a (q − sϕ−1t(q)) og h̊aper p̊a å f̊a null.
F̊ar t(q) − tsϕ−1t(q) = t(q) − ϕϕ−1t(q) = t(q) − t(q) = 0 og vi vet dermed
at Im s + Ker t = Q. Skal n̊a vise at snittet av Im s og Ker t er null, slik at
vi f̊ar at Q er en direkte sum av disse. Lar q ∈ (Im s∩Ker t). Siden q ∈ Im s
m̊a q = s(p) for en p ∈ P . At q ∈ Ker t gir at 0 = t(q) = ts(p), siden ts
er en isomorfi m̊a da p = 0 som igjen medfører at q = 0. Dermed har vi at
Q = Im s⊕Ker t ∼= P ⊕Ker t.

Skal n̊a vise at ogs̊a resten av den minimale projektive oppløsningen av
M er en direkte summand i den vilk̊arlige projektive oppløsningen av M .
Ser at vi n̊a kan skrive 0→ Ker g b−→ Q

g−→M → 0 som

0 // Ker f ⊕Ker t

(
sd 0
0 1

)
// Im s⊕Ker t

g=( g|Im s 0 ) //M // 0

Lar fortsettelsen av den minimale projektive oppløsningen av M være
· · ·P ′ → P

f−→ M → 0, og lar fortsettelsen p̊a den projektive oppløsningen
av Q være · · ·Q′ → Q

g−→ M → 0. Ser at da vil det minimale projektive
dekket av Ker f ⊕ Ker t være P ′ ⊕ Ker t, da P ′ er det projektive dekket av
Ker f og Ker t er en direkte summand av en projektiv og dermed selv er
projektiv. Setter opp diagrammet

0 // Ker f ′ // P ′ ⊕Ker t

s′

��

f ′ // Ker f ⊕Ker t // 0

0 // Ker g′ // Q′

t′

��

g′ // Ker f ⊕Ker t // v0

0 // Ker f ′ // P ′ ⊕Ker t
f ′ // Ker f ⊕Ker t // 0

Hvor vi vet at avbildningen s′ eksisterer siden P ′ ⊕Ker t er projektiv og g′

er p̊a og at t′ eksisterer siden Q′ er projektiv og f ′ er p̊a. Og vi kan vise at
Q′ = P ′⊕Ker t⊕R, for en projektiv modul R p̊a akkurat samme m̊ate som
for Q = P ⊕Ker t. Og slik vil dette fortsette.

2.2 At Λ er Koszul

Vi skal n̊a definere hva det vil si at Λ er Koszul og ogs̊a se litt nærmere p̊a
dette.
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Definisjon 2.2.1. Vi sier at Λ er Koszul hvis alle graderte simple Λ-moduler
generert i grad 0 er lineære.

Vi skal n̊a vise at siden vi ser p̊a Λ som en gradert modul, Λ =
⊕

i≥0 Λi,
s̊a er grad 0-delen av Λ, Λ0, summen av alle de graderte simple modulene,
opp til skift. Vi lar S være en gradert simpel venstre Λ-modul. Vi har at
Λ≥1 er et ideal som er inneholdt i Λ. Vi ser s̊a p̊a Λ≥1S som er en gradert
undermodul av S, siden IM = {

∑
end aimi | ai ∈ I,mi ∈ M} ⊆ M er en

gradert undermodul for enhver gradert Λ-modul M og ethvert gradert ideal
I i Λ. Siden S er simpel m̊a Λ≥1S = (0) eller S. S̊a vi sjekker om det er
mulig at Λ≥1S = S. Vi velger en vilk̊arlig x ∈ S, der x er homogen av grad
t og ulik null. Vi ser s̊a p̊a Λx som er en gradert undermodul av S. Vi har at
Λx = {λx | λ ∈ Λ}. S̊a vi har at v̊ar x er et ikke-null element i Λx. S̊a siden
Λx 6= 0 m̊a Λx = S. Vi har dermed at Λx = S = Λ≥1S = Λ≥1(Λx) = Λ≥1x.
Vi er dermed kommet til en motsigelse siden 1 · x ∈ Λx er av grad t, mens
graden til alle homogene elementer i Λ≥1x er minst t + 1. Vi har dermed
at hvis S er en simpel Λ-modul, s̊a er Λ≥1S = (0). Vet at følgende gjelder
generelt: dersom R er en ring, M en venstre R-modul, I ⊆ R er et ideal og
I ·M = (0), s̊a er M en venstre R/I-modul. Dermed har vi at S er en modul
over Λ/Λ≥1

∼= Λ0 = kn. Vi har dermed at S ∼= Λ0ei for en i.
Dermed kan vi bruke følgende definisjon av at Λ er Koszul.

Definisjon 2.2.2. Vi har at Λ er Koszul dersom Λ0 har en lineær gradert
projektiv oppløsning.

MERK. I denne oppgaven oppfatter vi Λ0 som en Λ-modul via Λ0
∼=

Λ/Λ≥1. Vi ser ogs̊a Λ0 som en ring p̊a denne m̊aten.

2.3 Koszul-algebraer er kvadratiske

Vi skal n̊a vise at alle Koszul-algebraer er kvadratiske, men aller først definere
hva kvadratisk betyr.

Definisjon 2.3.1. La Λ = kΓ/I. Der k er en kropp og Γ et quiver. Hvis
I er et ideal generert av elementer i grad 2, sier vi at I er kvadratisk og Λ
kalles for en kvadratisk algebra.

Teorem 2.3.2. Lar Λ = kΓ/I der k er en kropp, Γ er et quiver og I er et
ideal med I ⊂ J2, der J er idealet generert av pilene. Har da at dersom Λ er
Koszul, s̊a er Λ kvadratisk. Det vil si at I er generert av elementer av grad
2.

Bevis. Vi starter alts̊a med en vilk̊arlig Koszul algebra Λ = kΓ/I og skal
komme frem til at I er generert av veier av lengde 2. Siden Λ er Koszul
vet vi at grad 0 delen av Λ, Λ0, har en lineær gradert projektiv oppløsning.
Her vil andre syzygy være generert i grad 2. S̊a vi skal finne en minimal
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gradert projektiv oppløsning av Λ0 og se p̊a hva andre syzygy i oppløsning
kan fortelle oss om I. Bruker derfor at Λ = kΓ/I og at Λ0 = kΓ/J for å
lettere kunne se hva andre syzygy sier om I.

En generell m̊ate å finne en projektiv oppløsning p̊a er å bruke at
alle moduler er en faktor av en fri og at fri medfører projektiv. Vet fra
Proposisjon 2.1.4 p̊a side 22 at vi har en minimal projektiv oppløsning som
en direkte summand i enhver projektiv oppløsning. Og siden lineær medfører
minimal, er dette et godt sted å begynne. Har at Λ = kΓ/I er projektiv,
siden Λ alltid er projektiv over seg selv. Starten p̊a en projektiv oppløsning
av kΓ/J er

kΓ/I
f0 // kΓ/J // 0

J/I
- 


<<yyyyyyyy

0

>>}}}}}}}}

Vi har at I ⊆ J2 ⊆ J , s̊a I ⊆ J , og det er klart at f0 er en
p̊a avbildning. Ser lett at kjernen av denne avbildningen blir J/I.Siden
dette skal være en minimal projektiv gradert oppløsning trenger vi ogs̊a
at Ker f ⊆ JkΓ/I, se Definisjon 1.2.6 p̊a side 3. Har at J(kΓ/I) = JkΓ/I =
(JkΓ + I)/I = (J + I)/I = J/I. Har dermed at Ker f = JkΓ/I som
tilfredsstiller Ker f ⊆ JkΓ/I. Ser at f0 er en grad 0-avbildning siden kΓ/I
er generert i grad 0 og kΓ/J kun best̊ar av elementer i grad 0, s̊a alt som er
av grad ≥ 1 ∈ kΓ/I blir sendt p̊a 0 i kΓ/J .

Ønsker å forsette den projektive oppløsningen av Λ0 = kΓ/J p̊a følgende
m̊ate:

J/IJ
g

""EEEEEEEE

f1 // kΓ/I // kΓ/J // 0

I/IJ

;;wwwwwwww
J/I
- 


g′
<<yyyyyyyy

##FFFFFFFFF

0

=={{{{{{{{
0

;;wwwwwwwww
0

der g er den naturlige avbildningen. Skal n̊a vise at dette er en projektiv
oppløsning av kΓ/J , ved å vise at 0→ I/IJ → J/IJ → J/I → 0 er eksakt
og at J/IJ er projektiv. Skal videre vise at g : J/IJ → J/I er et projektivt
dekke, s̊ann at v̊ar oppløsning fortsetter å være minimal.

Siden I er et ideal har vi at IJ ⊆ I. Vi f̊ar derfor en p̊a avbildning
g : J/IJ → J/I. S̊a n̊ar vi dekker J/I med J/IJ vil vi f̊a kjernen I/IJ .
Dermed vet vi at sekvensen 0→ I/IJ → J/IJ → J/I → 0 er eksakt.
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For å vise at J/IJ er projektiv skal vi bruke at J/IJ ∼= kΓ/I ⊗kΓ J ,
og vise at kΓ/I ⊗kΓ J er projektiv ved å vise at HomΛ(kΓ/I ⊗kΓ J,−) er
eksakt. Starter med å vise hvorfor J/IJ og kΓ/I ⊗kΓ J er isomorfe. Ser p̊a

den eksakte følgen: I
f−→ kΓ → kΓ/I → 0, der kΓ/I = Coker f . Anvender

den kovariante høyreekesakte funktoren −⊗kΓ J og f̊ar den eksakte følgen:

η : I ⊗kΓ J
f // kΓ⊗kΓ J

g // kΓ/I ⊗kΓ J // 0

Anvender at kΓ⊗kΓ J ∼= J og f̊ar følgende kommutative diagram:

I ⊗kΓ J
f // kΓ⊗kΓ J

o
��

g // kΓ/I ⊗kΓ J // 0

J
g′ // kΓ/I ⊗kΓ J // 0

Lar i ∈ I og j ∈ J . Ser at da vil disse avbildes i diagrammet over p̊a
følgende m̊ate:

i⊗kΓ j
� // i⊗kΓ j

o
��

ij ∈ IJ

Ser at Im f ∼= IJ , s̊a siden η er en eksakt følge gir at Im f = Ker g ∼=
Ker g′, har vi at Ker g′ ∼= IJ . Ser dermed at det finnes en p̊a avbildning g′

fra J til kΓ/I ⊗kΓ J og at kjernen til denne avbildningen er IJ . Som gir oss
det vi skulle vise, at J/IJ ∼= kΓ/I ⊗kΓ J .

Vet at Hom(P,−) er eksakt hvis og bare hvis P er projektiv. Trenger
derfor bare å vise at HomΛ(kΓ/I ⊗kΓ J,−), hvor vi ser p̊a kΓ/I ⊗kΓ J
som en venstre Λ-modul, er eksakt. Har at HomΛ(kΓ/I ⊗kΓ J,−) ∼=
HomkΓ(J,HomΛ(kΓ/I,−)) = HomkΓ(J,HomΛ(Λ,−)) = HomkΓ(J,−) ·
HomΛ(Λ,−). Vet at Λ er projektiv som Λ-modul over seg selv og J er en
projektiv kΓ-modul fordi J er en undermodul av kΓ og kΓ er hereditær. Vet
derfor at HomkΓ(J,−) · HomΛ(Λ,−) er eksakt, s̊a dermed er kΓ/I ⊗kΓ J ∼=
J/IJ projektiv.

For å vise at g : J/IJ → J/I er et projektivt dekke trenger vi ogs̊a å vise
at Ker g ⊆ J2/IJ . Vi har at Ker g = I/IJ , s̊a vi m̊a kontrollere at I/IJ er
inneholdt i J(J/IJ) = J2/IJ . V̊art utgangspunkt er at I ⊆ J2, og dermed
har vi at I/IJ ⊆ J2/IJ = J(J/IJ). Og vi har at de første leddene av en
minimal projektiv oppløsning av kΓ/J = Λ0 er som følger:

J/IJ

))SSSSSSSSS
// kΓ/I

f0 // kΓ/J // 0

I/IJ

88qqqq
J/I

55kkkkkkkkk
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0
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der alle avbildniger er grad 0-avbildninger. Har allerede vist at f0 er en grad
0-avbildning. Har at alle de andre avbildningene er grad 0-avbildninger da
de er naturlige avbildninger, eller satt sammen av to naturlige avbildninger,
som J/IJ til kΓ/I.

V̊ar antakelse er at Λ er Koszul, s̊a dermed m̊a andre syzygy, I/IJ ,
være generert i grad 2. Vi skal n̊a bruke dette til å vise at da er ogs̊a I
generert i grad 2, alts̊a at I er et kvadratisk ideal. Starter med å se litt
nærmere p̊a I/IJ . Har at I = I2 ⊕ I3 ⊕ I4 ⊕ · · · , der I2 er elementene
i grad 2, I3 er elementene i grad 3 og s̊a videre. Ser at IJ ikke har
noen elementer som ligger i grad 2. Vi deler opp IJ p̊a følgende m̊ate:
IJ = 0 ⊕ I2J1 ⊕ (I2J2 + I3J1) ⊕ (I4J1 + I3J2 + I2J3) ⊕ · · · . Her er I2J1

delen av IJ som ligger i grad 3, I2J2 + I3J1 er delen av IJ som ligger i
grad 4 og s̊a videre. Vi bruker dette til å se p̊a I/IJ p̊a følgende m̊ate:
I/IJ = I2 ⊕ I3/I2J1 ⊕ I4/(I2J2 + I3J1)⊕ · · · . V̊ar utfordring blir n̊a å vise
at elementer i de ulike gradene av I alle er generert i grad 2. Starter med å
vise at dette stemmer for elementer i I3 og i I4, for deretter å ved induksjon
se at dette ogs̊a stemmer for elementer i de øvrige gradene.

Velger et vilk̊arlig element x ∈ I3. Vi ønsker å vise at x er generert av
I2, som her vil si at x ∈ J1I2 + I2J1. Vi ser p̊a restklassen til x i I/IJ .
Siden x er av grad 3 vil restklassen til x i I/IJ ligge i I3/I2J1. Definerer
restklassen som følger: x̄ =: x + IJ = x + I2J1. Siden I/IJ er generert i
grad 2 vet vi ogs̊a at x̄ ∈ I/IJ er generert i grad 2. Skriver generatorsettet
til I2 som {σ1, · · · , σt}. Kan da skrive x̄ som x̄ =

∑t
i=1 ji(σi + I2J1), der

ji ∈ J1. F̊ar videre at x̄ =
∑t

i=1(jiσi + I2J1) = (
∑t

i=1 jiσi) + I2J1. Målet
v̊art er å f̊a at x ∈ J1I2 + I2J1. Har n̊a at

∑t
i=1 jiσi generer den delen av x

som er inneholdt i J1I2. S̊a vi ser p̊a x −
∑t

i=1 jiσi og h̊aper å f̊a at denne
differansen ligger i I2J1. Har n̊a at x̄ =

∑t
i=1 jiσi + I2J1 = x + IJ . Vet at

a + IJ = b + IJ hvis og bare hvis (a − b) ∈ IJ gjelder generelt, s̊a dermed
har vi at x−

∑t
i=1 jiσi ∈ I2J1. Dermed har vi funnet det vi ønsket, nemlig

at dersom vi ser p̊a en vilk̊arlig x ∈ I3, s̊a er x et element i J1I2 + I2J1, det
vil si generert av I2.

Velger et vilk̊arlig element x ∈ I4. Å vise at x er generert av I2 vil her
være å vise at x ∈ I2J2+I3J1+J1I3+J2I2. Siden x er av grad 4 vil restklassen
til x i I/IJ være x̄ =: x+ IJ = x+ (I2J2 + I3J1). Ser p̊a I2J2 + I3J1. Har
at I2J2 + I3J1 = (I2J1 + I3)J1 = (I2J1 + J1I2 + I2J1)J1 = (I2J1 + J1I2)J1 =
I2J

2
1 + J1I2J1 = I2J2 + J1I2J1. Som gir at x̄ = x + (I2J2 + J1I2J1). Ser

p̊a J1I3 + J2I2 p̊a tilsvarende m̊ate og f̊ar at J1I3 + J2I2 = J1(I3 + J1I2) =
J1(J1 +I2 +I2J1 +J1I2) = J1(J1I2 +I2J1) = J2

1 I2 +J1I2J1 = J2I2 +J1I2J1.
Har dermed at det vi ønsker å vise er at x ∈ I2J2 + J1I2J1 + J2I2.

Som før vet vi at x̄ ∈ I/IJ er generert i grad 2. Vi har at x̄ = x+ IJ =
x + (I2J2 + J1I2J1) og at I/IJ i grad 4 er I4/(I2J2 + J1I2J1 + J2I2). Kan
dermed skrive x̄ som x̄ = x+ (I2J2 + J1I2J1) =

∑t
i=1 jiσi + I2J2 + J1I2J1,

der ji ∈ J2. Målet v̊art er å f̊a at x ∈ I2J2 + J1I2J1 + J2I2. Har n̊a at∑t
i=1 jiσi generer den delen av x som er inneholdt i J2I2. Som sist ser vi at



28 KAPITTEL 2. NÅR Λ ER KOSZUL

differansen x −
∑t

i=1 jiσi er inneholdt i I2J2 + J1I2J1 fra de to likehetene
x̄ =

∑t
i=1 jiσi + (I2J2 + J1I2J1) og x̄ = x + (I2J2 + J1I2J1). Dermed har

vi, som vi ønsket, funnet at dersom vi ser p̊a en vilk̊arlig x ∈ I4, s̊a er x et
element i I2J2 + J1I2J1 + J2I2, som vil si at x er generert av I2.

Antar at In er generert av I2. Skal n̊a vise at da er ogs̊a In+1 generert
av I2. Vi velger et vilk̊arlig element x ∈ In+1 og ønsker å vise at x ∈
I2Jn−1 + I3Jn−2 + · · · + InJ1 + J1In + J2In−1 + · · · + Jn−1I2. Vet at
Im, m ≤ n er generert i grad 2, s̊a denne summen kan skrives om til∑n−1

x=0

∑n−1
y=0,x+y=n−1 JxI2Jy. Har at InJ1 =

∑n−2
x=0

∑n−2
y=0,x+y=n−2 JxI2Jy, s̊a

IJ i grad n + 1 blir
∑n−2

s=0

∑n−1
t=1,s+t=n−1 JsI2Jt og vi har at restklassen

til x i I/IJ er x̄ =: x + IJ = x +
∑n−2

s=0

∑n−1
t=1,s+t=n−1 JsI2Jt. Siden

IJ i grad n + 1 er
∑n−1

x=0

∑n−1
y=0,x+y=n−1 JxI2Jy, s̊a er x̄ = x + IJ =

x +
∑n−2

s=0

∑n−1
t=1,s+t=n−1 JsI2Jt =

∑t
j=1 jiσi +

∑n−2
x=0

∑n−2
y=0,x+y=n−2 JxI2Jy,

der ji ∈ Jn−1 og {σ1, · · · , σt} er generatorsettet til I2. Dermed har vi at
x−
∑t

i=1 jiσi ∈
∑n−2

s=0

∑n−1
t=1,s+t=n−1 JsI2Jt. Og vi har dermed vist at dersom

In er generert i grad 2, s̊a er ogs̊a In+1 generert i grad 2. S̊a alle elementer i
alle grader av I er generert i grad 2, som vil si at I er generert i grad 2.



Kapittel 3

Yoneda-algebraen til en
Koszul-algebra

I dette kapittelet vil vi presentere Yoneda-algebraen til Λ, som vi skriver
som E(Λ). Og vi vil vise at dersom Λ er Koszul, s̊a medfører det at ogs̊a
E(Λ) er Koszul.

3.1 Yoneda-algebraen til Λ

I denne første seksjonen vil vi se p̊a Yoneda-algebraen til Λ. Vi vil definiere
E(Λ) og g̊a kort gjennom isomorfien ExtiΛ(C,A) ∼= ei(C,A), der ei(C,A) er
ekvivalensklassen til alle utvidelsene av A ved C, for å definere addisjon
og multiplikasjon i E(Λ) ved Baersum og sammensetning av følger. Vi
vil ogs̊a bevise noen proposisjoner som vi vil bruke for å bevise at E(Λ)
er Koszul n̊ar Λ er Koszul. Her vil vi blant annet se at n̊ar vi definerer
E(M) =

⊕
i≥0 ExtiΛ(M,Λ0), for en lineær Λ-modul M , da er E(M) generert

i grad 0 som venstremodul over E(Λ).

Definisjon 3.1.1. Yoneda-algebraen til Λ er

E(Λ) = HomΛ(Λ0,Λ0)⊕ Ext1
Λ(Λ0,Λ0)⊕ Ext2

Λ(Λ0,Λ0)⊕ . . .

Definerer addisjon og multiplikasjon ved å la + være Baersummen, og · være
sammensetning av følger. F̊ar dermed at (E(Λ),+, ·) er en gradert ring.

Vi vil se p̊a E(Λ), Yoneda-algebraen til Λ, der produkt er sammensetning
av følger og sum er Baersum. Sammensetning av følger og Baersum er
definert for følger i ei(C,A). Vi vil derfor definere ei(C,A) og se p̊a
sammenhengen mellom ekstensjoner og elementer i Ext-gruppen før vi ser p̊a
hva Baersum og sammensetning av følger er. Men aller først g̊ar vi gjennom
en proposisjon vi vil benytte i gjennomgangen av at ExtiΛ(C,A) ∼= ei(C,A).

29
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Proposisjon 3.1.2. Gitt en eksakt sekvens og en avbildning θ : Y → U slik
at vi har følgende kommutative diagram av moduler og modulavbildninger:

X
0

P0
 `
 `
 `
 `

d // Y

θ
��

d′ // Z // 0

U

der θd = 0. Da eksisterer en unik θ′ slik at følgende diagram kommuterer:

X
0

P0
 `
 `
 `
 `

d // Y

θ
��

d′ // Z

θ′��

// 0

U

Bevis. Skal vise at vi for enhver z ∈ Z kan definere θ′ ved å bruke θ p̊a et
tilhørende element y ∈ Y . Velger en vilk̊arlig z ∈ Z. Siden d′ er p̊a, kan vi
uansett valg av z skrive z = d′(y) for en y ∈ Y . Gitt at det eksisterer y og y′

slik at d′(y) = z = d′(y′). Da vil (y′− y) ∈ Ker d′ medføre at (y′− y) ∈ Im d.
Siden θd = 0 er θ(y′ − y) = 0, f̊ar vi at θ(y′) − θ(y) = 0, som gir at
θ(y′) = θ(y). Skal n̊a vise at θ′ er en modulavbildning. Husker at alle z ∈ Z
kan skrives som d′(y) for en y ∈ Y , s̊a vi ser først p̊a at θ(y) = θ′d′(y) gir
at λθ(y) = λθ′d′(y) = λθ′(d′(y)). Sammen med λθ(y) = θ(λy) = θ′d′(λy) =
θ′(d′(λy)) = θ′(λd′(y)), gir det at λθ′(d′(y)) = θ′(λd′(y)). Dette gir oss
at θ′(λz) = λθ′(z). Ser at θ(y + y′) = θ′(d′(y + y′)) = θ′(d′(y) + d′(y′))
og at θ(y + y′) = θ(y) + θ(y′) = θ′(d′(y)) + θ′(d′(y′)). Har dermed at
θ′(d′(y)+d′(y′)) = θ′(d′(y))+θ′(d′(y′)), som vil si at θ′(z+z′) = θ′(z)+θ′(z′).
Dermed har vi at θ′ er en veldefinert og unik modul-avbildning n̊ar vi
definerer θ′ =: θ(d′)−1.

Skal n̊a definere ei(C,A) og vise at denne er isomorf med ExtiΛ(C,A).

Definisjon 3.1.3. Kaller ekvivalensklassen til alle utvdielsene av A ved C
for ei(C,A), der i st̊ar for antall moduler mellom A og C. For eksempel
vil et element η i e2(C,A) være en eksakt følge p̊a formen: η : 0 → A →
B1 → B2 → C → 0. Og ekvivalensrelasjonen er at vi sier at to utvidelser
η : 0 → A → B → C → 0 og η′ : 0 → A → B′ → C → 0 er ekvivalente
dersom det finnes et kommutativt diagram

η : 0 // A // B

ϕ

��

// C // 0

η′ : 0 // A // B′ // C // 0

Proposisjon 3.1.4. Har at ExtiΛ(C,A) og ei(C,A) er isomorfe, da det
finnes en en-til-en korrespondanse b̊ade fra ei(C,A) til ExtiΛ(C,A), og fra
ExtiΛ(C,A) til ei(C,A).
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Bevis. (skisse) Skal n̊a indikere hvordan disse korrespondansene fremkom-
mer. Starter med å se p̊a hvordan en for i = 1 kan g̊a fra η : 0→ A→ B →
C → 0 til Ext1

Λ(C,A) = Ker d∗2/ Im d∗1, der d∗2 og d∗1 fremkommer ved å an-

vende Hom(−, A) p̊a den projektive oppløsningen av C; · · · → P2
d2−→ P1

d1−→
P0 → C, slik at 0 → HomΛ(P0, A)

d∗1−→ HomΛ(P1, A)
d∗2−→ HomΛ(P2, A).

En projektiv oppløsning av C og Comparison Theorem [Rot79] gir følgende
kommutative diagram:

. . . // P2
d2 //

��

P1
d1 //

θ
��

P0
d0 //

��

C // 0

0 // A // B // C // 0

Ser av diagrammet at θd2 = 0. Dette medfører at θ ∈ Ker d∗2. Lar
θ̄ = θ + Im d∗1 ∈ Ker d∗2/ Im d∗1 ∈ Ext1

Λ(C,A). Kan gjøre det samme for
en i ≥ 1. G̊ar da fra ei(C,A) til ExtiΛ(C,A) = Ker d∗i+1/ Im d∗i . Ser da p̊a
følgende diagram:

. . . // Pi+1

��

di+1 // Pi
di //

θ

��

))RRRRRRR Pi−1

��

// · · · // P0

��

d0 // C // 0

Pi/ Im di+1

θ̄
{{

))TTTTTTTT

0

0 // A // Bi // · · · B1
// C // 0

Ser da at θdi+1 = 0, alts̊a er θ ∈ Ker d∗i+1. S̊a θ kan sees som θ + Im d∗i ∈
ExtiΛ(C,A).

MERK. Har da at dersom avbildningen θ̄ er lik for to følger η og η′

∈ ei(C,A), s̊a er dette tilstrekkelig for å regne de to følgene som like.

En kan ogs̊a g̊a fra ExtiΛ(C,A) til ei(C,A). Skal n̊a kort g̊a gjennom
hvordan dette gjøres, men uten utfyllende bevis. Starter med en x ∈
ExtiΛ(C,A), der x = θ+ Im d∗i og θ ∈ Ker d∗i+1 som over. Ser p̊a diagrammet
over og har at siden Coker di+1 = Pi/ Im di+1 = Pi/Ker di = Im di, s̊a har vi
en avbildning λi : Pi/ Im di+1 → Pi−1. Som over vil θ indusere en avbildning
θ′, og vi f̊ar diagrammet:

0 // Pi/ Im di+1

θ′

��

λi // Pi−1
di−1 // · · · // P0

d0 // C // 0

A
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som ved pushout gir oss den ønskede følgen i ei(C,A), la oss kalle den η:

0 // Pi/ Im di+1

θ′

��

λi // Pi−1

��

di−1 // Pi−2
// · · · // P0

��

d0 // C // 0

η : 0 // A // Bi // Pi−2
// · · · // P0

// C // 0

Skal n̊a kort vise hva Baersum og sammensetning av følger er. Vi lar ξ
være et element i ei(C,A) og lar [ξ] betegne ekvivalensklassen. Baersummen
av to ekvivalensklasser er da [ξ] + [ξ′] = [(∇(ξ ⊕ ξ′))∆]. Det vil si at en
legger sammen to følger, for eksempel ξ : 0 → A → B → C → 0 og
ξ′ : 0→ A→ B′ → C → 0 p̊a følgende m̊ate;

ξ ⊕ ξ′ : 0 // A⊕A

∇
��

f // B ⊕B′

��

// C ⊕ C ′ // 0

0 // A // E′ // C ⊕ C ′ // 0

[ξ] + [ξ′] : 0 // A // E

OO

g // C

∆

OO

// 0

Der vi først har dannet summen ξ⊕ξ′ : 0→ A⊕A→ B⊕B′ → C⊕C → 0. S̊a
tatt en pushout via ∇ og f , ogs̊a en pullback via ∆ og g. Større eksempeler
p̊a Baersum kommer senere i oppgaven.

For å gange sammen to elementer i ExtiΛ(C,A) ser vi p̊a de tilhørende
følgene i ei(C,A) og setter disse sammen. For eksempel ser vi at
Ext1

Λ(C,A) Ext1
Λ(E,C) = Ext2

Λ(E,A) ved å sette sammen de to følgene 0→
A→ B → C → 0 ∈ Ext1

Λ(C,A) og 0→ C → D → E → 0 ∈ Ext1
Λ(E,C) p̊a

følgende m̊ate:

0 // A // B

    @@@@@@@
// D // E // 0

C
/ �

>>~~~~~~~

Vi vil n̊a bevise noen proposisjoner som vi i neste seksjon vil bruke for
å bevise at Λ Koszul medfører at E(Λ) er Koszul.

Proposisjon 3.1.5. Lar X være en vilk̊arlig Λ-modul. Da gjelder følgende
isomorfi: HomΛ(X,Λ0) ∼= HomΛ(X/JX,Λ0). Dersom X er generert i grad
0 har vi ogs̊a at HomΛ(X,Λ0) ∼= HomΛ(X/JX,Λ0) = HomΛ(X0,Λ0).
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Bevis. Har alltid at følgende følge er eksakt: 0→ JX
i−→ X

π−→ X/JX → 0.
Anvender den kontravariante venstre-eksakte funktoren HomΛ(−,Λ0) og f̊ar
den langeksakte følgen:

0 // HomΛ(X/JX,Λ0) π∗ // HomΛ(X,Λ0) i∗ // HomΛ(JX,Λ0) // · · ·

Viser n̊a at π∗ er en isomorfi. Vet at π∗ er 1-1. For å vise at π∗ ogs̊a er p̊a,
kan en se p̊a følgende;

HomΛ(X/JX,Λ0)π
∗
// HomΛ(X,Λ0) i∗// HomΛ(JX≥1,Λ0)

α � // αΠ

β � // βi

Bruker at JX = Λ≥1X, og ser at avbildningene β og i g̊ar som følger:

X
β

  AAAAAAAA

Λ≥1X
- 


i

<<xxxxxxxx
Λ0

Siden Λ er generert i grad 0, kan vi skrive Λ/Λ≥1 som Λ0. Siden
Λ≥1 · Λ/Λ≥1 = (0), har vi da at Λ≥1 · Λ0 = (0). Ser dermed at β(Λ≥1X) ⊆
Λ≥1β(X) ⊆ Λ≥1Λ0 = (0). F̊ar dermed at βi = 0. Har dermed at
i∗ = 0 og følgens eksakthet gir oss da at π∗ er en isomorfi, det vil si
HomΛ(X/JXΛ0) ∼= HomΛ(X,Λ0). Dersom X er generert i grad 0 kan vi
skrive X/JX = X/Λ≥1X = X0 for å f̊a den siste likheten HomΛ(X,Λ0) ∼=
HomΛ(X/JX,Λ0) = HomΛ(X0,Λ0).

Lemma 3.1.6. Lar Ki+1, Pi og Ki være vilk̊arlige Λ-moduler slik at
0 → Ki+1 → Pi → Ki → 0 er en eksakt følge der Ki+1 ⊆ JPi. Da gjelder
følgende isomorfi: HomΛ(Pi,Λ0) ∼= HomΛ(Ki,Λ0).

Bevis. Tilsvarende som for Proposisjon 3.1.5 p̊a forrige side.

Proposisjon 3.1.7. Anta at vi har en modulavbildning f : X → Λ0. Lar
Π: X → X/JX bare være den naturlige projeksjonen. Da eksisterer en
entydig avbildning i slik at vi har følgende kommutative diagram:

X
f //

Π

"" ""FFFFFFFFF Λ0

X/JX
- 


i
;;xxxxxxxxx
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Bevis. Vi bruker Proposisjon 3.1.5 p̊a side 32 og f̊ar at

HomΛ(X/JX,Λ0) Π∗

∼
// HomΛ(X,Λ0)

i
� // iΠ

Isomorfien gir at det for alle f ∈ HomΛ(X,Λ0) eksisterer en unik i ∈
HomΛ(X/JX,Λ0) slik at iΠ = f . Dermed vet vi at det eksisterer en entydig
i slik at diagrammet kommuterer.

Definisjon 3.1.8. Definerer E(M) ved å lage en funktor

E =
⊕

i≥0 ExtiΛ(−,Λ0) : Gr Λ // GrE(Λ)

M
� // E(M) =

⊕
i≥0 ExtiΛ(M,Λ0)

der Gr Λ st̊ar for kategorien av graderte moduler med grad 0-avbildninger
og M er en gradert modul.

Proposisjon 3.1.9. Lar E(Λ) være Yoneda-algebraen til Λ, som definert
i starten av seksjonen og lar M være et vilk̊arlig element i den fulle
underkategorien av lineære Λ-moduler, L(Λ). Da er E(M) generert i grad 0
som venstremodul over E(Λ).

Bevis. Merker oss først at M er generert i grad 0, siden M er lineær. Og
vi definerer J = Λ≥1. F̊ar da at JM = M≥1 (fordi Λi × Aj → Ai+j). F̊ar
videre at M/Λ≥1M = M/M≥1 = M0.

Skal n̊a vise at E(M) er generert i grad 0 som venstremodul over E(Λ)
ved å komme frem til to eksakte sekvenser:

0 // Λ0
// E // Ωi−1

Λ (M) // Pi−2
// Pi−3

// . . . // P0
//M // 0 ∈ ExtiΛ(M,Λ0)

og
0 // Λ0

// E′

''NNNNNN E′′ // Pi−3
// . . . // P0

//M // 0

Pi−1/JPi−1

77ooooo

''PPPPPP

0

77oooooo 0

der Pi−1/JPi−1 ∈ add Λ0 gir at n̊ar vi legger til en Z ′ slik at Pi−1/JPi−1 ⊕
Z ′ = Λn0 s̊a kan vi se p̊a 0→ Λ0 → E′ → Pi−1/JPi−1 → 0 som et n-tuppel i
Ext1

Λ(Λ0,Λ0) og 0→ Pi−1/JPi−1 → E′′ → Pi−3 → . . .→ P0 →M → 0 som
et n-tuppel i Exti−1

Λ (M,Λ0), for s̊a å vise at sammensetningen av disse to
følgene tilsvarer den øverste følgen. Hvordan dette blir for i = 1 er spesielt
og tas for seg. Skal alts̊a vise at Ext1

Λ(Λ0,Λ0) Exti−1
Λ (M,Λ0) = ExtiΛ(M,Λ0),

som ved induksjon gir at [Ext1
Λ(Λ0,Λ0)]i HomΛ(M,Λ0) = ExtiΛ(M,Λ0).
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Bruker følgende notasjon for den lineære graderte projektive oppløsnin-
gen av M , P, med tilhørende syzygyer.

P : . . . // Pi
$$IIII

// Pi−1
πi
&&MMMM

// Pi−2
// . . . // P

##HHHH
// P0

//M // 0

Ωi
Λ(M)

&&MMMMM

µi 99ssss
Ωi−1

Λ (M)

88qqqq

''NNNNN
Ω1

Λ(M)

::uuuu

%%JJJJJ

0

::ttttt
0

77ppppp 0 0

::uuuu
0

Fra P f̊ar vi følgende eksakte sekvens:

0 // Ωi
Λ(M)

µi // Pi−1
πi // Ωi−1

Λ (M) // 0

Velger en vilk̊arlig funksjon g ∈ HomΛ(Ωi
Λ(M),Λ0), fordi HomΛ(Ωi

Λ(M),Λ0) ∼=
ExtiΛ(M,Λ0). Viser først at dette er en isomorfi. Lar Ω1

Λ(M) = M ′ og ser
p̊a følgende korteksakte sekvens: 0 → M ′ → P0 → M → 0. Anvender den
kontravariante funktoren Hom(−,Λ0) p̊a sekvensen og f̊ar følgende eksakte
sekvens:

0 // HomΛ(M,Λ0) i∗ // HomΛ(P0,Λ0) // HomΛ(M ′,Λ0)

// Ext1
Λ(M,Λ0) // Ext1

Λ(P0,Λ0) // Ext1
Λ(M ′,Λ0)

// Ext2
Λ(M,Λ0) // Ext2

Λ(P0,Λ0) // · · ·

Vi har fra Proposisjon 2.1.3 p̊a side 22 at en lineær oppløsning ogs̊a
er minimal. S̊a siden P er en lineær oppløsing av M , er den satt sammen
av projektive dekker. Dermed er M ′ ⊆ JP0 og vi kan bruke Lemma 3.1.6
p̊a side 33 og f̊a at i∗ : HomΛ(M,Λ0) → HomΛ(P0,Λ0) er en isomorfi. Har
videre at ExtiΛ(P,A) = 0 ∀ A n̊ar P er projektiv. F̊ar dermed følgende følge:

0 // HomΛ(M,Λ0) ∼ // HomΛ(P0,Λ0) 0 // HomΛ(M ′,Λ0)

∼ // Ext1
Λ(M,Λ0) // 0 // Ext1

Λ(M ′,Λ0)

∼ // Ext2
Λ(M,Λ0) // 0 // · · ·

Ser at Ext1
Λ(M,Λ0) ∼= HomΛ(M ′,Λ0) = HomΛ(Ω1

Λ(M),Λ0). Bruker di-
mensjonsskift og f̊ar at ExtiΛ(M,Λ0) ∼= Ext1

Λ(Ωi−1
Λ (M),Λ0). Gjør tilsvarende

som over, men med den eksakte følgen 0→ Ωi
Λ(M)→ Pi → Ωi−1

Λ (M)→ 0,
som dermed gir oss at Ext1

Λ(Ωi−1
Λ (M),Λ0) ∼= HomΛ(Ωi

Λ(M),Λ0). Disse to
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isomorfiene utgjør tilsammen den ønskede isomorfien HomΛ(Ωi
Λ(M),Λ0) ∼=

ExtiΛ(M,Λ0).
Lager følgende diagram som inneholder g:

0 // Ωi
Λ(M)

µi // Pi−1
πi // Ωi−1

Λ (M) // 0

Ωi
Λ(M)

g

''

����

� � γ // JPi−1

q
����

?�

n

OO

Ωi
Λ(M)/JΩi

Λ(M)

��

γ′ // JPi−1/J
2Pi−1

ω
nn

Λ0

I diagrammet er γ bare µi restringert. Siden M er en lineær modul, følger
det fra definisjonen at Pi er en endeliggenerert gradert projektiv Λ-modul ∀i.
Har at πi : Pi−1 → Ωi−1

Λ (M) er et projektivt gradert dekke, og det følger da
fra definisjonen av et projektivt gradert dekke at Kerπi ⊆ JPi−1. Eksakthet
gir at Kerπi = Imµi. Vi har dermed at Imµi ⊆ JPi−1 som medfører at vi kan
sette p̊a avbildningen n : JPi−1 ↪→ Pi−1 og f̊a at diagrammet kommuterer.

Siden vi har g : Ωi
Λ(M) → Λ0, f̊ar vi ved å bruke Proposisjon 3.1.7 p̊a

side 33 at vi har avbildninger:

Ωi
Λ(M)

'' ''PPPPPPPPPPPP

g // Λ0

Ωi
Λ(M)/JΩi

Λ(M)
+ �

88qqqqqqqqqqqq

slik at diagrammet kommuterer.
Har definert γ′ := Λ/I⊗Λγ p̊a bakgrunn av at R/I⊗RM ∼= M/IM . Skal

n̊a se p̊a hvordan vi har f̊att en funksjon ω slik at ωγ′ = IdΩiΛ(M)/JΩiΛ(M).
B̊ade Ωi

Λ(M)/JΩi
Λ(M) og JPi−1/J

2Pi−1 er generert i èn grad og kan dermed
sees p̊a som Λ0-moduler. Siden Λ0 er semisimpel har vi at alle eksakte
sekvenser 0 → A

f−→ B
g−→ C → 0 i Mod Λ0 er spliteksakte, det vil si at

∃f ′ : B → A slik at f ′f = 1A. S̊a dersom vi viser at γ′ er mono, vet vi at ω
eksisterer. Skal n̊a vise at γ′ er mono. Velger en vilk̊arlig x ∈ Ker γ′. Ønsker
å vise at x = 0, for det vil medføre at γ′ er en monomorfi. Ser p̊a denne
delen av diagrammet:

Ωi
Λ(M)

p
����

� � γ // JPi−1

q
����

Ωi
Λ(M)/JΩi

Λ(M)
γ′ // JPi−1/J

2Pi−1
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Siden p er en p̊a avbildning kan vi trekke x tilbake til Ωi
Λ(M), slik at vi

har at x = x̄′ = p(x′), for x′ ∈ Ωi
Λ(M). V̊ar antagelse er at γ′(x) = 0, som

er nødvendig og tilstrekkelig for at γ′(p(x′)) = 0 i JPi−1/J
2Pi−1. Det vil si

at q(γ(x′)) = 0, som er nødvendig og tilstrekkelig for at γ(x′) ∈ J2Pi−1.
Har at hvis x′ ∈ JΩi

Λ(M), da er x = 0. S̊a hvis vi klarer å vise at
x′ ∈ Ωi

Λ(M) ∩ J2Pi−1 medfører at x′ ∈ JΩi
Λ(M) er vi fremme.

Skal n̊a vise at x′ ∈ Ωi
Λ(M) ∩ J2Pi−1 medfører at x′ ∈ JΩi

Λ(M). Har
selvfølgelig at JΩi

Λ(M) ⊆ Ωi
Λ(M). Videre har vi fra diagrammet over at

Ωi
Λ(M) ⊆ JPi−1, som medfører at JΩi

Λ(M) ⊆ J2Pi−1. Har dermed at
JΩi

Λ(M) ⊆ J2Pi−1 ∩ Ωi
Λ(M). Velger et element x ∈ Ωi

Λ(M) ∩ J2Pi−1

som er homogent av grad j. Har at j ≥ i + 1. Lar x̄ = x + JΩi
Λ(M) ∈

Ωi
Λ(M)/JΩi

Λ(M). Antar at x̄ 6= 0, da vil x være en generator for Ωi
Λ(M).

Ser p̊a en del av den projektive oppløsningen av M :

Pi
di //

&&LLLLL Pi−1

Ωi
Λ(M)

''OOOOOO

* 

77pppp

0

88ppppp 0

der Pi er generert i grad i. Har derfor at det i Pi eksisterer en x′ i grad i slik
at di(x′) = x. Har her at x′ er av grad i og di er en homomorfi av grad 0.
Dermed m̊a x være av grad i, men vi har valgt x som et homogent element
av grad j. S̊a da m̊a i = j ≥ i + 1. Dette er umulig. S̊a dermed har vi at
x̄ = 0, alts̊a m̊a x ∈ JΩi

Λ(M).
Benytter diagrammet over til å lage følgende diagram:

0 // Ωi
Λ(M)

g

##

� _

l

��

µi // Pi−1

m

πi // Ωi−1
Λ (M)

f

��

// 0

0 // JPi−1

q

��

� � n // Pi−1

g′

��

n′ // Pi−1/JPi−1
// 0

JPi−1/J
2Pi−1

ω

��
Ωi

Λ(M)/JΩi
Λ(M)

ḡ

��
0 // Λ0

// E // Pi−1/JPi−1
// 0

Der E kommer fra en pushout via ḡωq og n. Har at n′mµi = n′nl = 0,
siden n′n = 0, og kan dermed bruke Proposisjon 3.1.2 p̊a side 30. Har dermed
at f eksisterer.
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Kaller Pi−1/JPi−1 for Z. Og har dermed at Z ∈ add Λ0.
Diagrammet over gir følgende kommutative diagram:

η : 0 // Ωi
Λ(M) //

g

��

Pi−1
//

g′

��

Ωi−1
Λ (M)

f

��

// 0

Θ: 0 // Λ0
// E // Z // 0

Anvender avbildningen f og deler av den projektive oppløsningen av M ,
tar pushout og f̊ar:

η′ : 0 // Ωi−1
Λ (M) //

f

��

Pi−2
//

f ′

��

Ωi−2
Λ (M) // 0

Ψ2 : 0 // Z // E2
// Ωi−2

Λ (M) // 0

Tar Yoneda-produktet av Ψ2 og deler av den projektive oppløsningen av
M , som gir:

Θ′ : 0 // Z // E2
//

##HHHHHHHHH Pi−3
// . . . // P0

//M // 0

Ωi−2
Λ (M)

::uuuuuuuuu

%%JJJJJJJJJJ

0

::uuuuuuuuuu
0

Ser at Θ′ er et element i Exti−1
Λ (M,Z). Tar Yoneda-produktet av Θ og

Θ′ og f̊ar:

ηx : 0 // Λ0
// E //

��???????? E2
// Pi−3

// . . . P0
////M // 0

Z

>>~~~~~~~~

  BBBBBBBB

0

??~~~~~~~~
0

Ser at ηx ∈ ExtiΛ(M,Λ0). Tar igjen utgangspunkt i diagrammet som
best̊ar av η, θ og avbildningene mellom dem. Men skal n̊a ta en pushout fra
g, og f̊a et element i ExtiΛ(M,Λ0), ved å ta Yoneda-produktet mellom den
nye følgen og deler av det projektive dekket av M . Starter alts̊a med:
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η : 0 // Ωi
Λ(M) //

g

��

Pi−1
// Ωi−1

Λ (M) // 0

Λ0

Tar pushout og f̊ar:

η : 0 // Ωi
Λ(M) //

g

��

Pi−1
//

g′

��

Ωi−1
Λ (M) // 0

Ψ1 : 0 // Λ0
// E1

// Ωi−1
Λ (M) // 0

Tar Yoneda-produktet av Ψ1 og deler av den projektive oppløsningen av
M , som gir ηy ∈ ExtiΛ(M,Λ0):

ηy : 0 // Λ0
// E1

//

##HHHHHHHHH Pi−2
// . . . // P0

//M // 0

Ωi−1
Λ (M)

::uuuuuuuuu

%%JJJJJJJJJJ

0

::uuuuuuuuuu
0

S̊a er alt klart for å sjekke om ηx og ηy er like. Bruker avbildningene vi
har funnet til å lage følgende to diagrammer:

P : . . . // Pi+1
// Pi

��

$$IIII
// Pi−1

g′

��

&&MMMM
// Pi−2

f ′

��

// Pi−3
// . . . // P0

//M // 0

Ωi
Λ(M)

g

����������

99ssss

&&MMMMM
Ωi−1

Λ (M)

f

��

88qqqq

''NNNNN

0

99ttttt
0

77ppppp 0

ηx : 0 // Λ0
// E

''OOOOOOOO // E2
// Pi−3

// . . . // P0
//M // 0

Z

77ooooooo

((PPPPPPPP

0

66nnnnnnnn 0
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P : . . . // Pi+1
// Pi

��

$$IIII
// Pi−1

g′′

��

&&MMMM
// Pi−2

// Pi−3
// . . . // P0

//M // 0

Ωi
Λ(M)

g

����������

99ssss

&&MMMMM
Ωi−1

Λ (M)

88qqqq

''NNNNN

0

99ttttt
0

77ppppp 0

ηy : 0 // Λ0
// E1

&&MMMMM
// Pi−2

// Pi−3
// . . . // P0

//M // 0

Ωi−1
Λ (M)

88qqqq

''NNNNN

0

77ppppp 0

Har dermed fra merknaden i beviset av Proposisjon 3.1.4 p̊a side 30 at ηx
og ηy er like. Husker at ηx var Yoneda-produktet av Θ og Θ′, s̊a har dermed at
ηy = Θ ·Θ′, der ηy ∈ ExtiΛ(M,Λ0), Θ ∈ Ext1

Λ(Z,Λ0) og Θ′ ∈ Exti−1
Λ (M,Z).

S̊a vi har n̊a vist at ExtiΛ(M,Λ0) = Ext1
Λ(Z,Λ0) Exti−1

Λ (M,Z) for i ≥ 2.

Skal n̊a vise at dette ogs̊a g̊ar for i = 1. Skal alts̊a vise at Ext1
Λ(M,Λ0) =

Ext1
Λ(Z,Λ0) HomΛ(M,Z). Lager p̊a samme m̊ate som tidligere følgende

diagram:

0 // ΩΛ(M)

��

nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

µ0 // P0

��

ε //M // 0

0 // ΩΛ(M)

����

� � γ // JP0

, �

::uuuuuuuuuu

q
����

0 // ΩΛ(M)/JΩΛ(M)
ḡ

((PPPPPPPPPPPPPP

γ′ // JP0/J
2P0

ω
ll

0 // Λ0
// E //M // 0

Som vi skriver om, for s̊a å ta en pushout via g og µ0. Vi skriver ogs̊a p̊a en
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eksakt følge: 0→ JP0 → P0 → P0/JP0 → 0.

0 // ΩΛ(M)

g

##

µ0 // P0

��

ε //M // 0

ΩΛ(M)� _
γ

��
0 // JP0

q
����

� � i // P0
// P0/JP0

// 0

JP0/J
2P0

ω

��
ΩΛ(M)/JΩΛ(M)

ḡ

��
0 // Λ0

// E //M // 0

Tar s̊a pushout via ḡωq og i.

0 // ΩΛ(M)

g

##

µ0 // P0

���������������

���������������

��

ε //M

��
















// 0

ΩΛ(M)� _
γ

��
0 // JP0

))SSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

q
����

� � i // P0

((QQQQQQQQQQQQQQQQQQ // P0/JP0

SSSSSSSSSSSSSSS

SSSSSSSSSSSSSSS
// 0

JP0/J
2P0

ω

��

0 // Λ0
// E′ // P0/JP0

// 0

ΩΛ(M)/JΩΛ(M)

ḡ

��
0 // Λ0

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv
// E

∃!f ′

DD

//M

∃f

DD
















// 0

Der det eksisterer en unik f ′ siden 0 → Λ0 → E → M → 0 er en
pushout, og vi har avbildninger fra b̊ade P0 og Λ0 til E′. Siden vi n̊a har
to eksakte rader, med avbildniger fra Λ0 til Λ0 og f ′ fra E til E′ slik at
diagrammet kommuterer eksiterer det ogs̊a en avbildning f : M → P0/JP0.
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Siden P0/JP0 = Z har vi n̊a f̊att:

0 // Λ0
// E′ // Z // 0

0 // Λ0
// E

OO

//M

f

OO

// 0

som er det vi ønsket.
Vi har dermed at ExtiΛ(M,Λ0) = Ext1

Λ(Z,Λ0) · Exti−1
Λ (M,Z), ∀i ≥ 1.

Skal n̊a g̊a fra at ExtiΛ(M,Λ0) = Ext1
Λ(Z,Λ0) · Exti−1

Λ (M,Z), til å se at
ExtiΛ(M,Λ0) = Ext1

Λ(Λ0,Λ0) · Exti−1
Λ (M,Λ0).

At Z ∈ add Λ0 gir at ∃ Z ′ slik at Z⊕Z ′ = Λn0 . Ser derfor p̊a de to følgene

ηz : 0 // Λ0
// E0

%%KKKKK
// E1

// · · · // Ei−1
//M // 0

Z

99sssss

&&LLLLLL

0

88rrrrrr
0

og

ηz⊕z′ : 0 // Λ0
// E0 ⊕ Z ′

))SSSSS
// E1 ⊕ Z ′ // · · · // Ei−1

//M // 0

Z ⊕ Z ′
55kkkkk

))SSSSSSSS

0

55kkkkkkkk 0

Vi har her startet med de eksakte følgene:

0 // Λ0
g // E0

f // Z // 0 ∈ Ext1
Λ(Z,Λ0)

og

0 // Z
f ′ // E1

f ′′ // . . . // Ei−1
//M // 0 ∈ Exti−1

Λ (M,Z)

Legger til Z ′ p̊a godt utvalgte steder og f̊ar følgende eksakte sekvenser, hvor
Yoneda-produktet gir ηz⊕z′ :

0 // Λ0
g // E0 ⊕ Z ′

(
f 0
0 1Z′

)
// Z ⊕ Z ′ // 0

og

0 // Z ⊕ Z ′

(
f ′ 0
0 1Z′

)
// E1 ⊕ Z ′

( f ′ 0 ) // E2
// . . . // Ei−1

//M // 0 ∈ Exti−1
Λ (M,Z ⊕ Z ′)

Ønsker å vise at ηz og ηz⊕z′ er like, alts̊a at Ext1
Λ(Z,Λ0) ·Exti−1

Λ (M,Z) =
Ext1

Λ(Z⊕Z ′,Λ0)·Exti−1
Λ (M,Z⊕Z ′). Kontrollerer derfor at følgende diagram
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kommuterer:

ηz : 0 // Λ0
// E0

**VVVVVVVVVVVVV

(
1E0

0

)
��

f // E1
//

(
1E1

0

)
��

E2
// · · · // Ei−1

//M // 0

Z

44iiiiiiiiiiiii

&&MMMMMM

0

88qqqqqq
0

ηz⊕z′ : 0 // Λ0
// E0 ⊕ Z ′

**UUUUUUUU

(
f 0
0 1z′

)
// E1 ⊕ Z ′ // E2

// · · · // Ei−1
//M // 0

Z ⊕ Z ′
44iiiiiiii

%%LLLLL

0

99rrrrr
0

Anvender Comparison Theorem [Rot79] og Proposisjon 3.1.2 p̊a side 30
til å lage følgende diagram:

Pi
di //

��

Pi−1

θ

��

((QQQQQ
// Pi−2

//

��

Pi−3

��

// Pi−4

��

// · · · // P0

��

//M // 0

Pi−1/ Im di

θ̄vv

55kkkkkk

θ̄
}}

ηz : 0 // Λ0
// E0

��

// E1
//

��
E2

// · · · // Ei−1
//M // 0

ηz⊕z′ : 0 // Λ0
// E0 ⊕ Z ′ // E1 ⊕ Z ′ // E2

// · · · // Ei−1
//M // 0

Vi ser at diagrammet kommuterer, alts̊a at θ̄ g̊ar ned p̊a Λ0 i
b̊ade ηz og ηz⊕z′ og har da fra merknaden i beviset av Propo-
sisjon 3.1.4 p̊a side 30 at de to følgene er like. Vi har dermed at
Ext1

Λ(Z,Λ0) Exti−1
Λ (M,Z) ⊆ Ext1

Λ(Z ⊕ Z ′,Λ0) Exti−1
Λ (M,Z ⊕ Z ′). Siden

vi n̊a har at ExtiΛ(M,Λ0) = Ext1
Λ(Z,Λ0) Exti−1

Λ (M,Z) ⊆ Ext1
Λ(Z ⊕

Z ′,Λ0) Exti−1
Λ (M,Z ⊕ Z ′) ⊆ ExtiΛ(M,Λ0), har vi kommet frem til at

ExtiΛ(M,Λ0) = Ext1
Λ(Z,Λ0) Exti−1

Λ (M,Z) = Ext1
Λ(Z⊕Z ′,Λ0) ·ExtiΛ(M,Z⊕

Z ′) = Ext1
Λ(Λn0 ,Λ0) Exti−1

Λ (M,Λn0 ). Der den siste likheten er at vi setter Λn0
inn for Z ⊕ Z ′.

Har at ExtiΛ(M,Λ0) = Ext1
Λ(Λn0 ,Λ0) Exti−1

Λ (M,Λn0 ). Ønsker å vise
at dette igjen er likt med Ext1

Λ(Λ0,Λ0) Exti−1
Λ (M,Λ0). Har alltid

at Ext1
Λ(Λ0,Λ0) Exti−1

Λ (M,Λ0) ⊆ ExtiΛ(M,Λ0), s̊a m̊a n̊a vise at
Ext1

Λ(Λn0 ,Λ0) Exti−1
Λ (M,Λn0 ) ⊆ Ext1

Λ(Λ0,Λ0) Exti−1
Λ (M,Λ0). Lar γj ∈

Ext1
Λ(Λn0 ,Λ0) og ηj ∈ Exti−1

Λ (M,Λn0 ). S̊a et element i Ext1
Λ(Λn0 ,Λ0) Exti−1

Λ (M,Λn0 )
vil være p̊a formen

∑t
j=1 γj · ηj . Men siden Ext1

Λ(Λ0,Λ0) Exti−1
Λ (M,Λ0) er

lukket under Baersum er det nok å vise γj ·ηj ∈ Ext1
Λ(Λ0,Λ0) Exti−1

Λ (M,Λ0),
∀j = 1, · · · , t. S̊a vi lar ψ = γj · ηj og skal n̊a vise at denne er et element i
Ext1

Λ(Λ0,Λ0) Exti−1
Λ (M,Λ0):

ψ : 0 // Λ0
// F0

k

))TTTTTTTTTTT F1
// F2

// · · · // Fi−1
//M // 0

Λn0

l
55jjjjjjjjjjj

%%JJJJJ

0

99ttttt
0
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Lager n følger i Ext1
Λ(Λ0,Λ0) ved å ta en pullback via λj og k, der λj

er den j-te inklusjonen. Lager n følger i Exti−1
Λ (M,Λ0) ved å ta en pushout

via l og pj , der pj er den j-te projeksjonen:

0 // Λ0

k′j // F0j

aj
��

// Λ0� _

λj

��

!!CCCCCC

0 // Λ0
b // F0

k

((QQQQQQQQQQQQ 0 F1
//

��

F2
// · · · // Fi−1

//M // 0

Λn0

pj

��

l
66mmmmmmmmmmmm

""DDDDDD

0

<<zzzzzz
0

Λ0
// F1j // F2

// · · · // Fi−1
//M // 0

0

==zzzzzz

Tar Yoneda-produktene av to og to av de nye følgene og f̊ar n elementer
i Ext1

Λ(Λ0,Λ0) Exti−1
Λ (M,Λ0); θj :

θj : 0 // Λ0
// F0j

&&MMMMMMMMM
// F1j // F2

// · · ·Fi−1
////M // 0

Λ0

88qqqqqqqqq

��=====

0

@@�����
0

Tar den direkte summen av de n følgene θj , j = 1, · · · , n, som vi skriver
som θ = ⊕nj=1θj , og f̊ar et element i ExtiΛ(Mn,Λn0 ):

θ : 0 // Λn0 // ⊕nj=1F0j

''OOOOOOOOO
// ⊕nj=1F1j // F2

// · · · // Fi−1
//Mn // 0

Λn0

77ooooooooo

��::::

0

AA����
0

Tar Baersummen av {θj}
n
j=1. Dermed f̊ar vi vist at vi kan g̊a mellom

ExtiΛ(M,Λ0)n og ExtiΛ(M,Λ0) n̊ar i = 2. Ser da lett at det ogs̊a er greit for
i ≥ 2, ved å bytte ut M med Ωi−2

Λ (M).

N̊ar i = 2, f̊ar vi at ηj blir som følger: 0 → Λn0
l−→ F1

l′−→ M → 0. Og en
pushout via l og pj , der pj er den j-te projeksjonen som gir oss n følger i
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Ext1
Λ(M,Λ0 blir som følger:

0 // Λn0
pj

��

l // F1

tj
��

l′ //M // 0

0 // Λn0
lj // F1j

l′j //M // 0

G̊ar fra Ext2
Λ(M,Λ0)n til Ext2

Λ(M,Λ0)

⊕nj=1θj : 0 // Λn0

∇

��

k̄′ // ⊕F0j

∇ā

��

''OOOOOOOOOOOOOO
// ⊕F1j //Mn // 0

Λn0

77oooooooooooooo

��@@@@@@@@

0

??��������
0

0 // Λ0
b // F0

''PPPPPPPPPPPPPPP ⊕F1j
l̄′ //Mn // 0

Λn0

l̄

77nnnnnnnnnnnnnn

��@@@@@@@@

0

??��������
0

∑n
j=1 θj : 0 // Λ0

// F0

''OOOOOOOOOOOOOOO F1

t̄

OO

l′ //M

∆

OO

// 0

Λn0

77ooooooooooooooo

��@@@@@@@@

0

??��������
0

der ∇ : (λj)nj=1 7→
∑n

j=1 λj og ∆: m 7→ (m,m, · · · ,m). De resterende

avbildningene er definert som følger; k̄′ =

(
k′1 0

. . .
0 k′n

)
, ā = ( a1 ··· an ),

l̄ =

(
l1 0

. . .
0 ln

)
, l̄′ =

(
l′1 0

. . .
0 l′n

)
, t̄ =

(
t1
...
tn

)
. Har startet diagrammet

med en pushout via k̄′ og ∇ og brukt at parallelle linjer i en pushout har
isomorfe kokjerner for å kunne ta Yoneda-produktet med en passende følge.
F̊ar at diagrammet kommuterer og at følgen andre rekke starter med er



46KAPITTEL 3. YONEDA-ALGEBRAEN TIL EN KOSZUL-ALGEBRA

γj : 0 → Λ0
b−→ F0 → Λn0 → 0, siden vi vet at ajk′j = b, som medfører

at b∇ = ∇āk̄′, fra konstruksjonen av ā og k̄′. Har videre tatt en pullback
via l′ og ∆ og her utnyttet at parallelle linjer i en pullback har isomorfe
kjerner for å f̊a resten av følgen. Diagrammet kommuterer med en pullback
fra l′ og ∆, slik at vi i nederste rekke f̊ar følgen ηj : Λn0 → F1

l′−→ M → 0.
Det er fordi vi f̊ar at l̄′t̄ = ∆l′ fra likheten l′jtj = l′ og konstruksjonen
av l̄′ og t̄. Baersummen gir oss dermed tilbake følgen vi startet med,
ψ = γjηj , som er det viktige resultatet vi f̊ar fra diagrammet.Vi har dermed
at Ext1

Λ(Λn0 ,Λ0, ) Exti−1
Λ (M,Λn0 ) = Ext1

Λ(Λ0,Λ0) Exti−1
Λ (M,Λ0).

S̊a dermed har vi at:

ExtiΛ(M,Λ0) = Ext1
Λ(Λ0,Λ0) Exti−1

Λ (M,Λ0),∀i ≥ 2

Skal n̊a vise at dette ogs̊a stemmer for i = 1. Det vil si at vi har at
Ext1

Λ(M,Λ0) = Ext1
Λ(Z,Λ0) · HomΛ(M,Z) og skal vise at Ext1

Λ(M,Λ0) =
Ext1

Λ(Λ0,Λ0)·HomΛ(M,Λ0). Ikke helt ulikt som for i ≥ 2, ser vi p̊a følgende:

η : 0 // Λ0
// E

f ′

��

//M

f

��

// 0 ∈ Ext1
Λ(M,Λ0)

θ : 0 // Λ0
α // E′(

1E′
0

)
��

β // Z(
1Z
0

)
��

// 0

θ′ : 0 // Λ0 (α0 )
// E′ ⊕ Z ′

(
β 0
0 1Z′

)
// Z ⊕ Z ′ // 0

der Z ⊕ Z ′ = Λn0 og vi definerer E′ ⊕ Z ′ = E+. Vi sier ogs̊a at α̃ = ( α0 ) og
at β̃ =

(
β 0
0 1Z′

)
. Vi ser at ExtiΛ(M,Λ0) = Ext1

Λ(Λn0 ,Λ0) HomΛ(M,Λn0 ) fra
følgende diagram:

0 // Λ0
// E

f̃ ′=
(
f ′

0

)
��

β //M

f̃=
(
f
0

)
��

// 0

0 // Λ0
α̃ // E+

β̃ // Λn0 // 0

For vi har da at Ext1
Λ(Z,Λ0) HomΛ(M,Z) ⊆ Ext1

Λ(Λn0 ,Λ0) HomΛ(M,Λn0 ),
som medfører at Ext1

Λ(Z,Λ0) HomΛ(M,Z) = Ext1
Λ(Λn0 ,Λ0) HomΛ(M,Λn0 ),

siden Ext1
Λ(Z,Λ0) HomΛ(M,Z) = Ext1

Λ(M,Λ0) og Ext1
Λ(Λn0 ,Λ0) HomΛ(M,Λn0 ) ⊆

Ext1
Λ(M,Λ0).
Vi har at Ext1

Λ(M,Λ0) = Ext1
Λ(Λn0 ,Λ0) HomΛ(M,Λn0 ) og ønsker å vise at

dette igjen er lik Ext1
Λ(Λ0,Λ0) HomΛ(M,Λ0). Siden Ext1

Λ(Λ0,Λ0) HomΛ(M,Λ0) ⊆
Ext1

Λ(M,Λ0), gjenst̊ar det å vise at Ext1
Λ(Λn0 ,Λ0) HomΛ(M,Λn0 ) ⊆

Ext1
Λ(Λ0,Λ0) HomΛ(M,Λ0). Lar γj ∈ Ext1

Λ(Λn0 ,Λ0) og ηj ∈ HomΛ(M,Λn0 ),
s̊a et element i Ext1

Λ(Λn0 ,Λ0) HomΛ(M,Λn0 ) vil være p̊a formen
∑t

i=1 γj · ηj .
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Siden Ext1
Λ(Λ0Λ0) HomΛ(M,Λ0) er lukket under Baersum, er det nok å

vise at γj · ηj ∈ Ext1
Λ(Λ0,Λ0) HomΛ(M,Λ0), ∀j = 1, · · · , t for å vise at∑t

i=1 γj · ηj ∈ Ext1
Λ(Λ0,Λ0) HomΛ(M,Λ0). Vi lar γj · ηj = θ′f̃ .

θ′f̃ : 0 // Λ0
// E

f̃ ′

��

γ //M

f̃
��

// 0

θ′ : 0 // Λ0
// E+

β̃ // Λn0 // 0

der vi ser at θ′f̃ = η. Skal n̊a finne θ′if̃i. Finner først θ′i, ved å la λi være den
i-te inklusjonen fra Λ0 til Λn0 . Tar en pullback fra λi og β̃ for å f̊a θ′i

M

f̃
��

f̃i

��

Λn0
πi

��
θ′i : 0 // Λ0

r′i // E2
i

si

��

ri // Λ0� _

λi
��

// 0

θ′ : 0 // Λ0
α̃ // E+

β̃ // Λn0 // 0

Har definert f̃i til å være πif̃ , der πi er den i-te projeksjonen fra Λn0 til Λ0.
Tar s̊a en pullback via ri og f̃i for å f̊a θ′if̃i.

θ′if̃i : 0 // Λ0
δi // Ei

f̃ ′i
��

γi //M

f̃i
��

// 0

θ′i : 0 // Λ0

r′i // E2
i

ri // Λ0
// 0

Tar den direkte summen av de n følgene θ′if̃i, i = 1, · · ·n og f̊ar et element i
Ext1

Λ(Mn,Λn0 ). Tar s̊a Baersummen av dette resultatet og h̊aper å ende opp
med elementet vi startet med i Ext1

Λ(M,Λ0) som var θ′f̃ : 0 → Λ0 → E →
M → 0. Vi starter med å se p̊a følgende kommuterende diagram:

⊕ni=1θ
′
if̃i : 0 // Λn0

(δi) // ⊕ni=1Ei

(f̃ ′i)
��

(γi) //Mn

(f̃i)

��

// 0

⊕ni=1θ
′
i : 0 // Λn0

∇
��

(r′i)// ⊕ni=1E
2
i

∇(si)

��

(ri) // Λn0 // 0

θ′ : 0 // Λ0
α̃ // E+

β̃ // Λn0 // 0
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der ∇ : (λj)nj=1 7→
∑n

j=1 λj og (ri) er definert som (ri) =:

 r1 0
r2

. . .
0 rn


og tilsvarende for (γi), (f̃ ′i), (f̃i), (r′i), (δi) og (si). Vi vet at diagrammet
kommuterer siden vi fra før har at f̃ ′iδi = r′i, f̃iγi = rif̃

′
i , sir

′
i = α̃. Vi ser at

ruten nederst til høyre kommuterer ved å se p̊a

ei
� //

_

��

(ri(ei))

∑n
j=1 si(ei) (ri(ei))

der vi legger merke til at (r1(e1), r2(e2), · · · , rn(en)) = β̃s1(e1) + β̃s2(e2) +
· · ·+ β̃sn(en), der β̃s1(e1) = (r1(e1), 0, · · · , 0) og s̊a videre.

Vi starter med ⊕ni=1θ
′
if̃i og tar med avbildningene fra den ned til θ′. Vi

lager s̊a følgende diagram

(3) : 0 // Λ0
// Ey

��

//M

∆

��

// 0

⊕ni=1θ
′
if̃i : 0 // Λn0

∇
���������

∇

��

(δi) // ⊕ni=1Ei

~~~~~~~~~~

��

//Mn

��������

��������
//

��

0

(2) : 0 // Λ0
// Ex

a //M // 0

θ′ : 0 // Λ0
// E+ // Λn0 // 0

ved å først lage (2) ved å ta en pushout via (δi) og ∇, ogs̊a bruke at parallelle
piler har isomorfe kokjerner i en pushout. Lager s̊a (3) ved å ta en pullback
via a og ∆, ogs̊a bruke at parallelle piler har isomorfe kjerner i en pullback.
Vi har n̊a at Baersummen er følgen (3), som vi ønsker at skal være lik θ′f̃ ,
som vil si at vi ønsker at Ey skal være lik E. Vi legger merke til at vi kan
bruke avbildningen f̃ fra M i følge (3) til Λn0 i følgen θ′.

M

f̃
��

θ′ : 0 // Λ0
α̃ // E+

β̃ // Λn0 // 0

Vi kan ta en pullback via β̃ og f̃ , og slik f̊a følgen (3). Men det var nettopp
slik vi definerte θ′f̃ , s̊a vi f̊ar følgende diagram:

(3) : 0 // Λ0
// E

��

//M

f̃
��

// 0

θ′ : 0 // Λ0
α̃ // E+

β̃ // Λn0 // 0
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Baersummen er dermed følgen vi startet med, θ′f̃ . Og dermed har vi at:

ExtiΛ(M,Λ0) = Ext1
Λ(Λ0,Λ0) Exti−1

Λ (M,Λ0), ∀i ≥ 1

Som gir at:

ExtiΛ(M,Λ0) = Ext1
Λ(Λ0,Λ0) Ext1

Λ(Λ0,Λ0) Exti−2
Λ (M,Λ0),∀i ≥ 1

Fortsetter s̊ann og f̊ar at:

ExtiΛ(M,Λ0) = [Ext1
Λ(Λ0,Λ0)]i−1 Ext1

Λ(M,Λ0)

ExtiΛ(M,Λ0) = [Ext1
Λ(Λ0,Λ0)]i HomΛ(M,Λ0), ∀i ≥ 1

Som viser at E(M) som venstremodul over E(Λ) er generert i grad 0, da
E(M) genereres av HomΛ(M,Λ0), som er grad 0-delen av E(M).

Proposisjon 3.1.10. Dersom vi har en eksakt sekvens: 0 → A → B →
C → 0 ∈ Gr(Λ), der A, B og C er generert i grad 0, og A,B ∈ L(Λ), s̊a
er ogs̊a C ∈ L(Λ), der L(Λ) st̊ar for den fulle underkategorien av lineære
Λ-moduler.

Bevis. I grad 0 f̊ar vi følgende sekvens

η0 : 0 // A0
//// B0

// C0
// 0

som er eksakt over Λ0. Har Λ0 semisimpel, som medfører at C0 er projektiv,
som igjen medfører at B0

∼= A0 ⊕ C0. Anvender Punkt 7 p̊a side 5 p̊a v̊ar
korteksakte følge 0→ A→ B → C → 0, og f̊ar:

0

��

0

��

0

��
0 // A′

��

// B′

��

// C ′

��

// 0

0 // P0

��

// P0 ⊕Q0

��

// Q0

��

// 0

0 // A

��

// B

��

// C

��

// 0

0 0 0

Der P0 → A → 0 er et projektivt dekke med kjernen A′, og tilsvarende
for B og C. At A og B ∈ L(Λ) gir oss at A′ og B′ er generert i grad 1.
Generatorsettet i C ′ kan hentes fra B′ siden vi har en p̊a avbildning fra B′

til C ′. Gjentar dette for den eksakte sekvensen 0 → A′ → B′ → C ′ → 0 og
s̊a videre, f̊ar da at alle syzygyene er generert i riktig grad og dermed har vi
at C ∈ L(Λ).
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3.2 Dersom Λ er Koszul er ogs̊a E(Λ) Koszul

Vi skal n̊a vise at dersom en splitt basisk endelig 1-generert k-algebra Λ er
Koszul, da er ogs̊a Yoneda-algebraen til Λ Koszul.

Teorem 3.2.1. At Λ er Koszul medfører at Yoneda-algebraen til Λ, E(Λ),
ogs̊a er Koszul.

Bevis. Lar E(Λ)0 være grad 0 delen av E(Λ), alts̊a er E(Λ)0 =
HomΛ(Λ0,Λ0). Det vi skal bevise er at dersom Λ0 har en lineær, gradert,
projektiv oppløsning, s̊a har E(Λ)0 en lineær, gradert, projektiv oppløsning.

Benytter igjen funktoren fra Definisjon 3.1.8 p̊a side 34,

E =
⊕

i≥0 ExtiΛ(−,Λ0) : Gr Λ // GrE(Λ)

M
� // E(M) =

⊕
i≥0 ExtiΛ(M,Λ0)

der Gr Λ st̊ar for kategorien av graderte moduler med grad 0-avbildninger.
Lar L(Λ) være den fulle underkategorien av lineære Λ-moduler. Velger en
vilk̊arlig modul M ∈ L(Λ). Vet dermed at M er generert i grad 0, siden M
er lineær. Definerer J = Λ≥1. F̊ar da at JM = M≥1 (fordi Λi×Aj → Ai+j).
F̊ar videre at M/Λ≥1M = M/M≥1 = M0. Kan lage følgende sekvens

η : 0 → M≥1
i−→ M

Π−→ M0 → 0. Ser lett at denne er eksakt da M≥1 ⊆ M
medfører at i er en til en. Har videre at M0 = M/M≥1, som gir at Π er p̊a.
Vet at Im i = M≥1 siden i er 1-1 og Ker Π = M≥1, s̊a dermed er Im i = Ker Π.
Anvender den kontravariante venstre-eksakte funktoren HomΛ(−,Λ0) p̊a η,
som induserer følgende eksakte sekvens [Rot79]:

0 // HomΛ(M0,Λ0) // HomΛ(M,Λ0)

// HomΛ(M≥1,Λ0) // Ext1
Λ(M0,Λ0) // Ext1

Λ(M,Λ0)

// Ext1
Λ(M≥1,Λ0) // Ext2

Λ(M0,Λ0) // Ext2
Λ(M,Λ0) // . . .

Vet at M er generert i grad 0, siden M er et vilk̊arlig valgt objekt
fra kategorien L(Λ). Anvender Proposisjon 3.1.5 p̊a side 32 og f̊ar at
Π∗ : HomΛ(M0,Λ0)→ HomΛ(M,Λ0) er en isomorfi.
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Har n̊a følgende sekvens:

0 // HomΛ(M0,Λ0) ∼ // HomΛ(M,Λ0)

// HomΛ(M≥1,Λ0) // Ext1
Λ(M0,Λ0)

ϕ1 // Ext1
Λ(M,Λ0)

// Ext1
Λ(M≥1,Λ0) // Ext2

Λ(M0,Λ0)
ϕ2 // Ext2

Λ(M,Λ0) // . . .

Ønsker å vise at ϕi er p̊a. Legger merke til at summen av den midterste
kolonnen over tilsvarer E(M0) og summen av kolonnen til høyre tilsvarer
E(M). S̊a for å vise at ϕi er en p̊a avbildning ∀i, bruker vi at E(M) er generert
i grad 0 som venstremodul over E(Λ) fra Proposisjon 3.1.9 p̊a side 34. S̊a
ϕ’ene utgjør en gradert avbildning fra E(M0) til E(M) som E(Λ)-moduler.

Skal n̊a vise at ϕi er p̊a ∀ i, ved å vise at det for alle µ ∈ E(M)i
eksisterer en σ ∈ E(M0)i slik at ϕi(σ) = µ. Ser p̊a en µ ∈ E(M)i, det vil
si µ ∈ ExtiΛ(M,Λ0) = [Ext1

Λ(Λ0,Λ0)]i HomΛ(M,Λ0). F̊ar dermed at ∃kj , νj
slik at µ =

∑t
j=1 kj · νj , der kj ∈ [Ext1

Λ(Λ0,Λ0)]i og νj ∈ HomΛ(M,Λ0).
Vet fra HomΛ(M0,Λ0) ∼= HomΛ(M,Λ0), at ∃ ν ′j ∈ HomΛ(M0,Λ0) slik at
ϕ0(ν ′j) = νj ∀ j = 1, 2, . . . , t. Kan derfor skrive µ =

∑t
j=1 kj · ϕ0(ν ′j). Ser p̊a

ϕ avbildningen i de ulike gradene:

HomΛ(M0,Λ0) ∼ // HomΛ(M,Λ0)

Ext1
Λ(Λ0,Λ0) HomΛ(M0,Λ0)

ϕ1 // Ext1
Λ(Λ0,Λ0) HomΛ(M,Λ0)

[Ext1
Λ(Λ0,Λ0)]2 HomΛ(M0,Λ0)

ϕ2 // [Ext1
Λ(Λ0,Λ0)]2 HomΛ(M,Λ0)

...

Ser p̊a en λ ∈ Ext1
Λ(Λ0,Λ0) ∈ E(Λ) og en γ ∈ HomΛ(M0,Λ0). Ser p̊a

ϕ1(λγ). Siden ϕ er en modulavbildning der λ ∈ ringen E(Λ) har vi at
ϕ1(λγ) = λϕ0(γ), siden γ er i grad 0. Lar λi være et element i ExtiΛ(Λ0,Λ0).
Har da p̊a samme m̊ate at ϕi(λiγ) = λiϕ0(γ).

Har dermed at µ =
∑t

j=1 kj ·ϕ0(ν ′j) =
∑t

j=1 ϕi(kj · ν ′j). Legger merke til
at kj · ν ′j ∈ E(M0)i = ExtiΛ(M0,Λ0). S̊a vi kan la v̊ar σi =

∑t
j=1 kj · ν ′j og

har dermed at ϕi er p̊a ∀i.
Trenger at E(M0) er en projektiv E(Λ)-modul. Skal n̊a se p̊a hvordan

projektive E(Λ)-moduler ser ut og h̊aper p̊a å kunne identifisere E(M0) som
en modul av denne typen. Vi har at E(Λ) er en fri modul over seg selv.
Har videre at E(Λ) =

⊕
i≥0 ExtiΛ(Λ0,Λ0). Siden Λ0 er semisimpel har vi

at Λ0 = Λ0e1 ⊕ Λ0e2 ⊕ · · · ⊕ Λ0en, der ei er den trivielle veien i hjørne
i. Vi f̊ar dermed at E(Λ) =

⊕
i≥0 ExtiΛ(Λ0e1 ⊕ Λ0e2 ⊕ · · · ⊕ Λ0en,Λ0) ∼=
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⊕n
l=1(

⊕
i≥0 ExtiΛ(Λ0el,Λ0)) =

⊕n
l=1 E(Λ0el) som er en sum av projektive

E(Λ)-moduler. Vet at M0 er en Λ0-modul. Siden Λ0 er semisimpel, har vi
ogs̊a at M0 er b̊ade semisimpel og projektiv som Λ0-modul. Har dermed at
M0
∼= (Λ0e1)m1 ⊕ (Λ0e2)m2 ⊕ · · · ⊕ (Λ0en)mn for noen mi ≥ 0. S̊a dermed

er E(M0) ∼= E((Λ0e1)m1 ⊕ (Λ0e2)m2 ⊕ · · · ⊕ (Λ0en)mn) ∼=
⊕n

l=1 E(Λ0el)ml
for noen mi ≥ 0, der E(Λ0el)ml er projektiv ∀l. Har dermed at E(M0) er
en sum av projektive E(Λ)-moduler, som medfører at ogs̊a E(M0) er en
endeliggenerert projektiv E(Λ)-modul.

Skal n̊a vise at dersom M ∈ L(Λ) s̊a er ogs̊a M≥n[n] ∈ L(Λ),∀n ≥ 1.
Starter med den eksakte sekvensen 0→M≥1 →M →M0 → 0. Lar P0 være
et projektivt dekke av M . Siden M0 ⊆M , kan vi lage følgende diagram med
eksakte rader:

0 //

��

P0

��

P0

��

// 0

0 //M≥1 //M

��

//M0

��

// 0

0 0

Anvender Slangelemmaet og f̊ar:

0 //

��

X1

��

// K1

����

BCD
GF

@A
//

0 //

��

P0

��

P0

��

// 0

0 //M≥1

��

//M

��

//M0

��

// 0

M≥1 // 0 // 0

Der X1 er generert i grad 1 siden M ∈ L(Λ) og K1 er generert i grad 1 siden
M0 ∈ L(Λ) (M0 ∈ L(Λ) siden vi har antatt at Λ er Koszul.)

F̊ar den eksakte sekvensen:

0 // X1[1] // K1[1] //M≥1[1] // 0

Der X1[1],K1[1] og M≥1[1] alle er genert i grad 0. Har ogs̊a at X1[1], K1[1]
∈ L(Λ) fra definsjonen av en lineær modul.

Anvender Proposisjon 3.1.10 p̊a side 49 p̊a den eksakte sekvensen

0 // X1[1] // K1[1] //M≥1[1] // 0

og f̊ar at M≥1[1] ∈ L(Λ)
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Ser p̊a

κ : 0 // E(M≥1)[1] // E(M0)
d0 // E(M) // 0

der d0 : E(M0) → E(M) er et projektivt dekke. Lar M ′ = M≥1[1] ∈ L(Λ).
Lager en tilsvarende sekvens for M ′:

κ′ : 0 // E(M ′≥1)[1] // E(M ′0)
d′0 // E(M ′) // 0

der d′0 : E(M ′0) → E(M ′) er et projektivt dekke. Har at M ′ inneholder
M1 i grad 0, M2 i grad 1, M3 i grad 2 og s̊a videre. Har dermed at
M ′≥1[1] = M≥2[2]. S̊a vi f̊ar at:

κ′ : 0 // E(M ′≥1)[1] // E(M ′0)
d′0 // E(M≥1) // 0

κ′2 : 0 // E(M≥2)[1] // E(M1) // E(M≥1) // 0

Ser p̊a κ′2, men flytter den 1 grad, f̊ar da den eksakte følgen: 0 →
E(M≥2)[2] → E(M1)[1] → E(M≥1)[1] → 0. F̊ar følgende projektive
oppløsning av E(M):

· · · // E(M1)[1]
))SSSSS

// E(M0) // E(M) // 0

E(M≥2)[2]

55kkkkk
E(M≥1)[1]

66lllll

))SSSSSSS

0

77nnnnnn 0

55jjjjjjjj
55jjjjjjjj 0

Dermed har vi at E(M) ∈ L(E(Λ)) per definsjon.
Har at E(Λ) = HomΛ(Λ,Λ0)⊕Ext1

Λ(Λ,Λ0)⊕Ext2
Λ(Λ,Λ0)⊕· · · . Har at Λ

er projektiv som Λ-modul over seg selv. F̊ar derfor at E(Λ) = HomΛ(Λ,Λ0).
Anvender Proposisjon 3.1.5 p̊a side 32 og f̊ar at E(Λ) = HomΛ(Λ,Λ0) ∼=
HomΛ(Λ0,Λ0) = E(Λ)0. Har at Λ ∈ L(Λ) siden vi kan lage følgende
projektive oppløsning av Λ:

0 // Λ Λ // 0

Bruker det vi har funnet ut for M , en vilk̊arlig valgt modul i L(Λ), p̊a Λ.
F̊ar følgende følge:

· · · // E(Λ2)[2] // E(Λ1)[1] // E(Λ0) // E(Λ)0
// 0

E(Λ)
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Vi har dermed funnet en metode for å finne en lineær gradert projektiv
oppløsning av E(Λ)0 n̊ar Λ er Koszul. Vi har dermed at Λ Koszul medfører
at E(Λ) ogs̊a er Koszul.

3.3 Et nyttig korollar

Korollar 3.3.1. Dersom Λ er Koszul s̊a er E(Λ) generert i grad 0 og 1 som
algebra, det vil si at E(Λ) er 1-generert.

Bevis. Dette følger av at ExtiΛ(M,Λ0) = [Ext1
Λ(Λ0,Λ0)]i HomΛ(M,Λ0)∀i ≥

1, n̊ar M er et vilk̊arlig element i L(Λ). Vi har at Λ0 ∈ L(Λ) hvis og bare hvis
Λ er Koszul. S̊a n̊ar Λ er Koszul kan vi sette inn Λ0 for M i uttrykket over
og f̊ar dermed at E(Λ) = HomΛ(Λ0,Λ0)⊕Ext1

Λ(Λ0,Λ0)⊕Ext2
Λ(Λ0,Λ0)⊕· · ·

er 1-generert.



Kapittel 4

Dersom Λ er kvadratisk og
monomiell

Målet med dette kapittelet er å vise at n̊ar Λ er kvadratisk og monomiell, da
er Λ Koszul. Skal gjøre dette ved å vise b̊ade at Λ monomiell og kvadratisk
medfører at E(Λ) er endelig 1-generert og at v̊ar definisjon av at Λ er Koszul
er ekvivalent med at E(Λ) er endelig 1-generert. Vi skal starte med å se at
de to definisjonene er ekvivalente, før vi i neste seksjon definerer monomiell
og viser at kvadratisk og monomiell medfører Koszul.

4.1 N̊ar E(Λ) er endelig 1-generert

Følgende teorem er et spesifikt tilfelle av et mer generelt teorem fra artikkelen
[GMV96]. Beviset vi ser p̊a her er derfor litt mer konkret i tillegg til at det
er mer utfyllende enn det som er gitt i artikkelen.

Teorem 4.1.1. Følgende er ekvivalent:

1. E(Λ) er endelig 1-generert

2. Grad 0-delen av Λ, som vi skriver som Λ0, har en lineær gradert
projektiv oppløsning.

Bevis. At Λ0 har en lineær gradert projektiv oppløsning medfører at E(Λ)
er 1-generert, har vi allerede fra Korollar 3.3.1 p̊a forrige side. Skal n̊a
vise at Λ0 lineær ogs̊a medfører at E(Λ) er endelig 1-generert. Vi ser
først litt nærmere p̊a E(Λ)1 = Ext1

Λ(Λ0,Λ0). Vi har den eksakte følgen
0 → Λ≥1 → Λ → Λ0 → 0. Vi anvender den kontravariante venstre-eksakte
funktoren HomΛ(−,Λ0) p̊a den og f̊ar

0 // HomΛ(Λ0,Λ0) ∼ // HomΛ(Λ,Λ0) 0 // HomΛ(Λ≥1,Λ0)∼ // Ext1
Λ(Λ0,Λ0) // 0

55
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der vi har HomΛ(Λ0,Λ0) ∼= HomΛ(Λ,Λ0) fra Proposisjon 3.1.5 p̊a side 32,
som medfører at HomΛ(Λ,Λ0) 0−→ HomΛ(Λ≥1,Λ0). Vi vet at Ext1

Λ(Λ,Λ0) =
0 siden Λ er projektiv som Λ-modul over seg selv og kan derfor si
at HomΛ(Λ≥1,Λ0) ∼= Ext1

Λ(Λ0,Λ0). Videre har vi at HomΛ(Λ≥1,Λ0) ∼=
HomΛ(Λ1,Λ0) fra Proposisjon 3.1.5 p̊a side 32, siden Λ≥1/(JΛ≥1) =
Λ≥1/Λ≥2 = Λ1.

Siden Λ1 ligger i kun én grad kan Λ1 sees som en Λ0-modul. Siden en-
hver modul er faktor av en fri s̊a eksisterer en endelig n ∈ N slik at Λn0 →
Λ1 → 0. Anvender funktoren HomΛ(−,Λ0) og f̊ar 0 → HomΛ(Λ1,Λ0) →
HomΛ(Λn0 ,Λ0). Men vi har tidligere vist at HomΛ(Λn0 ,Λ0) ∼= HomΛ(Λ0,Λ0)n

som igjen er isomorf med HomΛ0(Λ0,Λ0)n ∼= Λn0 . Vi har fra definisjonen av
Λ at Λ0 = k ⊕ k ⊕ · · · ⊕ k, en endelig sum. Alts̊a er Λn0 endeliggenerert som
vektorrom over k, siden Λ0 har endelig dimensjon over k. Dermed m̊a ogs̊a
HomΛ(Λ1,Λ0) være endeliggenerert som vektorrom over k siden det eksister-
er en en-til-en avbildning fra HomΛ(Λ1,Λ0) inn i Λn0 . Men HomΛ(Λ1,Λ0) ∼=
Ext1

Λ(Λ0,Λ0) = E(Λ)1, s̊a dermed har vi at E(Λ)1 er endeliggenerert som
vektorrom over k. Vi har ogs̊a at HomΛ(Λ0,Λ0) er endeliggenerert som vek-
torrom over k siden HomΛ(Λ0,Λ0) ∼= HomΛ0(Λ0,Λ0) ∼= Λ0. Og dermed har
vi at E(Λ) er endelig 1-generert.

Skal n̊a vise at dersom E(Λ) er endelig 1-generert, s̊a har Λ0 en lineær
gradert projektiv oppløsning.

Vi vet at Λ0 har et gradert projektivt dekke, siden Punkt 5 p̊a side 5 gir
oss at en endeliggenerert Λ-modul har et projektivt dekke. Siden Λ alltid er
projektiv over seg selv, kan vi dekke Λ0 med Λ. Vil dermed f̊a kjernen Λ≥1,
som tydelig er inneholdt i JΛ = Λ≥1.

Λ⊗Λ0 Λ1[1]

%%LLLLLLLLLL
// Λ // Λ0

// 0

Λ≥1

!!BBBBBBBB

>>}}}}}}}}

0

88qqqqqqqqqqqq
0

Vet at Λ ⊗Λ0 Λ1 er projektiv hvis og bare hvis HomΛ(Λ ⊗Λ0 Λ1,−)
er eksakt. Adjungeringsisomorfien [Rot79] gir at HomΛ(Λ ⊗Λ0 Λ1,−) ∼=
HomΛ0(Λ1, (HomΛ(Λ,−)) = HomΛ0(Λ1,−) HomΛ(Λ,−). Siden Λ er projek-
tiv over seg selv, er HomΛ(Λ,−) eksakt. Har at HomΛ0(Λ1,−) er eksakt
siden Λ1 ligger i kun én grad og dermed eren Λ0-modul, som vil si at Λ1 er
projektiv siden Λ0 er semisimpel. Har at Λ⊗Λ0 Λ1[1] dekker over Λ≥1 siden
Λ er generert i grad 0 og 1.

Vi sier at Λ ⊗Λ0 X er generert i samme grad som X, siden et element
i tensorproduktet er p̊a formen λ ⊗ x = λ(1 ⊗ x) og vi ser at 1 ⊗ x er en
generatormengde for tensorproduktet. Vi har at Λ1 er en Λ0-modul, s̊a vi
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velger å se p̊a denne som generert i grad 0. Har dermed at Λ ⊗Λ0 Λ1 er
generert i grad 0. Vi flytter derfor denne en grad, til grad 1. Har her funnet
noe som starter som en lineær gradert projektiv oppløsning av Λ0.

Antar s̊a at vi har en lineær oppløsning av lengde n:

Pn
δn
$$ $$IIIIII

fn // Pn−1
// · · · // P1

δ1
"" ""EEEEE
f1 // P0

// Λ0
// 0

Ker fn
- 


<<yyyyy
Ker fn−1

+ �

99ssssss
Ker f0

- 


<<yyyyy

der Ker fn er generert i grad n + 1. Dermed at har vi ogs̊a at Ker fn er
endeliggenerert, skal n̊a vise hvorfor. Vi skal først vise at Ker f0 og Ker f1

er endeliggenererte som Λ-moduler, før vi generaliserer fremgangsm̊aten for
Ker f1 til å vise at ogs̊a Ker fn er endeliggenerert som Λ-modul. Vi har
antatt at Ker f0 er generert i grad 1, det vil si at Λ1 er en generator. Men
dimk Λ1 < ∞, det vil si at Ker f0 er generert av et endeligdimensjonalt
vektorrom over k, s̊a Ker f0 er endeliggenerert som Λ-modul. Skal n̊a vise at
Ker f1 er endeliggenerert. Vi har at Ker f0 er Λ≥1, som har det projektive
dekket Λ⊗Λ0 Λ1. Vi kaller Ker f1 for X, og husker at X er generert i grad 2,
s̊a X kan sees som X2, X3, · · · i de ulike gradene. Dette blir seende ut som
følger:

Λ0 ⊗Λ0 Λ1
∼ // Λ1

Λ1 ⊗Λ0 Λ1 // // Λ2

X2

77oooooooo
Λ2 ⊗Λ0 Λ1 // // Λ3

X3

77oooooooo

og s̊a videre nedover. Har dermed at dimkX2 = dimk Λ1 ⊗Λ0 Λ1 − dimk Λ2,
som er endelig siden dimk Λ1 ⊗Λ0 Λ1 ≤ (dimk Λ1)2 < ∞. Dermed har vi
at X er endeliggenerert som Λ-modul. Dette kan generaliseres til at n̊ar
Ker fn−1 er endeliggenert, s̊a er ogs̊a Ker fn endeliggenerert som Λ-modul.
Lar Ker fn−1 være Y , som vi i de ulike gradene kaller Yn, Yn+1, · · · . Kaller
Ker fn for Y ′. Vi vet at Y ′ er generert i grad n + 1, s̊a Y ′ best̊ar av
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Y ′n+1, Y
′
n+2, · · · . Vi kan sette opp diagrammet

Λ0 ⊗Λ0 Yn
∼ // Yn

Λ1 ⊗Λ0 Yn // // Yn+1

Y ′n+1

77oooooooo
Λ2 ⊗Λ0 Yn // // Yn+2

Y ′n+2

77oooooooo

...

Har dermed at dimk Y
′
n+1 = dimk Λ1⊗Λ0Yn−dimk Yn+1, som er endelig siden

dimk Λ1 ⊗Λ0 Yn ≤ (dimk Λ1)(dimk Yn) < ∞. Dermed har vi at Y ′ = Ker fn
er endeliggenerert som Λ-modul.

Siden Ker fn er generert i grad n + 1 og er endeliggenerert, vet vi fra
Punkt 4 p̊a side 5 at det eksisterer et projektivt dekke δn+1 : Pn+1 → Ker fn,
der Pn+1 er genert i grad n+ 1.

Skal n̊a vise at dette medfører at ogs̊a Ker fn+1 er generert i grad n+ 2.
For da vil ogs̊a Ker fn+1 være endeliggenerert, som igjen fra Punkt 4 p̊a side 5
gir at det eksisterer et projektivt dekke δn+2 : Pn+2 → Ker fn+1, der Pn+2

generert i grad n+ 2. Og dermed vil vi ha at Λ0 har en lineær oppløsning.
Skal n̊a anta at Ker fn+1 ikke er generert i grad n+ 2 for s̊a å komme til

en motsigelse, og dermed har vi vist at Λ0 har en lineær oppløsning som vil
si at Λ0 er Koszul. Ser p̊a

Pn+2
fn+2 //

%%KKKKKKKKK
Pn+1

fn+1 // · · ·

Ker fn+1

99ttttttttt

%%KKKKKKKKKKK

0

99sssssssssss
0

der Pn+1 er generert i grad n+1. Antar ∃x ∈ Ker fn+1 der x er en generator
og at x er av grad m ≥ n + 3. Da er det en e ∈ Pn+2 som dekker x.
Har at x ∈ J2Pn+1, siden x er av grad minst n + 3 og x ∈ Ker fn+1. Lar
x̄ være restklassen til x i Ker fn+1/J Ker fn+1. Hvis x̄ = 0 vil det si at
x ∈ J Ker fn+1 ⊆ Pn+1 og dermed er ikke x en generator. S̊a vi vet at x̄ 6= 0.
Da vil undermodulen generert av x̄ være 〈x̄〉 = Λx̄ ⊆ Ker fn+1/J Ker fn+1.
La Λx̄ = M . Har at Ker fn+1/J Ker fn+1 er en semisimpel Λ0-modul. Det
vil si at det eksisterer en M ′ slik at M ⊕M ′ ∼= Λt0, for en t ≥ 1. Vi kan
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dermed ved en inklusjon i og en projeksjon π f̊a følgende diagram:

M
� � i //M ⊕M ′ ∼= Λt0

πi

��
Λ0

Siden antagelsen v̊ar er at x̄ 6= 0, er M 6= 0. S̊a siden i : m 7→ (m, 0), er
ogs̊a Λt0 6= 0. Vet dermed at πi 6= 0 for minst en i. S̊a dermed har vi at
∃ḡ : Ker fn+1/J Ker fn+1 → Λ0, der ḡ(x̄) 6= 0. Vi lager oss følgende diagram

Ker fn+1/J Ker fn+1
ḡ // Λ0

Ker fn+1

λ

OO

g // Λ0

der g = ḡλ. Til senere bruk legger vi merke til at g(x) 6= 0.
Har at Extn+2

Λ (Λ0,Λ0) ∼= HomΛ(Ker fn+1,Λ0) ∼= HomΛ(Ker fn+1/J Ker fn+1,Λ0).
Der den første isomorfien kommer av dimensjonsskift og den andre føl-
ger av Proposisjon 3.1.5 p̊a side 32. Har dermed at vi kan velge en g′ ∈
HomΛ(Ker fn+1,Λ0) og se den som et element θg′ ∈ Extn+2

Λ (Λ0,Λ0). Vi ser
p̊a:

θ : 0 // Ker fn+1

g′

��

// Pn+1

��

// Pn // Pn−1
// · · · // P0

// Λ0
// 0

θg′ : 0 // Λ0
// E // Pn // Pn−1

// · · · // P0
// Λ0

// 0

der vi f̊ar θg′ ∈ Extn+2
Λ (Λ0,Λ0). S̊a for v̊ar g ∈ HomΛ(Ker fn+1,Λ0), kan vi

se g som θg ∈ Extn+2
Λ (Λ0,Λ0). Skal n̊a vise at g ∈ Extn+2

Λ (Λ0,Λ0), ikke ligger
i Ext1

Λ(Λ0,Λ0) Extn+1
Λ (Λ0,Λ0), som vil være en motsigelse da vi har antatt

at E(Λ) er 1-generert. S̊a vi spør oss om θg ∈ Ext1
Λ(Λ0,Λ0) Extn+1

Λ (Λ0,Λ0)?
Vi ser p̊a

∑t
i=1 θi · ηi, der θi ∈ Ext1

Λ(Λ0,Λ0) og ηi ∈ Extn+1
Λ (Λ0,Λ0).

Til ηi tilordner vi en bi : Ker fn → Λ0[n+ 1].

0 // Ker fn

bi
��

// Pn

b′i
��

// Pn−1
// · · ·

0 // Λ0[n+ 1] // Ei // Pn−1
// · · ·

Og til θi tilordner vi ai : Ker f0 → Λ0[1].

0 // Ker f0

ai
��

// Λ

a′1
��

// Λ0
// 0

0 // Λ0[1] // E′i
// Λ0

// 0
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der Λ0 er skiftet til Λ0[1] fordi Ker f0 er generert i grad 1.
Vi starter med

Pn+2

''NNNNN
Pn+1

((QQQQQQ
// Pn // Pn−1

// · · · // P0
// Λ0

// 0

Ker fn+1

66mmmmmm
Ker fn

88rrrrrr

0

77ppppppp
Ei // Pn−1

// · · · // P0
// Λ0

// 0

Λ0[n+ 1]

99rrrrr

0

66llllllll

0 // Λ0[n+ 2] // E′i[n+ 1] // Λ0[n+ 1] // 0

Vi setter inn den eksakte følgen 0 → Ker f0 → Λ → Λ0 → 0, etter å ha
skiftet den med [n+ 1].

Pn+2

((QQQQQQ Pn+1

c

��

c′

((QQQQQQ
// Pn

b′i

��

// Pn−1
// · · · // P0

// Λ0
// 0

Ker fn+1

b̃i

��

55kkkkkkk
Ker fn

bi

��

88rrrrrr

0

66nnnnnnnn Λ[n+ 1]

a′i

��

c′′

((QQQQQ
Ei // Pn−1

// · · · // P0
// Λ0

// 0

Ker f0[n+ 1]

55llllll

ai

��

Λ0[n+ 1]

99rrrrrr

&&MMMMMM

0

66mmmmmmmm 0

66llllllll 0

0 // Λ0[n+ 2] // E′i[n+ 1] // Λ0[n+ 1] // 0

Har her at bi : Ker fn → Λ0[n + 1] er en grad 0-avbildning, da den g̊ar fra
Ker fn som er generert i grad n+ 1 til Λ0[n+ 1] som har ikke-null elementer
kun i grad n + 1. Har videre at b̊ade avbildningen c′ : Pn+1 → Ker fn og
avbildningen c′′ : Λ[n + 1] → Λ0[n + 1] begge er grad 0-avbildninger. Kan
dermed fra Lemma 1.2.7 p̊a side 3 velge c : Pn+1 → Λ[n + 1] som en grad
0-avbildning. Siden b̃i er en restriksjon av c følger det dermed at ogs̊a den er
en grad 0-avbilding. At ai : Ker f0[n+1]→ Λ0[n+2] er en grad 0-avbildning
ser vi siden den g̊ar fra Ker f0[n+1] som er generert i grad n+2 til Λ0[n+2]
som kun lever i grad n+ 2. Dermed har vi at ogs̊a sammensetningen aib̃i er
en grad 0-avbildning.

Som abelske grupper er en+2(Λ0,Λ0) isomorf med Extn+2
Λ (Λ0,Λ0) ∼=

HomΛ(Ker fn+1,Λ0). S̊a θiηi kan bli representert av aib̃i ∈ HomΛ(Ker fn+1,Λ0).

Pn+3
fn+3 // Pn+2

δn+2 // Ker fn+1 = Im fn+2

aib̃i
��

Λ0[n+ 2]
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Skal n̊a først vise at vi kan se p̊a aib̃iδn+2 + Im(fn+2)∗ som et element
i Extn+2

Λ (Λ0,Λ0) = Ker(fn+3)∗/ Im(fn+2)∗. Vi har følgende kommutative
diagram:

Pn+2

δn+2

%%JJJJJJJJJJ
fn+2 // Pn+1

Ker fn+1

99ssssssssss b̃i // Ker f0
ai // Λ0[n+ 2]

Anvender den kontravariante funktoren HomΛ(−,Λ0) p̊a Pn+3
fn+3−−−→

Pn+2
fn+2−−−→ Pn+1 som gir

HomΛ(Pn+1,Λ0)
(fn+2)∗// HomΛ(Pn+2,Λ0)

(fn+3)∗// HomΛ(Pn+3,Λ0)

h
� // hfn+2

h
� // hfn+3

Ker(fn+3)∗
0�

AA�����������������������������

Og vi spør oss om aib̃iδn+2 ∈ Ker(fn+3)∗? Ser fra diagrammet at det er
ekvivalent med at aib̃iδn+2fn+3 = 0. Har at Im fn+3 = Ker fn+2 = Ker δn+2,
s̊a dermed er δn+2fn+3 = 0, som vil si at aib̃iδn+2fn+3 = 0 og vi har
at aib̃iδn+2 ∈ Ker(fn+3)∗. Siden Im(fn+2)∗ ⊆ Ker(fn+3)∗, har vi da at
aib̃iδn+2 + Im(fn+2)∗ ∈ Extn+2

Λ (Λ0,Λ0).
Det vi skulle vise var at g /∈ Ext1

Λ(Λ0,Λ0) Extn+1
Λ (Λ0,Λ0). Vi har

n̊a at
∑t

i=1 θiηi kan representeres av
∑t

i=1 aib̃iδn+2 + Im(fn+2)∗ som
ogs̊a er et element i Extn+2

Λ (Λ0,Λ0). S̊a hvis g skal være et element i
Ext1

Λ(Λ0,Λ0) Extn+1
Λ (Λ0,Λ0), m̊a

∑t
i=1 aib̃iδn+2 + Im(fn+2)∗ = gδn+2 +

Im(fn+2)∗. Som er ekvivalent med at
∑t

i=1 aib̃iδn+2 − gδn+2 ∈ Im(fn+2)∗.
Skriver dette om til (

∑t
i=1 aib̃i − g)δn+2 = k ∈ Im(fn+2)∗? Vi hadde en

e ∈ Pn+2, slik at e dekte x, der x var et element i Ker fn+1 av grad
m ≥ n + 3. Anvender k p̊a denne e-en og f̊ar at aib̃iδn+2(e) = 0 fordi
aib̃iδn+2(e) = aib̃i(x), og aib̃i er en grad 0-avbildning til Λ0[n+ 2], hvor alle
elementer ligger i grad n + 2, mens v̊ar x har graden m ≥ n + 3. Derfor er
k(e) = −gδn+2(e) = −g(x) 6= 0, da vi allerede har funnet at g(x) 6= 0. Men
for en t ∈ Im(fn+2)∗ har vi at t = hfn+2 for en h ∈ HomΛ(Pn+1,Λ0). Hvis
vi anvender t p̊a e f̊ar vi at t(e) = hfn+2(e) = h(x), siden δn+2(e) = x ∈
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Ker fn+1. Vi har at h : Pn+1 → Λ0 alltid faktoriserer slik at diagrammet

Pn+1

&&MMMMMMMMMM
h // Λ0

Pn+1/JPn+1

+ �

99sssssssssss

kommuterer. Men x er av grad større eller lik n+3, s̊a x ∈ JPn+1, og dermed
blir h(x) = 0. Derfor har vi at k /∈ Im(fn+2)∗, s̊a g kan ikke være et element
i Ext1

Λ(Λ0,Λ0) Extn+1
Λ (Λ0,Λ0). Vi har dermed at Pn+2 m̊a være generert i

grad n+ 2 og v̊ar graderte minimale projektive oppløsning er lineær.

4.2 N̊ar Λ er kvadratisk og monomiell

I denne seksjonen skal vi vise at n̊ar Λ er kvadratisk og monomiell, da er Λ
Koszul. Siden vi i forrige seksjon viste at E(Λ) er endelig 1-generert hvis og
bare hvis Λ er Koszul, er vi fremme dersom vi viser at hvis Λ er monomiell
og kvadratisk, s̊a er E(Λ) en endelig 1-generert algebra. Men vi skal først se
p̊a noen definisjoner og litt teori om en multiplikativ k-basis for E(Λ).

Definisjon 4.2.1. Lar Λ være en k-algebra. Hvis Λ ∼= kΓ/I for et quiver Γ
og et ideal I i kΓ som er generert av veier, da er I monomiell og Λ er en
monomiell algebra.

Definisjon 4.2.2. [GZ94] Vi lar Γ være quiveret til Λ og Γ1 = {pilene} ⊆ Γ.
Vi lar Λ = kΓ/〈R〉, definerer Γ2 = {relasjonene i R} og lar p være en vei i
Γ, slik at p ∈ Γi, i ≥ 2. LarM = {p vei i Γ | 0 6= p̄ ∈ Λ}. Definerer da Γi+1,
∀i ≥ 2 som følger. Har at en vei p i Γ er en i-prekjede dersom p = srq der
q ∈ Γi−1, rq ∈ Γi, s er en ikke-triviell vei iM og sr inneholder en delvei som
ligger i Γ2. Da er Γi mengden av alle i-prekjeder som har den egenskapen at
ingen ekte initial delvei er en i-prekjede.

Vi lar Γ være et quiver og p ∈ Γi. Lar videre ep være idempotenten som
korresponderer til endepunktet til veien p. Vi skal n̊a se hvordan vi da kan
identifisere ep med et element i ExtiΛ(Λ0,Λ0).

Gitt at vi har følgende minimale graderte projektive oppløsning av Λ0:

· · · // Pi // · · · // P2

$$IIIII
// P1

$$IIIII
// P0

// Λ0
// 0

Ω2
Λ(Λ0)
, �

::uuuuu
Ω1

Λ(Λ0)
, �

::uuuuu

der Pi =
⊕

p∈Γi
Λep for alle i. Vi har da at ExtiΛ(Λ0,Λ0) ∼=

Ext1
Λ(Ωi−1

Λ (Λ0),Λ0) ved dimensjonsskift. Videre anvender vi den kontravari-
ante venstre-eksakte funktoren HomΛ(−,Λ0) p̊a den eksakte sekvensen
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0 → Ωi
Λ(Λ0) → Pi → Ωi−1

Λ (Λ0) → 0. Ved bruk av Lemma 3.1.6 p̊a side 33
og at ExtiΛ(P,A) = 0 for alle A n̊ar P er projektiv, ser vi at

0 // HomΛ(Ωi−1
Λ (Λ0),Λ0) ∼ // HomΛ(Pi,Λ0) 0 // HomΛ(Ωi

Λ(Λ0),Λ0)

∼ // Ext1
Λ(Ωi−1

Λ (Λ0),Λ0) // 0

Vi har dermed at Ext1
Λ(Ωi−1(Λ0),Λ0) ∼= HomΛ(Ωi

Λ(Λ0),Λ0). Anven-
der s̊a Proposisjon 3.1.5 p̊a side 32 og f̊ar at HomΛ(Ωi

Λ(Λ0),Λ0) ∼=
HomΛ(Ωi

Λ(Λ0)/JΩi
Λ(Λ0),Λ0). Anvender s̊a Lemma 3.1.6 p̊a side 33 og f̊ar

at HomΛ(Ωi
Λ(Λ0)/JΩi

Λ(Λ0),Λ0) ∼= HomΛ(Pi/JPi,Λ0). Oppsummerer det vi
har s̊a langt, og regner videre ved å bruke at Pi =

⊕
p∈Γi

Λep for alle i.

ExtiΛ(Λ0,Λ0) ∼= Ext1
Λ(Ωi−1

Λ (Λ0),Λ0)
∼= HomΛ(Ωi

Λ(Λ0),Λ0)
∼= HomΛ(Ωi

Λ(Λ0)/JΩi
Λ(Λ0),Λ0)

∼= HomΛ(Pi/JPi,Λ0)

= HomΛ(
⊕
p∈Γi

Λep/J(
⊕
p∈Γi

Λep),Λ0)

= HomΛ0(
⊕
p∈Γi

(Λ/J)ep,Λ0)

∼= HomΛ0(
⊕
p∈Γi

Λ0ep,Λ0)

∼=
⊕
p∈Γi

epΛ0

der dimk(epΛ0) = 1. S̊a ep kan identifiserers som et element i ExtiΛ(Λ0,Λ0)
og {ep}p∈Γi utgjør en k-basis for ExtiΛ(Λ0,Λ0).

Videre godtar vi følgende om ep uten å bevise det.

Proposisjon 4.2.3. [GZ94] La Λ = kΓ/I være en monomiell algebra. La
p ∈ Γi og q ∈ Γj. Da er

ep · eq =
{

0 hvis pq /∈ Γi+j
epq hvis pq ∈ Γi+j

Vi godtar ogs̊a følgende teorem uten å bevise det.

Teorem 4.2.4. [GZ94] Lar Γ være et quiver og p ∈ Γi. Lar videre ep være
idempotenten som korresponderer til endepunktet til veien p. Vi identifiserer
ep med et element i Exti(Λ0,Λ0). Har da at mengden {ep}p∈Γi,i=0,1,2,··· er
en multaplikativ k-basis for E(Λ).
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Vi skal n̊a vise at dersom Λ er monomiell og kvadratisk, da er E(Λ)
en endelig 1-generert algebra. Teoremet er hentet fra [GZ94]. Beviset som
blir presentert her er svært likt beviset som er trykt i [GZ94], men er mer
detaljert og forh̊apentligvis ogs̊a mer lettlest.

Teorem 4.2.5. Dersom Λ er monomiell og kvadratisk, da er E(Λ) en endelig
1-generert algebra.

Bevis. Lar R være mengden av de monomielle, kvadratiske relasjonene slik
at Λ = kΓ/〈R〉. Lar Γ1 = {pilene} ⊆ Γ, der Γ er quiveret til Λ. Lar A ⊆ Γ1

være mengden piler som opptrer i en relasjon i R. Lar p ∈ Γ være en vei,
slik at p ∈ Γi, der i ≥ 2. N̊ar i ≥ 2 s̊a er alle piler som opptrer i en p i
Γi i A, s̊a p en sammensetning av i piler fra A, siden alle relasjoner i R
er av lengde 2. S̊a vi har at p = α1α2 · · ·αn, for αi ∈ Γ1. Vi lar ep være
idempotenten som korresponderer til endepunktet til veien p, s̊a her f̊ar vi
da at ep = eα1eα2 · · · eαn . Vi har vist at vi kan identifisere ep med element
i ExtiΛ(Λ0,Λ0), ved at ExtiΛ(Λ0,Λ0) ∼=

⊕
p∈Γi

epΛ0. S̊a vi har at eαi ∈
Ext1

Λ(Λ0,Λ0), som medfører at ep = eα1eα2 · · · eαn ∈ [Ext1
Λ(Λ0,Λ0)]n. Har

fra Teorem 4.2.4 p̊a forrige side at {ep}p∈Γ0∪Γ1∪··· er en multiplikativ basis
for E(Λ), s̊a derfor er E(Λ) endeliggenerert som k-algebra med generatorene
{ep}p∈Γ1 .

Korollar 4.2.6. Hvis Λ er kvadratisk og monomiell, s̊a er Λ Koszul.

Bevis. Følger direkte fra Teorem 4.2.5 og Teorem 4.1.1 p̊a side 55.



Kapittel 5

Diverse teori

5.1 Gröbnerbasis

I dette kapittelet skal vi g̊a kort gjennom en del teori om Gröbnerbasis hentet
fra [Gre99]. Det vil ikke bli gitt noen bevis her, men det blir presentert
tilstrekkelig informasjon om Gröbnerbasis til at vi er istand til å bruke
Gröbnerbasis for å sjekke om en veialgebra er Koszul, noe vi vil gjøre i
Kapittel 6 p̊a side 69.

I dette kapittelet lar vi k være en kropp og V være et vektorrom. Vi lar
B = {bi}i∈E , der E er et indeks-mengde, være en k-basis for en k-algebra R.
S̊a n̊ar vi lar R = kΓ, da er B mengden av veier, trivielle og ikke-trivielle. Vi
vil ogs̊a la > st̊a for en vel-ordning p̊a B, som vil si at > er en total ordning
av B, der enhver ikke-tom undermengde av B har et minimalt element.

Proposisjon 5.1.1. Lar B være en totalt ordnet mengde, da er > en vel-
ordning p̊a B, hvis og bare hvis det for enhver nedadstigende kjede b1 ≥ b2 ≥
b3 ≥ · · · , der bi ∈ B, eksisterer en n ∈ N, slik at bn = bn+1 = bn+2 = · · · .

Definisjon 5.1.2. Lar B være en basis for et vektorrom V og > en vel-
ordning p̊a B. Lar videre v =

∑
i∈I αibi være et ikke-null element i V der

αi ∈ k og bi ∈ B. Da er bi tuppen til v dersom bi opptrer i v og bi ≥ bj for
alle bj som opptrer i v. Vi sier at bi opptrer i V , dersom αi 6= 0.

Vi skriver tupppen til v som Tip(v). Dersom X er en undermengde av
V , s̊a er Tip(X) = {b ∈ B | b = Tip(x) for en x 6= 0 ∈ X}.

Definisjon 5.1.3. En vel-ordning > p̊a B er tillatelig dersom den
tilfredsstiller følgende krav, der p, q, r, s ∈ B.

1. hvis p < q, s̊a er pr < qr dersom b̊ade pr 6= 0 og qr 6= 0.

2. hvis p < q, s̊a er sp < sq dersom b̊ade sp 6= 0 og sq 6= 0.

3. hvis p = qr, da er p > q og p > r.

65
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Definisjon 5.1.4. Vi sier at en mengde av elementer X er tuppredusert
dersom Tip(x) ikke deler Tip(y) for x, y ∈ X, n̊ar x 6= y. At Tip(x) ikke
deler Tip(y) vil si at det ikke eksister p, q ∈ B slik at pTip(x)q = Tip(y).

Gitt at vi har en ordnet mengde av elementer X = {x1, x2, · · · , xn} i R
og et annet element y ∈ R. Vi kan da dele y med denne mengden, der dele
her betyr å finne m1, · · ·mn ∈ N og elementer ui,j , vi,j , r ∈ R for 1 ≤ i ≤ n
og 1 ≤ j ≤ mi slik at

1. y =
∑n

i=1(
∑mi

j=1 ui,jxivi,j) + r.

2. Tip(y) ≥ Tip(ui,jxivi,j) for alle i og j.

3. For b ∈ B som opptrer i r, s̊a vil Tip(xi) ikke dele b for 1 ≤ i ≤ n.

Vi legger merke til at dette medfører at Tip(r) ≤ Tip(y). Og vi kaller r for
en rest av divisjon av x1, · · · , xn. En algoritme for en slik deling er gitt i
[Gre99]. Vi vil bruke dette i forbindelse med å sjekke om en gitt basis er
en Gröbnerbasis for et gitt ideal, og vil g̊a gjennom et eksempel p̊a en slik
deling etter å ha sitert det aktuelle teoremet, Teorem 5.1.8. Vi ser først p̊a
noen definisjoner som vil bli brukt i dette teoremet.

Definisjon 5.1.5. Hvis X = {x1, · · · , xn} er en ordnet mengde og y blir
delt p̊a X, da vil vi for resten r bruke følgende notasjon y ⇒X r.

Definisjon 5.1.6. La f, g ∈ R og anta at vi har elementene b, c ∈ B slik at

1. Tip(f)c = bTip(g).

2. Tip(f) ikke deler b og Tip(g) ikke deler c.

Da er overlapprelasjonen av f og g ved b og c definert som o(f, g, b, c) =
fc − bg. (Dersom k 6= Z2 er overlapprelasjonen gitt ved o(f, g, b, c) =
(1/C Tip(f))fc − (1/C Tip(g))bg, der C Tip(v) st̊ar for koeffisienten til
tuppen av v.)

MERK. Har at Tip(o(f, g, b, c)) < Tip(f)c = bTip(g).

Definisjon 5.1.7. Et element
∑n

i=1 αibi, med αi ∈ k∗ og bi ∈ B, er (venstre)
uniformt hvis for enhver c ∈ B s̊a er enten cbi = 0 for alle i = 1, · · · , n eller
cbi 6= 0 for alle i = 1, · · · , n.

Teorem 5.1.8. Lar R være en k-algebra med multiplikativ basis B og
en tillatelig ordning <. La G være en mengde av høyre- og venstre uni-
forme, tuppreduserte elementer fra R. Anta at for enhver overlapprelasjon
o(g1, g2, p, q)⇒G 0, der g1, g2 ∈ G. Da er G en Gröbnerbasis for 〈G〉 = I.
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Eksempel. Vi lar Λ = kΓ/I der k = Z2, quiveret Γ er

1α 99 βee

og I = 〈α2, αβ + βα〉. Vi f̊ar da at B er mengden av veier og vi lager en
tillatelig ordning < ved å si at e1 < α < β < α2 < βα < αβ < β2. Vi
skal sjekke om 〈α2, αβ + βα〉 er en Gröbnerbasis, s̊a vi trenger ikke definere
< for veier av lengde 3 eller mer. Vi definerer f = α2 og g = αβ + βα.
F̊ar da at Tip(f) = α2 og Tip(g) = αβ. Vi ser at vi f̊ar to overlapp,
(1) : Tip(f)β = αTip(g) og (2) : Tip(f)α = αTip(f). S̊a vi m̊a regne ut
o(f, g, α, β) og o(f, f, α, α). Vi f̊ar at

σ(f, g, α, β) = o(α2, αβ + βα, α, β)

= α2β − α(αβ + βα)
= −αβα
= Tip g(−α)

−αβα− g(−α) = −αβα+ αβα+ βα2

= βα2

= β Tip(f)

βα2 − βf = βα2 − βα2

= 0

Som vil si at o(f, g, α, β) ⇒G 0. For å sjekke overlapp (2) ser vi p̊a
o(f, f, α, α) = fα−αf = α3−α3 = 0. Vi har dermed at ogs̊a o(f, f, α, α)⇒G
0. Siden alle overlapp reduseres til null, har vi at G = 〈α2, αβ + βα〉 er en
Gröbnerbasis for I.

Skal n̊a se p̊a et teorem som gir en sammenheng mellom Gröbnerbasis
og Koszul-algebraer.

Teorem 5.1.9. La I være et kvadratisk ideal i en veialgebra kΓ. La > være
en tillatelig ordning p̊a veiene slik at I har en kvadratisk Gröbnerbasis. Da
er kΓ/I en Koszul algebra.

Eksempel. I det forrige eksempelet s̊a vi at G = 〈α2, αβ + βα〉 er en
Gröbnerbasis for I, n̊ar Λ = kΓ/I der k = Z2, quiveret Γ er

1α 99 βee

og I = 〈α2, αβ + βα〉. Siden G ogs̊a er en kvadratisk Gröbnerbasis for I har
vi fra Teorem 5.1.9 at kΓ/〈α2, αβ + βα〉 er Koszul.
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5.2 Koszuldualet

Med utgangspunkt i artikkelen [GMV96] skal vi i denne seksjonen først
presentere hvordan det det s̊akalte dualet til et kvadratisk ideal I, kan
konstrueres fra det kvadratiske idealet I, n̊ar Λ = kΓ/I er Koszul. Vi har i
Kapittel 3 p̊a side 29 vist at n̊ar Λ er Koszul, s̊a er ogs̊a Yoneda-algebraen,
E(Λ), Koszul. I denne seksjonen vil vi sitere et teorem som sier enda mer,
nemlig at n̊ar Λ er Koszul, s̊a er E(Λ) ∼= kΓ/I ′, der I ′ er det s̊akalte dualet
til I. Det er ogs̊a s̊ann at dualet til I ′, la oss kalle det I ′′ er I, eller med andre
ord; E(E(Λ)) ∼= Λ. Vi har dermed at kΓ/I er Koszul hvis og bare hvis kΓ/I ′

er Koszul. Målet med denne seksjonen er å presentere dette, slik at vi kan
undersøke om Λ = kΓ/I er Koszul, ved å undersøke om kΓ/I ′ er Koszul,
n̊ar vi g̊ar gjennom noen eksempler i neste kapittel. Vi vil godta teoremene
fra [GMV96] uten å bevise dem.

Lar Λ = kΓ/I, der I er et kvadratisk ideal. Da finner vi det kvadratiske
dualet til I, som vi kaller I ′ p̊a følgende m̊ate. Lar I2 være k-vektorrommet
generert av de kvadratiske generatorene av I og lar V2 være k-vektorrommet
generert av alle veier av lengde 2 i Γ. Vi har da at I2 ⊆ V2. Lar
V ∗ = Homk(V, k) være det duale vektorrommet til V og lar {p∗i }

n
i=1 være

den duale basisen til basisen for veiene {pi}
n
i=1 av lengde 2. Det vil si at

p∗i (a1p1 + a2p2 + · · ·+ anpn) = ai, der aj ∈ k for j = 1, · · · , n. Hvis v ∈ V2,
da er v =

∑n
i=1 aipi, hvor summen er over veier av lengde 2 og ai ∈ k. Vi

definerer fv : V2 → k, ved fv =
∑n

i=1 aip
∗
i . Da er I ′ idealet generert av alle

kvadratiske elementer ω slik at fv(ω) = 0 for alle v ∈ I2.

Eksempel. Vi skal regne ut dualet til I = 〈αβ, α2 +βα+β2〉 n̊ar Λ = kΓ/I
der k = Z2 og quiveret Γ er
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Vi har da at V2 = k{α2, αβ, βα, β2} og V ∗2 = k{(α2)∗, (αβ)∗, (βα)∗, (β2)∗}.
Vi skal da finne alle kvadratiske elementer ω slik at fαβ,α2+βα+β2(ω) = 0.
Vi vet at ω er p̊a formen a1α

2 + a2αβ + a3βα + a4β
2, der ai ∈ k.

For at fαβ,α2+βα+β2(ω) = 0 m̊a da a2 = 0 og a1 = −a3 − a4, siden
ai ∈ Z2 skriver vi a1 = a3 + a4. Vi kan velge a3 og a4 vilk̊arlig og f̊ar
at (a1, a2, a3, a4) = (a3 + a4, 0, a3, a4) = a3(1, 0, 1, 0) + a4(1, 0, 0, 1). Vi har
dermed at det kvadratiske dualet til I er I ′ = 〈α2 + βα, α2 + β2〉.

Teorem 5.2.1. Dersom Λ = kΓ/I er Koszul, da er E(Λ) ∼= kΓ/I ′, der I ′

er dualet til I.

Teorem 5.2.2. La I være et kvadratisk ideal i kΓ, og I ′ det kvadratiske
duale idealet til I. Vi lar dualet til I ′ være I ′′. Da har vi at I ′′ = I.



Kapittel 6

Eksempler

I dette kapittelet vil vi g̊a gjennom tre eksempler, der vi finner ut for hvilke
kvadratiske ideal I vi har at kΓ/I er Koszul for en kropp k og et quiver
Γ. Vi vil i alle eksemplene bruke Teorem 2.3.2 p̊a side 24 som sier at alle
Koszul-algebraer er kvadratiske, og kan derfor begrense oss til å se p̊a kun
kvadratiske ideal I. Men vi vil starte med et lite eksempel, der vi ellers
ikke bruker noe mer av teorien vi har g̊att gjennom, men finner lineære
oppløsniger av alle simple undermoduler, for å avgjøre om en algebra er
Koszul. S̊a vil vi g̊a videre til stadig større eksempler, der vi tar i bruk
stadig mer teori. Ved å ikke ta i bruk all teorien med en gang, blir det veldig
tydelig i hvilken grad teorien vi har g̊att gjennom, effektiviserer det å avgjøre
om Λ er Koszul. S̊ann sett kan en si at dette kapittelet b̊ade oppsummerer
og rettferdiggjør all teorien vi har g̊att gjennom i denne oppgaven.

Eksempel. Lar Λ = kΓ/I der k er kroppen Z2 og Γ er quiveret

1
α

���������
β

��>>>>>>>

2

γ
��>>>>>>> 3

δ���������

4

Og I er alle kvadratiske relasjoner, som vil si at vi har I ∈ {(γα −
δβ), (γα), (δβ), (γα, δβ)}.

Starter med Λ = kΓ/〈γα−δβ〉 = k{ē1, ē2, ē3, ē4}+k{ᾱ, β̄, γ̄, δ̄}+k{γ̄ᾱ}.

69



70 KAPITTEL 6. EKSEMPLER

Ser først at alle de projektive Λ-modulene er

k
1

����������
1

��======== 0
0

����������
0

��========

Λe1 = P1 = k

1 ��======== k

1����������
Λe2 = P2 = k

1 ��======== 0

0����������

k k

0
0

����������
0

��======== 0
0

����������
0

��========

Λe3 = P3 = 0

0 ��======== k

1����������
Λe4 = P4 = 0

0 ��======== 0

0����������

k k

Og de 4 simple modulene som vi m̊a sjekke at alle er lineære for at Λ0 skal
være lineær og dermed Λ Koszul, er

k
0
������ 0

��<<<< 0
0
������ 0

��;;;; 0
0
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0
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S1 = 0
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S3 = 0

0 ��
;;;; k
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<<<< 0
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0 0 0 k

Finner en projektiv oppløsning av S1:
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Skifter P1 med 1 grad og P2 med 2 grader, og dermed ser vi at S1 har en
lineær oppløsning.

Vi har at S2 og S3 er symmetriske, s̊a det er nok å sjekke en av dem. Vi
ser p̊a en projektiv oppløsning av S2.

P1 P0

Λe4

∼

&&MMMMMMMMMMM Λe2
f0 // S2

Ker f0 = Λe4

+ �

88qqqqqqqqqqq
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Vi skifter P1 med 1 grad, og dermed har S2 en lineær oppløsning.
Siden S4 er projektiv, er det opplagt at S4 har en lineær oppløsning. Vi

har dermed at S1, S2, S3 og S4 alle er lineære Λ-moduler, dermed har vi
at Λ0

∼= S1 ⊕ S2 ⊕ S3 ⊕ S4 er en lineær Λ-modul, s̊a Λ = kΓ/〈γα − δβ〉 er
Koszul.

P̊a samme m̊ate som for Λ = kΓ/〈γα − δβ〉 kan vi ogs̊a finne lineære
oppløsinger for alle de simple undermodulene av Λ = kΓ/〈γα〉, Λ = kΓ/〈δβ〉
og Λ = kΓ/〈γα, δβ〉. Dette eksempelet var noe av det første jeg gjorde i
arbeidet med denne oppgaven, og da fant jeg lineære oppløsniger for alle de
simple. Men n̊a ser vi at siden alle de resterende algebraene er kvadratiske
og monomielle, s̊a er de ogs̊a Koszul, direkte fra Korollar 4.2.6 p̊a side 64.

Vi skal n̊a se p̊a et litt større eksempel. Vi vil gjennom hele eksempelet
bruke Korollar 4.2.6 p̊a side 64 som sier at dersom Λ er monomiell og
kvadratisk, s̊a er Λ Koszul.

Eksempel. Lar Λ = kΓ/I, der k er kroppen Z2, I er et kvadratisk ideal og
Γ er quiveret

1
α
((

β
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Vi lar I2 st̊a for k-vektorrommet generert av kvadratiske generatorer av I og
vi lar V2 = k{veier av lengde 2}. Vi har da at I2 er et undervektorrom av
V2. Vi kaller dimk I2 for dimensjonen til idealet I. Vi har at I ⊆ 〈γα, γβ, γ2〉,
s̊a det kan se ut som om vi kan se p̊a I i 3 dimensjoner. Men vi ser at idealet
〈γα, γβ, γ2〉 = 〈γα, γβ+γ2〉, siden vi har at 〈γβ+γ2〉 = 〈γβ+γ2, γβ, γ2〉 =
〈γβ, γ2〉. For vi vet at IR ⊆ I, n̊ar I er et ideal i en ring R og vi har her
at (γβ + γ2)e1 = γβ og at (γα + γ2)e2 = γ2. Vi kan derfor se p̊a I i to
dimensjoner.

Vi starter med å se p̊a dimensjon 0, hvor vi f̊ar at I = 0, s̊a vi m̊a sjekke
om kΓ er Koszul. Har at grad 0-delen av kΓ er kΓ/J , s̊a vi m̊a sjekke om
kΓ/J har en lineær oppløsning. Vi dekker kΓ/J med kΓ, som er projektiv
som kΓ-modul og generert i grad 0. F̊ar dermed kjernen J og vi har følgende
sekvens:

0 // J
� � // kΓ // kΓ/J // 0

Siden kΓ er hereditær og J er en kΓ-modul, har vi at J er projektiv. S̊a den
projektive oppløsningen av kΓ/J stopper her. Vi har ogs̊a at J er generert
i grad 1. Dermed har vi at kΓ/J har en lineær oppløsning, s̊a kΓ er Koszul.

Vi kan oppsummere dimensjon 1 med Tabell 6.1 p̊a neste side. I Tabell 6.1
p̊a neste side har vi i siste kolonne skrevet Koszul, n̊ar Λ = kΓ/Ix er Koszul
for idealet Ix. Vi sier at I6 er symmetrisk med I5, siden vi kan se at de
blir like hvis vi bytter ut α med β, og det er derfor nok å vise at I5 gir en
Koszul-algebra, for å kunne si at b̊ade I5 og I6 gjør det. Vi f̊ar dermed at
kΓ/I er Koszul for alle idealer i dimensjon 1, ved å p̊a samme m̊ate som i
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I1 = 〈γ2〉 Kvadratisk og monomiell Koszul
I2 = 〈γα〉 Kvadratisk og monomiell Koszul
I3 = 〈γβ〉 Kvadratisk og monomiell Koszul
I4 = 〈γα+ γβ〉 Lineær oppløsning Koszul
I5 = 〈γα+ γ2〉 Lineær oppløsning Koszul
I6 = 〈γβ + γ2〉 Symmetrisk med I5 Koszul
I7 = 〈γα+ γβ + γ2〉 Lineær oppløsning Koszul

Tabell 6.1: Kvadratiske idealer i dimensjon 1

forrige eksempel, finne lineære oppløsniger av de simple undermodulene av
idealene I4, I5 og I7.

Vi ser s̊a p̊a dimensjon 2, der vi ser om Λ = kΓ/I er Koszul n̊ar
I = 〈f, g〉 = 〈a1γα+ a2γβ + a3γ

2, a4γα+ a5γβ + a6γ
2〉, der ai ∈ Z2 og f og

g er lineært uavhengige. Vi m̊a ha at b̊ade f og g er ulik null for å f̊a et ideal
i dimensjon 2, og vi m̊a ha at g er ulik f . Dette gir (23−1) · (23−1−1) = 42
ikke-null mulige I, s̊a vi starter med å se p̊a en del symmetrier og likheter
som kutter ned p̊a andelen idealer vi m̊a sjekke. Vi sier at 〈a, b〉 = 〈b, a〉,
siden disse gir oss akkurat samme ideal. Et eksempel her er at vi sier at
〈γα , γβ+γ2〉 = 〈γβ+γ2, γα 〉. Som vi allerede har gjort i dimensjon 1, sier
vi at to idealer er symmetriske, dersom de blir like n̊ar en bytter om p̊a α og
β. Vi legger merke til at dette medfører at hvis vi for eksempel ser p̊a alle
idealer p̊a formen 〈γα, g〉, har vi ogs̊a oversikt over alle idealene p̊a formen
〈γβ, g〉. Vi sier ogs̊a at for eksempel 〈γα, γα + γβ〉 = 〈γα, γβ〉 og lignende.
Vi f̊ar derfor ingen idealer p̊a formen 〈ett element, tre elementer〉 eller
lignende, da de vil reduseres til 〈ett element, to elementer〉 og s̊a videre.
Etter disse likehetene og symmetriene sitter vi igjen med kun fire idealer
som vi vil se etter om gir en Koszul-algebra Λ, se Tabell 6.2.

I1 = 〈γα, γβ〉 Kvadratisk og monomiell Koszul
I2 = 〈γβ, γ2〉 Kvadratisk og monomiell Koszul
I3 = 〈γα, γβ + γ2〉 Kvadratisk og monomiell Koszul
I4 = 〈γ2, γα+ γβ〉 Dimensjon 1 Koszul

Tabell 6.2: Kvadratiske idealer i dimensjon 2

I Tabell 6.2 st̊ar det at alle de tre første idealene er kvadratiske og
monomielle, s̊a vi vet at de gir en Koszul-algebra fra Korollar 4.2.6 p̊a
side 64. Det er opplagt at de to første idealene er monomielle. N̊ar det
gjelder I3 ser vi at ogs̊a dette er idealet er monomielt, ved å vise at
〈γα, γβ+γ2〉 = 〈γα, γβ, γ2〉, p̊a samme m̊ate som vi i starten av eksempelet
viste at 〈γβ + γ2〉 = 〈γβ, γ2〉. I Tabell 6.2 st̊ar det at I4 er Koszul siden I4
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ligger i dimensjon 1. Det er fordi vi har at (γ2 + γα + γβ)e1 = γα + γβ og
(γ2 + γα+ γβ)e2 = γ2, s̊a I5 = 〈γ2, γα+ γβ〉 = 〈γ2 + γα+ γβ〉 som ligger i
dimensjon 1.

Vi har n̊a vist at Λ = kΓ/I er Koszul for alle kvadratiske I, n̊ar k = Z2

og Γ er

1
α
((

β
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Eksempelet som n̊a blir presentert er oppgavens hovedeksempel. Selv om
vi ogs̊a her vil finne ut om enkelte algebraer er Koszule ved å sjekke om Λ0

er lineær, vil vi i stor grad bruke teorien vi har g̊att gjennom tidligere i
oppgaven. I tillegg til å bruke at Λ er Koszul medfører at Λ er kvadratisk,
vil vi ogs̊a bruke at Λ er Koszul dersom Λ er kvadratisk og monomiell, at
Λ = kΓ/I er Koszul dersom I har en kvadratisk Gröbnerbasis. Og vi vil
bruke det vi har g̊att gjennom om Koszuldualet, og benytte oss av at kΓ/I
er Koszul hvis og bare hvis kΓ/I ′ er Koszul, der I ′ er det kvadratiske dualet
til I. Det blir rimelig åpenlyst at teorien om Koszul-algebraer er svært nyttig,
da eksempelet b̊ade er stort og mange av idealene I gjør bare det å skrive
opp quiveret til Λe1, for Λ ∼= kΓ/I, til en rimelig komplisert affære.

Eksempel. Lar Λ = kΓ/I der k er kroppen Z2, I et kvadratisk ideal og Γ
er quiveret

1α 99 βee

Vi lar I2 st̊a for k-vektorrommet generert av kvadratiske generatorer av I og
vi lar V2 = k{veier av lengde 2}. Vi har da at I2 er et undervektorrom av
V2. Vi kaller dimk I2 for dimensjonen til idealet I. Siden I ⊆ 〈α2, αβ, βα, β2〉
kan vi se p̊a I i 4 dimensjoner.

I dimensjon 0 f̊ar vi at I = 0, s̊a vi m̊a sjekke om kΓ er Koszul. Har
at grad 0-delen av kΓ er kΓ/J , s̊a vi m̊a sjekke om kΓ/J har en lineær
oppløsning. Vi dekker kΓ/J med kΓ, som er projektiv som kΓ-modul og
generert i grad 0. F̊ar dermed kjernen J og vi har følgende sekvens:

0 // J
� � // kΓ // kΓ/J // 0

Siden kΓ er hereditær og J er en kΓ-modul, har vi at J er projektiv. S̊a den
projekive oppløsningen av kΓ/J stopper her. Vi har ogs̊a at J er generert i
grad 1. Dermed har vi at kΓ/J har en lineær oppløsning, s̊a kΓ er Koszul.

Ser s̊a p̊a dimensjon 1. Vi skriver opp generatorsettene for I i Tabell 6.3
p̊a neste side. der tallene i tabellen st̊ar for koeffisienten til den tilhørende
generatoren, i generatorsettet til Ij . For eksempel er I5 = 〈α2 +αβ〉. Legger
først merke til at I5 er isomorf med I10, bare bytt notasjon p̊a α og β. P̊a
samme m̊ate er ogs̊a I6 isomorf med I9, I11 isomorf med I14, og I12 isomorf
med I13. S̊a n̊ar det gjelder disse, er det nok å sjekke om en i hvert par er
Koszul. Vi har dermed 11 distinkte idealer vi m̊a sjekke.
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α2 αβ βα β2

I1 1 0 0 0
I2 0 1 0 0
I3 0 0 1 0
I4 0 0 0 1
I5 1 1 0 0
I6 1 0 1 0
I7 1 0 0 1
I8 0 1 1 0
I9 0 1 0 1
I10 0 0 1 1
I11 1 1 1 0
I12 1 1 0 1
I13 1 0 1 1
I14 0 1 1 1
I15 1 1 1 1

Tabell 6.3: Kvadratiske idealer i dimensjon 1

Fra Teorem 4.2.6 p̊a side 64 vet vi at dersom Λ er kvadratisk og
monomiell, s̊a er Λ Koszul. Kan derfor med en gang si at i tabellen over
er I1, I2, I3 og I4 Koszul.

Til og med Λe1 er svært uoversiktelig for alle de resterende idealene,
s̊a vi g̊ar over til å bruke teorien om Gröbnerbasis. Bruker Teorem 5.1.9
p̊a side 67 og sjekker om idealene har en kvadratisk Gröbnerbasis. Starter
med å konstruere to forskjellige tillatelige ordninger >, kaller dem >1 og
>2. Siden vi skal se p̊a generatormengden til kvadratiske ideal er det nok for
oss å definere de tillatelige ordningene v̊are for veier av lengde 2. For >1 lar
vi derfor α < β som induserer følgende ordning: α2 < βα < αβ < β2. For
>2 lar vi β < α indusere ordningen β2 < αβ < βα < α2. Disse tillatelige
ordningene vil ogs̊a bli brukt n̊ar vi regner i dimensjon 2.

Ser p̊a I5 = 〈α2+αβ〉. Vi sjekker om G = 〈α2+αβ〉 er en Gröbnerbasis for
I. Vi bruker >1, som gir at αβ > α2. S̊a tuppen blir αβ. Legger merke til at
vi ikke har noen overlapp, da det ikke eksisterer a, b ∈ B, der a og b ikke deler
αβ slik at αβa = bαβ. Alts̊a er G = 〈α2 + αβ〉 en kvadratisk Gröbnerbasis
for I. Siden I har en kvadratisk Gröbnerbasis kan vi fra Teorem 5.1.9 p̊a
side 67 konkludere med at kΓ/〈α2 + αβ〉 er Koszul.

Har heller ingen overlapp n̊ar vi tester om 〈α2 + βα〉 er en Gröbnerbasis
for I3 = 〈α2 + βα〉, om 〈αβ + βα〉 er en Gröbnerbasis for I8 = 〈αβ + βα〉
og om 〈α2 + αβ + βα〉 er en Gröbnerbasis for I11 = 〈α2 + αβ + βα〉. Har
dermed fra Teorem 5.1.9 p̊a side 67 at kΓ/I er Koszul for I3, I8 og I11. Fra
isomorfien vi har fra å bytte notasjon p̊a α og β, har vi dermed at Λ = kΓ/I
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er Koszul for I9, I10 og I14.
For de resterende idealene gir hverken >1 eller >2 en kvadratisk

Gröbnerbasis for I. For I7 = 〈α2 + β2〉 og I12 = 〈α2 + αβ + β2〉 ser vi
p̊a dualene i stedet. Vi har fra Teorem 5.2.1 p̊a side 68 og fra Teorem 5.2.2
p̊a side 68 at dersom kΓ/I ′ er Koszul, s̊a er ogs̊a kΓ/I ′′ = kΓ/I Koszul.

Regner først ut dualet til I7 = 〈α2+β2〉. Vi har at V2 = k{α2, αβ, βα, β2}
og V ∗2 = k{(α2)∗, (αβ)∗, (βα)∗, (β2)∗}. Vi har dermed at fα2+β2 = (α2)∗ +
(β2)∗. Vi vet at I ′7 er generert av alle kvadratiske elementer ω slik at
fα2+β2(ω) = 0. Vi har at ω er p̊a formen a1α

2 + a2αβ + a3βα + a4β
2,

der ai ∈ Z2. F̊ar da at fα2+β2(ω) = a1 + a4 = 0, som gir at a1 = a4,
mens a2 og a3 er vilk̊arlige. Vi f̊ar dermed (a1, a2, a3, a4) = (a1, a2, a3, a1) =
a1(1, 0, 0, 1)+a2(0, 1, 0, 0)+a3(0, 0, 1, 0), som gir oss at I ′7 = 〈α2+β2, αβ, βα〉.

Da heller ikke I ′7 har en kvadratisk Gröbnerbasis ser vi p̊a en
vektorromsbasis for kΓ/I ′7:

e1

α

~~~~~~~~~~
β

  @@@@@@@@

α

α
��???????? β

β����������

α2

I og med at quiveret v̊art er

Vfα 77 fβgg

har vi kun en simpel vi m̊a undersøke om har en lineær oppløsning, og kun
en projektiv til å dekke den med. Vi har at Λe1 har basisen k{ē1, ᾱ, β̄, ᾱ

2}
og quiveret vi kaller Λe1 gir virkningen av ringen p̊a Λe1.

e1

0

����������
0

��???????? e1

α

~~~~~~~~~~
β

  @@@@@@@@

S1 = 0

0
��>>>>>>>> 0

0
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Λe1 = α

α
��???????? β

β����������

0 α2

Den projektive oppløsningen av S1 starter som følger:

P1 = Λe1 ⊕ Λe1

δ1

'' ''OOOOOOOOOOOO
f1 // P0 = Λe1

f0 // S1

Je1

, �

99ttttttttt
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der f1 induseres av pilene til og fra Je1. Vi ser nøyere p̊a avbildningen
δ1 : P1 → Ker f0 for å finne Ker f1. For fra konstruksjonen av f1 har vi at
Ker f1 = Ker δ1.

a1

α

~~~~~~~~~~
β

  @@@@@@@@ b1
α

��������� β

��???????

a2

α
  @@@@@@@@ a3

β~~~~~~~~~~
⊕

δ1

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW b2

α
��??????? b3

β���������

a4 b4 0
0

{{wwwwwwwwww
0

##GGGGGGGGGG

a1

α
##GGGGGGGGG b1

β{{wwwwwwwww

a2 + a3

Her representerer det første quiveret a1ē1 + a2ᾱ + a3β̄ + a4ᾱ
2 ∈ Λe1 og

tilsvarende for de andre quiverene. S̊a vi ser fra diagrammet at i kjernen
til δ1 m̊a a1 = b1 = 0, videre m̊a a2 = −b3 siden a2 + b3 = 0, mens
a3, a4, b2, b3 og b4 er fri. Vi skriver a2 = b3, siden vi er over Z2. S̊a vi bruker
dette til å skrive generatorene av Ker f1 som X1, · · · , X5. Vi definerer dem
som følger: X1 =

(
0 0

0 1 0 0
0 , 0

)
, X2 =

(
0 0

0 0 1 0
0 , 0

)
, X3 =

(
0 0

1 0 0 1
0 , 0

)
,

X4 =
(

0 0
0 0 0 0

1 , 0

)
, X5 =

(
0 0

0 0 0 0
0 , 1

)
. Vi ser p̊a hvilket basis-element Xi

avbildes p̊a n̊ar vi anvender henholdsvis α og β, og f̊ar slik følgende diagram:

X2

α

!!BBBBBBBB X3

β

}}||||||||
α

!!BBBBBBBB X1

β

}}||||||||

X5 X4

Ser at P2 = Λe1⊕Λe1⊕Λe1 . Finner Ker f2 p̊a tilsvarende m̊ate som vi fant
Ker f1. Skriver P2 som

a1
α
~~}}}} β

  AAAA b1
α
����� β

��???
c1

α
������ β

��????

a2

α   AAAA a3

β~~}}}}
⊕ b2

α ��??? b3

β���
��

⊕ c2

α ��???? c3

β������

a4 b4 c4

og ser at P2 avbildes p̊a Ker f1 p̊a følgende m̊ate:

a1

α

##GGGGGGGGG b1
β

{{wwwwwwwww
α

##FFFFFFFFF c1

β

{{xxxxxxxxx

a2 + b3 b2 + c3
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S̊a i kjernen til δ2 : P2 → Ker f1 m̊a a1 = b1 = c1 = 0, a2 =
b3 og b2 = c3. Vi ser derfor p̊a a2, b2, c2, a3, a4, b4 og c4 n̊ar vi
lager 7 generatorer for Ker f2, som fremstiller kjernen p̊a en ryddig
m̊ate. X1 =

(
0 0 0

1 0 0 1 0 0
0 , 0 , 0

)
, X2 =

(
0 0 0

0 0 1 0 0 1
0 , 0 , 0

)
, X3 =(

0 0 0
0 1 0 0 0 0

0 , 0 , 0

)
, X4 =

(
0 0 0

0 0 0 0 1 0
0 , 0 , 0

)
, X5 =

(
0 0 0

0 0 0 0 0 0
1 , 0 , 0

)
,

X6 =
(

0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 , 1 , 0

)
, X7 =

(
0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 , 0 , 1

)
. Ser p̊a hvor Xi

avbildes n̊ar vi anvender henholdsvis α og β, og f̊ar følgende diagram:

X4
α
""DDDD X2β
||zzzz α

""DDDD X1β
||zzzz α

""DDDD X3β
||zzzz

X7 X6 X5

Vi oppsummerer og ser at starten p̊a en projektiv oppløsning av S1 er

P3 δ3

��====
f3 // P2 δ2

��====
f2 // P1 δ1

��====
f1 // P0

f0// S1

k
α
��>>> kβ
����� α

��::: kβ
����� α

��::: kβ
�����

k
α
��>>> kβ
����� α

��::: kβ
�����

k
α
��>>> kβ
�����

k k k k k k

der Pi = (Λe1)i+1. Vi ser at Ker fi ⊆ JPi for alle i = 0, 1, 2. Skifter Pi til
grad [i], og har dermed Pi generert i grad i. Og med tilsvarende argumenter
som for kjernene over, f̊ar vi at Pi er generert i grad i og Ker fi ⊆ JPi, ∀i.

Tilsvarende som for I7 kan vi ogs̊a for I12 og I15 regne ut I ′12 og I ′15, se
p̊a vektorromsbasisene for disse og se at de er Koszul. Vi har dermed f̊att at
i dimensjon 1 er alle Koszul.

Vi g̊ar s̊a videre til dimensjon 2. Vi skal fortsette å se p̊a kΓ/I der k = Z2,
I er et kvadratisk ideal og quivert er

1α 99 βee

Men i dimensjon 2 m̊a vi sjekke om kΓ/I er Koszul n̊ar I = 〈f, g〉 =
〈a1α

2 +a2αβ+a3βα+a4β
2, a5α

2 +a6αβ+a7βα+a8β
2〉, der ai ∈ Z2 og f og

g er lineært uavhengige. Vi m̊a ha at b̊ade f og g er ulik null, for å holde oss
i dimensjon 2, og g m̊a velges ulik f . Vi f̊ar dermed (24−1)·(24−1−1) = 210
mulige idealer I. Vi vil derfor ogs̊a her se p̊a en del symmetrier og likheter
som kutter ned p̊a andelen idealer vi m̊a sjekke. Vi sier at 〈f, g〉 = 〈g, f〉,
siden disse gir oss akkurat samme ideal. Vi sier at to idealer er symmetriske,
dersom de blir like n̊ar en bytter om p̊a α og β og vi legger merke til at
det medfører at dersom vi for eksempel har undersøkt alle idealer p̊a formen
〈α2, g〉, har vi ogs̊a oversikt over alle idealer p̊a formen 〈β2, g〉. Videre sier vi
at for eksempel 〈α2, α2 +αβ+β2〉 = 〈α2, αβ+β2〉 og lignende. Vi f̊ar derfor
ingen idealer p̊a formen 〈tre elementer, tre elementer〉 eller lignende, da
de minst vil reduseres til 〈to elementer, tre elementer〉 og s̊a videre. Etter
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disse likehetene og symmetriene sitter vi igjen med 29 distinkte idealer I, se
Tabell 6.4 p̊a side 83.

Skal n̊a forklare Tabell 6.4 p̊a side 83 og komme med eksempler p̊a
utregningene tabellen presenterer. Vi har fra Korollar 4.2.6 p̊a side 64 at
dersom et ideal er kvadratisk og monomielt,s̊a er Λ ∼= kΓ/I Koszul, og
dermed vet vi at for de fire første idealene i tabellen, s̊a er Λ ∼= kΓ/I Koszul.

Vi vet fra Teorem 5.1.9 p̊a side 67 at Λ ∼= kΓ/I er Koszul, dersom I er
et kvadratisk ideal som har en kvadratisk Gröbnerbasis. S̊a for de idealene
som vi har funnet en kvadratisk Gröbnerbasis for, vet vi at Λ ∼= kΓ/I er
Koszul. Et eksempel p̊a utregning av en kvadratisk Gröbnerbasis, er hvordan
vi finner dette for I14 = 〈α2 +βα, αβ+β2〉. Vi starter med å finne tuppen til
I14. Vi setter f = α2 + βα og g = αβ + β2. Vi anvender >1, der β > α. F̊ar
dermed at Tip(f) = βα og Tip(g) = β2. Vi tester s̊a om G = 〈f, g〉 er en
Gröbnerbasis for I14. Vi ser at vi har to overlapp: (1) : Tip(g)α = β Tip(f),
siden β2α = ββα og (2) : Tip(g)β = β Tip(g), siden β2β = ββ2. Vi sjekker
først (1) og f̊ar at

o(g, f, β, α) = gα− βf
= (αβ + β2)α− β(α2 + βα)

= αβα− βα2

= αTip(f)− βα2

αβα− βα2 − αf = αβα− βα2 − α(α2 + βα)

= −βα2 − α3

= −Tip(f)α− α3

−βα2 − α3 + fα = −βα2 − α3 + α3 + βα2

= 0

S̊a det første overlappet er i orden. Vi sjekker (2) og f̊ar at

o(g, g, β, β) = gβ − βg
= αβ2 + β3 − β3 − βαβ
= αβ2 − βαβ
= αTip(g)− βαβ

αβ2 − βαβ − αg = −βαβ − α2β

= −Tip(f)β − α2β

Og f̊ar til slutt at −βαβ−α2β+fβ = 0. Vi har dermed at begge overlappene
reduseres til 0 og har dermed fra Teorem 5.1.8 p̊a side 66 at I14 har en
kvadratisk Gröbnerbasis, s̊a kΓ/I14 er en Koszul-algebra.

En del av idealene i Tabell 6.4 p̊a side 83 har f̊att kommentaren at
de kan regnes om til et annet ideal. Teknikkene vi bruker for å gjøre det
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for et ideal I = 〈f, g〉 er å bytte om p̊a α og β, bytte plass p̊a f og g
og ved å trekke generatorene i I fra hverandre, som vil si at vi sier at
〈f, g〉 = 〈f−g, g〉. Ved å trekke generatorene fra hverandre vil vi for eksempel
f̊a at 〈αβ, α2 +αβ〉 = 〈αβ, α2〉. Dersom vi kan regne et ideal om til et annet
ved å bruke disse teknikkene, sier vi at de to idealene er like. Vi skal n̊a se
et eksempel p̊a en slik utregning, der vi skal vise at I20 = I21. Vi husker at
kroppen vi regner over er Z2, s̊a for eksempel er αβ = −αβ.

I20 = 〈αβ + α2, αβ + βα〉
= 〈αβ + α2 − αβ − βα, αβ + βα〉
= 〈α2 + βα, αβ + βα〉
= 〈αβ + βα, α2 + βα〉
= 〈αβ + βα, αβ + β2〉
= I21

S̊a siden I21 gir at Λ = kΓ/I er en Koszul-algebra, blir Λ ogs̊a Koszul n̊ar vi
lar I være I20.

Vi har fra Teorem 3.2.1 p̊a side 50 at dersom Λ er Koszul, s̊a er ogs̊a
E(Λ) Koszul. Videre har vi fra Seksjon 5.2 p̊a side 68 om Koszuldualet at
dersom Λ = kΓ/I er Koszul, s̊a er E(Λ) ∼= kΓ/I ′ der I ′ er det kvadratiske
dualet til I. Siden samme seksjon ogs̊a gir et teorem om at det kvadratiske
dualet til I ′ er I, kan vi sjekke om Λ = kΓ/I er Koszul ved å sjekke om
Λ ∼= kΓ/I ′ er Koszul. S̊a hvis vi finner at Iy er dualet til Ix holder det å
sjekke om en av dem gir en Koszul-algebra. I Tabell 6.4 p̊a side 83 har vi for
eksempel funnet at I18 er det kvadratiske dualet til I12, utregningen av dette
har vi allerede regnet som et eksempel p̊a hvordan vi finner det kvadratiske
dualet i Seksjon 5.2 p̊a side 68.

N̊ar det kommer til I6, I7, I10, I12, I26 og I28 kan vi se at ingen av disse er
Koszul-algebraer ved å lage projektive oppløsninger av enten dem selv eller
de kvadratiske dualene deres, og se at disse ikke er lineære. For de fleste av
dem er ikke engang P3 generert i grad 3, men i grad 3 og 4. Der P3 er fra en
projektiv oppløsning p̊a formen · · ·P4 → P3 → P2 → P1 → P0 → Ix → 0. Vi
g̊ar gjennom ett eksempel p̊a dette. Vi velger oss idealet I10 = 〈αβ, α2 +β2〉
og ser p̊a en vektorromsbasis for kΓ/I10:

e1

α

~~~~~~~~~~
β

  @@@@@@@@

α
β

��~~~~~~~~

α
��???????? β

β����������

βα α2
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I og med at quiveret v̊art er

Vfα 77 fβgg

har vi kun en simpel vi m̊a undersøke om har en lineær oppløsning, og kun en
projektiv til å dekke den med. Vi har at Λe1 har basisen k{ē1, ᾱ, β̄, ᾱ

2, β̄α}
og quiveret vi kaller Λe1 gir virkningen av ringen p̊a Λe1.

e1

0

����������
0

��???????? e1

α

~~~~~~~~~~
β

  @@@@@@@@

S1 = 0
0

}}|||||||||

0
��======== 0

0
����������

Λe1 = α
β

||yyyyyyyyy

α
��???????? β

β����������

0 0 βα α2

Vi starter den projektive oppløsningen av S1 med å dekke den med
P0 =: Λe1. S̊a vi f̊ar P0 = Λe1

f0−→ S1, f̊ar kjernen Ker f0 = Je1 som vi
igjen dekker med P1 =: Λe1 ⊕ Λe1. S̊a vi har følgende start p̊a en projektiv
oppløsning av S1:

P1 = Λe1 ⊕ Λe1

δ1

)) ))RRRRRRRRRRRRR
f1 // P0 = Λe1

f0 // S1

Ker f0 = Je1

) 	
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der f1 induseres av pilene til og fra Je1. Vi ser nøyere p̊a avbildningen
δ1 : P1 → Ker f0 for å finne Ker f1. For fra konstruksjonen av f1 har vi at
Ker f1 = Ker δ1.

a1

α

~~~~~~~~~~
β

  @@@@@@@@ b1
α

��������� β

��@@@@@@@

a2

β

~~~~~~~~~~

α
  @@@@@@@@ a3

β~~~~~~~~~~
⊕ b2

β

���������

α
��??????? b3

β��~~~~~~~

a5 a4 b5 b4
δ1 // 0

0

{{wwwwwwwwww
0

##GGGGGGGGGG

a1

β~~~~~~~~~~

α
##GGGGGGGGG b1

β

{{wwwwwwwww

a3 a2 + b3

Her representerer det første quiveret a1ē1 + a2ᾱ+ a3β̄ + a4ᾱ
2 + a4β̄α ∈ Λe1

og tilsvarende for de andre quiverene. S̊a vi ser fra diagrammet at i kjernen
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til δ1 m̊a a1 = b1 = a3 = 0, videre m̊a a2 = b3 og vi har at a4, a5, b2, b3, b4, b5
alle er fri. Vi skriver om generatorene av Ker f1 til å være p̊a formen
X1, X2, · · ·X6, der vi lar X1 ha a2 og b3 lik 1 og resten null. Som vil
si at vi lar X1 =

(
0 0

1 0 0 1
0 0 , 0 0

)
. Vi ser da at vi ved å anvende α

p̊a X1 f̊ar X2 =
(

0 0
0 0 0 0

0 1 , 0 0

)
. Ved å anvende β p̊a X1 f̊ar vi X3 =(

0 0
0 0 0 0

1 0 , 0 1

)
. De resterende basiselementene blir X4 =

(
0 0

0 0 1 0
0 0 , 0 0

)
,

X5 =
(

0 0
0 0 0 0

0 0 , 0 1

)
og X6 =

(
0 0

0 0 0 0
0 0 , 1 0

)
. Vi f̊ar slik at basisen til

Ker f1 blir p̊a formen

X1

α

}}||||||||
β

!!BBBBBBBB X4

α

}}||||||||
β

!!BBBBBBBB

X2 X3 X5 X6

Vi ser at for å dekke over Ker f1 m̊a definere P2 =: Λe1 ⊕ Λe1.

a1

α

~~~~~~~~~~
β

  @@@@@@@@ b1
α

~~~~~~~~~
β

��@@@@@@@

a2

β

~~~~~~~~~~

α
  @@@@@@@@ a3

β~~~~~~~~~~
⊕ b2

β

~~~~~~~~~

α
  @@@@@@@ b3

β��~~~~~~~

a5 a4 b5
δ1

  @@@@@@@@@@ b4

a1

α

~~~~~~~~~~
β

  @@@@@@@@ b1
α

��������� β

��???????

a2 a3 b2 b3

Vi f̊ar dermed at i Ker f2 s̊a m̊a a1 = a2 = a3 = b1 = b2 = b3 = 0, mens
a4, a5, b4 og b5 er fri. Vi f̊ar dermed at Ker f2 blir

Y1 Y2 Y3 Y4

Vi tar et overblikk og ser at for at oppløsningen s̊a langt skal være lineær,
m̊a vi skifte P1 til grad 1 og P2 til grad 2. Men dette gir at elementene i
Ker f2 m̊a være i grad 4, som vil si at P3 m̊a være generert i grad 4. Alts̊a
har S1 ingen lineær oppløsning, s̊a kΓ/I10 er ikke Koszul.

Vi skal n̊a se p̊a dimensjon 3 og dimensjon 4. Disse kan enkelt løses ved å
se p̊a følgende. Vi lar Λ = kΓ/I, og vi lar I2 være k-vektorrommet generert
av de kvadratiske generatorene av I. S̊a hvis for eksempel I = 〈α2, αβ+βα〉,
s̊a er I2 = {a · α2 + b · (αβ + βα) | a, b ∈ k}. Siden en k-basis for alle veier
av lengde 2 i Γ er k{α2, αβ, βα, β2}, har vi alltid at dimk I2 + dimk I

′
2 = 4,
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der I ′ er dualet til I. Vi f̊ar dermed at dimensjon 3 er dualt til dimensjon
1 og dimensjon 4 er dualt til dimensjon 0. Siden kΓ/I er Koszul hvis og
bare hvis kΓ/I ′ er Koszul, der I ′ er dualet til I og I ′′ = I, f̊ar vi at vi har
samme antall distinkte Koszul-algebraer i dimensjon 3 som i dimensjon 1 og
samme antall i dimensjon 4 som i dimensjon 0. S̊a siden vi hadde 11 distinkte
idealer i grad 1 som alle ga at kΓ/I er Koszul, vil vi ogs̊a i dimensjon 3 ha 11
distinkte idealer, der alle gir en Koszul-algeba. Og fra dimensjon 0 har vi at
dimensjon 4 har ett kvadratisk ideal, og dette idealet gir en Koszul-algebra.

Mens vi i begge de to første eksemplene fikk at Λ = kΓ/I var Koszul for
alle kvadratiske ideal I, har vi her at dette er tilfelle i alle dimensjonene,
untatt dimensjon 2. Dimensjon 2 er dimensjonen med flest distinkte ideal.
Før vi s̊a p̊a dualene til idealene, og før vi s̊a p̊a hvilke idealer som kan regnes
om til andre, hadde vi 29 ulike idealer. Av disse 29 var kun 16 av dem slik
at kΓ/I ble en Koszul-algebra.
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I1 = 〈α2, αβ〉 Kvadratisk og monomiell Koszul
I2 = 〈α2, βα〉 Kvadratisk og monomiell Koszul
I3 = 〈α2, β2〉 Kvadratisk og monomiell Koszul
I4 = 〈αβ, βα〉 Kvadratisk og monomiell Koszul
I5 = 〈α2, αβ + βα〉 Har kvadratisk Gröbnerbasis Koszul
I6 = 〈α2, αβ + β2〉
I7 = 〈α2, βα+ β2〉
I8 = 〈α2, αβ + βα+ β2〉 Har kvadratisk Gröbnerbasis Koszul
I9 = 〈αβ, α2 + βα〉 Dualet til I6

I10 = 〈αβ, α2 + β2〉
I11 = 〈αβ, βα+ β2〉 Dualet til I7

I12 = 〈αβ, α2 + βα+ β2〉
I13 = 〈α2 + αβ, βα+ β2〉 Har kvadratisk Gröbnerbasis Koszul
I14 = 〈α2 + βα, αβ + β2〉 Har kvadratisk Gröbnerbasis Koszul
I15 = 〈α2 + β2, αβ + βα〉 Har kvadratisk Gröbnerbasis Koszul
I16 = 〈α2 + αβ, α2 + βα〉 Har kvadratisk Gröbnerbasis Koszul
I17 = 〈α2 + αβ, α2 + β2〉 Kan regnes om til I18

I18 = 〈α2 + βα, α2 + β2〉 Dualet til I12

I19 = 〈αβ + α2, αβ + β2〉 Kan regnes om til I18

I20 = 〈αβ + α2, αβ + βα〉 Kan regnes om til I21 Koszul
I21 = 〈αβ + βα, αβ + β2, 〉 Har kvadratisk Gröbnerbasis Koszul
I22 = 〈α2 + βα+ β2, αβ + βα〉 Har kvadratisk Gröbnerbasis Koszul
I23 = 〈α2 + αβ + β2, αβ + βα〉 Har kvadratisk Gröbnerbasis Koszul
I24 = 〈αβ + βα+ β2, α2 + β2〉 Har kvadratisk Gröbnerbasis Koszul
I25 = 〈α2 + αβ + βα, α2 + β2〉 Kan regnes om til I24 Koszul
I26 = 〈α2 + αβ + β2, α2 + βα〉
I27 = 〈αβ + βα+ β2, α2 + βα〉 Kan regnes om til I26

I28 = 〈α2 + βα+ β2, α2 + αβ〉
I29 = 〈αβ + βα+ β2, α2 + αβ〉 Kan regnes om til I28

Tabell 6.4: Distinkte kvadratiske idealer i dimensjon 2
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Sammendrag og videre
arbeid

I denne oppgaven om Koszul-algebraer har vi latt Λ være en splitt basisk
endelig 1-generert k-algebra. Vi har brukt at vi da kan se Λ p̊a formen
kΓ/I, der k er en kropp, Γ et quiver og I er relasjonene. Vi har vist at
dersom Λ er Koszul, s̊a er Λ kvadratisk, og at dersom Λ er Koszul, s̊a er
Yoneda-algebraen til Λ, som vi benevner som E(Λ), ogs̊a Koszul. Vi har
ogs̊a vist at dersom Λ er kvadratisk og monomiell, s̊a er Λ Koszul. Dette
har vi brukt for å kunne regne mer effektivt i flere eksempler der vi har
sjekket om Λ = kΓ/I er Koszul for de kvadratiske idealene I. I eksemplene
har vi ogs̊a brukt at Λ = kΓ/I er Koszul hvis og bare hvis E(Λ) ∼= kΓ/I ′

er Koszul. Og vi har brukt at dersom I har en kvadratisk Gröbnerbasis, s̊a
er kΓ/I Koszul, i tillegg til at vi ogs̊a har undersøkt noen eksempler ved
å finne lineære oppløsninger av Λ0, eventuelt vist at Λ0 umulig kan ha en
lineær oppløsning.

I et videre arbeid med oppgaven ville kanskje en av de første tingene
jeg ville ha sett mer p̊a, vært et bevis av at n̊ar Λ = kΓ/I er Koszul, s̊a er
E(Λ) ∼= kΓ/I ′, der I ′ er det kvadratiske dualet til I.

Ser at i eksempelet hvor vi s̊a p̊a Λ = kΓ/I der k = Z2, I et kvadratisk
ideal og Γ quiveret

1α 99 βee

var alt i dimensjon 1 Koszul. Dette er ingen tilfeldighet da det er vist av
Backelin [Bac82] at dersom vi har et quiver med kun ett hjørne og vi har
at Λ = kΓ/(f), der (f) ∈ (kΓ)2, da er Λ Koszul. S̊a i et videre arbeid med
oppgaven, kunne kanskje dette vært noe å sette seg inn i.

Videre hadde det selvfølgelig vært artig å se p̊a flere eksempler, undersøke
for hvilke ideal I vi har at kΓ/I er Koszul, b̊ade for flere quivere Γ og
for større kropper k. Med ubegrenset tid til dette kunne det jo ha vært
interessant å se etter system i hvilke typer quivere en stor andel av de
kvadratiske idealene I gir en Koszul-algebra kΓ/I. Og om dette varierer
etter hvilken kropp k, en ser p̊a. Her har jeg sett litt p̊a Λ = kΓ/I, der I er
et kvadratisk ideal, Γ er quiveret

1α 99 βee
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for kroppen k = Z3. Vet at dimensjon 1 er Koszul fra Backelin, s̊a vi kan
g̊a rett p̊a dimensjon 2. I dimensjon 2 f̊ar vi hele (34 − 1) · (34 − 1 − 1) =
80 · 79 = 6320 lineært uavhengige ideal I. S̊a en litt større kropp k medfører
en drastisk større mengde ideal I som m̊a undersøkes. S̊a å jobbe med dette
eksempelet har vært å se p̊a hva som kan samle I-ene i ekvivalensklasser og
å starte p̊a å lage et program som finner disse ekvivalensklassene.
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