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Oppgavetekst

Masteroppgaven er innen algebra, nsermere bestemt Koszul-teori for
algebraer. Koszul-algebraer, ble fgrst definert av Priddy, har en sentral
rolle innen algebra, geometri og topologi. Projektive moduler er viktige for
a finne invarianter av moduler og ringer, bade for kommutative og ikke-
kommutative ringer. Over Koszul-algebraer er det en stor klasse av moduler
som har projektive opplgsninger med en fin lineser struktur. I tillegg er
det kjent at alle Koszul-algebraer er kvadratiske algebraer, men det er ikke
kjent en metode for & avgjgre nar en kvadratisk algebra er Koszul eller ikke.
Denne masteroppgaven vil gi en innfgring i teorien for Koszul-algebraer, og
spesielt undersgke kvadratiske algebraer over endelige kropper. Over endelige
kropper sa finnes det bare endelig mange kvadratiske algebraer. For konkrete
eksempler sa gnsker en & finne hvor mange av de kvadratiske algebraer som
er Koszul og i tillegg undersgke isomorfi-klassene av disse.



ii



iii

Forord

Med denne masteroppgaven er jeg ferdig med mitt femarige opphold pa
NTNU Glgshaugen. Det har veert leererike og givende ar, bade faglig og
sosialt.

Arbeidet med denne masteroppgaven har veert en utfordrende, men ogsa
en fin opplevelse. Tusen takk til mine medstudenter pa gangen som har
bidratt til mange trivelige pauser. Og en sarlig takk til Trude Sundtjgnn,
bade for ditt sosiale bidrag og for faglige diskusjoner av alle slag. En stor takk
gar til min veileder @yvind Solberg. Tusen takk for all hjelp, og ikke minst
din smittende faglige entusiasme og gode humgr! Takk til Dag Madsen for
hjelp til den siste finpuss pa oppgaven, og svar pa de spgrsmal det innebar.

Til slutt en takk til Halvard Amble.

Trondheim juli 2008

Kari-Lise Frisvold Olsen



v



Innhold

Innledning

1

6

Graderte moduler

1.1 Graderte moduler. . . . . ... ... ... .
1.2 Algebraen viser pa . . . . . . . .. ...

1.3 Noen grunnleggende egenskaper ved graderte moduler

Nar A er Koszul

2.1 Projektive opplgsninger . . . . .. ... ...
22 AtAerKoszul . ... ... ... ..
2.3 Koszul-algebraer er kvadratiske . . . . .. ... ... ...

Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra

3.1 Yoneda-algebraen til A . . . . .. ... ..o L.
3.2 Dersom A er Koszul er ogsa E(A) Koszul . . . ... ...
3.3 Etnyttigkorollar . . . . . . ... o oL

Dersom A er kvadratisk og monomiell

4.1 Nar E(A) er endelig 1-generert . . . . ... ... ... ..
4.2 Nar A er kvadratisk og monomiell . . ... ... ... ..

Diverse teori

5.1 Grobnerbasis . . . . . ...
5.2 Koszuldualet . . .. ... ... ... o

Eksempler

Sammendrag og videre arbeid

vii

21
21
23
24

29
29
50
54

55
95
62

65
65
68

69

85



vi

INNHOLD



Innledning

Denne oppgaven er i hovedsak en innfgring i en del teori om Koszul-
algebraer, hvor vi finner kriterier for, og konsekvenser av, at en veialgebra
A = kI'/I er Koszul. Teorien blir ogsa satt ut i praksis gjennom en del
eksempler der vi sjekker om A er Koszul for diverse quiver I', kropper k og
relasjoner 1.

Vi startet arbeidet med denne oppgaven med a regne pa om A = kI'/T
er Koszul for kroppen Zs, quiveret

QY1{3
N A

og kvadratiske I '. Undersgkte om A = kI'/I var Koszul ved & finne linezere
opplgsninger av de graderte simple A-modulene. For dette eksempelet
medforte det hverken veldig mye eller seerlig kompliserte utregninger. Dette
endret seg da vi startet med quiveret

aClQB

og onsket & se om A = kI'/I var Koszul for blant annet I = {(a? + 2).
A skrive ned en basis for Aeq over k var ingen udelt hyggelig opplevelse. 1
det hele tatt var forsgkene pa & regne ut linesere opplgsninger av de simple
A-modulene en fin motivasjon for a sette seg inn i mer teori om Koszul
algebraer.

Definisjonen av Koszul som blir brukt i denne oppgaven avhenger av a
se A som en gradert k-algebra. Vi vil derfor etter & fgrst ha gatt gjennom
noen grunnleggende definisjoner, se naermere pa graderte moduler og bevise
en del teori for dem. Videre vil vi bevise at nar A er Koszul sa er ogsa A
kvadratisk, for slik a legitimere at vi kun sjekker om A = kI'/I er Koszul
for kvadratiske I. Sa vil vi bevise at nar A er Koszul, sa er E(A), Yoneda-
algebraen til A, ogsa Koszul. Dette er et steg pa veien til & vise at nar A er

Vi anvender allerede her at dersom A er Koszul s& er A kvadratisk.
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viii INNLEDNING

Koszul sa er E(A) = kI'/I' ogsa Koszul, der I’ er det kvadratiske dualet til
I. Beviset av dette er ikke med i denne oppgaven, men vi har tatt det med
som et teorem og bruker det i eksemplene. Oppgavens siste hovedbevis er
beviset av at dersom A er kvadratisk og monomiell, da er A Koszul. Gar sa
kort gjennom litt teori om Groébnerbasis far vi til slutt presenterer oppgavens
eksempler. Vi avgjor om A = kI'/I er Koszul for forskjellige kropper, quiver
og kvadratiske relasjoner, og her far vi god bruk for all teorien fra de tidligere
kapitlene.

Folgende blir regnet som forkunnskaper i denne oppgaven: ringer,
moduler, veialgebraer, representasjoner av veialgebraer og homologisk
algebra.

. . . b .
Notasjon. I denne oppgaven vil en vei - % - = . skrives som ba.



Kapittel 1

Graderte moduler

Siden var definisjon av en Koszul-algebra er avhengig av at den er gradert,
skal vi i dette kapittelet se nsermere pa noen egenskaper ved graderte
moduler. T fgrste seksjon vil vi se pa hva en gradert modul er, og ogsa
se pa de graderte tilfellene av noen andre definisjoner. Vi vil sa ga gjennom
hva vi i denne oppgaven vil anta om algebraen vi ser pa, sammen med
noen egenskaper dette gir. Vi vil i siste seksjon ga seerlig inn pa blant
annet projektive dekker av graderte moduler. Vi vil da sitere og bevise en
proposisjon som er gitt uten bevis i artikkelen [GMV96].

1.1 Graderte moduler

I denne seksjonen skal vi definere hva en gradert modul er. Det blir ogsa gitt
graderte versjoner av noen relaterte definisjoner.

Definisjon 1.1.1. La R vaere en ring. En representasjon av den under-
liggende abelske gruppen som en sum &P,  R; kalles en gradering av R,
dersom vi har at R;R;CR;;, for alle 7, j € N. En ring R med en gradering
er en gradert ring.

Definisjon 1.1.2. [NVOO04] La M veare en R-modul. Da er M en gradert
R-modul hvis M = @,., M;, der M; er additive undergrupper av M og
RZ’M]’ - Mi-i-j'

MERK. Lar M vere en gradert R-modul. Vi merker oss at vi kan se Ry
som en ring via Ry = R/R>1, har da at siden RyM; C Myy; = M;j sa er
enhver M; en Ryp-undermodul av M.

Definisjon 1.1.3. La M veere en gradert modul hvor vi skriver M i grad
j som M;j. Dersom vi tar ¢ skift av M, noe vi bruker notasjonen M{i] pa,
vil det si at M[i]; = M;_,;. Altsa skal M|i| forstas som at det som for var i
grad 0 na er flyttet til grad i, ogsa videre for alle grader av M.
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Definisjon 1.1.4. La M og N veere graderte R-moduler. Ogla f: M — N
vaere en R-homomorfi. Da er f en grad 0 homomorfi dersom f(M;) C N; for
alle 7 € Z.

Definisjon 1.1.5. [AB74] En gradert k-algebra R = @, R; er generert av
homogene elementer av grad 1 hvis underringen generert av Ry ® R1 er hele

R.
Definisjon 1.1.6. [GMV96] La M = @;°___ M, veere en gradert R-modul.

1=—00

Da er M generert i grad j hvis M # (0) og RpM; = My, k.

Definisjon 1.1.7. Vi sier at S er en gradert simpel modul dersom M C S,
der M er en gradert undermodul medfgrer at M = (0), eller M = S.

1.2 Algebraen vi ser pa

I hele denne oppgaven vil A alltid veere en splitt basisk endelig 1-generert
k-algebra. Sa vi skal i denne seksjonen definere hva det vil si at en algebra
er splitt basisk endelig 1-generert. Videre er A isomorf med kI'/I, der T er
et endelig quiver og I er et ideal inneholdt i J2, der J er idealet generert
av pilene. Vi vil ga gjennom noen flere tilfeller av graderte definisjoner og
bevise to lemmaer, deriblant en gradert versjon av Nakayama Lemma.

Definisjon 1.2.1. [GMV96] En gradert k-algebra A er splitt basisk endelig
1-generert dersom fglgene tre punkter holder:

1. Ao Zkxkxkx- - xk=k*"som ringer, for en n > 1,
2. hver A; har endelig lengde over Ag,

3. A er generert i grad 1.

Fglgende nyttige proposisjon godtar vi uten bevis.

Proposisjon 1.2.2. [GMV96] La k vere en kropp og A en splitt basisk
endelig 1-generert gradert k-algebra. Da eksisterer et endelig quiver I' og et
gradert ideal I i kT slik at I C J?, der J er idealet generert av pilene og A
er isomorf med kI'/I som graderte k-algebraer.

Sa siden vi alltid vil anta at A er en splitt basisk endelig 1-generert
gradert k-algebra, har vi ogsa alltid mulighet til & velge a se pa A som en
veialgebra.

Videre vil vi fa bruk for fglgende definisjoner:

Definisjon 1.2.3. [GMV96] Lar A = kI'/I, der k er en kropp, I' et quiver
og I relasjonene. At en gradert A-modul M er endeliggenerert vil si at det
eksisterer en grad 0-avbildning fra en endelig direkte sum av A[s] (s skift av
A) som er pa M.
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Definisjon 1.2.4. [GMV96] En endeliggenerert gradert projektiv A = kI'/1-
modul er en gradert modul som er isomorf med en endelig direkte sum pa
formen €PJL, Ae;;[s)], altsa en endelig direkte sum av kopier av skiftede
Ae;’er. Her er e; den trivielle veien i hjgrne 7.

Vi har to definisjoner for et gradert projektivt dekke av en endeliggener-
ert gradert A-modul M. Men vi vil vise at disse er ekvivalente i Punkt 6 pa
side 5.

Definisjon 1.2.5. Vi kaller f: P — M for et gradert projektivt dekke av
M, dersom P er en endeliggenerert gradert projektiv A-modul og f er bade
en grad O-avbilding og en essensiell epimorfi.

Definisjon 1.2.6. (alternativ definisjon) Vi kaller f: P — M for et
gradert projektivt dekke av M, dersom P er en endeliggenerert gradert
projektiv A-modul, f er en grad 0-avbildning og Ker f C JP.

Vi kommer til & bruke fslgende lemmaer nar vi beviser kapittelets
hovedproposisjon.

Lemma 1.2.7. La R vere en gradert projektiv A-modul. Gitt graderte
moduler B og C, og grad O-morfismer h og B slik at fslgende diagram er
eksakt:

R

. )

B—C——>0

Da eksisterer en grad 0-morfisme v: R — B slik at folgende diagram
kommuterer:

B—C——>0

Bevis. Siden R er projektiv vet vi at det eksisterer en morfisme v: R — B
slik at h = Buv. Siden R er gradert er R = @,., Ri, sa vi lar u; veere
inklusjonen fra R; til R for alle 7. Vi har at B = @iGZ B; og lar m; veere
projeksjonen fra B til B; for en vilkarlig grad I.

By

TIUR; =041

Ri( i R v B U BZ'( B
\‘/

V=i,

Vi lar mou; = v;y for en generell grad [, mens v;; er den delen av v som
sender noe fra grad ¢ i R til grad ¢ i B. Vi kaller morfismen som er satt
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sammen av alle v;’ene for U. Vi har altsa

o=(v;)

R B

(ri)

(vi(ri))

der (r;) € @,z Ri og (vi(ri)) € @D,z Bi = B. Ser at dersom o er
en A-homomorfi vil den ogsé veere en grad 0-homomorfi. Vi skal na vise
at U er en A-homomorfi. Vi lar A € A; og sjekker om denne likheten
holder: 23()\(7“7;)1‘62) = )\{)((Ti)iel)- Har at '&(}\(Ti)iez) = @(()\Ti)iel) =
(Vitj(Ari))iez. Vi har ogsa at AO((ri)iez) = A(vi(ri))iez = (Avi(ri))iez.
Sa likheten vi vil sjekke holder dersom (vit;(Ari))icz = (Avi(r;))icz. Har
at (mo(piyj(Ari)))iez = v(pivi(Ari)) = Ao(pi(ri)) = Ao (pi(ri)))ez =
(Amv(pi(rs)))eez, der t =1 — j. Sa dermed har vi at (mv(pit;(Ari)))iez =
(Am—ju(pi(r3)))iez- Ser pa denne likheten for | = i + j og far da at
(Tigj0(pigj (A13))) = (Amv(pi(r:))), V4 > 0,Vi € Z. Det vi skulle sjekke var
om (Viyj(A13))iez = (Avi(ri))icz? Siden vi1; = Ty U4 og tilsvarende for
vj, har vi na funnet det vi gnsket og vet dermed at O(A(r;)icz) = ANO((7r4)icz)-

For a ha at © er en A-homomorfi ma vi ogsa vise at 0(x+y) = 0(x)+0(y).
Vi har definert v((z;)) = (mvpi(z;))iez. Har at 0((xi)iez + (y5)jez) =
O((zi + vidiez) = (mopi(zi + yi))iez = (mopi(zi) + mopi(yi))iez =
(mivpi(@i))icz + (mjop;(y;))jez = 0((@:)) + 0((y;)). Har dermed at © er
en A-homomorfi.

Skal na vise at ¥ er slik at o = h. Har at v(r;) = b; + Z#i b €
B = Y ,cz, der r; er ett element i R; C R. Har at h(r;) = fBu(r;) =
ﬁ(bl + Zﬁéi b]) = ﬁ(bl) + Ej;éi ﬁ(bj) Siden h(?“l) € C; og ﬁ(bl) € C;, mens
B(b;) € Cj, der j # 4, ma B(3;,;b;) = 0. Far dermed at B(b;) = h(r;). Sa
da er b; = ©(r;). Vi har dermed at h(r;) = B0(r;). O

Skal na gi en gradert versjon av Nakayama Lemma.

Lemma 1.2.8. (Gradert versjon av Nakayama Lemma) Lar A = kI'/I
veere en gradert algebra der k er en kropp, I' et quiver og I er relasjonene. Lar
M veere en endeliggenerert gradert A-modul og J = A>1. Dersom JM = M,
sa er M = (0).

Bevis. Har at M = @,., M;. Siden M er en endeliggenerert gradert A-
modul sa eksisterer {my,--- ,ms} C M som genererer M, der m; # 0 er
av homogen grad n;. Vi kan anta at n; < no < --- < nyg. Dette gir at
M = M>,,. Antar at JM = M, da ma JM og M veere like i hver grad. Ser
at JM C Msy, 41, altsa er (JM),, = (0). Men (M),, = M,, # 0 dersom
M # 0, altsa ma M = 0. O
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1.3 Noen grunnleggende egenskaper ved graderte
moduler

Skal na sitere en proposisjon fra artikkelen [GMV96] og bevise den. Skal blant
annet vise at nar vi har en endeliggenerert gradert A-modul, s& eksisterer et
projektivt dekke av denne.

Proposisjon 1.3.1. [GMV96] Lar A = kI'/I, vere en splitt basisk endelig
1-generert gradert k-algebra. Videre er J = @,~; An. Lar M wvere er
en endeliggenerert gradert A-modul og R vere en endeliggenerert gradert
projektiv A-modul pa formen @, Aey, .

1. La f: R/JR — M; vere en Ag-avbildning. Da utvides f til en grad
0-avbildning f: R[j] — M

2. Beholder hypotesen fra 1, hvis M er generert i grad j og f er pd, da
medforer det at ogsa f er pa.

3. Beholder hypotesen fra 1, hvis f er en isomorfi, da er ker(f) C JR.

4. Hvis M er genert i grad j, da eksisterer et gradert projektivt dekke
f:P— M, der P er generert i grad j.

5. M har et gradert projektivt dekke.

6. Hvis M har et gradert projektivt dekke f: P — M og det for en
endeliggenerert gradert projektiv A-modul Q) eksisterer en grad 0-
avbildning g: Q@ — M som er pa, der Ker(g) C JQ. Da eksisterer
en isomorfi mellom de graderte modulene h: P — @ slik at gh = f.

7. Anta vi har en korteksakt folge

av endeliggenererte graderte moduler, alle generert i grad j. Da
eksisterer endeliggenererte graderte projektive moduler P,Q og R slik
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at folgende diagram av graderte moduler og avbildninger kommuterer:

0 0 0
0 K L M 0
0 P Q R 0
f g h
o B
0 A B C 0
0 0 0

der f,g og h graderte projektive dekker.

Bevis. 1. Skal na starte med a se neermere pa hva R/JR er. Skal
videre bruke at R er projektiv. Vi har at R = @le Aej,. Videre
er A en gradert modul, sa vi kan se pa A som A = Ag® A1 &

Vi har at J = @,o1Ai = A1 @ Ay @ Az... C A. Bruker dette
til & se hva R/JR er. Har at J(Ae,) = Jey, sa vi far derfor at
JR = J(@'_, Aey,) = DL_,(Jey,). (Fordi I(A@B) = TA®IB .) Ser da
at R/JR = (@i Aer)/(J(@iy Aer,) = (Biy Aer,)/ Dy (Jer,)
D (Aey,/Jer,) = Age;, = Ro. Dette fordi (A @ B)/(A' @ B')
AJA"® B/B’ dersom vi har at A’ C A og B’ C B.

Bruker det vi har funnet sammen med at R er projektiv og at M; er

den delmengden av M som har grad j til a lage fglgende kommutative
diagram:

1R

R[J

i

R/JR )31 = Rolj]

M ~——Mzj —— M>j/Mzji1 = M;

der 7: r — r + JRJ[j]|. Siden vi har antatt at R er generert i grad 0,
har vi at R[j| er generert i grad j.

Siden avbildningene i: m — m og p: m — m+ M>;;1 sender det som
ligger i grad ¢ til grad ¢ for alle 4, har vi at begge avbildningene er grad
0-avbildninger. Ser at m: R[j] — (R/JR)[j] er en grad 0-avbildning.
Siden f gar fra grad j til grad j,har vi at f er en grad O-avbildning.
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Vi ser dermed at fr er en grad O-avbildning. Siden R er projektiv vet
vi at det eksisterer en h: R[j] — Ms>; slik at ph = fr. Siden fr og p
er grad O-avbildninger ser vi fra Lemma 1.2.7 pa side 3 at vi ogsa kan
velge h til & veere en grad 0-avbildning. Vi kan dermed sette h sammen
med grad 0-avbildingen 7 og fa en grad O-avbildning ih: R[j] — M. Sa

ved & definere f = ih er vi fremme.

2. Har at M er generert i grad j, det vil si at det eksisterer et generatorsett
{my,---,m} € Mj slik at V. m € M, sa er m = ) ,.; A\im;, der
Ai € Ap—;. Siden M er generert i grad j, er M>; = M, sa vi kan skrive

diagrammet vi fant i Punkt 1 som:

der f er en A-homomorfi av grad 0.
gradene. Ser at

Ry
Rlj] =4 Th
M;
M =

My

Ser pa pa diagrammet oppdelt i

i grad j
igrad j+1

igrad j
igrad j+1
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Og far dermed at diagrammet blir som fglger:
Ro[j]
R1lj]

Ralj]
fo

fi

£ Rolj]

1Mj J/f
M;

S
i/ 0

Mo 0

Mj+

Ser at pf = 1 fo. Har fra antakelsen at f: Ry — M; er pa. Siden
diagrammet er kommutativt har vi at fr = 1, fo = fo. Sasiden fr er
pa, ma ogsa fo vaere pa siden 1y, er en isomorfi. Vi har dermed at f er
pa generatormengden {mq,--- ,my} av M, som vil si at f: R[j] — M
er pa.

. Skal na i tillegg anta at f er en isomorfi, og vise at dette medfgrer at
Ker f C JR. Bruker det vi har funnet sa langt til a sette opp folgende
diagram:

0——Ker f R[j] M
L
Rolj] —— M;

Skal na velge et vilkarlig element i Ker f og bruke diagrammet vi
akkurat har satt opp, til a se at elementet ligger i JR.

Siden vi antar at f er en isomorfi har vi at Ry[j] & M,. Lar z € R][j]
og f(z) =0, da har vi per definisjon valgt et vilkarlig element i Ker f.
Ser pa x som et gradert element. Far da at x =rg+ry +1ro+---, der
ro € Ry ligger i grad j, m1 € Ry ligger i grad j+1 og sa videre. Nar vi da
anvender funksjonen f pa x far vi at f(z) = f(ro)+ f(r1)+ f(re)+---
og vi vet av konstruksjonen av f i punkt 1, at da er f(rg) € M;,
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f(r1) € Mj41 og sa videre. Ser da at dersom f(x) = 0, medfgrer
det at f(rg) = 0. Men f er en utvidelse av f, og f: Ry — M; gir
at f(ro) = f(ro). Siden f er en isomorfi har vi derfor at dersom
f(ro) = 0 s& m& rg = 0. S& vart element x € Ker f blir derfor pa
formen x =1y + 19+ ---, der r; € Ry, 1o € R og sa videre som over.
Detvilsiat z € Ry & Ry @ --- = JR. Og vi har nettopp det vi gnsket
a finne, at Ker f C JR.

4. Skal na vise at dersom M er generert i grad j, sa eksisterer et projektivt
dekke f: P — M, der P er en endeliggenerert gradert projektiv A-
modul generert i grad j og f er en grad 0-avbildning.

Vet fra antakelsen at Ag er semisimpel, noe som medfgrer at alle Ag-
moduler er projektive [Rot79]. Siden M; kun bestar av elementer i
én grad, kan vi se pa M; som en Ag-modul. Som her vil si at M;
er en projektiv Ag-modul. Onsker a bruke A ®5, M; som var P. Vet
at A ®a, M; er projektiv hvis og bare hvis Homp (A ®@p, M;, —) er
eksakt. Adjungeringsisomorfien [Rot79] gir at Homp (A ®a, M;, —) =
Homy, (M;,Homy (A, —)) = Homp,(M;, —) Homp (A, —) som begge er
eksakte siden A er projektiv over seg selv og M; er en projektiv Ag-
modul. Vi har dermed at A ®,, M; er projektiv.

Skal na definere en avbildning ¢: A ®, M; — M og bruke den til a
komme frem til et projektivt dekke av M. Definerer ¢ ved

A®A0MjL>M

A@M———>\m

Starter med a se at ¢ er en A-homomorfi ved a vise at p(x + y) =
o(x) + p(y) og at p(Ax) = Ap(x). Har at elementene i A ®a, M;
er pa formen 2221 Ai @ my, der \; € A og m; € Mj. Lar x =
i @my) ogy = i (N, @ ml) der r,s < t. Har da at
pr+y) =i (Ni@me) + 325 (Aem)) = ol @mi+- -+ A ®
my+ N, @m) +- -+ XN, @mg) = Ami+- - Aemyp + N my -+ Noml, =
o(x) + ¢(y). Ser sa pa ¢(Ax) og sjekker at den er lik Ap(z). Har
at Az = Y AN ®@ my) = D (AN ® m;), sa vi kan derfor anvende ¢
pa (Az). Far at o(Az) = (A 11 (A @ my)) = (3 AN @ my)) =
e(o(AN @ my)) = MArmy + -+ 4 Army ) = Ap(a).

Skal na se pa hva ¢ er i en enkelt grad, og slik finne en mate a justere
avbildningen var til & bli pa i grad j. Dersom vi far at avbildningen
var er pa i grad j vil hele ¢ vaere pa, siden M er generert i grad j.
(For ¢ pa i grad j vil medfgre at m = S0 \imi = (3 b, i @my).)
Grad i av A ®p, Mj er A; ®@p, M;. Lar ¢; veere ¢ i grad . Har da at
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©i(A; @y Mj) = AjM; C M, der M, ; ligger i grad i + j. Har at

A; Do Mj 2 AzM]
grad i——grad i + j
grad i +1+——grad i +j + 1

Ser at A; ®p, M; ma flyttes j grader, da far vi at (A ®a, Mj)[J] LM
sender grad ¢ pa grad ¢ for alle 7, og vi har dermed en grad 0-avbildning
@. Tgrad j far vi at (Ag @, M;)[j] 2> M;. Siden Ag @5, M; = M; fra
definisjonen av tensorprodukt har vi at ¢ er pa i grad j. Vi lar denne
@ veere var f og (Ao ®a, M;)[j] veere var P, der f: P — M er det
projektive dekket vi sgker.

Skal sa vise at ¢ er en essensiell epimorfi. Lar X veere en gradert modul

og ¥ veere en grad O-avbildning slik at X YA ®ng M; %, M. Anta
at @1 er pa. Onsker a vise at da er 1 pa. Lar v; veere 1) restringert

til X, da har vi i grad j fglgende: X; ¢—J> Ao ®@p, M; LN M;. Ser at
her blir ¢[a,@,,0; en isomorfi fra definisjonen av tensorprodukt. Vet
dermed at da ma ; veere pa, siden 1); sammensatt med en isomorfi
er pa. Trenger na a vise at A ®, M; er generert i grad j, for da vil vi
ha at hele ¢ er pa nar v; er pa. Hva er en generator for A ®,, M;?
Kaller generatorsettet til M; for {xq,--- ,2;}. Lar m = Zle Aix;, der
Ni€Apogme M. Fardaat \@m =A@ (X, hizi) = S (A®
i) = S0 (@) = S (AN 1A®z;) = Soi_; Ai(1a®x;). Siden
1o € Ag har vi at {1 ®xi}§:1 genererer A ®x, M;. Altsa er A®@p, M;
generert i grad j, sd ¥ er pa, som igjen medfgrer at ¢ er en essensiell
epimorfi. Siden M er endeliggenerert ser vi ogsa av generatorsettet til
P at ogsa P ma veere endeliggenerert.

Dermed har vi vist at for M generert i grad j eksisterer et projektivt
dekke f: P — M, der P = A ®5, M; er generert i grad j.

. Skal na vise at M har et gradert projektivt dekke. Vi har at M

er en endeliggenerert gradert A-modul, sa vi har at det eksisterer
{mq,---,my,} homogene elementer i M, det vil si m; € M,,,Vi =
1,--- ,n, som genererer M som A-modul. Kan anta at ry <ro < --- <

)

Tn. Sa My, = (M/JM),,. Har fra Punkt 4 at M,, har et projektivt
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dekke; ¢, : A®p, My, — M,,. Siden A®x, M, er projektiv har vi at:

A ®A0 .7\47~1
Ag,,
e
L
M MT1 0

Her er ¢,, en grad 0-avbildning per definisjon av projektivt dekke og
avbildningen fra M til M, er en naturlig avbildning og dermed ogsa
en grad 0-avbildning. Vi kan derfor fra Lemma 1.2.7 pa side 3 velge ¢y,
som en grad 0-avbildning. Sa vi forsgker oss med @,, : A@p, M, — M
som projektivt dekke for hele M. Dersom Coker ¢,, = 0 har vi funnet
vart projektive dekke, dersom Coker ¢,, # 0 ma vi jobbe litt mer. Vi
ser pa den eksakte sekvensen

OHIm(ﬁrlgM >]\4/11’11@7‘1 0

Vi skriver M/Im @,, = N. Har da at N er en endeliggenerert gradert
A-modul, sa det eksisterer {ny,--- ,n:} homogene elementer i N, det
vil si n; € Ng,,Vi = 1,---,t, som genererer N som A-modul. Kan
anta at s1 < sp < -0 < s < 1y, der sy oer forste r; slik at
ry =1re = --- = rj_1 < rj. Viskal na se litt neermer pa Ng,. Vi
har at N = M/Im @,,, der Im@p,, = A- M, C M. Viser pa A-M,, i
de ulike gradene og antar at r; + j = s1.

i grad ry: M,
igradry +1: Ay M, = My +1
i grad ri + 2: Ao M, = M, 42
igradr+j—1: ANjiM,, =My 4+j1
tgrad sy =11 +7j: A M, C My 4

Sa vi har at M/Im@,, = (My, & My 41 @ - & My 4j—1 D My, 1 B
v @ M)/ (Myy @ M1 @ 0 © Myyyjo1 @ AjMyy © NjaMy, @
Ny My)) = (Myy4j)/(AjM,,) @ --- = N. Sa vi har at N, =
(My,45)/(AjM,, ). Ser litt neermere pa (M/JM)s,. Ser forst at
(M/JM) = (My, @ M40 @ -+ & Myyyjo1 @ Myyy; @ ---)/((0) @
Aerl D (AQMTI + Aer1+1) DD MrlJrj,l D Ath D ), der vi
har at AyM,, = M, 11, (A2M,, + A1 M, 4+1) = M, 12 og sa videre,
og (JM)r+j = NjMry + AjaMyyp1 + -+ MMy 11 = NjMy, +
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AjAle 4+ 4 Aerl = Aerl' Sa (M/JM)sl = rl—l—j/(Aerl) =
N, og vi har vist at Ny, = (M/JM)s,.

Fra Punkt 4 har vi at N, har et projektivt deklie Vst A®p, Ngy —
N, , som pa samme mate som ¢,, kan lgftes til 15, : A ®p, Ng, — N.
Som igjen kan lgftes til M, slik at vi har:

A®n N,

Fp - -
r e
e

M N 0

der vi i igjen har fra Lemma 1.2.7 pa side 3 at 1 kan velges som en
grad O-avbildning. Dersom Coker ¢5, = 0 er vi forlgpig forngyd.

Hvis Coker s, # 0 ser vi pa

A, ®Ao ]\fs1

S _
L V/?prr . wsl

0——Imy,© M N=(M/Img,)——0

(M/Im @y, )/ Im 1581

Ser litt nsermere pa (M/ Im @,, )/ Im 1), . Har at Im ¢s, = Im v/ Im @,
siden diagrammet kommuterer. Har videre at Im/Im @,, = (Im +
Im@,,)/Ime,,, siden vi alltid kan legge til 0. Har dermed at
(M/Tm @)/ Ty, = (M/Tm@)/(Ime + In,,)/ Tm@y,) =
M/(Imvy + Im @,,). Tar na a definerer M/(Im¢ + Im@,,) = N/,
og gjentar som for N og fortsetter slik. Siden M er endeliggenerert
vil dette til slutt stoppe opp og vi har en endelig sum M/JM =
som vi for ordens skyld dgper om til X1 @& Xo @ - - - P X; for en endelig
I € N. Tar den direkte summen av alle dekkene @!_,(A @5, X;)
og dekker M/JM med denne. Vi vet at @_,(A @, X;) er en
endeliggenerert gradert projektiv. A-modul, siden den er en direkte
sum av endeliggenererte graderte projektive A-moduler og den direkte
summen av projektive moduler er projektiv. Vi skal na a vise at det
eksisterer en f slik at f: @le(A ®A, Xi) — M er et projektivt dekke
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av M. Vi har at

Dioy (A ®a, Xi)
af if

ME— T MM 0

Siden f er en direkte sum av grad O-avbildninger, er f selv en grad
0-avbildning, og 7 er en naturlig avbildnig og er dermed av grad
0. Vi kan derfor velge f som en grad O-avbildnig fra Lemma 1.2.7
pa side 3. Skal fgrst vise at f er pa. Har at for en m € M sa er
m+JM = f(z) = nf(x) = f(z) + JM for en = € @'_, (A ®r, Xi).
Altsa er m — f(x) € JM. Har at m — f(z) + Im f = m + Im f, sa
M/Im f = J(M/Im f). Har at M/Im f er endeliggenerert gradert
A-modul sa dermed gir den graderte versjonen av Nakayama Lemma,
Lemma 1.2.8 pa side 4, at M/Im f = 0, som vil si at Im f = M, som
igjen vil si at f er pa.

Skal na vise at Ker f C J(@!_, (A @, Xi)). At @I (A@p, Xi) = M
er et projektivt dekke ser vi fra felgende diagram:

! /

@é:l(A ®Ao XZ) M 0

- ]

D1 (A @n, Xi)/ By (JA@p, Xi) =M/ IM

Ker f

Eksakthet gir at ff’ = 0, sa dermed blir ogsa af’ = 0, siden bf f' = af’.
Dermed har vi at Ker f € @_,(JA @, Xi) = J(@'_,(A @4, X3)),
og vi har at f: @ézl(A ®n, Xi) — M er et projektivt dekke av M.

6. Vi har fglgende diagram

0
Ker f

P f 0
g
Kerg
0
der f: P — M er et gradert projektivt dekke, ) er en endeliggenerert

gradert projektiv A-modul og ¢ er en grad 0-homomorfi der Kerg C
J@Q. Skal na vise at det eksisterer en isomorfi h: P — @ slik at
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gh = f for to definisjoner av projektivt dekke. Der Definisjon 1 er
at f: P — M er et gradert projektivt dekke av M dersom P er en
endeliggenerert gradert projektiv A-modul, f en grad 0-avbildning og
Ker f C JP. Definisjon 2 er at f: P — M er et gradert projektivt
dekke av M dersom P er en endeliggenerert gradert projektiv A-modul,
f er bade en grad 0-avbildning og en essensiell epimorfi. Ved & vise
dette for Definisjon 1 far vi at alle projektive dekker er unike opp til
isomorfi, og ved & vise det for Definisjon 2 far vi at de to definsjonene
for projektive dekker er ekvivalente. Dermed vil vi senere i oppgaven
ha mulighet til & benytte de to definisjonene om hverandre.

Viser forst at vi har en isomorfi h: P — @ slik at gh = f nar vi bruker
Definisjon 1. Siden P er projektiv, M og @ er A-moduler og g er pa,
fglger det fra definisjonen av en projektiv modul at 3h: P — @ slik at
f = gh. Likedan gir @) projektiv, f pa og at P og M er A-moduler at
Jn': Q — P slik at g = fh'. Fra Lemma 1.2.7 pa side 3 vet vi ogsa at
h og I/ kan velges som grad 0-homomorfier.

0

Ker f

P f 0

' ah\‘ M —

Loy 9

Qy /’ \ .
Ker g

0

Har at f = gh og g = fh' som medforer at f = fh'h. Skal na
forst vise at h’h er en isomorfi, som medfgrer at h er en-til-en og
h' er pa. Ser at f = fh'h vil si at f(1p — h'h) = 0, og vi har at
Im(1p — h'h) C Ker f C JP. At Ker f C JP fglger av var Definisjon
1 av et projektivt dekke. Vi gnsker a anvende en gradert versjon av
Nakayama Lemma, Lemma 1.2.8 pa side 4, som her gir at dersom
J(P/Tmhh) = P/Imh'h,saer P/Tmh'h = (0). Vi velger en p € P og
anvender avbildningen (1p —h’h) pa denne, far da at p—h'h(p) € JP.
Har dermed at p — h'h(p) = x, der x er et element i JP. Dette gir at
p+Imh'h = x+Imh'h € JP + Imh'h. Siden dette gjelder for alle
p € Pharviat P/Imh'h = J(P/Imh'h) og den graderte versjonen av
Nakayama Lemma gir da at P/Imh’h = (0) og vi har at P = Imh'h,
altsa er h'h pa.

Skal na vise at h'h ogsa er en-til-en. Vi vet at h'h er en grad 0-morfisme
siden den er satt sammen av to grad 0-morfismer. Vi vet derfor at vi
har folgende i grad i:

(Wh)]s: P, —= P
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Siden alle moduler er faktor av en fri og P er endeliggenerert, sa In € N
slik at A" — P — 0. Saigrad ¢ har viat AT — P; — 0ogdimy A; < o0.
Dermed har vi at ogsa dimg P; < co. Og vi har at (h'h)|;: P, — P,
er en isomorfi. Siden dette gjelder for alle ¢, kan vi konkludere med at
h'h, er en isomorfi. Dermed vet vi at h er en-til-en.

Skal na vise at h ogsa er pa, ved a vise at hh' er pa. Siden f = gh
og g = fK, sa er g = ghh/, som vil si at g(1g — hh') = 0, sa
Im(lg — hh') € Kerg C JQ. At Kerg C JQ har vi fra antagelsen.
Ved samme fremgangsmate som for h'h far vi at siden vi for enhver
¢ € Q kan anvende (1g — hh') pa denne og fa at ¢ — hh'(q) = =z,
x € JQ,saer g+ Imhh' = 2+ Imhh' € JQ + Imhh'. Siden dette
gjelder for alle ¢ € Q har viat Q/Im hh/ = JQ/Im hh', og den graderte
versjonen av Nakayama Lemma gir da at @/ Imhh’ = 0 som vil si at
Q = Imhh'. Altsa er hh' pa, som vil si at h er pa. Og dermed har vi
vist at h: P — @ er bade en-til-en og pa, altsa en isomorfi.

Skal na gjenta beviset, men ved a bruke Definisjon 2 av at f: P — M
er et gradert projektivt dekke av M. Altsa at P er en endeliggenerert
gradert projektiv A-modul og at f er bade en grad 0-avbildning og en
essensiell epimorfi.

Ser at det eneste stedet vi har benyttet at Ker f C JP er for & vise
at h'h er pa, sa det er denne delen som ma lgses annerledes. Vi har
at fh' = g og vi vet at g er pa fra antagelsen. Siden f er en essensiell
epimorfi vet vi at da ma ogsa h’ veere pa. At h er pa er allerede vist,
sa dermed ma ogsa sammensetningen h'h veere pa og vi er fremme.

7. Vi skal na starte med fglgende korteksakte folge

av endeliggenererte graderte moduler, alle generert i grad j og vise
at det da eksisterer endeliggenererte graderte projektive moduler P,
Q@ og R slik at fglgende diagram av graderte moduler og avbildninger
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kommuterer:

0 0 0
0 K L M 0
0 P Q R 0
f g h
o B
0 A B C 0
0 0 0

der f,g og h er graderte projektive dekker.

Har fra Punkt 4 at A og C har projektive dekker, kall dem f: P — A
og h: R — C, der P og R er generert i grad j og f og h er grad
0-homomorfier. Far da folgende diagram ved & skrive inn kjernene til
de to avbildningene:

0 0
Ker f Ker h
P R
! h
o 8
0 A B C 0
0 0

Hesteskolemmaet [Rot79] gir at det eksisterer en projektiv opplgsning
@ av B som gir en eksakt sekvens av kjedekomplekser, og dermed har
vi en eksakt sekvens av graderte moduler: 0 — P — @ — R — 0.
Skriver inn dette sammen med kjernen til g og kokjernene til f, g og
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h. Far folgende:

0 0 0
Ker f Kerg Kerh
0 P Q R 0
f 9 h
a B
0 A B C 0
Coker f =0 Coker g Cokerh =0

Anvender Slangelemmaet [Rot79]

0 0 0
Ker f Kerg Kerh
/
0 P Q R 0
! 9 h
a B
0 A B C 0

P Coker f = 0 —— Coker g —— Coker h = 0

der eksakthet gir folgende diagram:

0 0 0
0——=Ker f Kerg Kerh 0
0 P Q R 0

! 9 h
a B
0 A B C 0
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At avbildningen fra Ker f til Kerg er en til en kommer ogsa fra
Slangelemmeaet siden avbildningen fra P til @ er en til en.

Da gjenstar det kun a vise at g: Q — B er et projektivt dekke. Prgver
med ) = P @ R, har da at @ vil vaere en endeliggenerert gradert
projektiv. A-modul siden den er en direkte sum av to slike. Siden R er
projektiv fglger det av definisjonen av projektiv at det eksisterer en
avbildning k slik at h = (k. Siden h og 8 begge er grad 0-avbildninger
vet vi fra Lemma 1.2.7 pa side 3 at vi kan velge k& som en grad 0-
avbildning. Vi anvender dette til & lage fglgende avbildninger slik at
diagrammet vart kommuterer for Q = P & R.

0 0 0
0——Ker f Kerg Kerh —=0
1p
01
0 P (O>P iy 0
T O I
a £ B
0 A B C 0
0 0 0

der (af k) = g. Trenger a vise at Ker(af k) C J(P @ R) for a fa at
(af k): P® R — B er et projektivt dekke.

Velger (?) € Ker(af k) og ser pa hvordan denne avbildes i
diagrammet.

(01R)
)=

r
Jn
ﬂO

——

(
(af k)

O3

Har at h(r) = 0 siden diagrammet kommuterer. Har dermed at
r € Kerh C JR. At Kerh C JR er per definisjon, da h: R — C
er et projektivt dekke.

Gjenstar na a vise at p € JP. Ser pa (2).

—

()

0
T

g(0) -~

h

OSO=<—=
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Ser at g(9) € Ker 8. Har at Ker 8 = Im « siden sekvensen er eksakt,
sa vi kan trekke g(?) tilbake til et element a € A. Siden f: P — A er
pa finnes p’ € P slik at f(p') = a. Far folgende:

(01gr)
s

P ()L
|

F() = art— g(0)

h

O=<=—=

Anvender funksjonen (163): P — P& R pap € P og far elementet
(%’). Anvender videre ¢ = (af k): P® R — B pa (p') og far

o(7) e B. ’
, ('¢) / o, (01r)
P (7) (7)F——r
19 |
f g(%/) g k h
) = ar— = afa) —— g(2) 0

Der g(%’) = a(a) kommer av at den venstre delen av diagrammet
kommuterer. Legger merke til at denne likheten sammen med a(a) =
g9(9) girat g(7) = g(2). Serat g((2)— (%)) = g(2)—g(¥ ) = 0. Som
medferer at [(2) — (%’ )] € Kerg. Har fra tidligere at (2) € Kerg, s
dermed vet vi at (73)—[(9)—(%’)] € Ker g. Det vil si ({f)—(?)-i—(%) =
(pJgp/) € Kerg. Har dermed at a(f(p + p')) = 0, siden diagrammet
over gir at af tilsvarer g( 15’) som her tilsvarer g. Siden « er en-til-en
medfgrer o f(p+p')) =0at f(p+p') = 0, som vil si at (p+p') € Ker f.
Sa siden f: P — A er et projektivt dekke har vi at (p+p') € JP siden
Ker f C JP per definisjon av et projektivt dekke. Vi har tidligere sett
at r € JR, dette medfgrer at k(r) C JB. Ser av diagrammet over at
dette medforer at a € JA. Sa a = ), tia;, der t; € J og a; € A.
Siden f er pa har vi at Jp; slik at f(p;) = a;. Sa p’ kan velges slik
at p = >, qtipi € JP, der f(p') = a. Sa vi kan velge en p’ € JP
slik at f(p') = a. Har na at p’ € JP og vi har at (p+p’) € JP, som
tilsammen gir at p € JP. Vi har dermed at (£) € J(P @& R).

Husker at vi startet med a velge et vilkarlig element (2) € Ker(af k).
Vi har na vist at (?) € J(P @ R). Dermed har vi at Kerg € J(P® R)
og vi har at g: P ® R — B er et projektivt dekke av B.

O
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Kapittel 2

Nar A er Koszul

I dette kapittelet skal vi vise at nar A er Koszul, sa er A kvadratisk. Fgrst vil
vi se en del pa projektive opplgsninger for a definere begrepene som blir brukt
i definisjonen av en Koszul-algebra. Vi vil ogsa bevise noen proposisjoner som
angar projektive opplgsninger, til bruk i beviset av at en Koszul-algebra er
kvadratisk. Vi vil s& definere hva det vil si at A er Koszul og se litt neermere
pa dette, fgr vi i siste seksjon beviser at nar A er Koszul, sa er A kvadratisk.

2.1 Projektive opplgsninger
Folgende definisjoner og proposisjoner angaende projektive opplgsninger vil
bli brukt bade i definisjonen av Koszul og nar vi senere i dette kapittelet

skal bevise at Koszul-algebraer er kvadratiske.

Definisjon 2.1.1. En projektiv opplgsning er minimal dersom den er satt
sammen av projektive dekker. Det vil si at vi har

SN A

er fi er fo

., \0

slik at fo: Py — M, do: P1 — Ker fy og di: P, — Ker fi og sa videre alle
er projektive dekker.

fo

A
A

Definisjon 2.1.2. La M vere en gradert A-modul. Da er M en lineer

21
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A-modul hvis 3 en eksakt sekvens

fo

2

M 0

P : P
2 1

0 0
der P; er en endeliggenerert gradert projektiv A-modul generert i grad i og

fi en A-homomorfi av grad 0. Vi kaller en slik sekvens for en lineer gradert
projektiv opplgsning av M.

P, J: f
K K
0

MERK. Observerer at dersom en gradert A-modul M er linesr, sa er ogsa
alle syzygyer linesere dersom de blir skiftet til & veere generert i grad 0.

Proposisjon 2.1.3. En lineer gradert projektiv opplgsning er minimal.

Bevis. Ser pa fglgende linesere graderte projektive opplgsning:

Py M 0

/

X1

/

0

der Py er generert i grad 0 og X7 er generert i grad 1. Siden P er generert
i grad 0 har vi at (Fp)>1 = JFPy. Dermed vet vi at X; C JFP, som er
definisjonen pa et projektivt dekke. Ta X [—1] = M og fortsett. O

Skal na presentere et generelt resultat om projektive opplgsninger.

Proposisjon 2.1.4. En minimal projektiv opplgsning av en modul M er en
direkte summand i alle andre projektive opplgsninger av M.

Bevis. Vi lar 0 — Ker f 4 p L M — 0 vare starten av den minimale

projektive opplgsningen av M og lar 0 — Kerg LA QL M — 0 vaere starten
pa en vilkarlig projektiv opplgsning av M. Da kan vi lage fglgende diagram:

f

0—> Ker f -2 M 0

P

ls
0—>Kerg2—>Q—1> M v0

lt

p f

0—Ker f -2 M 0
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Der vi vet at s eksisterer siden P er projektiv og g er pa, mens t eksisterer
siden @ er projektiv og f er pa. Ser av diagrammet at f = fts, og kan helt
ekvivalent med fgrste del av beviset av Punkt 6 pa side 5 vise at dermed er
ts en isomorfi. Vi definerer ¢ =: ts og merker oss at siden ¢ er en isomorfi
sa eksisterer det ogsa en ¢~ !. Ser at Ims + Kert C . Siden ts er en
isomorfi ma Ims = P. Lar ¢ € Q vere et vilkarlig element. Kan da skrive
q = s 't(q) + q — s¢~'t(q). Har at sp~'t(q) € Ims, sa gnsker & vise at
(¢ — sp~1t(q)) € Kert. Anvender t pa (¢ — s~ 't(q)) og haper pa & fa null.
Far t(q) — tse~'t(q) = t(q) — pp~tt(q) = t(q) — t(q) = 0 og vi vet dermed
at Im s + Kert = ). Skal na vise at snittet av Im s og Kert er null, slik at
vi far at @ er en direkte sum av disse. Lar ¢ € (ImsNKert). Siden ¢ € Im s
ma ¢ = s(p) for en p € P. At ¢ € Kert gir at 0 = t(q) = ts(p), siden ts
er en isomorfi ma da p = 0 som igjen medfgrer at ¢ = 0. Dermed har vi at
Q=Ims®dKert= P PKert.

Skal na vise at ogsa resten av den minimale projektive opplgsningen av
M er en direkte summand i den vilkarlige projektive opplgsningen av M.

Ser at vi na kan skrive 0 — Kerg LA QL M — 0som

sd 0
- ms 0
0——=Kerfo® Kert(g Ims & Ker't (ol ) M 0

Lar fortsettelsen av den minimale projektive opplgsningen av M veere

Pl =P EN M — 0, og lar fortsettelsen pa den projektive opplgsningen
av Q vaere --- Q' — Q 9, M — 0. Ser at da vil det minimale projektive
dekket av Ker f @ Kert vaere P’ @ Kert, da P’ er det projektive dekket av
Ker f og Kert er en direkte summand av en projektiv og dermed selv er
projektiv. Setter opp diagrammet

0—>Kerf’—>P’@Kert—f>Kerf@Kert—>0

iS,
/

0 —— Ker ¢/ Q' g Ker f @ Kert —— 20

it/
!/

OHKerf’HP’@Kert*f>Kerf@Kert*>0

Hvor vi vet at avbildningen s’ eksisterer siden P’ @ Kert er projektiv og ¢’
er pa og at t’ eksisterer siden @’ er projektiv og f’ er pa. Og vi kan vise at
Q' = P'®Kert@® R, for en projektiv modul R pa akkurat samme mate som
for Q = P & Kert. Og slik vil dette fortsette. O

2.2 At A er Koszul

Vi skal na definere hva det vil si at A er Koszul og ogsa se litt nsermere pa
dette.
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Definisjon 2.2.1. Visier at A er Koszul hvis alle graderte simple A-moduler
generert i grad 0 er linesere.

Vi skal na vise at siden vi ser pa A som en gradert modul, A = €, As,
sa er grad O-delen av A, Ag, summen av alle de graderte simple modulene,
opp til skift. Vi lar S veere en gradert simpel venstre A-modul. Vi har at
A>1 er et ideal som er inneholdt i A. Vi ser sa pa A>1S som er en gradert
undermodul av S, siden IM ={)"_ ,a;m; | a; € I,m; € M} C M er en
gradert undermodul for enhver gradert A-modul M og ethvert gradert ideal
I'iA. Siden S er simpel ma A>1.S = (0) eller S. Sa vi sjekker om det er
mulig at A>1.S = S. Vi velger en vilkarlig z € S, der x er homogen av grad
t og ulik null. Vi ser sa pa Az som er en gradert undermodul av S. Vi har at
Az = {Ax | A € A}. Sa vi har at var x er et ikke-null element i Az. Sa siden
Az # 0 ma Az = S. Vi har dermed at Ax =S =A>, S = A, (Az) = Asqz.
Vi er dermed kommet til en motsigelse siden 1 -2 € Ax er av grad ¢, mens
graden til alle homogene elementer i A>;2 er minst ¢ 4+ 1. Vi har dermed
at hvis S er en simpel A-modul, sa er A>1.S = (0). Vet at fglgende gjelder
generelt: dersom R er en ring, M en venstre R-modul, I C R er et ideal og
I-M = (0), sa er M en venstre R/I-modul. Dermed har vi at S er en modul
over A/A>; = Ag = k™. Vi har dermed at S = Age; for en i.

Dermed kan vi bruke fglgende definisjon av at A er Koszul.

Definisjon 2.2.2. Vi har at A er Koszul dersom Ay har en lineser gradert
projektiv oppldsning.

~Y

MERK. I denne oppgaven oppfatter vi Ag som en A-modul via Ay =
A/A>q. Vi ser ogsa Ap som en ring pa denne maten.

2.3 Koszul-algebraer er kvadratiske

Vi skal na vise at alle Koszul-algebraer er kvadratiske, men aller fgrst definere
hva kvadratisk betyr.

Definisjon 2.3.1. La A = kI'/I. Der k er en kropp og I' et quiver. Hvis
I er et ideal generert av elementer i grad 2, sier vi at I er kvadratisk og A
kalles for en kvadratisk algebra.

Teorem 2.3.2. Lar A = kI'/I der k er en kropp, T er et quiver og I er et
ideal med I C J?, der J er idealet generert av pilene. Har da at dersom A er
Koszul, sa er A kvadratisk. Det vil si at I er generert av elementer av grad
2.

Bevis. Vi starter altsa med en vilkarlig Koszul algebra A = kI'/I og skal
komme frem til at I er generert av veier av lengde 2. Siden A er Koszul
vet vi at grad 0 delen av A, Ay, har en lineser gradert projektiv opplgsning.
Her vil andre syzygy veere generert i grad 2. Sa vi skal finne en minimal
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gradert projektiv opplgsning av Ay og se pa hva andre syzygy i opplgsning
kan fortelle oss om I. Bruker derfor at A = kI'/I og at Ag = kI'/J for a
lettere kunne se hva andre syzygy sier om I.

En generell mate & finne en projektiv opplgsning pa er a bruke at
alle moduler er en faktor av en fri og at fri medfgrer projektiv. Vet fra
Proposisjon 2.1.4 pa side 22 at vi har en minimal projektiv opplgsning som
en direkte summand i enhver projektiv opplgsning. Og siden lineser medfgrer
minimal, er dette et godt sted a begynne. Har at A = kI'/I er projektiv,
siden A alltid er projektiv over seg selv. Starten pa en projektiv opplgsning

av kI'/J er

5 0y) QEELI g

e

J/1

/!

0

Vi har at I C J? C J, sa I C J, og det er klart at fy er en
pa avbildning. Ser lett at kjernen av denne avbildningen blir J/I.Siden
dette skal veere en minimal projektiv gradert opplgsning trenger vi ogsa
at Ker f C JkI'/I, se Definisjon 1.2.6 pa side 3. Har at J(kI'/I) = JkI'/I =
(JKI + I)/I = (J + I)/I = J/I. Har dermed at Ker f = JkI'/I som
tilfredsstiller Ker f C JkI'/I. Ser at fy er en grad 0O-avbildning siden kI'/I
er generert i grad 0 og kI'/J kun bestar av elementer i grad 0, sa alt som er
av grad > 1 € kI'/I blir sendt pa 01 kI'/J.

Onsker a forsette den projektive opplgsningen av Ay = kI'/J pa felgende
mate:

JIIjg——2 kT /I — kD] ——>0

N

1/1J J/1
0/ o/ \0

der g er den naturlige avbildningen. Skal na vise at dette er en projektiv
opplgsning av kI'/J, ved a vise at 0 — [/IJ — J/IJ — J/I — 0 er eksakt
og at J/IJ er projektiv. Skal videre vise at g: J/IJ — J/I er et projektivt
dekke, sann at var opplgsning fortsetter a veere minimal.

Siden I er et ideal har vi at IJ C [I. Vi far derfor en pa avbildning
g: J/IJ — J/I. Sa nar vi dekker J/I med J/IJ vil vi fa kjernen I/1.J.
Dermed vet vi at sekvensen 0 — I/IJ — J/IJ — J/I — 0 er eksakt.

fi
g
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For a vise at J/IJ er projektiv skal vi bruke at J/IJ = kI'/I Qi J,
og vise at kI'/I ®,r J er projektiv ved & vise at Homy (k['/I @i J, —) er
eksakt. Starter med a vise hvorfor J/IJ og kI'/I ®jr J er isomorfe. Ser pa

den eksakte fplgen: [ Lok — kT'/I — 0, der kI'/I = Coker f. Anvender
den kovariante hgyreekesakte funktoren — Q. J og far den eksakte fglgen:

0: I @pr J —T kT @pp J —2 kT /T @40 J ——> 0

Anvender at kI @y J = J og far fglgende kommutative diagram:

[ J —L= kD @pr T — 2 kT /T @4 J —— 0

o

J J ET/I @k J —0

Lar ¢ € I og j € J. Ser at da vil disse avbildes i diagrammet over pa
fglgende mate:
1 Qpr J—1 Q)1 J

lz
ijelJ

Ser at Im f = IJ, sa siden 7 er en eksakt fplge gir at Im f = Kerg =
Ker ¢/, har vi at Kerg’ = I.J. Ser dermed at det finnes en pa avbildning ¢’
fra J til kI'/I ®gr J og at kjernen til denne avbildningen er I.J. Som gir oss
det vi skulle vise, at J/IJ = kI'/I ®yp J.

Vet at Hom(P, —) er eksakt hvis og bare hvis P er projektiv. Trenger
derfor bare a vise at Homp (kI'/I ®kr J,—), hvor vi ser pa kI'/I Qi J
som en venstre A-modul, er eksakt. Har at Homp(k['/I Qi J,—) =
Homyp(J, Homp(kI'/1,—)) = Homyp(J,Homa(A,—)) = Homyp(J,—) -
Homp (A, —). Vet at A er projektiv som A-modul over seg selv og J er en
projektiv kI'-modul fordi J er en undermodul av kI" og kI" er herediteer. Vet
derfor at Homyr(J, —) - Homp (A, —) er eksakt, sa dermed er kI'/T Qip J =
J/I1J projektiv.

For a vise at g: J/IJ — J/I er et projektivt dekke trenger vi ogsa a vise
at Kerg C J?/IJ. Vi har at Kerg = I/I.J, sa vi ma kontrollere at I/IJ er
inneholdt i J(J/IJ) = J?/IJ. Vart utgangspunkt er at I C J?, og dermed
har vi at I/IJ C J?/IJ = J(J/1J). Og vi har at de forste leddene av en
minimal projektiv opplgsning av kI'/J = Ag er som folger:

J/1J [ L oy
7
1/1J T J/I/
o/ \o

0
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der alle avbildniger er grad 0-avbildninger. Har allerede vist at fj er en grad
0-avbildning. Har at alle de andre avbildningene er grad 0-avbildninger da
de er naturlige avbildninger, eller satt sammen av to naturlige avbildninger,
som J/IJ til kI'/1.

Var antakelse er at A er Koszul, sa dermed ma andre syzygy, I/I.J,
veere generert i grad 2. Vi skal na bruke dette til a vise at da er ogsa [
generert i grad 2, altsa at I er et kvadratisk ideal. Starter med & se litt
naermere pa [/IJ. Har at [ = Io @ I3 ® I, & -+, der I er elementene
i grad 2, I3 er elementene i grad 3 og sa videre. Ser at [IJ ikke har
noen elementer som ligger i grad 2. Vi deler opp IJ pa folgende mate:
IJ =060 1LJ & (IQJQ + Ing) D (I4J1 + IsJo + Ing) @ ---. Her er IoJq
delen av IJ som ligger i grad 3, IsJo + I3J; er delen av IJ som ligger i
grad 4 og sa videre. Vi bruker dette til a se pa I/IJ pa fglgende mate:
I/IJ =1, Ig/IQJ1 D I4/(IQJ2 + Ing) @®---. Var utfordring blir na a vise
at elementer i de ulike gradene av I alle er generert i grad 2. Starter med a
vise at dette stemmer for elementer i I3 og i I4, for deretter a ved induksjon
se at dette ogsa stemmer for elementer i de gvrige gradene.

Velger et vilkarlig element 2 € I3. Vi gnsker & vise at = er generert av
I, som her vil si at © € JjIs + I3 Jy. Vi ser pa restklassen til = i I/1J.
Siden z er av grad 3 vil restklassen til x i I/IJ ligge i I3/IsJ;. Definerer
restklassen som folger: z =: x + IJ = x + I»J;. Siden I/IJ er generert i
grad 2 vet vi ogsa at & € I/IJ er generert i grad 2. Skriver generatorsettet
til Iy som {o1,---,0:}. Kan da skrive T som T = Zle ji(oi + IaJ1), der
ji € Jy. Far videre at & = 25:1(33"%' + Ile) = (Zlejlaz) + Iy J1. Malet
vart er & fa at x € J1Iy + Iy J;. Har na at 2221 jio; generer den delen av x
som er inneholdt i Jilo. Sa vi ser pa z — 25:1 jio; og haper a fa at denne
differansen ligger i I»J;. Har na at z = Zle j3i0i + IoJy = x + IJ. Vet at
a+ 1J =0b+ IJ hvis og bare hvis (a — b) € I.J gjelder generelt, sa dermed
har vi at = — Zle jioi € IsJ1. Dermed har vi funnet det vi gnsket, nemlig
at dersom vi ser pa en vilkarlig x € I3, sa er x et element i JyIs 4+ IsJq, det
vil si generert av Io.

Velger et vilkarlig element = € Iy. A vise at z er generert av I vil her
veere a vise at x € IsJo+13J1+J113+J215. Siden x er av grad 4 vil restklassen
tilx i I/IJ vere T =: x + [J = x + (IaJa + I3J1). Ser pa IaJs + I3J;. Har
at InJo+ I3y = (o J1 + I3)J1 = (IoJ1 + 1 Lo + I Jy) Jy = (IeJh + J112)J1 =
IQJ12 + JiloJ1 = IyJo 4+ JiloJi. Som gir at T = x + (IQJQ + J1[2J1). Ser
pa JiI3 + Jals pa tilsvarende mate og far at JiIs + Jolo = J1(I3 + J112) =
Jl(Jl + 1o+ 1 J + Jlfg) = Jl(J1]2 +IQJ1) = J12[2 + JiloJy = Jolo+ J1 1o 7.
Har dermed at det vi gnsker a vise er at x € IyJy + J1IoJ1 + Jols.

Som fgr vet vi at & € I/I.J er generert i grad 2. Vi har at z =x + [J =
x + (IoJo + JilaJh) og at I/1J i grad 4 er Iy/(IoJo + J1IoJy + Jol2). Kan
dermed skrive Z som & = x + (IyJo + J112J1) = Zle jioi + Iody + J11oJ1,
der j; € Jo. Malet vart er a fa at © € IyJo + JiloJ1 + Jols. Har na at
Zle jio; generer den delen av x som er inneholdt i Jolo. Som sist ser vi at



28 KAPITTEL 2. NAR A ER KOSZUL

differansen = — Zle jio; er inneholdt i IyJs + J1loJp fra de to likehetene
T = Zﬁzl Jioi + (IaJy + Jil2J1) og & = = + (I Jo + J11I3J1). Dermed har
vi, som vi gnsket, funnet at dersom vi ser pa en vilkarlig © € Iy, sé er x et
element i IyJy + J1IoJ1 + Jols, som vil si at x er generert av Is.

Antar at I, er generert av I». Skal na vise at da er ogsa I, generert
av Is. Vi velger et vilkarlig element x € I,y og gnsker & vise at = €
Ly 1+ I3y o + - + Iy + Jily + Jody 1 + - + Jpo1la. Vet at
I, m < n er generert i grad 2, s& denne summen kan skrives om til
S S on 0wyt Jal2dy. Har at I Jy = S0225™072 0TIy, sé
IJ i grad n 4+ 1 blir ZZ:_OQ ?:_11,s+t:n71 JsloJy og vi har at restklassen
til @i I/IJ er & =:a+1J = o+ Y0830 JoloJ;. Siden

IJ i grad n+ 1 er E;‘;é Z;é7x+y:n_1 Jolody, sa er T = x4+ IJ =

-2 -1 & -2 ¢n—2
T+ D200 2atmtstmn1 Jel2 e = 2051 Jioi + 2020 2oy 0 aty=n—2 Jal2y,
der j; € J,_1 og {01, -+ ,0:} er generatorsettet til I5. Dermed har vi at
x—3"_ jio; € ZZ:_OQ ?:_11’5,“:“71 JsIsJ;. Og vi har dermed vist at dersom
I, er generert i grad 2, sa er ogsa I,,4+1 generert i grad 2. Sa alle elementer i

alle grader av I er generert i grad 2, som vil si at I er generert i grad 2. [J



Kapittel 3

Yoneda-algebraen til en
Koszul-algebra

I dette kapittelet vil vi presentere Yoneda-algebraen til A, som vi skriver
som E(A). Og vi vil vise at dersom A er Koszul, sa medfgrer det at ogsa
E(A) er Koszul.

3.1 Yoneda-algebraen til A

I denne fgrste seksjonen vil vi se pa Yoneda-algebraen til A. Vi vil definiere
E(A) og ga kort gjennom isomorfien Ext’ (C, A) = €/(C, A), der €'(C, A) er
ekvivalensklassen til alle utvidelsene av A ved C, for a definere addisjon
og multiplikasjon i E(A) ved Baersum og sammensetning av felger. Vi
vil ogsa bevise noen proposisjoner som vi vil bruke for a bevise at E(A)
er Koszul nar A er Koszul. Her vil vi blant annet se at nar vi definerer
E(M) = @~ Ext) (M, Ag), for en lineser A-modul M, da er £(M) generert
i grad 0 som venstremodul over E(A).

Definisjon 3.1.1. Yoneda-algebraen til A er
E(A) = HOIHA(AQ, Ao) D EXt}\(Ao, Ao) D EXt%(Ao, AU) D...

Definerer addisjon og multiplikasjon ved & la + veere Baersummen, og - veere
sammensetning av fplger. Far dermed at (E(A),+, ) er en gradert ring.

Vivil se pa E(A), Yoneda-algebraen til A, der produkt er sammensetning
av fglger og sum er Baersum. Sammensetning av fglger og Baersum er
definert for fglger i e'(C,A). Vi vil derfor definere e'(C,A) og se pa
sammenhengen mellom ekstensjoner og elementer i Ext-gruppen for vi ser pa
hva Baersum og sammensetning av falger er. Men aller fgrst gar vi gjennom
en proposisjon vi vil benytte i gjennomgangen av at Ext’ (C, A) = €/(C, A).

29
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Proposisjon 3.1.2. Gitt en eksakt sekvens og en avbildning 0: Y — U slik
at vi har folgende kommutative diagram av moduler og modulavbildninger:

x4y 4.z 0

o

der 0d = 0. Da eksisterer en unik 0 slik at folgende diagram kommuterer:

Bevis. Skal vise at vi for enhver z € Z kan definere 6’ ved a bruke 6 pa et
tilhgrende element y € Y. Velger en vilkarlig z € Z. Siden d’ er pa, kan vi
uansett valg av z skrive z = d'(y) for en y € Y. Gitt at det eksisterer y og 3/
slik at d'(y) = z = d'(y'). Davil (v —y) € Kerd' medfere at (v —y) € Imd.
Siden 0d = 0 er (y —y) = 0, far vi at 6(y') — 0(y) = 0, som gir at
0(y") = 6(y). Skal na vise at 6’ er en modulavbildning. Husker at alle z € Z
kan skrives som d'(y) for en y € Y, sa vi ser forst pa at 6(y) = ¢'d'(y) gir
at A0(y) = N0'd'(y) = A0’ (d'(y)). Sammen med M\(y) = O(\y) = 0'd'(\y) =
0'(d'(N\y)) = 0'(\d'(y)), gir det at \0'(d'(y)) = €' (\d'(y)). Dette gir oss
at 0'(Az) = N0'(2). Ser at Oy + ') = 0'(d(y+v)) = ¢(d(y) + d))
og at Oy +y) = 0(y) + 0(y') = 0(d'(y)) + 0'(d(y')). Har dermed at
0'(d' (y)+d'(y')) =0'(d (y)+0'(d'(y')), som vil si at &' (z+2") = §'(2)+6'(2).
Dermed har vi at 6’ er en veldefinert og unik modul-avbildning nar vi

definerer ' =: 6(d')~L. O
Skal na definere €!(C, A) og vise at denne er isomorf med Ext (C, A).

Definisjon 3.1.3. Kaller ekvivalensklassen til alle utvdielsene av A ved C
for €'(C, A), der i star for antall moduler mellom A og C. For eksempel
vil et element 1 i €2(C, A) veere en eksakt fglge pa formen: n: 0 — A —
By — By — C' — 0. Og ekvivalensrelasjonen er at vi sier at to utvidelser
n:0—>A—->B—-C—-00gn:0—>A— B — C — 0 er ekvivalente

dersom det finnes et kommutativt diagram

n: 0 A B C 0
|
n': 0 A B C 0

Proposisjon 3.1.4. Har at Exti(C, A) og €(C,A) er isomorfe, da det
finnes en en-til-en korrespondanse bade fra e'(C, A) til Exty(C,A), og fra
Ext’ (C, A) til €(C, A).
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Bevis. (skisse) Skal na indikere hvordan disse korrespondansene fremkom-
mer. Starter med & se pa hvordan en for i =1 kan ga fran: 0 - A — B —
C — 0 til Ext}(C, A) = Kerd}/Imd, der d§ og d} fremkommer ved & an-
vende Hom(—, A) pa den projektive opplgsningen av C; - -+ — Po N P a4,
& 3
Py — C, slik at 0 — Homp(Py, A) — Homy (P, A) - Homy (P, A).
En projektiv opplgsning av C' og Comparison Theorem [Rot79] gir folgende
kommutative diagram:

Py a2 Py & Py a0 C 0
|l
0 A B C 0

Ser av diagrammet at 0da = 0. Dette medfgrer at 6 € Kerdj. Lar
0 = 0+ Imd; € Kerdy/Imd! € Ext}i(C,A). Kan gjore det samme for
en i > 1. Gar da fra €/(C, A) til Ext}(C, A) = Kerd},,/Imd;. Ser da pa
fglgende diagram:

dit1 d; do

Piq Pz\ P Py C 0
P;/Imd;q
0 ~—_
~
0 A B; By —C——0

Ser da at 6d;11 = 0, altsa er § € Kerd; ;. Sa 6 kan sees som ¢ + Imd; €
Ext), (C, A).

MERK. Har da at dersom avbildningen 6 er lik for to fplger n og 1’
€ €'(C, A), sa er dette tilstrekkelig for & regne de to fglgene som like.

En kan ogsa ga fra Exti (C, A) til ¢/(C, A). Skal na kort gi gjennom
hvordan dette gjores, men uten utfyllende bevis. Starter med en x €
Ext} (C, A), der z = 6 +Im d; og 0 € Kerd}, ,; som over. Ser pa diagrammet
over og har at siden Cokerd;+1 = P;/Imd;+1 = P;/ Kerd; = Imd;, sa har vi
en avbildning \;: P;/Imd;y; — P,—1. Som over vil § indusere en avbildning
¢', og vi far diagrammet:

)\i di, d,
0—>P/Imdi > P ——> - Py—>C 0

o

A
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som ved pushout gir oss den gnskede fglgen i e?(C, A), la oss kalle den n:

i di— d
0—= P;/Imd;+ Py —>Pis e Py 2>
O |
n: 0 A B; P e P C

Skal na kort vise hva Baersum og sammensetning av fglger er. Vi lar £
vaere et element i e!(C, A) og lar [¢] betegne ekvivalensklassen. Baersummen
av to ekvivalensklasser er da [¢] + [¢'] = [(V(€ @& &'))A]. Det vil si at en
legger sammen to fglger, for eksempel £:0 — A — B — C — 0 og
¢:0— A— B'— C — 0 pa fglgende mate;

cae 0—>AdA—1-BaB —>Cac —0
A

0 A Pox Coc —=0
e

RERSE 0 A E—1—cC 0

Der vi forst har dannet summen £®¢': 0 — A®A — BOB' — CoC — 0. Sa
tatt en pushout via V og f, ogsa en pullback via A og g. Sterre eksempeler
pa Baersum kommer senere i oppgaven.

For & gange sammen to elementer i Ext} (C, A) ser vi pa de tilhgrende
folgene i €'(C,A) og setter disse sammen. For eksempel ser vi at
Ext} (C, A) Ext} (F, C) = Ext%(E, A) ved & sette sammen de to folgene 0 —
A—B—C—0€cExti(C,A) og 0 - C — D — E — 0 c Ext}(E,C) pa
folgende mate:

0> A——> B o =D—>E—>0
C

Vi vil na bevise noen proposisjoner som vi i neste seksjon vil bruke for
a bevise at A Koszul medfgrer at E(A) er Koszul.

Proposisjon 3.1.5. Lar X vere en vilkarlig A-modul. Da gjelder folgende
isomorfi: Homp (X, Ag) = Homy (X/J X, Ag). Dersom X er generert i grad
0 har vi ogsa at Homp (X, Ag) = Homp (X/JX, Ag) = Homp (Xo, Ao).
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Bevis. Har alltid at folgende fglge er eksakt: 0 — JX LXx 5 X/JX — 0.
Anvender den kontravariante venstre-eksakte funktoren Homy (—, Ag) og far
den langeksakte fglgen:

0 — Homy (X/JX, Ag) =— Homy (X, Ag) —> Homy (JX, Ag) — - -

Viser na at 7* er en isomorfi. Vet at 7* er 1-1. For a vise at 7* ogsa er pa,
kan en se pa folgende;

Homa (X/JX, Ag) ™ Homy (X, Ag) —= Homa (JX>1, Ag)

o all
B Bi

Bruker at JX = A>1 X, og ser at avbildningene 3 og ¢ gar som fglger:

o

Ax1 X Ao

Siden A er generert i grad 0, kan vi skrive A/A>; som Ag. Siden
A>1-A/A>; = (0), har vi da at A>; - Ag = (0). Ser dermed at B(A>1X) C
A>16(X) € As1Ap = (0). Far dermed at i = 0. Har dermed at
i* = 0 og folgens eksakthet gir oss da at #* er en isomorfi, det vil si
Homy (X/JXAg) = Homp (X, Ag). Dersom X er generert i grad 0 kan vi
skrive X/JX = X/A>1 X = X, for a fa den siste likheten Homp (X, Ag) =
Homy (X/JX, Ag) = Homy (Xo, Ao). O

Lemma 3.1.6. Lar K;i 1, P, og K; vere vilkarlige A-moduler slik at
0— Kiy1 — P, — K; — 0 er en eksakt folge der K;+1 C JP;. Da gjelder
folgende isomorfi: Homp (P;, Ag) = Homp (K, Ag).

Bevis. Tilsvarende som for Proposisjon 3.1.5 pa forrige side. O

Proposisjon 3.1.7. Anta at vi har en modulavbildning f: X — Ag. Lar
II: X — X/JX bare vere den naturlige projeksjonen. Da eksisterer en
entydig avbildning © slik at vi har folgende kommutative diagram:
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Bevis. Vi bruker Proposisjon 3.1.5 pa side 32 og far at

Homa (X/JX, Ag) =— Homy (X, Ao)

A o1

Isomorfien gir at det for alle f € Homy(X,Ag) eksisterer en unik i €
Homy (X/JX, Ao) slik at «II = f. Dermed vet vi at det eksisterer en entydig
1 slik at diagrammet kommuterer. O

Definisjon 3.1.8. Definerer £(M) ved a lage en funktor

E=D;>0 Exty (—, Ag): Gr A

GrE(A)
M= E(M) = @5 Ext}y (M, A)

der Gr A star for kategorien av graderte moduler med grad 0-avbildninger
og M er en gradert modul.

Proposisjon 3.1.9. Lar E(A) vere Yoneda-algebraen til A, som definert
i starten av seksjonen og lar M wvere et vilkarlig element i den fulle
underkategorien av lineere A-moduler, L(A). Da er E(M) generert i grad 0
som venstremodul over E(A).

Bevis. Merker oss forst at M er generert i grad 0, siden M er linezer. Og
vi definerer J = A>;. Far da at JM = M>; (fordi A; x A; — A;4;). Far
videre at M/AZIM = M/M21 = M().

Skal na vise at £(M) er generert i grad 0 som venstremodul over E(A)
ved & komme frem til to eksakte sekvenser:

0=N>E=~Qy (M)>~Pia>P3>--->Py>=M=0 € Exti(M,Ag)

og
OaAan’ E,/9B—39"'9P09M90
\ /

Pi_1/JPy

0/ \0

der P,_1/JP;_1 € add Ag gir at nar vi legger til en Z’ slik at P,_1/JP,_1 &
Z' = Aj sakan vise pa 0 — Ag — E/ — P;,_1/JP,_1 — 0 som et n-tuppel i
Ext}\(AO,AO) og0—P,_1/JP,1 - E"— P_3—...— Py— M — 0 som
et n-tuppel i Exti\_l(M ,A\p), for sa a vise at sammensetningen av disse to
fglgene tilsvarer den gverste fglgen. Hvordan dette blir for ¢ = 1 er spesielt
og tas for seg. Skal altsa vise at Ext} (Ag, Ag) Extf(l(M, Ao) = Ext} (M, Ag),
som ved induksjon gir at [Ext} (Ao, Ag)]’ Homy (M, Ag) = Ext’y (M, Ag).
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Bruker fglgende notasjon for den linesere graderte projektive opplgsnin-
gen av M, P, med tilhgrende syzygyer.

P: =P > P Pig>->pP Po
T N0 ~N 7
@ (M) Q) (M) QA (M)
o ™~ Ty

Fra P far vi fglgende eksakte sekvens:

0—= Q) (M) = P,_1 — Q7 (M) —0

Velger en vilkarlig funksjon g € Homy (Q4 (M), Ag), fordi Homp (€24 (M), Ag) =
Ext’y (M, Ag). Viser forst at dette er en isomorfi. Lar Q} (M) = M’ og ser
pa fglgende korteksakte sekvens: 0 — M’ — Py — M — 0. Anvender den
kontravariante funktoren Hom(—, Ag) pa sekvensen og far fglgende eksakte
sekvens:

0 — Homy (M, Ag) -2 Homa (P, Ag) — Homy (M’, Ag)

— Ext} (M, Ag) —= Ext} (Py, Ag) —= Ext} (M’ Ag)

— BExt3 (M, Ag) — Ext3 (P, Ag)

Vi har fra Proposisjon 2.1.3 pa side 22 at en linezer opplgsning ogsa
er minimal. Sa siden PP er en lineser opplgsing av M, er den satt sammen
av projektive dekker. Dermed er M’ C JP, og vi kan bruke Lemma 3.1.6
pa side 33 og fa at ix: Homp (M, Ag) — Homp (Py, Ag) er en isomorfi. Har
videre at Exty (P, A) = 0V A nar P er projektiv. Far dermed fglgende folge:

0—— HOHIA(M, Ao) —— HOInA(PQ, A(]) 0. HOIIlA(]W/7 Ao)

—=— Ext} (M, Ag) 0 Ext} (M, Ag)

—=— Ext% (M, Ag) 0

Ser at Ext}h (M, Ag) = Homp (M, Ag) = Homy (Q4 (M), Ag). Bruker di-
mensjonsskift og far at Ext’y (M, Ag) = Ext} (Q4 (M), Ag). Gjor tilsvarende
som over, men med den eksakte falgen 0 — Qi (M) — P; — Q' (M) — 0,
som dermed gir oss at Exth (Q4 (M), Ag) = Homp (2 (M), Ag). Disse to
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>~

isomorfiene utgjor tilsammen den gnskede isomorfien Homy (Q4 (M), Ag)
EXtﬁ\(M ,A\o).
Lager fglgende diagram som inneholder g:

7 i

(M) a Py
(M)c;> Jr]i[l

O

| QWO /TQUM) Z—> TPt /J2 iy

\ l i
Ao

I diagrammet er v bare u; restringert. Siden M er en lineser modul, felger
det fra definisjonen at P; er en endeliggenerert gradert projektiv A-modul Vi.
Har at m;: P,_q — Qﬁ\_l(M ) er et projektivt gradert dekke, og det folger da
fra definisjonen av et projektivt gradert dekke at Ker m; C JP;_1. Eksakthet
gir at Ker m; = Im ;. Vi har dermed at Im p; € JP;—1 som medfgrer at vi kan
sette pa avbildningen n: JP;_1 <— P;_1 og fa at diagrammet kommuterer.

Siden vi har g: Qj\(M) — Ay, far vi ved & bruke Proposisjon 3.1.7 pa
side 33 at vi har avbildninger:

~_

Qi (M) /T (M)

Q QN (M) —0
Q

7

Q4 (M) Ao

slik at diagrammet kommuterer.

Har definert 4" := A/I®,~ pa bakgrunn av at R/I®@r M = M/IM. Skal
na se pa hvordan vi har fatt en funksjon w slik at wy' = Idoi (ary a0 ()
Bade Q4 (M)/JQ4 (M) og JPi_1/J*P;_ er generert i én grad og kan dermed
sees pa som Ag-moduler. Siden Ay er semisimpel har vi at alle eksakte
sekvenser 0 — A ER N C — 01 Mod Ag er spliteksakte, det vil si at
Af': B — Aslik at f'f = 14. Sa dersom vi viser at 4" er mono, vet vi at w
eksisterer. Skal na vise at 7/ er mono. Velger en vilkarlig € Ker~'. @Onsker
a vise at x = 0, for det vil medfgre at 7' er en monomorfi. Ser pa denne
delen av diagrammet:

Q4 (M) e—"—— JP;

iﬂ )

O (M) JQU (M) ——= TP,/ J*P;_
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Siden p er en pa avbildning kan vi trekke  tilbake til Q4 (M), slik at vi
har at = 2/ = p(z), for 2’ € Q4 (M). Vér antagelse er at v/'(z) = 0, som
er ngdvendig og tilstrekkelig for at 7/(p(z)) = 01 JP,_1/J*P,_1. Det vil si
at q(y(2')) = 0, som er ngdvendig og tilstrekkelig for at v(z') € J2P;_1.
Har at hvis 2/ € JQ4 (M), da er = 0. S& hvis vi klarer a vise at
2’ € Q4 (M) N J?P,_; medfgrer at 2’ € JQ4 (M) er vi fremme.

Skal né vise at 2’ € Q4 (M) N J2P,_; medfgrer at 2’ € JQY (M). Har
selvfolgelig at JQ4 (M) C QY (M). Videre har vi fra diagrammet over at
Qi (M) C JP,_1, som medfgrer at JQ4 (M) C J?P,_;. Har dermed at
JOU(M) C J?Piy N Q4 (M). Velger et element z € Q4 (M) N J?>Pi_4
som er homogent av grad j. Har at j > i+ 1. Lar 2 = = + JQ4 (M) €
Q4 (M) /I (M). Antar at T # 0, da vil x veere en generator for Q) (M).
Ser pa en del av den projektive opplgsningen av M:

d P4
N 7
Q) (M)

0/ \0

B

der P; er generert i grad 7. Har derfor at det i P; eksisterer en x’ i grad i slik
at d;(2’') = x. Har her at 2’ er av grad i og d; er en homomorfi av grad 0.
Dermed ma x veere av grad 4, men vi har valgt  som et homogent element
av grad j. Sd dama i = j > ¢ + 1. Dette er umulig. S& dermed har vi at
T =0, altsd ma x € JQ) (M).

Benytter diagrammet over til a lage folgende diagram:

Ux

0 QU (M) —H = Py —= 0 (M) ——0
l m f
n n' v
0 JP;_+€ P Pi_1/JP,1 —0
q
f
9 JP1/J*Pi
i
\ . v
NQ (M) /T (M)
g
0 Ao E P_y/JP_1 —=0

Der E kommer fra en pushout via gwq og n. Har at n'mu; = n’nl = 0,
siden n’n = 0, og kan dermed bruke Proposisjon 3.1.2 pa side 30. Har dermed
at f eksisterer.
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Kaller P;,_1/JP,_; for Z. Og har dermed at Z € add Ay.
Diagrammet over gir folgende kommutative diagram:

n: 0 — Qi (M) Py QM) —0
SRR
0: 0 Ao E Z 0

Anvender avbildningen f og deler av den projektive opplgsningen av M,
tar pushout og far:

e 0—= QY (M) — Py — Qi73(M) —>0
b
Ty 0 Z Es QM) —0

Tar Yoneda-produktet av Ws og deler av den projektive opplgsningen av
M, som gir:

¥ 0 z Pi3 E P M

N

(M)
0/ \O

Ser at ©' er et element i Extf\_l(]\/[ , 7). Tar Yoneda-produktet av © og

O’ og far:
E Es
Z
0 0

Ser at n, € Extj\(M ,Ao). Tar igjen utgangspunkt i diagrammet som
bestar av 7, # og avbildningene mellom dem. Men skal na ta en pushout fra
g, og fa et element i Ext) (M, Ag), ved & ta Yoneda-produktet mellom den
nye fglgen og deler av det projektive dekket av M. Starter altsa med:

N 0 Ao

1DZ‘_3 P0—>M4>O
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n: 0—= Q4 (M) P QN (M) —0
lg
Ao

Tar pushout og far:

n: 0 — Qi (M) Py QT (M) —0
Pk
Ty 0 Ao Ey Oy (M) —=0

Tar Yoneda-produktet av Wq og deler av den projektive opplgsningen av
M, som gir n, € Ext} (M, Ay):

My - 0 Ao

PZ._2 PO M

.

Qi (M)
0 / \0

Sa er alt klart for a sjekke om 7, og 7, er like. Bruker avbildningene vi
har funnet til a lage fglgende to diagrammer:

P: =P —=h Py Po>PFP 3> >P>M=>0
\. e Ny e
a0 | ecton |
S
g
f
Ny : 0—>A0 FE E2—>PZ’_3»~~-»PO»M»O

\2/
T

0 0
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P > P> P P4 Pio=P 3>--->Fy>M-=0
W et
22l I
g
My 0—>AO El Pz_Q»PZ_;i» »PO»M»O
|~
(M)
0 Sy

Har dermed fra merknaden i beviset av Proposisjon 3.1.4 pa side 30 at 7,
og 1y er like. Husker at 7, var Yoneda-produktet av © og ©’, sa har dermed at
ny =© -0, der n, € Ext) (M, Ag), © € Ext}(Z,Ao) og © € Ext'{ (M, 2).
Sa vi har na vist at Exty (M, Ag) = Ext} (Z, Ao) Exty '(M, Z) for i > 2.

Skal na vise at dette ogsa gar for i = 1. Skal altsa vise at Ext} (M, Ag) =
Ext} (Z, Ao) Homp (M, Z). Lager pa samme mate som tidligere folgende
diagram:

0 QA (M) a Py——>M 0
0 QA(M>/ : Jpé/
OHQA(M)/iJQA(M 7 JPO;LJqQPO

0 E M 0

Som vi skriver om, for sa a ta en pushout via g og ug. Vi skriver ogsa pa en
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eksakt folge: 0 - JPy — Py — Py/JPy — 0.

0 (M) Ho P, ‘ M 0

Qp
Qp (M)
Y
o/ JPy——* P, Py/J P, 0
g q
JPy/J?Py
QA(M)/JQA(M)
g
0 E M 0

Ao

Tar s& pushout via gwq og 1.

Qp (M) Ho Py < M 0

Qa (M)

P Py/J P, 0

e~

0

/

Po/JPOHO

JPy/J*Py 0 Ao E
4

Qa(M)/ I (M) A R

g

0 Ao E

M 0

Der det eksisterer en unik f’ siden 0 — Ay — F — M — 0 er en
pushout, og vi har avbildninger fra bade Py og Ag til E’. Siden vi na har
to eksakte rader, med avbildniger fra A til Ag og [’ fra E til E’ slik at
diagrammet kommuterer eksiterer det ogsa en avbildning f: M — Py/JP,.
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Siden Py/JPy = Z har vi na fatt:

0 Ao E Z 0
A
fT
0 Ao E M 0

som er det vi gnsket.

Vi har dermed at Exty (M, Ag) = Ext}(Z, Ao) - Exty '(M, Z), Vi > 1.
Skal na ga fra at Exth (M, Ag) = Ext}(Z,Ao) - Ext (M, Z), til & se at
Extiy (M, Ag) = Ext} (Ao, Ag) - Ext’ (M, Ag).

At Z € add Ag gir at 3 Z' slik at Z@ Z' = A. Ser derfor pa de to folgene

Nz 0 Ao Eo\ /El Ei1—=M—0
/ ’ \
0 0
0g
UPEY U OHAOHEO@Z/ Ey @ZI E,_4
T~ —
AA
0 _— T 0
Vi har her startet med de eksakte fglgene:
g f 1
0 Ao Ey Z 0 € Ext} (Z, Ao)

0g
7

O»ZLE199E1719M90 EEXtZil(M,Z)

Legger til Z' pa godt utvalgte steder og far fglgende eksakte sekvenser, hvor
Yoneda-produktet gir 7,q.,:

(62)

0—>A04>E069Z —>ZEBZ’4>O

og

0 1, .
O%Z@é Zgl@é’f%EQ%-“% i-1—= M —0¢cExt\. (M, Za Z')

Onsker & vise at 1), 0g 1., er like, altsa at Ext} (Z, Ao)-Ext'y '(M, Z) =
Exth (Z®Z', Ao)-Ext (M, Z®Z'). Kontrollerer derfor at folgende diagram
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kommuterer:
Nz: 0— Ay Eo\f/E1 Ey—-+—-FE_1—-M-—0
Z
(o) 7 ('5)
0 <£10> 0
Nzp2 - 04>A04>E0€BZ’ 7 El@Z,9E24>"‘4> i—-1—>M —0
\ /
YASYA
o 2y

Anvender Comparison Theorem [Rot79] og Proposisjon 3.1.2 pa side 30
til & lage folgende diagram:

Piipz‘q P;_o Pi3 Py—-—PFP—>M-—=0
\ /
0 Pi_l/Irndi
PR 0 Aoj_r—'eé_r Ey FEq Ey—: - — 11—>M—>O
[ v v [ [
N2z - 0 Ao EyeZ —EB1072 —FEy— - — i—lﬁ'M‘>0

Vi ser at diagrammet kommuterer, altsi at 6 gar ned pa Ag i
bade 7, og 7.p» og har da fra merknaden i beviset av Propo-
sisjon 3.1.4 pa side 30 at de to folgene er like. Vi har dermed at
Ext} (Z, Ao) Extly '(M, Z) C ExtA(Z @ Z',Ao) Exty'(M,Z & Z'). Siden
vi na har at Exti (M, Ag) = Ext}(Z,Ao) Exty 1(M Z) C Exti(Z @
Z' M) Exti N (M, Z @ Z') C Ext}y (M, Ag), har vi kommet frem til at
Ext’ (M, AO) Exth (Z, Ao) Exty (M, Z) = Exti (Z© Z', Ao)-Extiy (M, Z&
Z') = Ext} (A7, Ag) Ext’' 1 (M, A}). Der den siste likheten er at vi setter AJ
inn for Z & Z'.

Har at Ext)(M,Ag) = ExtA(Ag,AO)Exti—l(M AD). Onsker & vise
at dette igjen er likt med ExtA(AO,AO) Ext''(M, Ap). Har alltid
at ExtA(AO,AO)Extz_ (M,Ao) C Exti (M, Ao) sa ma na vise at
ExtA(AO,AO)Extj\ 1(M Ap) C ExtA(AO,AO)Exti—l(M Ag). Lar v; €
ExtA(AO,AO) ognj € Extj\ L(M, A}). Sa et element 1ExtA(A6‘,A0) Ext’H(M, A})
vil vaere pa formen Z] L7V - mj- Men siden Ext} (Ao, Ag) Ext’y 1(M Ag) er
lukket under Baersum er det nok a vise ;-1; € Ext} (Ao, Ao) Ext’y (M, Ag),
Vj=1,---,t. Sa vilar ¢ = ; - n; og skal na vise at denne er et element i
EX’C}X(A(), Ag) Eth\_l(M, A())t

P 0—=Ay—Fp Fy Fy Fiy—M—0

N



44KAPITTEL 3. YONEDA-ALGEBRAEN TIL EN KOSZUL-ALGEBRA

Lager n folger i Ext} (Ao, Ag) ved & ta en pullback via A; og k, der A;
er den j-te inklusjonen. Lager n folger i Extllcl(M ,Ap) ved a ta en pushout
via [ og pj, der p; er den j-te projeksjonen:

0 Ao 4 Fo; Aq
[
OHAO*b)FO i )‘J\? Fy F Fi M
\Ag /
0 pj 0
Ao Fij Fy Fi 4 M

/7

0
Tar Yoneda-produktene av to og to av de nye folgene og far n elementer
i EXt}X(Ao, Ao) EXtK_l(M, Ao); 9]':

Flj‘>F2‘>"’E—1_>M‘>O
\AO/
/N
0 0

Gj: 0‘>A0‘>F0j

Tar den direkte summen av de n fglgene 0;, j = 1,--- ,n, som vi skriver
som 0 = @©7_,0;, og far et element i Exty (M", A():

0: 0—>Af =] Fo; Ol >Fy - >Fi1—->M">0

\/

An

VAN
0 0

Tar Baersummen av {6;}7_;. Dermed far vi vist at vi kan ga mellom
Exth (M, Ag)" og Exth (M, Ag) nar ¢ = 2. Ser da lett at det ogsa er greit for
i > 2, ved a bytte ut M med QY *(M).

Nar ¢ = 2, far vi at n; blir som fglger: 0 — A{ 4 I3 M=o, Og en
pushout via [ og pj;, der p; er den j-te projeksjonen som gir oss n fglger i
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Extjlx(M, Ao blir som fglger:

l/

0 AR

J/Pj ltj
l; e

0 A} > Fy;

S=—=

Gar fra Ext3 (M, Ao)" til Ext3 (M, Ag)

0
0
?:19]': 0 Ag i @FOJ‘ @Flj
\ Ag /
\Y Va / \
0 0
0 Ao —2—> Fy
\ /
Ag
/ \\ .
0 0
Z?ZI o ' v FO\ /7F1
Ag
0 0
der V: (Nj)i_y = >0 1 Aj og Avm — (m,m,---,m). De resterende

s~

k! 0
avbildningene er definert som folger; K = < ), a = (a1 an),
t1
= < : ) Har startet diagrammet

0 k
I 0 4 0
7 7/
l pu— . . . 3 l p— . . . y :
0 In 0 s tn

med en pushout via k' og V og brukt at parallelle linjer i en pushout har
isomorfe kokjerner for & kunne ta Yoneda-produktet med en passende folge.
Far at diagrammet kommuterer og at fglgen andre rekke starter med er

)
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vi: 0 — Ag LN Fy — Af — 0, siden vi vet at a]k:’ = b, som medfgrer
at bV = Vak/, fra konstruksjonen av @ og k’. Har videre tatt en pullback
via I’ og A og her utnyttet at parallelle linjer i en pullback har isomorfe
kjerner for a fa resten av fglgen. Diagrammet kommuterer med en pullback
fra I’ og A, slik at vi i nederste rekke far folgen n;: Af — Fi YoM 0.
Det er fordi vi far at I't = Al fra likheten lit; = I' og konstruksjonen
av I’ og t. Baersummen gir oss dermed tilbake fplgen vi startet med,
Y = 7;n;, som er det viktige resultatet vi far fra diagrammet.Vi har dermed
at Ext} (AJ, Ao,) Ext', (M, AR) = Ext} (Ao, Ao) Ext’ ' (M, Ag).
Sa dermed har vi at:

Exth (M, Ag) = Exty (Ao, Ag) Ext’ (M, Ag), Vi > 2

Skal na vise at dette ogsa stemmer for ¢ = 1. Det vil si at vi har at
Ext} (M, Ag) = Ext}(Z, Ag) - Homp (M, Z) og skal vise at Exty (M, Ag) =
Ext} (Ao, Ag)-Homy (M, Ag). Tkke helt ulikt som for i > 2, ser vi pa folgende:

n: 0 E M 0 € Exth (M, Ao)
ool

0: 0 £’ 7 A 0
<16”“’>l (1.0 109)

9 OHAomE’@Z’HZ@Z'HO

der Z @ Z' = A} og vi definerer E' @ 7’ = ET. Vi sier ogsa at @ = (§) o
at § = <0 1 /) Vi ser at Exth (M, Ag) = Exth (A, Ag) Homp (M, A) fra
fglgende diagram:

0 Ay [y 0
SO I
0 Ao —*= g+ ’ Ag 0

For vi har da at Ext}(Z, Ag) Homa (M, Z) C Ext} (AR, Ag) Homy (M, AD),
som medfgrer at Ext}(Z, Ag) Homp (M, Z) = Ext} (AR, Ag) Homy (M, AD),
siden Ext} (Z, Ag) Homp (M, Z) = Ext} (M, Ag) og Ext} (A%, Ag) Homp (M, A}) C
Ext} (M, Ag).

Vi har at Ext} (M, Ag) = Ext} (A2, Ag) Homp (M, A}) og gnsker & vise at
dette igjen er lik Ext} (Ao, Ag) Homp (M, Ag). Siden Ext} (Ao, Ag) Homp (M, Ag) C
Ext} (M, Ag), gjenstar det & vise at Ext}(AR,Ag)Homy(M,AZ) C
Ext} (Ao, Ag) Homp (M, Ag). Lar v; € Exth (A, Ag) og 1; € Homy (M, A}),
s et element i Ext} (A%, Ag) Homp (M, A}) vil veere pa formen S"i_, 75 - 1;.
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Siden Ext} (AgAo) Homp (M, Ag) er lukket under Baersum, er det nok &
vise at v; - 1; € Ext} (Ao, Ag) Homp (M, Ag),¥Vj = 1,--- ,t for a vise at

St v mj € Ext) (Ao, Ag) Homp (M, Ag). Vilar v; -n; = 6/ f.

o'f: 0 Ao E M 0
if, lf
B an

g 0 Ao Et Ag 0

der vi ser at ¢ f = 7. Skal na finne 6, f;. Finner forst ¢, ved & la \; veere den
i-te inklusjonen fra Ag til Af. Tar en pullback fra \; og [ for a fa 6]

M
f\\
U /
» . /
0; 0 A(] . EZ2 : A,Q 0
T
& ] n
6 0 Ao ET A0 0

Har definert f; til & veere m; f, der m; er den i-te projeksjonen fra Af til Ag.

Tar sé en pullback via r; og f; for & fa 0’ fi.

0/f;: 0 : M 0
%
0/ . 0 AO i EZQ Ti A(] 0

i

Tar den direkte summen av de n fglgene 0, fi,i=1,---n og far et element i

Ext} (M™, AZ). Tar s4 Baersummen av dette resultatet og héper a ende opp
med elementet vi startet med i Extk (M, Ag) som var @'f: 0 — Ag — E —
M — 0. Vi starter med & se pa folgende kommuterende diagram:

(6:) ()

&0, fi: 0—>Af —> @ B~ M" —>0
l(f’) l(ﬂ)
&m0 0— A —Wgn 20 _pn

P,

9 0 Ao 0
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der V: (Nj)j_; = D251 Aj og (r;) er definert som (r;) =:

0 Tn
og tilsvarende for (v;), (f!), (fi), (r}), (&;) og (si). Vi vet at diagrammet
kommuterer siden vi fra fgr har at fl’ & =rl, fivi =14 fz’ , 8;T} = @&. Vi ser at
ruten nederst til hgyre kommuterer ved & se pa

€ —— (rz(el))

|

> i1 si(e:) (ri(es))

der vi legger merke til at (r1(e1),ra(e2), -+ ,7n(en)) = Bsi(e1) + Bsaez) +
o+ Bsn(en), der Bsi(e1) = (r1(e1),0,---,0) og sa videre.

Vi starter med @} 0, f; og tar med avbildningene fra den ned til §'. Vi
lager sa fglgende diagram

(3) 0 Ao FEY M 0

5) "

o0 fi: 0 Ag B M" 0
/ ' / A/
v
(2): 0 Ao E* M L 0
6 0 Ao Bt AL 0

ved a forst lage (2) ved a ta en pushout via (0;) og V, ogsa bruke at parallelle
piler har isomorfe kokjerner i en pushout. Lager sa (3) ved a ta en pullback
via a og A, ogsa bruke at parallelle piler har isomorfe kjerner i en pullback.
Vi har na at Baersummen er folgen (3), som vi gnsker at skal vaere lik 6'f,
som vil si at vi gnsker at EY skal vaere lik E. Vi legger merke til at vi kan
bruke avbildningen f fra M i folge (3) til Af i folgen '

M

N

o 0 Ao a ET AL 0

Vi kan ta en pullback via B og f, og slik fa folgen (3). Men det var nettopp
slik vi definerte ' f, sa vi far fglgende diagram:

(3): 0—> Ao E M 0
Ll
o 0 Ao —2> g+ d Ag 0
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Baersummen er dermed fglgen vi startet med, ¢’ f. Og dermed har vi at:
Exth (M, Ao) = Ext (Ao, Ag) Ext’y * (M, Ag), Vi > 1
Som gir at:
Ext) (M, Ag) = Ext} (Ao, Ag) Exth (Ao, Ao) Ext’y (M, Ag), Vi > 1
Fortsetter sann og far at:
Extjy (M, Ag) = [Extj (Ao, Ag)]" " Ext (M, Ag)
Ext’ (M, Ag) = [Ext} (Ao, Ao)] Homy (M, Ag), Vi > 1

Som viser at £(M ) som venstremodul over E(A) er generert i grad 0, da
E(M) genereres av Homp (M, Ag), som er grad 0-delen av £(M). O

Proposisjon 3.1.10. Dersom vi har en eksakt sekvens: 0 — A — B —
C — 0 € Gr(A), der A, B og C er generert i grad 0, og A,B € L(A), sa
er ogsa C € L(AN), der L(A) star for den fulle underkategorien av lineere
A-moduler.

Bevis. I grad 0 far vi fglgende sekvens

No: 0 Ag By Cy 0

som er eksakt over Ag. Har Ag semisimpel, som medfgrer at Cy er projektiv,
som igjen medfgrer at By = Ag @& Cy. Anvender Punkt 7 pa side 5 pa var
korteksakte fglge 0 — A — B — C' — 0, og far:

0 0 0

Der Py — A — 0 er et projektivt dekke med kjernen A’, og tilsvarende
for B og C. At A og B € L(A) gir oss at A’ og B’ er generert i grad 1.
Generatorsettet i C’ kan hentes fra B’ siden vi har en pa avbildning fra B’
til C’. Gjentar dette for den eksakte sekvensen 0 — A" — B’ — C' — 0 og
sa videre, far da at alle syzygyene er generert i riktig grad og dermed har vi

at C € L(A). 0



50KAPITTEL 3. YONEDA-ALGEBRAEN TIL EN KOSZUL-ALGEBRA

3.2 Dersom A er Koszul er ogsa E(A) Koszul

Vi skal na vise at dersom en splitt basisk endelig 1-generert k-algebra A er
Koszul, da er ogsa Yoneda-algebraen til A Koszul.

Teorem 3.2.1. At A er Koszul medforer at Yoneda-algebraen til A, E(A),
ogsa er Koszul.

Bevis. Lar E(A)p vaere grad 0 delen av E(A), altsa er E(A)y =
Homy (Ag, Ag). Det vi skal bevise er at dersom Ao har en lineser, gradert,
projektiv opplgsning, sa har E(A)g en lineser, gradert, projektiv opplgsning.

Benytter igjen funktoren fra Definisjon 3.1.8 pa side 34,

£ =@ Exth(—Ao):  GrA GrE(A)

M—=E&(M) =D, Ext} (M, Ao)

der Gr A star for kategorien av graderte moduler med grad 0-avbildninger.
Lar £(A) vaere den fulle underkategorien av lineszere A-moduler. Velger en
vilkarlig modul M € L(A). Vet dermed at M er generert i grad 0, siden M
er lineser. Definerer J = A>q. Far da at JM = M>; (fordi A; x A; — A;yj).
Far videre at M/As1M = M/M>; = M. Kan lage folgende sekvens
n:0 — Msy - M LN My — 0. Ser lett at denne er eksakt da M>; C M
medfgrer at i er en til en. Har videre at My = M /M>1, som gir at II er pa.
Vet at Imi = M> siden ¢ er 1-1 og Ker Il = M>1, sa dermed er Im ¢ = KerII.
Anvender den kontravariante venstre-eksakte funktoren Homy (—, Ag) pa 7,
som induserer fglgende eksakte sekvens [Rot79]:

Homy (Mo, Ag) — Homp (M, Ag)

—— Homp (M>1, Ag) — Ext} (My, Ag) — Ext} (M, Ag)

e EXt/l\(MZh Ao) e EXt%(M(), Ao) —_— EXtIQX(M, AO) _—

Vet at M er generert i grad 0, siden M er et vilkarlig valgt objekt
fra kategorien L£(A). Anvender Proposisjon 3.1.5 pa side 32 og far at
IT*: Homy (Mo, Ag) — Homy (M, Ag) er en isomorfi.
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Har né fglgende sekvens:

0 HOIIIA(M(),AQ) L>HOIHA(M, AO)

—— I‘IOIIIA(]\4217 Ao) E—— EXt}\(Mo, Ao) L EXt/l\(M, A(])

I EXt}\(MZh Ao) ——— EXt%(M(), Ao) L‘ EXt?\(M, A(]) — =

Onsker a vise at ¢; er pa. Legger merke til at summen av den midterste
kolonnen over tilsvarer £(Mp) og summen av kolonnen til hgyre tilsvarer
E(M). Sa for a vise at ¢; er en pa avbildning Vi, bruker vi at £(M) er generert
i grad 0 som venstremodul over E(A) fra Proposisjon 3.1.9 pa side 34. Sa
©’ene utgjor en gradert avbildning fra £(Mp) til £(M) som E(A)-moduler.

Skal na vise at ¢; er pa V ¢, ved a vise at det for alle p € E(M);
eksisterer en o € £(My); slik at ;(0) = p. Ser pa en p € E(M);, det vil
si u € Exth (M, Ag) = [Ext} (Ao, Ag)]* Homp (M, Ag). Far dermed at 3k;,v;
slik at = 5 kj - vy, der kj € [Ext}(Ag,Ao)]" og v; € Homy (M, Ao).
Vet fra Homp (Mp, Ag) = Homp (M, Ag), at 3 I/J,» € Homp (Mo, Ap) slik at
(po(l/}) =v; Vj=1,2,...,t. Kan derfor skrive p1 = Z;zl kj - QO()(V;-). Ser pa
@ avbildningen i de ulike gradene:

~

Hom (Mo, Ao) Hom (M, Ag)

Ext} (Ao, Ao) Homy (Mo, Ag) ——= Ext} (Ag, Ag) Homa (M, Ag)

[Ext (Ao, Ao)]2 Homp (Mo, Ag) 2= [Exth (Ao, Ao))2 Homa (M, Ag)

Ser pa en A € Ext/l\(Ao,Ao) € E(A) og en v € Homp (My, Ag). Ser pa
©1(Ay). Siden ¢ er en modulavbildning der A € ringen E(A) har vi at
©1(\Y) = Apo(7), siden 7 er i grad 0. Lar \; veere et element i Ext’ (Ag, Ag).
Har da pa samme mate at ¢;(\;y) = A\ipo(7)-

Har dermed at p = Z§:1 kj-po(v)) = Z;Zl @i(kj - v;). Legger merke til
at kj - v; € E(Mo); = Exth (Mo, Ag). S& vi kan la var o; = 22:1 kj - v} og
har dermed at ¢; er pa Vi.

Trenger at £(My) er en projektiv E(A)-modul. Skal na se pa hvordan
projektive E(A)-moduler ser ut og haper pa a kunne identifisere £(Mj) som
en modul av denne typen. Vi har at E(A) er en fri modul over seg selv.
Har videre at E(A) = D, Ext% (Ao, Ag). Siden Ag er semisimpel har vi
at Ag = Ager D Agea @ --- @ Agey, der e; er den trivielle veien i hjgrne
i. Vi far dermed at E(A) = ;5 Extﬁ\(Aoel @ Apea @ -+ @ Agep, Ag) =
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D, (B, Extiy (Aoer, Ag)) = D, E(Aoe;) som er en sum av projektive
E(A)-moduler. Vet at My er en Ag-modul. Siden Ag er semisimpel, har vi
ogsa at M er bade semisimpel og projektiv som Ap-modul. Har dermed at
My = (Ager)™ @ (Ape2)™ @ -+ @ (Agen)™ for noen m; > 0. Sa dermed
er £(Mo) = E((Aoe1)™ & (Age2)™ & -+ & (Aoen)™) = By E(Noer)™
for noen m; > 0, der £(Ape;)™ er projektiv Vi. Har dermed at £(My) er
en sum av projektive E(A)-moduler, som medfgrer at ogsa £(Mp) er en
endeliggenerert projektiv F(A)-modul.

Skal na vise at dersom M € L(A) sa er ogsa M>p[n] € L(A),¥Yn > 1.
Starter med den eksakte sekvensen 0 — M>1 — M — My — 0. Lar Py veere
et projektivt dekke av M. Siden My C M, kan vi lage folgende diagram med
eksakte rader:

0 Py=——PF)——0
0—— M>, M My 0
0 0
Anvender Slangelemmaet og far:
0 X Ky
[
0 Po _— Po —0
0 M>q M M, 0
- M>q 0 0

Der X; er generert i grad 1 siden M € L(A) og K er generert i grad 1 siden
My € L(A) (M € L(A) siden vi har antatt at A er Koszul.)
Far den eksakte sekvensen:

0 —= Xi[1] Ky [1] Mx1[1] —=0

Der X;[1], Ki[1] og M>1[1] alle er genert i grad 0. Har ogsa at X;[1], K;[1]
€ L(A) fra definsjonen av en lineser modul.
Anvender Proposisjon 3.1.10 pa side 49 pa den eksakte sekvensen

00— Xi[1] Ky [1] M>1[1] —0

og far at M>1[1] € L(A)
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Ser pa

K 0 E(Ms1)[1] — £(Mp) -2

E(M) 0

der do: E(My) — E(M) er et projektivt dekke. Lar M’ = M>4[1] € L(A).
Lager en tilsvarende sekvens for M’:

d/
K 0 —E(ML)[1] — E(Mp) — E(M') —>0
der djy: E(M}) — E(M’') er et projektivt dekke. Har at M’ inneholder
My i grad 0, My i grad 1, M3 i grad 2 og sa videre. Har dermed at
M/ZI[I] = MZQ[Q]. Sa vi far at:

W 00— E(ML)1] = E(Mf) O E(Mar) —— 0
Ky: 0 ——E(M>o)[1] —= E(My) —= E(M>1) —=0

Ser pa k), men flytter den 1 grad, far da den eksakte folgen: 0 —
E(M>2)[2] — E(M)[1] — E(M>1)[]] — 0. Far folgende projektive
opplgsning av E(M):

)] - E(Mp) — E(M) —0
E(M>2)[2] E(M>1)[1]
0/ 0/ \0

Dermed har vi at £(M) € L(E(A)) per definsjon.

Har at £(A) = Homp (A, Ag) @ Ext} (A, Ag) ®Ext3 (A, Ag)P---. Har at A
er projektiv som A-modul over seg selv. Far derfor at £(A) = Homa (A, Ao).
Anvender Proposisjon 3.1.5 pa side 32 og far at £(A) = Homy (A, Ag) =
Homp (Ag,Ag) = E(A)g. Har at A € L(A) siden vi kan lage fplgende
projektive opplgsning av A:

0—A=—A—=0

Bruker det vi har funnet ut for M, en vilkarlig valgt modul i £(A), pa A.
Far folgende folge:

= E(A9)[2] —= E(A)[1] E(Ao) E(A)o —=0
E(A

)
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Vi har dermed funnet en metode for a finne en lineser gradert projektiv
opplgsning av E(A)p nar A er Koszul. Vi har dermed at A Koszul medfgrer
at E(A) ogsa er Koszul.

O

3.3 Et nyttig korollar

Korollar 3.3.1. Dersom A er Koszul sa er E(A) generert i grad 0 og 1 som
algebra, det vil si at E(A) er 1-generert.

Bevis. Dette fglger av at Ext) (M, Ag) = [Ext} (Ao, Ag)]? Homp (M, Ag)Vi >
1, nar M er et vilkarlig element i £(A). Vi har at Ag € L(A) hvis og bare hvis
A er Koszul. Sa nar A er Koszul kan vi sette inn Ag for M i uttrykket over
og far dermed at E(A) = HOHlA(Ao, AO) @EXt}\(Ao, Ao) @EXti(Ao, Ao) D
er 1-generert. O



Kapittel 4

Dersom A er kvadratisk og
monomiell

Malet med dette kapittelet er & vise at nar A er kvadratisk og monomiell, da
er A Koszul. Skal gjgre dette ved & vise bade at A monomiell og kvadratisk
medfgrer at F(A) er endelig 1-generert og at var definisjon av at A er Koszul
er ekvivalent med at E(A) er endelig 1-generert. Vi skal starte med a se at
de to definisjonene er ekvivalente, for vi i neste seksjon definerer monomiell
og viser at kvadratisk og monomiell medfgrer Koszul.

4.1 Nar E(A) er endelig 1-generert

Falgende teorem er et spesifikt tilfelle av et mer generelt teorem fra artikkelen
[GMV96]. Beviset vi ser pa her er derfor litt mer konkret i tillegg til at det
er mer utfyllende enn det som er gitt i artikkelen.

Teorem 4.1.1. Fylgende er ekvivalent:
1. E(A) er endelig 1-generert

2. Grad 0-delen av A, som wvi skriver som Ay, har en lineer gradert
projektiv opplasning.

Bevis. At Ag har en lineser gradert projektiv opplgsning medfgrer at E(A)
er 1l-generert, har vi allerede fra Korollar 3.3.1 pa forrige side. Skal na
vise at Ag lineser ogsa medfgrer at E(A) er endelig 1-generert. Vi ser
forst litt naermere pa E(A); = Exti(Ag,Ag). Vi har den eksakte folgen
0 — A>1 — A — Ayp — 0. Vi anvender den kontravariante venstre-eksakte
funktoren Homp (—, Ag) pa den og far

00— HOHlA(Ao, Ao) = HOHIA(A, Ao) %0 HomA(Azl, Ag) = EXt}x(Ao, A()) -0

55
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der vi har Homp (Ag, Ag) = Homp (A, Ag) fra Proposisjon 3.1.5 pa side 32,
som medfgrer at Homp (A, Ag) 2 Homy (A>1,Ag). Vi vet at Exth (A, Ag) =
0 siden A er projektiv som A-modul over seg selv og kan derfor si
at Homp (A>1,Ag) = Ext}\(AO,AO). Videre har vi at Homp(A>1,Ag) =
Homyp (A1,Ap) fra Proposisjon 3.1.5 pa side 32, siden A>;/(JA>1) =
AZl/AZQ = Al.

Siden A; ligger i kun én grad kan A; sees som en Ag-modul. Siden en-
hver modul er faktor av en fri sa eksisterer en endelig n € N slik at Aj —
A1 — 0. Anvender funktoren Homy (—, Ag) og far 0 — Homa (A1, Ag) —
Homp (Af, Ag). Men vi har tidligere vist at Homy (Af, Ag) = Homy (Ag, Ag)"
som igjen er isomorf med Homy,(Ag, Ag)” = Af. Vi har fra definisjonen av
Aat Ao =k @ kD -- Dk, en endelig sum. Altsa er Aj endeliggenerert som
vektorrom over k, siden Ag har endelig dimensjon over k. Dermed méa ogsa
Homy (A1, Ag) veere endeliggenerert som vektorrom over k siden det eksister-
er en en-til-en avbildning fra Homy (A1, Ag) inn i Af. Men Homp (A, Ag) =
Ext} (Ao, Ag) = E(A)1, sa dermed har vi at F(A); er endeliggenerert som
vektorrom over k. Vi har ogsa at Homy (Ag, Ag) er endeliggenerert som vek-
torrom over k siden Homy (Ao, Ag) = Homy, (Ao, Ag) = Ag. Og dermed har
vi at E(A) er endelig 1-generert.

Skal na vise at dersom F(A) er endelig 1-generert, sa har Ag en lineser
gradert projektiv oppl@gsning.

Vi vet at Ag har et gradert projektivt dekke, siden Punkt 5 pa side 5 gir
oss at en endeliggenerert A-modul har et projektivt dekke. Siden A alltid er
projektiv over seg selv, kan vi dekke Ag med A. Vil dermed fa kjernen A>q,
som tydelig er inneholdt i JA = A>;.

/ A
1
\ O

A ®A0 A1 [1]

\Az
o/

Vet at A ®p, A1 er projektiv hvis og bare hvis Homp(A ®p, A1, —)
er eksakt. Adjungeringsisomorfien [Rot79] gir at Homp (A ®p, A1, —) =
Homy, (A1, (Homa (A, —)) = Homp, (A1, —) Homa (A, —). Siden A er projek-
tiv over seg selv, er Homy (A, —) eksakt. Har at Homy, (A1, —) er eksakt
siden Ap ligger i kun én grad og dermed eren Ag-modul, som vil si at A; er
projektiv siden Ag er semisimpel. Har at A ®5, A1[1] dekker over A>; siden
A er generert i grad 0 og 1.

Ao 0

Vi sier at A ®p, X er generert i samme grad som X, siden et element
i tensorproduktet er pa formen A ® x = A(1 ® x) og vi ser at 1 ® = er en
generatormengde for tensorproduktet. Vi har at A; er en Ag-modul, sa vi
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velger a se pa denne som generert i grad 0. Har dermed at A ®j, Ay er
generert i grad 0. Vi flytter derfor denne en grad, til grad 1. Har her funnet
noe som starter som en linezer gradert projektiv opplgsning av Ay.

Antar sa at vi har en lineser opplgsning av lengde n:

P — I PP 6f1
N N T

Ker f, Ker f,—1 Ker fy

P04>A04>0

der Ker f,, er generert i grad n + 1. Dermed at har vi ogsa at Ker f,, er
endeliggenerert, skal na vise hvorfor. Vi skal fgrst vise at Ker fy og Ker f;
er endeliggenererte som A-moduler, fgr vi generaliserer fremgangsmaten for
Ker f1 til a vise at ogsa Ker f,, er endeliggenerert som A-modul. Vi har
antatt at Ker fy er generert i grad 1, det vil si at Ay er en generator. Men
dimg A1 < oo, det vil si at Ker fy er generert av et endeligdimensjonalt
vektorrom over k, sa Ker fy er endeliggenerert som A-modul. Skal na vise at
Ker f er endeliggenerert. Vi har at Ker fy er A>1, som har det projektive
dekket A ®p, A1. Vi kaller Ker f; for X, og husker at X er generert i grad 2,
sa X kan sees som X5, X3,--- 1 de ulike gradene. Dette blir seende ut som
folger:

Ao @prg M =— Ay
A1 QAo Al — A2

/

X3

og sa videre nedover. Har dermed at dimy Xo = dimy, Aj ®p, A1 — dimy Ag,
som er endelig siden dimy A ®p, A1 < (dimy A1)? < oco. Dermed har vi
at X er endeliggenerert som A-modul. Dette kan generaliseres til at nar
Ker f,,_1 er endeliggenert, sa er ogsa Ker f,, endeliggenerert som A-modul.
Lar Ker f,—1 veere Y, som vi i de ulike gradene kaller Y,,, Y41, ---. Kaller
Ker f, for Y'. Vi vet at Y’ er generert i grad n + 1, sa Y’ bestar av
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Y, . 1,Y,) 5. Vikan sette opp diagrammet

Ao ®p, Y ——Y,

A ®pg Yo —= Yo

YA—H A2 ®A0 Yn — > Yn+2

Har dermed at dimy, Y, | = dimy, A;®x, Y, —dimy, Y, 41, som er endelig siden
dimy A1 ®p, Yo < (dimyg Aq)(dimg Y;,) < co. Dermed har vi at Y/ = Ker f,
er endeliggenerert som A-modul.

Siden Ker f,, er generert i grad n + 1 og er endeliggenerert, vet vi fra
Punkt 4 pa side 5 at det eksisterer et projektivt dekke d,,41: P41 — Ker fp,
der P, ;1 er genert i grad n + 1.

Skal na vise at dette medfgrer at ogsa Ker f,11 er generert i grad n + 2.
For da vil ogsa Ker f,,1+1 veere endeliggenerert, som igjen fra Punkt 4 pa side 5
gir at det eksisterer et projektivt dekke d,40: Phio — Ker f 41, der Pphyo
generert i grad n + 2. Og dermed vil vi ha at Ag har en linezer opplgsning.

Skal na anta at Ker f,,11 ikke er generert i grad n + 2 for sa a4 komme til
en motsigelse, og dermed har vi vist at Ag har en lineser opplgsning som vil
si at Ay er Koszul. Ser pa

frte fnt1

Pn+2 Pn+1

7

Ker fn11
\ 0

der P, 41 er generert i grad n+ 1. Antar 4z € Ker f,,11 der x er en generator
og at x er av grad m > n 4+ 3. Da er det en e € P,492 som dekker =z.
Har at # € J?P,1, siden z er av grad minst n + 3 og = € Ker f,;1. Lar
Z veere restklassen til x i Ker f,11/J Ker f,+1. Hvis £ = 0 vil det si at
x € JKer f,41 C P41 og dermed er ikke x en generator. Sa vi vet at  # 0.
Da vil undermodulen generert av z vaere () = Az C Ker f,41/J Ker fr11.
La Az = M. Har at Ker f,+1/J Ker f,11 er en semisimpel Ag-modul. Det
vil si at det eksisterer en M’ slik at M @& M’ = Af, for en t > 1. Vi kan

N/

0
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dermed ved en inklusjon ¢ og en projeksjon 7 fa fglgende diagram:

M~ M@ M = A}

Ao

Siden antagelsen var er at £ # 0, er M # 0. Sa siden i: m — (m,0), er
ogsa Al # 0. Vet dermed at m; # 0 for minst en i. S& dermed har vi at
3g: Ker fp41/J Ker f,41 — Ao, der g(z) # 0. Vi lager oss folgende diagram

Ker fo11/J Ker fri1 —T A

|

Ker fnt1 Ao

der g = gA. Til senere bruk legger vi merke til at g(x) # 0.
Har at Ext} "% (Ag, Ag) = Homy (Ker f,,11, Ag) = Homy (Ker f,41/J Ker fy11, Ao).
Der den fgrste isomorfien kommer av dimensjonsskift og den andre fgl-
ger av Proposisjon 3.1.5 pa side 32. Har dermed at vi kan velge en ¢’ €
Homy (Ker f, 41, Ag) og se den som et element Ag’ € Ext’f\‘"2 (Ao, Ag). Vi ser

pa:

0: 0—— Ker fr+1 P P, P, . Py Ao
]
g’ 0 Ao B P, P, . . Py Ao

der vi far 6¢’ € EXtX+2(A0, Ag). Sa for var g € Homy (Ker f,11,Ag), kan vi

se g som g € ExtX+2(Ao, Ap). Skal na vise at g € ExtXJrQ(Ao, Ap), ikke ligger
i Ext} (Ao, Ao) ExtX“(AO, Ag), som vil vaere en motsigelse da vi har antatt
at E(A) er 1-generert. Sa vi sper oss om g € Ext} (Ao, Ag) Ext T (Ag, Ag)?
Vi ser pEoL Z;L:l 0; - i, der 9; € EXt/l\(Ao, Ao) og n; € EXtXJrl (Ao, AQ)

Til 7; tilordner vi en b;: Ker f,, — Ag[n + 1].

0 Ker f,, P, Py —---

L

0—Nn+1]—FE,——PFP, 1 —— -

Og til 6; tilordner vi a;: Ker fo — Ap[1].

0 —— Ker fj A Ao 0
oo
00— Ap[1] E; Ay 0



60 KAPITTEL 4. DERSOM A ER KVADRATISK OG MONOMIELL

der Ay er skiftet til Ag[1] fordi Ker fy er generert i grad 1.
Vi starter med

Py Py P,~PFPy 11— —=F—=A—=>0
Ker fn41 Ker f,
O/ Eiapn—lﬁ‘"'ép()»AO%O
Ao[n+1]
0

0—=Ao[n+2]=E/[n+1] = Ao[n+1] —0

Vi setter inn den eksakte folgen 0 — Ker fy — A — Ag — 0, etter a ha
skiftet den med [n + 1].

Pn+2 Pn+1 o Pn‘>Pn—1‘>"">PO‘>A09'O
Ker fn41 c Ker f, v,
0/ b Aln+1] lbi Ei—~Py1—-—=PFP—=AN—=0
7 / ~ 7
Ker fo[n + 1] [ Ao[n +1]
O/ . \0/ \0

04>A0[n+2]—>E§[n—|—1]»A0[n—|—1]—>0

Har her at b;: Ker f,, — Ag[n + 1] er en grad 0-avbildning, da den gar fra
Ker f,, som er generert i grad n+ 1 til Ag[n + 1] som har ikke-null elementer
kun i grad n + 1. Har videre at bade avbildningen ¢’: P11 — Ker f, og
avbildningen ¢’: A[n + 1] — Ag[n + 1] begge er grad 0-avbildninger. Kan
dermed fra Lemma 1.2.7 pa side 3 velge ¢: P,y1 — A[n + 1] som en grad
0-avbildning. Siden b; er en restriksjon av ¢ folger det dermed at ogsa den er
en grad O-avbilding. At a;: Ker fy[n+1] — Ag[n+2] er en grad 0-avbildning
ser vi siden den gar fra Ker fy[n+ 1] som er generert i grad n+2 til Ag[n+ 2]
som kun lever i grad n + 2. Dermed har vi at ogsa sammensetningen a;b; er
en grad 0O-avbildning.

Som abelske grupper er e"2(Ag,Ag) isomorf med Ext}™(Ag, Ag) =
Homy (Ker fi, 41, Ag). Sa 6;n; kan bli representert av a;b; € Homy (Ker fi41, Ao).

fn+3 5n+2
Ppio Ker fr41 =1Im fr 0

azgzi

Ao[n + 2]

Pn+3
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Skal na fgrst vise at vi kan se pa ai5i5n+2 + Im(fp12)* som et element
i Ext™(Ag, Ao) = Ker(fy13)*/Im(fy12)*. Vi har felgende kommutative
diagram:

fn+2

Pryo Prt1
W‘ /

Ker fr41 P Ker fo—2 Ag[n + 2]

Anvender den kontravariante funktoren Homp(—,A¢) pa Pnys Inta,

Fnt2
Ppio ELAEN P, 11 som gir

(frt2)” (fnt3)*
HomA(Pn+1, Ao) i> HOInA(Pn+2, AO) th HOHlA(Pn+3, Ao)

ht hfn+2

h! hfn+3

Ker(fn-i—S)*

Og vi spgr oss om ail;iénJrg € Ker(fny3)*? Ser fra diagrammet at det er
ekvivalent med at ail;ién” fnts = 0. Har at Im f,, 13 = Ker f,,10 = Ker d,, 12,
s dermed er d,42fnt3 = 0, som vil si at ai5i5n+2 fnts = 0 og vi har
at aigi5n+2 € Ker(fnt3)*. Siden Im(fn42)* C Ker(f,4+3)*, har vi da at
ai5i5n+2 + Im(fn+2) S Eth—I—Q (A(), AO)

Det vi skulle vise var at g ¢ Ext}x(Ao,Ao)ExtX“(AO,AO). Vi har
na at Zf 1 0in; kan representeres av Zﬁzl aigi5n+2 + Im(fri2)* som
ogsa er et element i Ext}"?(Ag,Ap). Si hvis g skal veere et element i
EXtA(Ao,AO) Eth+1(A0,A0 ma ZZ 1 CLzb 5n+2 + Im(fn—l—Q) = 95n+2 +
Im(fp42)*. Som er ekvivalent med at lel aibibnio — gOnia € Im(fr42)*.
Skriver dette om til (3'_; aib; — 9)0ns2 = k € Im(fni2)*? Vi hadde en
e € P9, slik at e dekte z, der = var et element i Ker f,11 av grad
m > n + 3. Anvender k pa denne e-en og far at a¢5i5n+2(e) = 0 fordi
ai5¢6n+2(e) = ail;i(:z‘), og a;b; er en grad 0-avbildning til A [n + 2], hvor alle
elementer ligger i grad n + 2, mens var x har graden m > n + 3. Derfor er
k(e) = —gdnta(e) = —g(x) # 0, da vi allerede har funnet at g(z) # 0. Men
for en t € Im(fp4+2)* har vi at t = hf, 4o for en h € Homp (P41, Ag). Hvis
vi anvender ¢ pa e far vi at t(e) = hfyi2(e) = h(x), siden d,42(e) = x €
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Ker fp41. Vi har at h: P,11 — Ag alltid faktoriserer slik at diagrammet

h

~ 7

Poi1/JPya

Ao

PnJrl

kommuterer. Men x er av grad stgrre eller lik n+3, sa x € JP,11, og dermed
blir h(x) = 0. Derfor har vi at k& ¢ Im(f42)*, sa g kan ikke veere et element
i Ext} (Ao, Ag) Exty (Ao, Ag). Vi har dermed at P42 ma vaere generert i
grad n + 2 og var graderte minimale projektive opplgsning er lineser.

O

4.2 Nar A er kvadratisk og monomiell

I denne seksjonen skal vi vise at nar A er kvadratisk og monomiell, da er A
Koszul. Siden vi i forrige seksjon viste at E(A) er endelig 1-generert hvis og
bare hvis A er Koszul, er vi fremme dersom vi viser at hvis A er monomiell
og kvadratisk, sa er F'(A) en endelig 1-generert algebra. Men vi skal forst se
pa noen definisjoner og litt teori om en multiplikativ k-basis for F(A).

Definisjon 4.2.1. Lar A veere en k-algebra. Hvis A = kT'/I for et quiver T’
og et ideal I i kI" som er generert av veier, da er I monomiell og A er en
monomiell algebra.

Definisjon 4.2.2. [GZ94] Vilar I vacre quiveret til A og I'y = {pilene} C T'.
Vilar A = kI'/(R), definerer I'y = {relasjonene i R} og lar p vaere en vei i
I, slikat pe Iy, i > 2. Lar M =A{pwveiil |0#pe A}. Definerer da I';11,
Vi > 2 som fglger. Har at en vei p i " er en i-prekjede dersom p = srq der
q €lj_1, rq € T';, s er en ikke-triviell vei i M og sr inneholder en delvei som
ligger i I's. Da er I'; mengden av alle i-prekjeder som har den egenskapen at
ingen ekte initial delvei er en ¢-prekjede.

Vi lar I" veere et quiver og p € I';. Lar videre e, veere idempotenten som
korresponderer til endepunktet til veien p. Vi skal na se hvordan vi da kan
identifisere e, med et element i Ext’ (Ag, Ag).

Gitt at vi har fglgende minimale graderte projektive opplgsning av Ag:

i e Py Po—=NAo—0
03 (Ao) Q4 (Ao)
der P, = per,Aep for alle i. Vi har da at Exty (Ao, Ag) =

Ext} (2 (Ao), Ag) ved dimensjonsskift. Videre anvender vi den kontravari-
ante venstre-eksakte funktoren Homp(—,Ag) pa den eksakte sekvensen
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0— Qf\(AO) — P — Q7 (Ag) — 0. Ved bruk av Lemma 3.1.6 pa side 33
og at Exty (P, A) = 0 for alle A nar P er projektiv, ser vi at

0 —— Homy (2" (Ag), Ag) —> Homy (P;, Ag) — > Homy (%) (Ag), Ag)

— Ext} (4 (Ao), Ao)

Vi har dermed at Ext}(Q"(Ag),Ao) = Homp (9% (Ag),Ag). Anven-
der sd Proposisjon 3.1.5 pa side 32 og far at Homy (9% (Ag),Ag) =
Homy (24 (Ao)/ T (Ao), Ag). Anvender si Lemma 3.1.6 pa side 33 og far
at Homp (94 (Ag)/J) (Ao), Ao) = Homp (P;/JP;, Ag). Oppsummerer det vi

har sa langt, og regner videre ved & bruke at P, = @peri Ae,, for alle i.

Extj\ (Ao, Ao) = Ethl\(Q’j\_l(AO), A())

= HOHlA(QfX(Ao), Ao)

= Homy (2} (Ao)/JQ2) (Ao), Ao)
= HOHIA(PZ/JPZ, Ao)
(

= Homy @ Aep/J(@ Aey), o)

pel’; pel;
= Hoon(@ (A/'])epa Ao)
pel;
= Hoon(@ Aoep, Ao)
pel’;
= st

pel’;

der dimy(epAo) = 1. Sa e, kan identifiserers som et element i Ext’ (Ao, Ag)
og {ep}per, utgjor en k-basis for Exty (Ag, Ao).
Videre godtar vi fglgende om e, uten a bevise det.

Proposisjon 4.2.3. [GZ9}] La A = kI'/I vare en monomiell algebra. La
peliogqely. Daer

/0 hvis pq ¢ T'i4;
R A hvis |
Pq pq € 1+

Vi godtar ogsa fglgende teorem uten & bevise det.

Teorem 4.2.4. [GZ94] Lar T’ vere et quiver og p € I';. Lar videre e, vere
idempotenten som korresponderer til endepunktet til veien p. Vi identifiserer
ep med et element i Ext’(Ag, Ag). Har da at mengden {ep}per;,i=0,1,2,... €r
en multaplikativ k-basis for E(A).
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Vi skal na vise at dersom A er monomiell og kvadratisk, da er E(A)
en endelig 1-generert algebra. Teoremet er hentet fra [GZ94]. Beviset som
blir presentert her er sveert likt beviset som er trykt i [GZ94], men er mer
detaljert og forhapentligvis ogsa mer lettlest.

Teorem 4.2.5. Dersom A er monomiell og kvadratisk, da er E(A) en endelig
1-generert algebra.

Bevis. Lar R vaere mengden av de monomielle, kvadratiske relasjonene slik
at A = kI'/(R). Lar I'; = {pilene} C T, der I" er quiveret til A. Lar A C T';
vaere mengden piler som opptrer i en relasjon i R. Lar p € I' veere en vei,
slik at p € Ty, der ¢ > 2. Nar ¢ > 2 sa er alle piler som opptrer i en p i
I'; i A, sa& p en sammensetning av i piler fra A, siden alle relasjoner i R
er av lengde 2. Sa vi har at p = - oy, for oy € I'y. Vi lar e, veere
idempotenten som korresponderer til endepunktet til veien p, sa her far vi
da at e, = €q,€ay " €q,. Vi har vist at vi kan identifisere e, med element
i EXt%(Ao,AQ), ved at EXti\(Ao,Ao) = ®p€Fi epA(). Sa vi har at €a; €
Ext} (Ao, Ap), som medfgrer at e, = €q,€ay - €a, € [Exth (Ao, Ag)]". Har
fra Teorem 4.2.4 pa forrige side at {e,}per,ur,u... er en multiplikativ basis
for E(A), sa derfor er E(A) endeliggenerert som k-algebra med generatorene
{ep}pef‘l . O

Korollar 4.2.6. Hvis A er kvadratisk og monomiell, sa er A Koszul.

Bevis. Fglger direkte fra Teorem 4.2.5 og Teorem 4.1.1 pa side 55. 0



Kapittel 5

Diverse teori

5.1 Grobnerbasis

I dette kapittelet skal vi ga kort gjennom en del teori om Grobnerbasis hentet
fra [Gre99]. Det vil ikke bli gitt noen bevis her, men det blir presentert
tilstrekkelig informasjon om Grobnerbasis til at vi er istand til & bruke
Grobnerbasis for & sjekke om en veialgebra er Koszul, noe vi vil gjgre i
Kapittel 6 pa side 69.

I dette kapittelet lar vi k veere en kropp og V' veere et vektorrom. Vi lar
B = {b;}icE, der E er et indeks-mengde, vaere en k-basis for en k-algebra R.
Sa nar vi lar R = k', da er B mengden av veier, trivielle og ikke-trivielle. Vi
vil ogsa la > sta for en vel-ordning pa B, som vil si at > er en total ordning
av B, der enhver ikke-tom undermengde av B har et minimalt element.

Proposisjon 5.1.1. Lar B vere en totalt ordnet mengde, da er > en wvel-
ordning pa B, hvis og bare hvis det for enhver nedadstigende kjede by > by >
bs > ---, der b; € B, eksisterer en n € N, slik at b, = bp11 =bpya=---.

Definisjon 5.1.2. Lar B vere en basis for et vektorrom V og > en vel-
ordning pa B. Lar videre v = ), ; a;b; veere et ikke-null element i V' der
a; € k og b; € B. Da er b; tuppen til v dersom b; opptrer i v og b; > b; for
alle b; som opptrer i v. Vi sier at b; opptrer i V', dersom o; # 0.

Vi skriver tupppen til v som Tip(v). Dersom X er en undermengde av
V,saer Tip(X)=4{be B|b=Tip(x) foren x # 0 € X}.

Definisjon 5.1.3. En vel-ordning > pa B er tillatelig dersom den
tilfredsstiller felgende krav, der p,q,r,s € B.

1. hvis p < q, sa er pr < gr dersom bade pr # 0 og qr # 0.
2. hvis p < ¢, sa er sp < sq dersom bade sp # 0 og sq # 0.

3. hvisp=gqr,daerp>qogp>r.

65



66 KAPITTEL 5. DIVERSE TEORI

Definisjon 5.1.4. Vi sier at en mengde av elementer X er tuppredusert
dersom Tip(x) ikke deler Tip(y) for z,y € X, nar x # y. At Tip(z) ikke
deler Tip(y) vil si at det ikke eksister p, g € B slik at p Tip(z)q = Tip(y).

Gitt at vi har en ordnet mengde av elementer X = {1,292, - ,z,} 1 R
og et annet element y € R. Vi kan da dele y med denne mengden, der dele
her betyr a finne my,---m, € N og elementer u; j,v; j,7r € Rfor 1 <i<mn
og 1 <j < m;slik at

Loy =300 (072 wizivig) + .
2. Tip(y) > Tip(u;,jziv; ;) for alle i og j.
3. For b € B som opptrer i r, sa vil Tip(x;) ikke dele b for 1 <i <n.

Vi legger merke til at dette medfgrer at Tip(r) < Tip(y). Og vi kaller r for
en rest av divisjon av x1,---,T,. En algoritme for en slik deling er gitt i
[Gre99]. Vi vil bruke dette i forbindelse med a sjekke om en gitt basis er
en Grobnerbasis for et gitt ideal, og vil ga gjennom et eksempel pa en slik
deling etter a ha sitert det aktuelle teoremet, Teorem 5.1.8. Vi ser forst pa
noen definisjoner som vil bli brukt i dette teoremet.

Definisjon 5.1.5. Hvis X = {x1,--- ,2,} er en ordnet mengde og y blir
delt pa X, da vil vi for resten r bruke folgende notasjon y = x r.

Definisjon 5.1.6. La f, g € R og anta at vi har elementene b, c € B slik at

1. Tip(f)c = bTip(g).

2. Tip(f) ikke deler b og Tip(g) ikke deler c.

Da er overlapprelasjonen av f og g ved b og c¢ definert som o(f,g,b,c) =
fe — bg. (Dersom k # Zo er overlapprelasjonen gitt ved o(f,g,b,c) =
(1/CTip(f))fe — (1/CTip(g))bg, der CTip(v) star for koeffisienten til
tuppen av v.)

MERK. Har at Tip(o(f,g,b,c)) < Tip(f)c = bTip(g).

Definisjon 5.1.7. Et element ) " | o;b;, med o; € k* og b; € B, er (venstre)
uniformt hvis for enhver ¢ € B sa er enten cb; = 0 for alle i = 1,--- ,n eller
chby #0 forallei=1,--- n.

Teorem 5.1.8. Lar R vere en k-algebra med multiplikativ basis B og
en tillatelig ordning <. La G vere en mengde av hoyre- og venstre uni-
forme, tuppreduserte elementer fra R. Anta at for enhver overlapprelasjon
o(g91,92,0,q9) =¢g 0, der g1,g2 € G. Da er G en Grébnerbasis for (G) = I.
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Eksempel. Vilar A = kT'/I der k = Za, quiveret I er

aClQB

og I = (a? af + Ba). Vi far da at B er mengden av veier og vi lager en
tillatelig ordning < ved A si at e < a < 8 < o? < Ba < aff < B2. Vi
skal sjekke om (a?, a3 + Ba) er en Grobnerbasis, s vi trenger ikke definere
< for veier av lengde 3 eller mer. Vi definerer f = a? og g = a3 + fBa.
Far da at Tip(f) = o? og Tip(g) = af. Vi ser at vi far to overlapp,

(1): Tip(f)B = aTip(g) og (2): Tip(f)a = aTip(f). Sa vi ma regne ut
o(f,g,a,3) og o(f, f,a, ). Vi far at

o(f.g,a,8) = o(a?,af + B, a, B)
= a?f — a(af + fa)
= —afa
= Tipg(-a)

—afa — g(—a) = —afa+ afa + fa
= Ba?
= BTip(f)
Ba? — Bf = B’ — Ba’
=0

2

Som vil si at o(f,g,a,8) =¢ 0. For a sjekke overlapp (2) ser vi pa
olf, f,a,a) = fa—af = a®—a? = 0. Vi har dermed at ogsa o(f, f, o, a) =g
0. Siden alle overlapp reduseres til null, har vi at G = (a2, a3 + Ba) er en
Groébnerbasis for 1.

Skal na se pa et teorem som gir en sammenheng mellom Grébnerbasis
og Koszul-algebraer.

Teorem 5.1.9. La I vere et kvadratisk ideal i en veialgebra kI'. La > veere
en tillatelig ordning pa veiene slik at I har en kvadratisk Grébnerbasis. Da
er kI'/I en Koszul algebra.

Eksempel. I det forrige eksempelet sa vi at G = (a? a8 + Ba) er en
Grobnerbasis for I, nar A = kI'/1 der k = Za, quiveret I er

aClQB

og I = (a?,af3 + Ba). Siden G ogsé er en kvadratisk Grébnerbasis for I har
vi fra Teorem 5.1.9 at kT'/(a?, a3 + Ba) er Koszul.
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5.2 Koszuldualet

Med utgangspunkt i artikkelen [GMV96] skal vi i denne seksjonen forst
presentere hvordan det det sakalte dualet til et kvadratisk ideal I, kan
konstrueres fra det kvadratiske idealet I, nar A = kI'/I er Koszul. Vi har i
Kapittel 3 pa side 29 vist at nar A er Koszul, sa er ogsa Yoneda-algebraen,
E(A), Koszul. I denne seksjonen vil vi sitere et teorem som sier enda mer,
nemlig at nar A er Koszul, sa er E(A) = kT'/I’, der I’ er det sakalte dualet
til I. Det er ogsa sann at dualet til I’, la oss kalle det I” er I, eller med andre
ord; E(E(A)) = A. Vi har dermed at kI'/I er Koszul hvis og bare hvis kT"/I’
er Koszul. Malet med denne seksjonen er & presentere dette, slik at vi kan
underspke om A = kI'/I er Koszul, ved a undersgke om kI'/I" er Koszul,
nar vi gar gjennom noen eksempler i neste kapittel. Vi vil godta teoremene
fra [GMV96] uten a bevise dem.

Lar A = kI'/I, der I er et kvadratisk ideal. Da finner vi det kvadratiske
dualet til I, som vi kaller I’ pa fglgende mate. Lar I veere k-vektorrommet
generert av de kvadratiske generatorene av I og lar V5 veere k-vektorrommet
generert av alle veier av lengde 2 i I'. Vi har da at I C V,. Lar
V* = Homy(V, k) vaere det duale vektorrommet til V' og lar {p}}_, veere
den duale basisen til basisen for veiene {p;};; av lengde 2. Det vil si at
p;(a1p1 + aspa + - -+ + appn) = a;, der a; € k for j =1,--- ,n. Hvis v € V5,
daer v =", a;p;, hvor summen er over veier av lengde 2 og a; € k. Vi
definerer f,: Vo — k, ved f, = >, a;p}. Da er I’ idealet generert av alle
kvadratiske elementer w slik at f,(w) = 0 for alle v € I5.

Eksempel. Vi skal regne ut dualet til I = (a3, a® + Ba+ %) nar A = kI'/1

der k = Zs og quiveret I" er
«C1 0

Vi har da at Vo = k{a?, a3, Ba, 3%} og Vo' = k{(a?)*, (aB)*, (Ba)*, (5? )
Vi skal da finne alle kvadratiske elementer w slik at f,5.42 -+ 2 (w) =
Vi vet at w er pa formen aja? + asaf + asfBo + a4, der a; € k:.
For at foga24p8a+32(w) = 0 ma da az = 0 og a; = —a3 — a4, siden
a; € Zo skriver vi a; = as + a4. Vi kan velge a3 og aq vilkérlig og far
at (a1,a9,a3,a4) = (az + a4,0,a3,a4) = a3(1,0,1,0) + a4(1,0,0,1). Vi har
dermed at det kvadratiske dualet til I er I’ = (a? + Ba, a? + (5%).

Teorem 5.2.1. Dersom A = kU'/I er Koszul, da er E(A) = kT'/I', der I’
er dualet til I.

Teorem 5.2.2. La I vere et kvadratisk ideal 1 kI', og I' det kvadratiske
duale idealet til I. Vi lar dualet til I' vere I". Da har vi at I" = 1.



Kapittel 6

Eksempler

I dette kapittelet vil vi ga gjennom tre eksempler, der vi finner ut for hvilke
kvadratiske ideal I vi har at kI'/I er Koszul for en kropp k og et quiver
I'. Vi vil i alle eksemplene bruke Teorem 2.3.2 pa side 24 som sier at alle
Koszul-algebraer er kvadratiske, og kan derfor begrense oss til & se pa kun
kvadratiske ideal I. Men vi vil starte med et lite eksempel, der vi ellers
ikke bruker noe mer av teorien vi har gatt gjennom, men finner linesere
opplgsniger av alle simple undermoduler, for a avgjgre om en algebra er
Koszul. Sa vil vi ga videre til stadig stgrre eksempler, der vi tar i bruk
stadig mer teori. Ved & ikke ta i bruk all teorien med en gang, blir det veldig
tydelig i hvilken grad teorien vi har gatt gjennom, effektiviserer det & avgjgre
om A er Koszul. Sann sett kan en si at dette kapittelet bade oppsummerer
og rettferdiggjor all teorien vi har gatt gjennom i denne oppgaven.

Eksempel. Lar A = kI'/I der k er kroppen Zy og I' er quiveret

2Y1X3
N

Og I er alle kvadratiske relasjoner, som vil si at vi har I € {(ya —

5A), (va), (68), (yer, 68)}.
Starter med A = kI'/(ya—83) = k{ey, &2, &3, &4} +k{a, 3,7, 6} +k{yalt.

69
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Ser forst at alle de projektive A-modulene er
k 0
2 N
k k Aeg = P = k 0
k k

OyO\k Aey = Py = 0%0\0
N A

Og de 4 simple modulene som vi ma sjekke at alle er linesere for at Ag skal
veere lineser og dermed A Koszul, er

A€1 :P1 =

A€3 = P3 =

N YN YN YN
S1= 0 0 = k 0 S3= 0 k = 0 0
o\ 4y o\ Ao o\ Ao o\ 4
0 0 0 k
Finner en projektiv opplgsning av Si:
P2 P1 PO Sl
0 0 0 k k
/N ¥\ ¥\ ¥\ /O
0 0 k 0 @& 0 k k k—=0 0
N K N ¥ N ¥ N ¥ N K
k 0 k k 0 k 0
¥\ ¥\
0 0 k k
N ¥ N ¥
k k

Skifter P; med 1 grad og P» med 2 grader, og dermed ser vi at S; har en
lineser opplgsning.

Vi har at Sy og S3 er symmetriske, sa det er nok a sjekke en av dem. Vi
ser pa en projektiv opplgsning av Ss.

P1 PO

Aey Aesy Jo, Sa

~ T

Ker fo = Aey
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Vi skifter P; med 1 grad, og dermed har S en lineser opplgsning.

Siden Sy er projektiv, er det opplagt at S4 har en lineser opplgsning. Vi
har dermed at Si, S5, S3 og Sy alle er linesere A-moduler, dermed har vi
at Ag = S1 @ Sy @ S5 @ Sy er en lineser A-modul, sa A = kT'/(ya — §3) er
Koszul.

Pa samme mate som for A = kI'/(ya — §3) kan vi ogsa finne linesere
opplesinger for alle de simple undermodulene av A = kI'/(ya), A = kI'/{53)
og A = kI'/(ya, ). Dette eksempelet var noe av det forste jeg gjorde i
arbeidet med denne oppgaven, og da fant jeg linesere opplgsniger for alle de
simple. Men na ser vi at siden alle de resterende algebraene er kvadratiske
og monomielle, sa er de ogsa Koszul, direkte fra Korollar 4.2.6 pa side 64.

Vi skal na se pa et litt stgrre eksempel. Vi vil gjennom hele eksempelet
bruke Korollar 4.2.6 pa side 64 som sier at dersom A er monomiell og
kvadratisk, sa er A Koszul.

Eksempel. Lar A = kI'/I, der k er kroppen Zga, I er et kvadratisk ideal og

I" er quiveret
[e%

1 3 2 Q ¥
B

Vi lar I5 sta for k-vektorrommet generert av kvadratiske generatorer av I og
vi lar Vo = k{wveier av lengde 2}. Vi har da at I er et undervektorrom av
Va. Vi kaller dimy, I3 for dimensjonen til idealet I. Vi har at I C (ya, v3,72),
sa det kan se ut som om vi kan se pa I i 3 dimensjoner. Men vi ser at idealet
(Yo, vB,7%) = (va, 78 +77), siden vi har at (v6+77) = (Y8 +7%,796,7) =
(v8,+?). For vi vet at IR C I, nar I er et ideal i en ring R og vi har her
at (78 +v2%)e1r = 78 og at (ya + v?)ea = ¥2. Vi kan derfor se pa I i to
dimensjoner.

Vi starter med a se pa dimensjon 0, hvor vi far at I = 0, sa vi ma sjekke
om kI' er Koszul. Har at grad 0-delen av kI' er kI'/J, sa vi ma sjekke om
kT'/J har en lineser opplgsning. Vi dekker kI'/J med kI', som er projektiv
som kI'-modul og generert i grad 0. Far dermed kjernen J og vi har fglgende
sekvens:

0 JS kT kr/J 0

Siden kI er herediteer og J er en kI'-modul, har vi at J er projektiv. S& den
projektive opplgsningen av kI'/J stopper her. Vi har ogsa at J er generert
i grad 1. Dermed har vi at kI'/J har en lineser opplgsning, sa kI" er Koszul.

Vi kan oppsummere dimensjon 1 med Tabell 6.1 pa neste side. I Tabell 6.1
pa neste side har vi i siste kolonne skrevet Koszul, nar A = kI'/I,, er Koszul
for idealet I,. Vi sier at Ig er symmetrisk med I, siden vi kan se at de
blir like hvis vi bytter ut  med [, og det er derfor nok & vise at I5 gir en
Koszul-algebra, for & kunne si at bade I5 og Ig gjor det. Vi far dermed at
kT'/I er Koszul for alle idealer i dimensjon 1, ved & pa samme mate som i
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I = (%) Kvadratisk og monomiell | Koszul
I, = (ya) Kvadratisk og monomiell | Koszul
Is = (vf3) Kvadratisk og monomiell | Koszul
Iy = (ya+v0) Linezer opplgsning Koszul
Is = (ya +72) Linezer opplgsning Koszul
Is = (v6+ %) Symmetrisk med I Koszul
I7 = (ya+ B +~?) | Linezer opplgsning Koszul

Tabell 6.1: Kvadratiske idealer i dimensjon 1

forrige eksempel, finne linezere opplgsniger av de simple undermodulene av
idealene Iy, I5 og I7.

Vi ser sa pa dimensjon 2, der vi ser om A = kI'/I er Koszul nar
I=(f,g) = (a1ya+ axyB+ azy?, asya+ asyB + agy?), der a; € Zy og f og
g er linesert uavhengige. Vi mé ha at bade f og g er ulik null for & fa et ideal
i dimensjon 2, og vi ma ha at g er ulik f. Dette gir (23 —1)-(23—1—1) = 42
ikke-null mulige I, sa vi starter med a se pa en del symmetrier og likheter
som kutter ned pa andelen idealer vi ma sjekke. Vi sier at (a,b) = (b,a),
siden disse gir oss akkurat samme ideal. Et eksempel her er at vi sier at
(ya ,vB+~%) = (yB+~2,va ). Som vi allerede har gjort i dimensjon 1, sier
vi at to idealer er symmetriske, dersom de blir like nar en bytter om pa « og
(. Vi legger merke til at dette medfgrer at hvis vi for eksempel ser pa alle
idealer pa formen (ya, g), har vi ogsa oversikt over alle idealene pa formen
(70, g). Vi sier ogsa at for eksempel (ya,ya + v5) = (ya,v5) og lignende.
Vi far derfor ingen idealer pa formen (ett element, tre elementer) eller
lignende, da de vil reduseres til (ett element, to elementer) og sa videre.
Etter disse likehetene og symmetriene sitter vi igjen med kun fire idealer
som vi vil se etter om gir en Koszul-algebra A, se Tabell 6.2.

= (ya, 75) Kvadratisk og monomiell | Koszul
= (v8,7%) Kvadratisk og monomiell | Koszul
Ig = (ya, ’yﬁ +72) | Kvadratisk og monomiell | Koszul
Iy = (v*,ya +vB) | Dimensjon 1 Koszul

Tabell 6.2: Kvadratiske idealer i dimensjon 2

I Tabell 6.2 star det at alle de tre forste idealene er kvadratiske og
monomielle, sa vi vet at de gir en Koszul-algebra fra Korollar 4.2.6 pa
side 64. Det er opplagt at de to fgrste idealene er monomielle. Nar det
gjelder I3 ser vi at ogsa dette er idealet er monomielt, ved & vise at
(ya, vB8+~%) = (ya,vB,7?), pa samme mate som vi i starten av eksempelet
viste at (y8 + %) = (v8,72). I Tabell 6.2 star det at I; er Koszul siden I4



73

ligger i dimensjon 1. Det er fordi vi har at (v + vya + v3)e1 = ya + 73 og
(v +ra+98)ex =2, 4 Is = (v, ya+v8) = (y* +ya + ) som ligger i
dimensjon 1.

Vi har na vist at A = kI' /T er Koszul for alle kvadratiske I, nar k = Zs
og I' er

(0%
1:237

Eksempelet som na blir presentert er oppgavens hovedeksempel. Selv om
vi ogsa her vil finne ut om enkelte algebraer er Koszule ved a sjekke om Ag
er lineser, vil vi i stor grad bruke teorien vi har gatt gjennom tidligere i
oppgaven. I tillegg til & bruke at A er Koszul medfgrer at A er kvadratisk,
vil vi ogsa bruke at A er Koszul dersom A er kvadratisk og monomiell, at
A = EkT'/I er Koszul dersom I har en kvadratisk Grobnerbasis. Og vi vil
bruke det vi har gatt gjennom om Koszuldualet, og benytte oss av at kI'/I
er Koszul hvis og bare hvis kI'/I’ er Koszul, der I’ er det kvadratiske dualet
til 1. Det blir rimelig apenlyst at teorien om Koszul-algebraer er sveert nyttig,
da eksempelet bade er stort og mange av idealene I gjor bare det & skrive
opp quiveret til Aey, for A = kT'/I, til en rimelig komplisert affeere.

Eksempel. Lar A = kI'/I der k er kroppen Zy, I et kvadratisk ideal og T’

er quiveret
f\
a(18

Vi lar I, sta for k-vektorrommet generert av kvadratiske generatorer av I og
vi lar Vo = k{wveier av lengde 2}. Vi har da at I> er et undervektorrom av
Va. Vi kaller dimy, I5 for dimensjonen til idealet I. Siden I C (a2, af3, Ba, %)
kan vi se pa I i 4 dimensjoner.

I dimensjon 0 far vi at I = 0, sa vi ma sjekke om kI' er Koszul. Har
at grad O-delen av kI' er kI'/J, sa vi ma sjekke om kI'/J har en lineser
opplesning. Vi dekker kI'/J med kT, som er projektiv som kI'-modul og
generert i grad 0. Far dermed kjernen J og vi har fglgende sekvens:

0 J— kT kL) J 0

Siden kI er hereditzer og J er en kI'-modul, har vi at J er projektiv. Sa den
projekive opplgsningen av kI'/J stopper her. Vi har ogsa at J er generert i
grad 1. Dermed har vi at kI'/J har en lineser opplgsning, sa kI' er Koszul.

Ser sa pa dimensjon 1. Vi skriver opp generatorsettene for I i Tabell 6.3
pa neste side. der tallene i tabellen star for koeffisienten til den tilhgrende
generatoren, i generatorsettet til I;. For eksempel er I5 = (a® 4 aB). Legger
fgrst merke til at I5 er isomorf med I1g, bare bytt notasjon pa « og (3. Pa
samme mate er ogsa Ig isomorf med Ig, 111 isomorf med I14, og I15 isomorf
med I13. Sa nar det gjelder disse, er det nok a sjekke om en i hvert par er
Koszul. Vi har dermed 11 distinkte idealer vi ma sjekke.
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Tabell 6.3: Kvadratiske idealer i dimensjon 1

Fra Teorem 4.2.6 pa side 64 vet vi at dersom A er kvadratisk og
monomiell, s& er A Koszul. Kan derfor med en gang si at i tabellen over
er I, Is, I3 og I, Koszul.

Til og med Ae; er sveert uoversiktelig for alle de resterende idealene,
sa vi gar over til & bruke teorien om Grobnerbasis. Bruker Teorem 5.1.9
pa side 67 og sjekker om idealene har en kvadratisk Grobnerbasis. Starter
med & konstruere to forskjellige tillatelige ordninger >, kaller dem >; og
>5. Siden vi skal se pa generatormengden til kvadratiske ideal er det nok for
oss a definere de tillatelige ordningene vare for veier av lengde 2. For > lar
vi derfor o« < 8 som induserer fglgende ordning: o < fa < aff < 32. For
>y lar vi 8 < «a indusere ordningen % < a3 < Ba < o?. Disse tillatelige
ordningene vil ogsa bli brukt nar vi regner i dimensjon 2.

Ser pa I5 = (a?+af3). Visjekker om G = (a?+af3) er en Grobnerbasis for
I. Vi bruker >1, som gir at a3 > o?. Sa tuppen blir a3. Legger merke til at
vi ikke har noen overlapp, da det ikke eksisterer a,b € B, der a og b ikke deler
af slik at afa = bafB. Altsa er G = (a® + a3) en kvadratisk Grobnerbasis
for I. Siden I har en kvadratisk Grobnerbasis kan vi fra Teorem 5.1.9 pa
side 67 konkludere med at kI'/(a? + af3) er Koszul.

Har heller ingen overlapp nar vi tester om (a? + Ba) er en Grébnerbasis
for Iy = (a? + Ba), om (af + Ba) er en Grébnerbasis for Iy = (af + Ba)
og om (a? 4+ af + Ba) er en Grobnerbasis for I = (o + aff + pa). Har
dermed fra Teorem 5.1.9 pa side 67 at kI'/I er Koszul for I3, Is og I;;. Fra
isomorfien vi har fra a bytte notasjon pa « og (3, har vi dermed at A = kI'/1
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er Koszul for Iy, I1g og I14.

For de resterende idealene gir hverken >; eller >o en kvadratisk
Grobnerbasis for I. For I; = {(a? + 3%) og L1z = (a® + af + 3?) ser vi
pa dualene i stedet. Vi har fra Teorem 5.2.1 pa side 68 og fra Teorem 5.2.2
pa side 68 at dersom kI'/I’ er Koszul, sa er ogsa kI'/I"” = kI'/I Koszul.

Regner fgrst ut dualet til I; = (a?+3%). Vi har at Vo = k{a?, a3, Ba, 3%}
og Vi = k{(a?)*, (af)*, (Ba)*, (8*)*}. Vi har dermed at fu2, 45 = (a®)* +
(8%)*. Vi vet at IL er generert av alle kvadratiske elementer w slik at
faz+p2(w) = 0. Vi har at w er pa formen a10? + asaf + asfa + as3?,
der a; € Zo. Far da at fu2ip2(w) = a1 + a4 = 0, som gir at a; = ayg,
mens ag og ag er vilkarlige. Vi far dermed (a1, as, a3, as) = (a1, a2, a3,a1) =
a1(1,0,0,1)+az(0,1,0,0)+a3(0,0,1,0), som gir oss at I = («*+3%, af, Ba).

Da heller ikke I7 har en kvadratisk Grobnerbasis ser vi pa en

vektorromsbasis for kI'/I7:

I og med at quiveret vart er

(v )
har vi kun en simpel vi ma undersgke om har en linezer opplgsning, og kun

en projektiv til & dekke den med. Vi har at Ae; har basisen k{é1, @, 3, @’}
og quiveret vi kaller Aej gir virkningen av ringen pa Ae;.

NN
N A A

Den projektive opplgsningen av S; starter som fglger:

= Ae1 @ Aeq i Py = Aeq 4> S1

\/
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der f; induseres av pilene til og fra Jej. Vi ser ngyere pa avbildningen
61: Pi — Ker fy for a finne Ker f;. For fra konstruksjonen av fi har vi at
Ker f; = Ker ;.

ai b1
as as ©® by b3
o1
a4 b4 0
/ \
a by
S S
az + ag

Her representerer det fgrste quiveret aié; + as@ + asf3 + asa® € Aeq og

tilsvarende for de andre quiverene. Sa vi ser fra diagrammet at i kjernen
til 61 ma a1 = by = 0, videre ma ay = —bs siden ay + b3 = 0, mens
as, a4, ba, by og by er fri. Vi skriver as = bs, siden vi er over Zs. Sa vi bruker
dette til a skrive generatorene av Ker f; som Xy, -+, X5. Vi definerer dem

0 0 0 0 0 0
. = 0O 1 0 O = (0 0 1 0 = 1 0 0 1
som fglger: X ( ol % >, X5 ( 0% 1o ), X3 < 0% % ),

0 0 0 0
Xy = (010 000>,X5: <000 010>.Viserpéhvﬂket basis-element X;
avbildes pa nar vi anvender henholdsvis o og (3, og far slik folgende diagram:

Xs X3 X1
X y X y
X5 X4

Ser at P, = Aey ® Aey @ Aey . Finner Ker f5 pa tilsvarende méate som vi fant
Ker f;. Skriver P, som

N b 4 )
o N Y\ YN\
as a3 o b bs @ ¢ c3
o\

as

2
ANV o Sy
by
og ser at P, avbildes pa Ker f; pa folgende mate:

N N

as + bs ba +c3
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Sa i kjernen til do: P — Kerfi ma a1 = by = ¢ = 0, ao =
bs og by = «c3. Vi ser derfor pa as,bs,co,a3,a4,by 0g ¢4 mnar vi
lager 7 generatorer for Ker fo, som fremstiller kjernen pa en ryddig
0 0 0 0 0 0
0o, 0 , 0 0, , 0
0 0 0 0 0 0 0 0
( 1 0 0 0 0)7X4:<0 0 0 0 1 0),X5:<0 0 0 0 0 0>,
, 0 , 0 0o, 0 , 0 1, 0 , 0
0 0 0 0 00 % .
(00 0,0 00 , X7 = 000 000 L0 . Ser pa hvor Xj;

avblldes nar vi anvender henholdsvis « og ﬁ, og far fglgende diagram:

Xy 3 X 5 X1 3 X3
o « o
NG N N
X X¢ X

Vi oppsummerer og ser at starten pa en projektiv opplgsning av Sy er

Py . f3 P, . f2 P, . f1 P()&Sl
\3 \2 1
“ k k k k 0B k of k k of k
\ / \* / \ / N XN/ N X
k k k k

der P; = (Aep)™™!. Vi ser at Ker f; C JP; for alle i = 0,1,2. Skifter P; til
grad [i], og har dermed P; generert i grad i. Og med tilsvarende argumenter
som for kjernene over, far vi at P; er generert i grad ¢ og Ker f; C JP;, Vi.

Tilsvarende som for I7 kan vi ogsa for I1s og I 5 regne ut I, og I}s, se
pa vektorromsbasisene for disse og se at de er Koszul. Vi har dermed fatt at
i dimensjon 1 er alle Koszul.

Vi gar sa videre til dimensjon 2. Vi skal fortsette a se pa kI'/I der k = Zs,
I er et kvadratisk ideal og quivert er

«(C1_)8
Men i dimensjon 2 ma vi sjekke om kI'/I er Koszul nar I = (f,g9) =
(a10? +asaB+asBa+asB?, asa +agaf+arBa+agB?), der a; € Zy og f og
g er linesert uavhengige. Vi ma ha at bade f og ¢ er ulik null, for a holde oss
i dimensjon 2, og g ma velges ulik f. Vi far dermed (2% —1)-(2*—1—-1) = 210
mulige idealer I. Vi vil derfor ogsa her se pa en del symmetrier og likheter
som kutter ned pa andelen idealer vi ma sjekke. Vi sier at (f,g) = (g, f),
siden disse gir oss akkurat samme ideal. Vi sier at to idealer er symmetriske,
dersom de blir like nar en bytter om pa « og (8 og vi legger merke til at
det medfgrer at dersom vi for eksempel har undersgkt alle idealer pa formen
(a2, g), har vi ogsé oversikt over alle idealer pa formen (32, g). Videre sier vi
at for eksempel (a2, o® +af + 32) = (a2, af + 3?) og lignende. Vi far derfor
ingen idealer pa formen (tre elementer, tre elementer) eller lignende, da
de minst vil reduseres til (to elementer, tre elementer) og sa videre. Etter



78 KAPITTEL 6. EKSEMPLER

disse likehetene og symmetriene sitter vi igjen med 29 distinkte idealer I, se
Tabell 6.4 pa side 83.

Skal na forklare Tabell 6.4 pa side 83 og komme med eksempler pa
utregningene tabellen presenterer. Vi har fra Korollar 4.2.6 pa side 64 at
dersom et ideal er kvadratisk og monomielt,sa er A = kI'/I Koszul, og
dermed vet vi at for de fire forste idealene i tabellen, sa er A = kI'/I Koszul.

Vi vet fra Teorem 5.1.9 pa side 67 at A = kI'/I er Koszul, dersom I er
et kvadratisk ideal som har en kvadratisk Grobnerbasis. Sa for de idealene
som vi har funnet en kvadratisk Grobnerbasis for, vet vi at A = kI'/I er
Koszul. Et eksempel pa utregning av en kvadratisk Grobnerbasis, er hvordan
vi finner dette for I14 = (o + Ba, af+ 3?). Vi starter med & finne tuppen til
I14. Vi setter f = a? 4 Ba og g = a8 + B2. Vi anvender >1, der 8 > a. Far
dermed at Tip(f) = Ba og Tip(g) = B%. Vi tester sd om G = (f,g) er en
Grobnerbasis for I14. Vi ser at vi har to overlapp: (1): Tip(g)a = S Tip(f),
siden 3%a = BBa og (2): Tip(g)B = BTip(g), siden 328 = BB%. Vi sjekker
forst (1) og far at

o(g, [, B,a) = ga — Bf
= (af + 0%)a — p(a® + fa)
= afBa — Ba?
— aTip(f) — Ba®
afa — o’ — af = afa — Ba’ — a(a® + fa)

— _ﬁa2 . 043
= —Tip(f)a — o

—Ba? — a4+ fa = —Ba® — o + o + fa?
=0

Sa det forste overlappet er i orden. Vi sjekker (2) og far at

0(g,9,5,0) = g8 — By
=af’+ 6 - - pap
= af® — fof
= aTip(g) — Baf
af? = BaB — ag = —Baf — o*p
= —Tip(f)B — *

Og far til slutt at —BaS—a?B+ fB = 0. Vi har dermed at begge overlappene
reduseres til 0 og har dermed fra Teorem 5.1.8 pa side 66 at I14 har en
kvadratisk Grobnerbasis, sa kI'/I14 er en Koszul-algebra.

En del av idealene i Tabell 6.4 pa side 83 har fatt kommentaren at
de kan regnes om til et annet ideal. Teknikkene vi bruker for & gjgre det
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for et ideal I = (f,g) er a bytte om pa « og [, bytte plass pa f og g
og ved & trekke generatorene i I fra hverandre, som vil si at vi sier at
(f,9) = (f—g,9). Ved a trekke generatorene fra hverandre vil vi for eksempel
fa at (a3, +af) = (a3, a?). Dersom vi kan regne et ideal om til et annet
ved a bruke disse teknikkene, sier vi at de to idealene er like. Vi skal na se
et eksempel pa en slik utregning, der vi skal vise at Isg = I1. Vi husker at
kroppen vi regner over er Zs, sa for eksempel er af = —af.

Iy = (af + o2, af + Ba)
= (af + a® — af — fa,af + fa)

= (&® + fa, af + fa)

= (af + Ba,a’® + pa)

<aﬁ + B, af + 6°)

21

Sa siden Io; gir at A = kI'/I er en Koszul-algebra, blir A ogsa Koszul nar vi
lar I veere Igg.

Vi har fra Teorem 3.2.1 pa side 50 at dersom A er Koszul, sa er ogsa
E(A) Koszul. Videre har vi fra Seksjon 5.2 pa side 68 om Koszuldualet at
dersom A = kT'/I er Koszul, sa er F(A) = kI'/I' der I’ er det kvadratiske
dualet til I. Siden samme seksjon ogsa gir et teorem om at det kvadratiske
dualet til I’ er I, kan vi sjekke om A = kI'/I er Koszul ved a sjekke om
A = kT'/I' er Koszul. Sa hvis vi finner at I, er dualet til I, holder det a
sjekke om en av dem gir en Koszul-algebra. I Tabell 6.4 pa side 83 har vi for
eksempel funnet at I1g er det kvadratiske dualet til 119, utregningen av dette
har vi allerede regnet som et eksempel pa hvordan vi finner det kvadratiske
dualet i Seksjon 5.2 pa side 68.

Nar det kommer til Ig, I, 119, I12, 26 0g g kan vi se at ingen av disse er
Koszul-algebraer ved & lage projektive opplgsninger av enten dem selv eller
de kvadratiske dualene deres, og se at disse ikke er linesre. For de fleste av
dem er ikke engang Ps generert i grad 3, men i grad 3 og 4. Der Pj er fra en
projektiv opplgsning pa formen --- Py — P3 — Po — P, — Py — I, — 0. Vi
gar gjennom ett eksempel pa dette. Vi velger oss idealet I1g = (af3, a? + 3?)
og ser pa en vektorromsbasis for kI'/I1o:

/\
/\/
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I og med at quiveret vart er

—
(Vs
har vi kun en simpel vi ma undersgke om har en lineser opplgsning, og kun en

projektiv til & dekke den med. Vi har at Ae; har basisen k{é;, a, 3, a2, fa}
og quiveret vi kaller Aej gir virkningen av ringen pa Ae;.

_/\ /\
/\/ /\/

Vi starter den projektive opplgsningen av S; med a dekke den med
Py =: Aey. S& vi far Py = Ae; 2% Sy, far kjernen Ker fy = Je; som vi
igjen dekker med P; =: Aey @ Aey. Sa vi har fglgende start pa en projektiv
opplgsning av Sy:

= Ae1 @ Aey - - > Py = Aey f4> S

\/

Ker fo == J€1

der f; induseres av pilene til og fra Je;. Vi ser ngyere pa avbildningen
61: P1 — Ker fy for a finne Ker f;. For fra konstruksjonen av f; har vi at
Ker f1 = Ker 51.

/\ /\
/\/ /\/

/\
/\/

as + b3

Her representerer det forste quiveret a1é; + as@ + asf3 + a1@® + a4 € Aey
og tilsvarende for de andre quiverene. Sa vi ser fra diagrammet at i kjernen
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til 01 ma a; = by = ag = 0, videre ma as = b3 og vi har at ay, as, be, b3, by, b
alle er fri. Vi skriver om generatorene av Ker f; til & veere pa formen
X1, Xo, -+ Xg, der vi lar X1 ha a2 og b3 lik 1 og resten null. Som vil

. . 0 0 . . o
si at vi lar X; = <0100 D001>. Vi ser da at vi ved a anvende «
. . 0o 0 . . o
pa Xp far Xo = (0010 0000). Ved & anvende ( pa X far vi X3 =
0 0 ' ) ) 0 0
( 0 0 0 0). De resterende basiselementene blir X, = ( 0 0 1 0>,
10 ,0 1 00 ,0 0

0 0 0
X:(DO oo)oX:(oo
5 00 ,0 1 & 46 00 ,

Ker f; blir pa formen

X1 X4

XQ X3 X5 X6

Vi ser at for & dekke over Ker f; ma definere P, =: Ae; @ Aey.

ay
X
a b1
SN N
as as b b3

Vi far dermed at i Ker fy s& ma a; = ag = ag = by = by = bg = 0, mens
a4, as, by og by er fri. Vi far dermed at Ker fo blir

0). Vi far slik at basisen til

Yy Y, Y3 Yy

Vi tar et overblikk og ser at for at opplgsningen sa langt skal veere linezer,
ma vi skifte P; til grad 1 og P til grad 2. Men dette gir at elementene i
Ker fo ma veere i grad 4, som vil si at P3 ma vaere generert i grad 4. Altsa
har S; ingen linezer opplgsning, sa kI'/I1y er ikke Koszul.

Vi skal na se pa dimensjon 3 og dimensjon 4. Disse kan enkelt lgses ved a
se pa folgende. Vi lar A = kI'/1, og vi lar I veere k-vektorrommet generert
av de kvadratiske generatorene av I. Sa hvis for eksempel I = (a2, a8+ o),
sder Iy ={a-a?>+b-(af + Ba) | a,b € k}. Siden en k-basis for alle veier
av lengde 2 i T er k{a?, a3, Ba, 3%}, har vi alltid at dimy I + dimy, I}, = 4,
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der I' er dualet til I. Vi far dermed at dimensjon 3 er dualt til dimensjon
1 og dimensjon 4 er dualt til dimensjon 0. Siden kI'/I er Koszul hvis og
bare hvis kI'/I" er Koszul, der I’ er dualet til I og I"” = I, far vi at vi har
samme antall distinkte Koszul-algebraer i dimensjon 3 som i dimensjon 1 og
samme antall i dimensjon 4 som i dimensjon 0. Sa siden vi hadde 11 distinkte
idealer i grad 1 som alle ga at kI'/I er Koszul, vil vi ogsa i dimensjon 3 ha 11
distinkte idealer, der alle gir en Koszul-algeba. Og fra dimensjon 0 har vi at
dimensjon 4 har ett kvadratisk ideal, og dette idealet gir en Koszul-algebra.

Mens vi i begge de to forste eksemplene fikk at A = kI'/I var Koszul for
alle kvadratiske ideal I, har vi her at dette er tilfelle i alle dimensjonene,
untatt dimensjon 2. Dimensjon 2 er dimensjonen med flest distinkte ideal.
For vi sa pa dualene til idealene, og for vi sa pa hvilke idealer som kan regnes
om til andre, hadde vi 29 ulike idealer. Av disse 29 var kun 16 av dem slik
at kI'/I ble en Koszul-algebra.
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I = (a2, aB) Kvadratisk og monomiell Koszul
I = (a?, Ba) Kvadratisk og monomiell Koszul
I3 = (a?, 3?) Kvadratisk og monomiell Koszul
Iy = (af, fa) Kvadratisk og monomiell Koszul
Is = (a?, af + Ba) Har kvadratisk Grobnerbasis | Koszul
Is = (Oé2, af + /62>

I7 = <O[2, BOZ + /62>

Is = (a?,afB + pa + 3?) Har kvadratisk Grobnerbasis | Koszul
Iy = (af3,a® + Ba) Dualet til I

Lo = (o, 0” + 5°)

I11 = (a3, Ba + 3?) Dualet til I

Iy = (af, 0 + Ba+ 3°)

L3 = (&® + afB, Ba + 3?) Har kvadratisk Grobnerbasis | Koszul
Iy = (&® + Ba,aB + 3?) Har kvadratisk Grobnerbasis | Koszul
Iis = (&® + 3%, aB + Ba) Har kvadratisk Grébnerbasis | Koszul
I = (a® + aB,a? + Ba) Har kvadratisk Grobnerbasis | Koszul
Ii7 = (a® + af,a? + 3%) Kan regnes om til I1g

Iig = (a® + Ba, a? + 3?) Dualet til I

Iig = (af + a?, aB + 3?) Kan regnes om til I1g

Iy = {af + o?, a8 + Ba) Kan regnes om til Iy Koszul
Io1 = {af + Ba,af + 32,) Har kvadratisk Grobnerbasis | Koszul
Ino = (a? + Ba + 2,8 + Ba) || Har kvadratisk Grébnerbasis | Koszul
Ins = (a® + aB + %,af + Ba) || Har kvadratisk Grébnerbasis | Koszul
Ing = (af + Ba + 32,a% + %) || Har kvadratisk Grébnerbasis | Koszul
Ins = (a? + afB + pBa,a? + 3?) || Kan regnes om til Ioy Koszul
Is = (a® + af + (%, 0* + fa)

In7 = (af + Ba + 32, 0% + Ba) || Kan regnes om til Iog

Ing = (a® + Ba + (%, a% + aff)

Iog = {af + Ba + 3%, a* + aB) || Kan regnes om til Iog

Tabell 6.4: Distinkte kvadratiske idealer i dimensjon 2
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Sammendrag og videre

arbeid

I denne oppgaven om Koszul-algebraer har vi latt A vaere en splitt basisk
endelig 1-generert k-algebra. Vi har brukt at vi da kan se A pa formen
kT'/I, der k er en kropp, I' et quiver og I er relasjonene. Vi har vist at
dersom A er Koszul, sa er A kvadratisk, og at dersom A er Koszul, sa er
Yoneda-algebraen til A, som vi benevner som E(A), ogsa Koszul. Vi har
ogsa vist at dersom A er kvadratisk og monomiell, sd er A Koszul. Dette
har vi brukt for & kunne regne mer effektivt i flere eksempler der vi har
sjekket om A = kI'/I er Koszul for de kvadratiske idealene I. I eksemplene
har vi ogsa brukt at A = kI'/I er Koszul hvis og bare hvis E(A) = kT'/I’
er Koszul. Og vi har brukt at dersom I har en kvadratisk Grobnerbasis, sa
er kI'/I Koszul, i tillegg til at vi ogsa har undersgkt noen eksempler ved
a finne linezre opplgsninger av Ay, eventuelt vist at Ayg umulig kan ha en
lineser opplgsning.

I et videre arbeid med oppgaven ville kanskje en av de fgrste tingene
jeg ville ha sett mer pa, veert et bevis av at nar A = kI'/I er Koszul, sa er
E(A) =2 kU/I', der I’ er det kvadratiske dualet til 1.

Ser at i eksempelet hvor vi sa pa A = kI'/I der k = Za, I et kvadratisk

ideal og I' quiveret
I/\
a(J1 )8

var alt i dimensjon 1 Koszul. Dette er ingen tilfeldighet da det er vist av
Backelin [Bac82] at dersom vi har et quiver med kun ett hjorne og vi har
at A = kL'/(f), der (f) € (kI')2, da er A Koszul. Sa i et videre arbeid med
oppgaven, kunne kanskje dette veert noe a sette seg inn i.

Videre hadde det selviglgelig veert artig a se pa flere eksempler, undersgke
for hvilke ideal I vi har at kI'/I er Koszul, bade for flere quivere I' og
for stgrre kropper k. Med ubegrenset tid til dette kunne det jo ha veert
interessant a se etter system i hvilke typer quivere en stor andel av de
kvadratiske idealene I gir en Koszul-algebra kI'/I. Og om dette varierer
etter hvilken kropp k, en ser pa. Her har jeg sett litt pa A = kI'/I, der I er
et kvadratisk ideal, I' er quiveret

aClQB
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for kroppen k = Zs. Vet at dimensjon 1 er Koszul fra Backelin, s& vi kan
gé rett pa dimensjon 2. I dimensjon 2 far vi hele (3* —1)- (3% -1 —-1) =
8079 = 6320 lineaert uavhengige ideal I. Sa en litt stgrre kropp k& medfgrer
en drastisk stgrre mengde ideal I som ma undersgkes. Sa & jobbe med dette
eksempelet har veert a se pa hva som kan samle I-ene i ekvivalensklasser og
a starte pa a lage et program som finner disse ekvivalensklassene.
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