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Oppgavetekst

Koszul algebraer over endelig kropper.

Masteroppgaven er innen algebra, nzermere bestemt Koszul-teori for algebra-
er. Koszul-algebraer, ble fgrst definert av Priddy, har en sentral rolle innen
algebra, geometri og topologi. Projektive moduler er viktige for a finne in-
varianter av moduler og ringer, bade for kommutative og ikke-kommutative
ringer.

Over Koszul algebraer er det en stor klasse av moduler som har projektive
opplgsninger med en fin linezer struktur. I tillegg er det kjent at alle Koszul
algebraer er kvadratiske algebraer, men det er ikke kjent en metode for a
avgjore nar en kvadratisk algebra er Koszul eller ikke.

Denne masteroppgaven vil gi en innfgring i teorien for Koszul-algebraer,
og spesielt undersgke kvadratiske algebraer over endelige kropper. Over en-
delige kropper finnes det bare endelig mange kvadratiske algebraer. For kon-
krete eksempler gnsker en & finne hvor mange av de kvadratiske algebraer
som er Koszul og i tillegg undersgke isomorfi-klassene av disse.
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Sammendrag

Vi har i denne masteroppgaven sett pa Koszul-algebraer. Vi har definert
Koszul-algebraer som graderte algebraer hvor de simple modulene har en
lineser gradert projektiv opplgsning, og vi har bevist forskjellige karakteri-
seringer av Koszul-algebraer.

Vi har bevist at alle Koszul-algebraer er kvadratiske algebraer, og at
Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra selv er en Koszul-algebra. Vi har
sett at alle monomielle kvadratiske algebraer er Koszul-algebraer, og at en
algebra som har en kvadratisk Grobnerbasis er en Koszul-algebra. Tilslutt
har vi sett at algebraer pa formen kQ/(f), hvor f er kvadratisk, vil veere
Koszul-algebraer.

Vi har for to klasser av kvadratiske algebraer talt hvor mange av alge-
braene som var Koszul-algebraer. Det ene klassen av algebraer besto av bare
Koszul-algebraer, mens for den andre klassen av algebraer sa vi at ca 25%
algebraene ikke var Koszul-algebraer.
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Forord

Denne masteroppgaven er avslutningen pa fem ar med matematikkstudier.
I lgpet av disse arene har jeg leert mange nye og spennende ting, samtidig
som jeg har fatt nye venner.

Jeg fikk god stgtte og oppmuntring de tre fgrste arene ved Hggskolen i
Agder, og foreleserne her viste meg hvor spennende matematikk kan veere.
Det gode og uformelle miljget i Kristiansand gav meg lyst til a fortsette med
matematikk.

Da jeg kom til Trondheim og NTNU hgsten 2006 ble det mer spesialise-
ring i matematikken, og algebra var det jeg synes var mest spennende. Dette
er et valg jeg ikke har angret pa. I lgpet av de to arene her oppe har med-
studenter og forelesere vaert en inspirasjonskilde for meg, og det hyggelige
sosiale miljget pa lesesalen har veert en god hjelp om jeg satt fast.

Da jeg skulle begynne a skrive masteroppgaven var jeg bekymret for at
det & skrive ville vaere en ensom prosess, men i lgpet av aret har jeg sett at
dette er feil. Jeg vil gjerne takke lesesalen, og alle venner som har stgttet og
oppmuntret meg. Spesielt vil jeg nevne Hanne, Norunn, Ingrid, Christian og
Snorre. Takk for at dere har gitt meg et minneverdig ar.

Tusen takk, mamma og pappa, for veldig mye stgtte. Jeg ma ogsa nevne
Timmy, hunden. Uansett hvor stresset jeg var nar jeg var hjemme pa besgk
har han alltid veert glad for & se meg.

Jeg har arbeidet sammen med Kari-Lise Frisvold Olsen, og det har veert
en glede a4 samarbeide med henne. Vi har delt frustrasjoner nar alt virket
uforstaelig, og delt gleden nar bevis endelig fungerer. Uten Kari-Lise hadde
det veert et hardere og mer kjedelig ar.

Sist, men absolutt ikke minst, vil jeg rette en stor takk til veileder @yvind
Solberg, som har hjulpet meg mer enn en kunne forvente. Det har aldri veert
vanskelig & komme opp i 8. etasje for & spgrre spgrsmal.
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Kapittel 1

Introduksjon

1.1 Koszul-algebraer

Koszul-algebraer er graderte algebraer hvor de simple modulene har en li-
near projektiv opplgsning. Dette gjgr at Koszul-algebraer har veert viktige
i kommutativ algebra og algebraisk topologi. Det har nylig veert viktige an-
vendelser av ikke-kommutative Koszul-algebraer i algebraisk topologi, Lie
teori og kvantegrupper.

I oppgaven har vi sett pa de grunnleggende begrepene i teorien om
Koszul-algebraer, og bevist noen resultater om hvilke graderte kvadratis-
ke algebraer som er Koszul-algebraer. Vi har anvendt dette pa to klasser av
kvadratiske algebraer for a se hvor mange av algebraene som var Koszul-
algebraer.

1.2 Oppbygging av oppgaven

Oppgaven starter med noen grunnleggende definisjoner om graderte alge-
braer og moduler, og noen korte resultater om disse, fgr vi beviser at alle
Koszul-algebraer er kvadratiske algebraer.

Vi ser sa nzermere pa Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra, og beviser
at denne ogsa er en Koszul-algebra. Sa ser vi pa hvordan vi kan regne ut
den kvadratiske duale algebraen til en kvadratisk algebra, og hva dette gir
oss for Koszul-algebraer.

Deretter ser vi at monomielle kvadratiske algebraer er Koszul-algebraer,
og at en kvadratiske algebra med en kvadratisk Grobnerbasis er en Koszul-
algebra, for vi ser pa et bevis av Backelin for at algebraen kQ/(f), hvor f
er kvadratisk, er en Koszul-algebra. Vi avslutter oppgaven med & anvende
resultatene vare pa to eksempler av algebraer for & se hvor stor andel av
algebraene som er Koszul-algebraer.






Kapittel 2

Grunnleggende definisjoner
og resultater

2.1 Grunnleggende definisjoner

I dette kapittelet kommer vi til & definere de grunnleggende begrepene i
oppgaven. Vi beviser ogsa noen grunnleggende resultater som bruker i resten
av oppgaven.

Vi antar at leseren er kjent med abstrakt algebra, og blant annet vet
hva algebraer, ringer og moduler er. I oppgaven kommer vi til & bruke endel
representasjonsteori, og vi kommer ogsa til a bruke litt homologisk algebra.

De fleste definisjonene er hentet fra artikkel [8]. Siden en Koszul-algebra
er en spesiell type gradert algebra, trenger vi forst a vite hva en gradert ring
og en gradert algebra er.

Fra [1] har vi at en gradert ring er definert som fplgende:

Definisjon. La A vere en ring. En representasjon av den underliggende
abelske gruppen til en sum [[, . A; kalles en gradering av A om for alle
i,7 € Nsaer A;jA; C Ajyj. En ring A sammen med en gradering blir kalt en
gradert ring.

Hvis A = [];cn Ai er en gradert ring blir undergruppen A; kalt den homo-
gene komponenten av grad i, og elementene i A; er de homogene elementene
av A i grad i. Vi lar alltid k veere en kropp, og definerer en gradert algebra.

Definisjon. En gradert k-algebra er en gradert ring A hvor Ay er en k-
algebra.

Vi sier at en gradert k-algebra A er generert i grad 1 hvis Ay = H§:1 Aq
for alle kK > 1.
Vi definerer sa en gradert modul, og vi har hentet definisjonen fra [10].

Definisjon. Vi sier at M er en gradert A-modul om M er en A-modul slik
at M = [[;cy M;, hvor hver M; er en additiv undergruppe av M, og for alle
1,7 € Z har vi AZM] - Mi+j-
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Vi ser at AgM; C Mj, og dermed er alle M; en Ag-undermodul av M.
Vi kaller elementene i M; de homogene elementene av M, og vi sier at et
ikkenull element m € M; er homogent av grad i. Alle m i M kan bli unikt
representert av en sum m = ) ., m;, hvor m; € M; og kun endelig mange
av my-ene er forskjellige fra 0.

Kategorien av alle graderte moduler kaller vi Gr A. Vi har at objektene
i kategorien er de graderte A-modulene. For graderte A-moduler M og N
definerer vi morfismene mellom M og N som

Homg,A(M,N) = {f € Homp (M, N) | f(M;) C N; for alle i € Z}.

Vi kaller morfismene som oppfyller kravet til Homg, A (M, N) for grad 0
avbildninger. Som for ugraderte moduler har vi ogsa graderte simple modu-
ler.

Definisjon. Vi sier at S er en gradert simpel modul om alle graderte un-
dermoduler M av S enten er M = (0) eller M = S.

Vi ser na pa en spesiell type graderte algebraer. Vi kommer til & bruke
denne type algebraer nar vi ser pa Koszul-algebraer.

Definisjon. En gradert k-algebra A er en splitt basisk endelig 1-generert
om de folgende tre betingelsene er oppfylt

1. algebraen Ag er isomorf med et endelig produkt av kopier av kroppen
k,

2. hver A; har endelig lengde over Ag, og
3. A er generert i grad 1.

Na repeterer vi kort litt representasjonsteori og vil henvise til [2] for
utfyllende informasjon. Et kogger @ = (Qo, Q1) er en orientert graf hvor Qg
er hjgrnene, og ()1 er veiene. Vi antar at Qg og ()1 er endelige mengder. En
vei i et kogger er enten en orientert sekvens av piler p = «,, ... asa; hvor
enden til oy er lik starten til o;41 for ¢ = 1,2,...,n — 1 eller den trivielle
veien i de forskjellige hjgrnene.

La k veere en kropp, da vil kQ) veere en veialgebra, og har basis bestaende
av alle veier i (). Multiplikasjon av veiene p og q i veialgebraen er gitt ved
sammensetning av pg om enden til g er lik starten til p. Ellers vil pg = 0.

Vi husker at veialgebraer er heriditaere algebraer. Viser at vi kan betrakte
k@ som en gradert k-algebra, om vi bruker den naturlige graderingen som
oppstar ved a la kQ = [[ kQ;, hvor Qo er hjgrnene, og Q; er veier av lengde
i. Vi ser at dette oppfyller definisjonen til a veere en gradert algebra.

Veialgebraene er med i klassen av splitt basisk endelig 1-generert graderte
algebraer fordi
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1. Viser at Ag = key [[kea...]] ke, hvor e; er den trivielle veien i hjgr-
net i. Siden vi antar at antall hjgrner i koggeret er endelig, far at Ag
er isomorf til et endelig antall kopier av kroppen k.

2. Vi prover sa a finne en endelig filtrasjon av A; = k{veier av lengde i}
som en Ag-modul. Vi vet at dimensjonen til A; er endelig over k siden
antall veier av lengde 7 er endelig, og k er endelig. La M; vare en
maksimal Ag-undermodul av M;_1. Da ser vi at vi far en filtrasjon
AZ:M():_)MIQ

Siden M, er en maksimal Ag-undermodul ser vi at
dimg My > dimg M7 > dimg My > ...

Vi ser at dette stopper siden dimensjonen til A; er endelig over k.
Dermed ma ogsa filtrasjonen av A; vaere endelig.

3. Basisen til en veialgebra er alle veiene i ), og veiene er generert i grad
1 siden de er sammensetninger av piler.

De to klassene av algebraene vi ser pa i Kapittel 6 er veialgebraer, og er der-
med splitt basisk endelig 1-genererte algebraer. Vi har folgende resultat fra
artikkel [8] som sier at alle splitt basisk endelig 1-generert graderte algebraer
er kvotienter av veialgebraer.

Proposisjon 2.1. La k vere en kropp og la A vare en splitt basisk endelig
1-generert gradert algebra. Da eksisterer det et endelig kogger Q) og et gradert
ideal I 1 kQ slik at I C ) ~o(kQ)n 0g A erisomorf til kQ/I som en gradert
k-algebra. N

Vi kommer dermed til & se pa veialgebraer nar vi jobber med teorien om
Koszul-algebraer.

Na ser vi litt mer pa graderte moduler, og vi ser fgrst pa hva det betyr
a veere generert i grad j, og hvordan vi kan skifte denne graden til en grad
som for vare formal er mer passende.

Definisjon. La A vaere en gradert k-algebra ogla M =3 >° M, veere en
gradert A-modul. Vi sier M er generert i grad j hvis M # (0) og AsM; =
M for alle s.

Definisjon. Om s er et heltall sa er M|s], s-skiftet av M, den graderte
modulen Y ° __ N;, hvor N; = M;_.

1=—00

Vi sier at M er endeliggenerert om det finnes en grad 0 pa avbildning
fra en endelig direkte sum av skift av A pa M.

Vi legger merke til at nar vi betrakter A som en graderte A-modul vil
denne vaere generert i grad 0.

Na ser vi pa graderte projektive dekker av graderte moduler.
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Definisjon. Anta at M er en endeliggenerert gradert A-modul og la J =
A>q. Vi sier at f: P — M er et gradert projektivt dekke av M om P er
en endeliggenerert gradert projektiv A-modul, f er en grad 0 avbildning, og
Ker(f) Cc JP.

Na& er vi klare til & definere to av de mest brukte begrepene i oppgaven,
nemlig en lineser gradert projektiv opplgsning av en gradert modul, og hva
det er & veere en lineser gradert modul.

Definisjon. La M vere en endeliggenerert gradert A-modul som er generert
igrad 0. Vi antar at P, - P,—1 — ... = PL — Py — M — 0 er en gradert
projektiv opplgsning av M hvor P; er endeliggenererte graderte projektive
A-moduler. Vi sier at denne opplgsningen er lineer av lengde n om for
0 < i < n, modulene P; er generert i grad ¢ og kjernen av P, — P,_1 er
generert i grad n + 1.

Vi sier at M har en gradert lineer projektiv opplgsning om M har en
gradert projektiv opplgsning ... - P, - P, 1 — ... > P> P — M — 0
som er lineger for hver n > 0. Har M en gradert linezer projektiv opplgsning
er M en lineer A-modul.

I hele oppgaven vil A veere en gradert k-algebra, hvor ringen A = Hizo A;,
og k er en kropp. Vi antar at A er splitt basisk endelig 1-generert algebra.
Vi definerer na det oppgaven skal handle om, nemlig en Koszul-algebra.

Definisjon. Algebraen A er en Koszul-algebra om alle graderte simple A-
moduler er linezre.

Vi ser sa pa et eksempel pa en Koszul-algebra for a illustere definisjonene
over.

Eksempel 1. Vi ser pa algebraen A = kQ/I, hvor k = Zsg, og koggeret @
er

«
1—=2

og I = (af). Vi ser at en basis for veialgebraen er {ej,es, a, 3, Ba} med
virkningen fra A er gitt ved:

€1 €2
o o

a p
B

Ba

Her ser vi at vi har to simple moduler S; = kej og Sy = kes. Vi starter med &
sjekke om S har en lineser projektiv opplgsning. Vi vet at Ae; er projektive
graderte moduler. Vi kan dermed bruke disse til & dekke modulene. Vi bruker
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betegnelsen QR(M) pa kjernen til P;,_1. Vi ser at for S; vil Py = Ae; og
P) = Aey. Vi viser den projektive gradrerte opplgsningen til S7 under.

Q%(Sl)c—> A62 > Q}\(Sl)c—> Ael > Sl

Grad 0 €¢1 !
Grad 1 €2 m A—s

V8 V8 8
Grad 2 0——23 B B

Vi ser at S har en lineser projektiv opplgsning siden 0} (S1) er generert i
grad 1, og Q3(S1) er generert i grad 2. S& stopper den projektive opplos-
ningen. Vi ser at alle avbildningene er grad 0-avbildninger, og de projektive
modulene og de tilhgrende kjernene er generert i rett grad. Dermed er S7 en
lineger modul.

Vi ser sa pa Sy og sjekker om den har en linezr projektiv opplgsning.

A€1 > Q}\(SQ)(—> A62 > SQ

Grad 0 €5 v €9
%
Grad 1 €1 Y
Grad 2 Q
%
Grad 3 3

Vi ser at Ae; — Q}(S2) er starten pa den linezere opplgsningen til S;. Da
er Sy en lineser modul.

Dermed vil algebraen A = kQ/I veere en Koszul-algebra, siden alle de
simple modulene har en linesr projektiv opplgsning.

Det er arbeids- og tidskrevende & sjekke om en algebra er en Koszul-
algebra eller ikke, og vi gnsker & finne ut om det er noen betingelser som gir
oss at en algebra er en Koszul-algebra. Det er dette vi kommer til & jobbe
med i de kommende kapitlene.

Na& har vi definert mange av de viktigste begrepene i oppgaven, og vi er
klare til & bevise endel resultater som kommer til a hjelpe oss nar vi jobber
med & finne et gradert projektivt dekke til en gradert modul.

2.2 Hjelperesultater

Vi starter med & bevise den graderte versjonen av Nakayamas Lemma. Vi
kommer til & bruke dette nar vi skal bevise at en avbildning f er pa i Pro-
posisjon 2.4, hvor vi jobber med a finne et gradert projektivt dekke av en
gradert modul.
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Lemma 2.2. (Nakayamas Lemma) La A vere en gradert algebra og M
en endeliggenerert gradert A-modul. La J = A>q. Hvis JM = M, sa er
M = (0).

Bevis. Vi har at M = [[;., M;. Siden M er en endeliggenerert gradert A-
modul vet vi at det eksisterer elementer myq, ..., ms, hvor 0 # m; € M, som
genererer M. Elementet m; er av grad n;. Vi kan anta at n; < ... < n; som
gir at M = M>y,. Dermed ser vi at JM C M>,, 1. Vi antar at JM = M,
det vil si at M og JM ma veere like i hver grad. Eneste mulighet for dette
er om M = (0). O

For & kunne konstruere et gradert projektivt dekke av en gradert modul,
er det viktig at vi kan finne grad 0 avbildninger mellom en gradert projektiv
modul og en gradert modul. Vi starter med a vise at vi kan finne en slik
avbildning nar vi har forutsetningene under.

Lemma 2.3. La R, B og C veere endeliggenererte graderte A-moduler og la
h: R— C og B: B — C vere grad 0 A-avbildninger. La R vere en gradert
projektiv modul, og B vere pa. Da eksisterer det en grad 0 A-avbildning
v: R — B slik at v = h.

B—(C——0

Bevis. Siden R er projektiv, og [ er pa vil det eksistere en A-avbildning
v slik at Bv = h. Vi gnsker & vise at v kan velges til en grad 0 avbildning.
Vi vet at B =[], B; og tilsvarende at R = [[,., R;. Vi kan dermed sette
opp folgende kommutative diagram:

Vi Bl
P
i v U Ai
R; R B B; B
\—/

Vi benevner mypu; = v;; og kaller (v;;) = U og ser at 7: R — B. Vi starter
med & vise at U er en A-avbildning,.
Lar; € Rjogla A € Aj. Daer pqj(Ar;) € R. Viser at v(piyj(Ar;)) € B
og siden B = [[;c; B; far vi at v(piyj(Ar3)) = (mv(pivi(Ar,)))iez-
Tilsvarende far vi

A (pi(ri)) = A (pi(ri))eez = (Amew (i (ri)) )eez
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og vi ser fordi v(piqj(Ari)) = Av(pi(r;)) at

(mv (pitj (M) ez = Amv (pi(ri)) ez

Vi ser at my(pitj(Ar;)) = Am—jv(pi(r;)) for alle [ € Z. Vilar sa | =i+ j.
Da blir

Tit V(i (A1) = Amv(ps(r;)) for alle j > 0 og for alle i € Z.
Vi ser dermed at for i € Z og Vj > 0 vil vi fa at

(A1) = D(Arg) = (Vigjivs) (Ari)
= itV (Hitj(ATi)) = Amiv(pi(ri))
= Avii)(ri) = Mwii(ri)) = Av(ry)

og vi ser at U(Ar;) = A (r;).
Vi ser sa at

v((ri)iez + (85)jez) = P((ri + si)icz) = (mivpi(ri + 5))icz
= (mvpi(r:) + mivini(si))iez
= mivii(ri)icz + mivpi(si)iez
= v((ri)) + v(s;)

for alle ¢ og j i Z. Dermed er  en A-avbildning og vi legger merke til at
er en grad 0 avbildning.

Sa gnsker vi & vise at vi kan bruke U istedet for v slik at vi far en grad 0
avbildning. Vi velger r; € R som er et homogent element av grad ¢. Da blir
h(r;) i grad i i C. Vi ser ogsa at v(r;) er i B. Dermed kan v(r;) deles opp i
b; og Z#i b; hvor b; er grad i komponenten av v(r;) og Z#i b; er resten.
Viser da at Sv(ri) = B(bi + 32,4, b5) = B(bi) + B3 ;.2 b5)-

Vi vet at h = B, og dermed ma B(}_,,;b;) = 0 siden h(r;) bare har
bidrag fra grad i. Vi ser at 3(b;) = h(r;), og dermed ser vi at h(r;) = Br(r;).
Vi kan altsé erstatte v med © og fa diagrammet til & kommutere. O

Vi er na klare til a se pa hvordan man kan konstruere et gradert projek-
tivt dekke av en gradert modul.

2.3 Eksistens av et gradert projektivt dekke

Denne proposisjonen er hentet fra artikkel [8] og vi har skrevet ut beviset,
siden det viser oss en mate pa hvordan vi kan konstruere et gradert projektivt
dekke av en gradert modul.

Vi kommer til & bruke denne konstruksjonen i Kapittel 5.1 nar vi ser at
monomielle kvadratiske algebraer er Koszul-algebraer.
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Proposisjon 2.4. La A = kT'/I veere en endelig 1-generert gradert splitt ba-
sisk k-algebra, med J = A>1. La M vere en endeliggenerert gradert A-modul,
0og R en endeliggenerert projektiv gradert A-modul pa formen Hle Aey,.

(i) La f: R/JR — M; vere en Ag-avbildning. Da utvides f til en grad 0
avbildning f: R[j] — M.

(ii) La f: _R/JR — Mj vere en Ag-avbildning. Hvis M er generert i grad
j, og f er pa, sd er f pa.

(iii) La f: R/JR — M; vere en Ag-avbildning. Hvis f er en isomorfi, sd
er Ker(f) C JR.

(iv) Om M er generert i grad j, sa eksisterer det et gradert projektivt dekke
f: P— M, hvor P er generert i grad j.

(v) M har et gradert projektivt dekke.

(vi) Om M har et gradert projektivt dekke f: P — M og det er en pa A-
avbildning g: Q@ — M, hvor QQ er en endeliggenerert gradert projektiv

A-modul og Ker(g) C JQ, sa eksisterer det en isomorfi av graderte
moduler h: P — Q slik ot gh = f.

(vii) Anta at vi har en kort eksakt folge 0 - A — B — C — 0 av endelig-
genererte graderte moduler som alle er generert i grad j. Da eksisterer
det endeliggenererte projektive moduler P,Q og R slik at det folgende
diagrammet kommuterer

0 0 0
0 K L M 0
0 P—>Q—>R 0
f g h
o s
0 A B C 0
0 0 0

og slik at f,qg og h er graderte projektive dekker.

Bevis.

(i) Det eksisterer naturlige projeksjoner m: R — R/JR og ma: M>; —
M;j. Vivet at R er projektiv, og avbildningen 73 en grad 0 avbildning
og pa. I tillegg er f er en Ag-avbildning, og m en grad 0 A-avbildning.
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Vi tar et element z i grad k i R. Vi ser at fmi(z) vil vaere i grad
k+j i M;. For at fm skal veere en grad 0 A-avbildning méa vi skifte
R til R[j]. Vi ser dermed fra Lemma 2.3 at det eksisterer en grad 0 A-
avbildning h: R[j] — M>; slik at mah = fmy. Vi har ogsé inklusjonen

’i: MZj — M
RIj]
o R/JR]j)
|1
¥ .
Mf] M; 0
M

Vilar f =ihogviser at f: R[j] — M. La x vaere et homogent element
av grad k i R. Da har x grad k + j 1 R[j]. Vi ser at h(z) vil veere et
homogent element av grad j+ k& i M>; siden h er en grad 0 avbildning.
Inklusjonen i: M>; — M forandrer ikke graden til h(x) og dermed vil
f(z) veere et element av grad j + k i M som gnsket. Vi ser altsa at f
er en grad 0 A-avbildning.

(ii) Vi vil vise at f er pa. Nakayama Lemma gir at om J(M/Im f) =
M/Im f vil M/Im f = 0. Da vil M = Im f og f veere pa. Vi vet at
J(M/Im f) C M/Im f. Vignsker a sjekke om J(M/Im f) D M/Im f.
La m + Im f veere i M/Im f. Siden M er generert i grad j vet vi at
m € M kan skrives som m = 22:1 Aim; hvor \; € A og m; € M;. Vi
vet at det eksisterer r; i R slik at elementet m; — f(r;) € M>;11 = JM.
Dermed kan vi se at

t t t

m—= Xif(ri) =Y _(Ami — Xif (1) = > Nilmi — f(ri)) € TM.

=1 i=1 =1
Siden °F_; Aif(r;) € Tm f vil vi fa at

t
m+Imf=m=-> Xf(r;)+Imf e J(M/Im[)
=1

som gir at J(M/Im f) O M/Im f. Dermed vil f veere pa.

(iii) Vi gnsker a vise at Ker(f) C JR. La xz € Ker f. Det vil si at f(z) = 0.
Siden R er en gradert modul vil x = rg+r1+...+7r,, hvor r; € R;. Om

f(x) =0ma f(ro) =0, f(r1) =0,..., f(rn) = 0. Siden f(ro) = f(ro),
og f er en isomorfi ma ro = 0. Det vil si at x € Ri [[R2[]... € JR.
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(iv) Na gnsker vi a vise at det eksisterer et gradert projektivt dekke f: P —
M hvor P er generert i grad j. Siden Ag er semisimpel, vil alle Ag-
moduler vaere projektive, og dermed vil M; veere projektiv som Ag-
modul. Vi gnsker forst a sjekke at tensorproduktet A @4, M; er pro-
jektivt.

Vi vet at tensorproduktet er en projektiv. A-modul om Homy (A ®4,
M, —) er eksakt. Vi bruker Adjungeringsisomorfien og far at

Homp (A ®ng M; —) = Hoon(Mj,HomA(A, =)
= Homy,(M;, —) - Homp (A, —).

Siden A er en projektiv A-modul, far vi at Homa (A®p4n;, —) er pro-
dukt av to eksakte funktorer, og er dermed eksakt selv. Da er A®p, M;
en projektiv A-modul.

Vilar f: A®p, Mj — M, hvor f(A ® m) = Am, veere var kandidat
til det graderte projektive dekket. Vi ma sjekke at f er en grad 0
avbildning, Ker(f) C JP og at A ®a, M; er generert i grad j.

Vi starter med a finne generatorene til A ®,, M;. Vi vet at M; er
endeliggenerert av {m;}!_; C M, som Ag-modul. Det vil si at alle
m € M; kan skrives som m = Zle Aoim; hvor Ag; € Ag og m; € M;.
Vi ser pa hva som skjer med et element A®@m € A ®,, M; hvor A € A
og m € M;. Vi far

t t
AR@m=A®> Xoimi= > A® Agim;
=1

=1

t t

i=1 i=1

og vi ser at {1y ® m;}i_, genererer A ®5, M; og dermed at den er
generert i grad j.

Vi velger oss et element A @ m av grad 7 1 A ®,, M; og ser hva det blir
sendt pa i M. Siden A ® m har grad i og m € M; ma \ vere av grad
i—j.Dablir f(A@m)=Amigrad (i —j) + j = i som gnsket. Vi ser
dermed at f er en grad 0 avbildning.

Vi sjekker sa at f er en pa avbildning. Vi har at M er generert i
grad j slik at alle m € M vil kunne skrives som m = 22:1 At
hvor \; € A og m; € M;. Vi har at f(A\; ® m;) = Aym;. Dermed vil
m= 3" Aimi = Y f(a @mi) = F(O5, A @ mi) og f ma vaere
pa.

Vi vil na sjekke at Ker(f) C JP. Vilar f: Ag ®y, M; — M; veere f
restringert til grad j. Vi ser om vi kan vise at f er en Ag-avbildning,
og f er en isomorfi vil Ker(f) C JP som gnsket fra punkt (iii).
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Viser at Ag @p, M; = M;. Vi vet at M; er Ag-modul, og dermed er f
en Ag-avbildning. Vi ser at f: M; — M; og det gir oss at f|; = f=
1p;. Og dermed er f en isomofi. Da blir Ker(f) C JP, og vi far at
f: A®p, M; — M er det graderte projektive dekke til M.

Vi vet at M er en endeliggenerert A-modul og dermed eksisterer det
{mi, ..., my} homogene element fra M,, som genererer M. Det vil si
m; € M,,, for allet =1,...,n, som genererer M som A-modul. Vi kan
anta at r; < ... <r,. Viserdaat M = M,, [[ M;,+1]]... Vi har fra
(iv) at M,, har et gradert projektivt dekke ¢ : A @p, M, — M,,.

Vi vet at vi har fglgende diagran, hvor ¢,, er en grad 0 avbildning, og
vi gnsker a sjekke om ¢, er et projektivt dekke av M.

4 A ®Ao ]\4T1
1

e

M MTl 0

Om Coker ¢,, = 0 gnsker vi a sjekke om ¢, : A @p, M,, — M er et
projektivt dekke av M. Vi ser at ¢,, er en grad 0 pa avbildning, og at
A ®p, M, er projektiv. Vi ma sjekke at Ker ¢, C J(A ®@p, M;,). Da
vil ¢, veere et projektivt dekke av M.

Vi ser at vi har folgende kommutative diagram med eksakte rader,
hvor vi har satt P = A ®u, M,,.

br
0= Ker(¢y,) 2= P —> M 0
Wl . *”2
P/JP = M/JM -0

Vi ser at om md = 0 vil Ker(¢r,) € J(A ®p, M;,) som gnsket. Vi
har at ¢,,m6 = may, 0 0og at ¢ 6 = 0. Siden 7w er pa, vil dermed
ma¢r, 0 = 0. Dermed ser vi at m0 = 0 om ¢,, er en monomorfi.

Vi ser at ¢, er restringsjonen av ¢, til grad r1. I grad 7 eL(A Ay
M, )r, = (Ao ®py My,) = My, og (M),, = M,,. Viser at ¢,, er en
isomorfi, og dermed en monomorfi. Da vil ¢,, : A ®@p, M,, — M vaere
et gradert projektivt dekke av M.

Om Coker ¢, # 0. La M/Im¢,, = N. Da vil N vere en endeliggene-
rert A-modul. Dermed eksisterer det {nq,...,n;} homogene element i
N slik at n; € Ny, for alle ¢ € 1,...,¢ genererer N som en A-modul
ogry <81 <s2<...<s. Viserdaat N = Ng [[Ns;41.... Vikan
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dermed tilsvarende ta ¢: A ®5, N5, — N.

- A®AO Ny,
0—>Imep,, — M R M/ Im ¢,, 0
v
(M/Im ¢,,)/Tmep = M/(Im ¢ + Im ¢y, )
v
0

Siden A ®p, Ns, er projektiv, og 7 er pa, vet vi fra Lemma 2.3 at det
eksisterer en grad 0 avbildning ¢ slik at diagrammet over kommuterer.
Dermed blir Im+ =Im¢/Im ¢,, = (Imy +Im ¢y, )/ Im ¢p,,. Vi ser at

(M/Im ¢y, )/ Imyp = (M/ Im%)/((lmiﬁ +Im ¢y, )/ Im¢r,)
= M/(Tmd + Tm éy,).

Om Coker(¢,,,%) = 0 ser vi at (¢,,, 1) er pa siden Coker(¢y,, ) = 0
og at (1), ¢y, ) er en grad 0 avbildning, siden bade ¢,, og ¢ er grad 0
avbildninger. Vi vet ogsa at A ®@p, M,, [[ A ®a, Ns, er projektiv. Ma
dermed bare sjekke om Ker(¢,,,4) C J(A @py My, [TA @y Ns,)-

Vi kaller (A ®p, My, [TA ®a, Ns,) for P og (¢r,,%) for a. Vi har
dermed folgende kommutative diagram med eksakte rader.

0—>Ker(e) 2> p—24 >N —>0
o g
P/JP S M/JM 0

Vi ser at om md = 0 vil Ker(a) C J(A ®p, My, [TA @4, Ns,) som
gnsket. Tilsvarende som fgr ser vi at m16 = 0 om & er en monomorfi.
Vi ser at M/JM = M,, ][] Ny,. Da blir @ er restringsjonen av ¢, i
grad henholdsvis grad 1 og s1. Vi vet at A ®p, M,, i grad r; er M,,
og A ®p, Ns, igrad s; er Ny, og vi ser at & vil veere en isomorfi.

Dermed ma & veere en monomorfi, og vi far at Ker(¢,,, %) C J(A ®ax,
M, [TA ®a, Ns,) som gnsket.

Om Coker(¢,,,?) # 0 ma man gjenta samme konstruksjon. Siden M
er endeliggenerert vil denne konstruksjonen stoppe opp.

(vi) Siden P er en gradert projektiv modul, og g er pa, eksisterer det
h: P — @ slik at gh = f, hvor h er en grad 0 avbildning fra Lemma
2.3. Vi far ogsa siden @ er en gradert projektiv modul, og f er pa fordi
f: P — M er et gradert projektivt dekke, vil det eksistere h': Q — P
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(vii)

slik at fh' = g, hvor I/ er en grad 0 avbildning fra Lemma 2.3.

"~

P
A
Wooh
y
Q

/0
( 0
Vi far at fh' = (gh)h' = g som gir at g — ghh/ = 0. Dermed blir
g(1g — hh') = 0 og vi ser at Im(1g — hh') C Kerg C JQ. La q € Q.
Da blir (1g — hh/')(q) = ¢ — hh'q € JQ som gir Q/Imh = J(Q/Imh)

og vi far fra Nakayamas Lemma at @Q/Imh = (0). Vi ser dermed at
Imh = @Q som gir at h er pa. Kan vise tilsvarende at h’ er pa.

Vi vet at h og ' er grad 0 avbildninger, og vi kan dermed se pa
restringsjonen av h til grad i, som vi kaller h;. Viser at h;: P; — Q);. Vi
vet at P; og Q); er endeliggenererte semisimple Ag-moduler, og dermed
venstre artinske. Dermed kan vi male lengden av P; og Q).

Vi husker at en modul A har endelig lengde om det eksisterer en endelig
filtrasjon A = Ag 2 A; O ... 2 A, = (0), hvor A,, er undermoduler
av A slik at 4;/A;11 = (0), eller en simpel modul S. Lengden av A er
definert til lengden av komposisjonsserien, nar A;/A;11 er en simpel
modul S. Vi sier at lengden, [(A), til A er n om komposisjonsserien
har lengde n.

Siden h; er pa er [(Q;) < I(P;), og tilsvarende siden h/ er pa er I(P;) <
[(Q;). Dette gir oss at I(P;) = [(Q;). Vi vet dermed at h; ma veere en
isomorfi, og dermed blir ogsa h en isomorfi.

Vi vet fra (iv) at A og C har henholdsvis projektive graderte dekker
f:P— Aogh: R— C generert i grad j. Vi kan lage to kort eksakte
fglger 0 - K - P - A —- 0020 — M — R — C — 0, hvor
K = ker(f) og M = ker h. Siden R er projektiv eksisterer det en grad
0 avbildning v: R — B slik at fv = h.

Hesteskolemmaet gir at det eksisterer en projektiv opplgsning Q) av
B, og kjedeavbildninger s og t slik at kolonnene danner en eksakt
folge av komplekser. La s = (16’), t = (0 1R) og @ = (P][R). Da
er 0 - P —- (Q - R — 0 eksakt. Vi ser at ) er endeliggenerert
gradert projektiv A-modul, siden P og R er det. La g = (af 1/). Vi
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sammenfatter opplysningene i et diagram:

() (01n)

0—P—— P]_[R R——
f och) l

0 A B C 0
0 0 0

Vi ser at ) vil veere en projektiv opplgsningen av B. Fra Slangelemma-
et far vi at Ker f — Ker g — Ker h — Coker f — Coker g — Coker h.
Vi ser at Coker g = 0 som gir at g er pa og at Coker f = 0 som gir at
L — M er pa. Siden P — @ er injektiv, sa er Ker f — Ker g injektiv.
Vi vet at sammensetningen g = (a f 1/) er en grad 0 A-avbildning
fordi af er er sammensatt av to grad 0 A-avbildninger og v er en grad
0 A-avbildning fra Lemma 2.3.

La (?) € Kerg. Vil vise at Kerg C JQ = J(P]] R). Ser at

ht(7) = h(r) = Bg(7) = B(0) = 0.

Daer r € Kerh C JR siden h: R — C er projektivt dekke. Siden
g(9) € Ker 8 = Im « eksisterer det a € A slik at a(a) = g(?).

Siden f er pa eksisterer det p’ € P slik at f(p') = a. Det vil si at
af(p) =gslp (p):a(a). Vi ser at g(g):g(%):a(a).

/

) =
Dermed vil g(9) — 9(%/) =g((%) - (%l)) =0 som gir at (9) — (7)) €
Ker g. Da vil

( >—[< > ()]
P=+ (%)
Vi ser at af(p+p') = g(s(p+p')) = 0. Siden « er 1-1, vil p+ p’ €
Ker f C JP. Fordir € Kerh C JR 11b’:1/( )GKerﬂ—ImaQJB
som gir a € JA slik at a(a) = v(r) =

Vi kan velge p' € JP s.a. f(p/) =a. Viharat p’ +pe JP ogp € JP
som gir p € JP og dermed at () € J(P]] R).

—~ 33
+

(p“’ ) € Kerg.

O]

Vi er na klare til & bevise at en Koszul-algebra er en kvadratisk algebra.
Dette resultatet gjgr at vi kan konsentrere oss om kvadratiske algebraer, for
en algebra som ikke er kvadratisk vil ikke vaere en Koszul-algebra.



Kapittel 3

Kvadratiske algebraer

I dette kapittelet definerer vi hva en kvadratisk algebra er, og beviser at alle
Koszul-algebraer er kvadratiske algebraer. Vi viser ogsa et eksempel pa en
kvadratisk algebra som ikke er en Koszul-algebra.

Resultatet som gir oss at alle Koszul-algebraer er kvadratiske algebraer,
er utgangspunktet for Kapittel 6 hvor vi har sett pa to klasser kvadratiske
algebraer over endelige kropper. For disse har vi talt antall algebraer som
ikke er Koszul-algebraer.

3.1 Koszul-algebraer er kvadratiske algebraer

For & bevise at alle Koszul-algebraer er kvadratiske algebraer, trenger vi
fgrst & vite hva en kvadratisk algebra er. Sa vi starter med & definere en
kvadratisk algebra, og vi har hentet definisjonen fra artikkel [8].

Definisjon. Vi har en algebra A = kQ/I, hvor @ er et endelig kogger, og I
er et gradert ideal inneholdt i J2. Idealet .J er generert av pilene til Q. Vi sier
at A er en kvadratisk algebra hvis I er generert av relasjoner p = > " c;a;5;
hvor «; og (; er piler og ¢; € k*. Veiene «;3; har samme start og slutthjgrner
fori=1,...,m.

Vi trenger ogsa fglgende resultat fra homologisk algebra for a kunne
bevise at alle Koszul-algebraer er kvadratiske algebraer.

Proposisjon 3.1. La R vere en ring og la M vere en R-modul. La I vere
et ideal ¢ M. Da vil R/I @p M = M/IM.

Vi definerer na hva det er & veere en minimal projektiv presentasjon, og
er sa klare for a vise hovedteoremet i dette kapittelet.

Definisjon. La M veere en A-modul, og la fglgen ... - P, - P, — Py —

M — 0 veere en projektive opplgsning av M. Vi kaller Py A, Py Jo, M —

0 den minimale projektive presentasjonen til M hvis fo: Py — M er det
projektive dekket til M og P; er det projektive dekket til Ker fp.

17
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Vi har tilsvarende for graderte moduler, og vi sier altsa at P, EiN Py Jo,
M — 0 er den minimale graderte projektive presentasjonen til M hvis
fo: Po — M er det graderte projektive dekket til M og P; er det graderte
projektive dekket til Ker fj.

Dermed er vi klare til & bevise at alle Koszul-algebraer er kvadratis-
ke algebraer. Vi kommer til & bruke dette teoremet som utgangspunkt for
Kapittel 6.

Teorem 3.2. La A = kQ/I vere en gradert algebra og la I C J?. Hvis A
er en Koszul-algebra, vil A vere en kvadratisk algebra.

Bevis. Vi beviser forst at Ag = kQ/J har den minimale projektive graderte
presentasjonen under.

J/IT

e

1/1J \J/I/
SN

Forst gnsker vi a vise at J/I.J er en projektiv A-modul. Vi vet at J C kQ,
og at kQ er en heriditeer ring. Siden k@) er projektiv vil J veere projektiv
som kQ-modul. Det at J er projektiv som k@Q-modul er ekvivalent med at
Homyg(J, —) er eksakt. Dermed gnsker vi a sjekke om Homy (J/IJ, —) er
eksakt. Adjungeringsisomorfien og Proposisjon 3.1 gir oss at

kEQ/I —=kQ/J —=0

0

HOmA(J/IJ, —) = HomA(A QkQ J, —) = HOka(J, HOH]A(A7 —))
= HOka(J, —) . HOII]A(A, —).

Vi vet at A alltid er en projektiv A-modul og at Homyg(J, —) er eksakt.
Dermed far vi at J/I.J er en projektiv A-modul.

Vi har at 0 — Kerg — kQ/I 2 kQ/J — 0 er en kort eksakt folge og
Kerg = J/I. Dermed er 0 — J/I — kQ/I — kQ/J — 0 en kort eksakt

folge. Tilsvarende er 0 — Ker f — J/IJ ENY /I — 0 er en kort eksakt folge
og Ker f =1/IJ. Dermed er 0 — I/IJ — J/IJ — J/I — 0 en kort eksakt
folge.

Sa sjekker vi at dette er den minimale projektive graderte presentasjonen
til Ag. Vi sjekker at J/I.J EN J/I er det graderte projektive dekket til J/I.
Vi vet at J/IJ er projektiv, sa ma sjekke om Ker(f) C J(J/IJ) og at f er
en grad 0 A-avbildning. Vi ser at J(J/IJ) = J%/IJ 2 I/1J = Ker(f).

Vi ser sa pa om f er en grad 0 avbildning. Vi velger en ¢ € (J/IJ) av
grad i, og ser at f(g+1J) = g+ 1. Viser siden ¢ er en sum av veier av lengde
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i vil f veere en grad 0 avbildning som gnsket. Vi far dermed at J/I.J Ny /1
er det graderte projektive dekket.

Tilslutt sjekker vi at kQ/I EN kQ/J er det graderte projektive dekket
til kQ/J. Vi har at Ker(g) = J/I, og vil sjekke om J - (kQ/I) er inneholdt
iJ/I. Viserat J - (kQ/I)=J-kQ/I=(J-kQ+1)/I=(J+1)/I=J/I
siden J er et ideal i kQ.

Vi sjekker sa at g er en grad 0 avbildning. Vi velger en ¢ € kQ/I av grad
i, og ser at g(q+ I) = g+ J. Vi ser siden g er en sum av veier av lengde 4
vil g veere en grad 0 avbildning som gnsket.

Dermed vil kQ/1 % kQ /J veere det graderte projektive dekket til kQ/J
og vi ser at den graderte projektive presentasjonen er minimal og vi far
diagrammet over.

Modulen I/IJ vil veere generert i grad 2 siden A er en Koszul-algebra og
Ag har den minimale projektive graderte presentasjonen vist over. Siden I er
et gradert ideal vil I = o+ Is+14+...0g I[J = (IJ)a+ (I J)3+(IJ)s+....
Vi vet at

IJ={ Y jelivel.ji€J}

end. sum

For a finne (I.J), ma vi ta iy € I, og ji € Jyy slik at m + m’ = n. Dermed
ser vi at (IJ)2 = (0), (IJ)s = IxJ1, (IJ)y = I2Jy + I3J1 og generelt at
(I7)n = 3o I~ Dat bl

I/IJ = 12H13/12J1 HI4/(IQJ2 —i—Ing)H...

Vi gnsker & vise at x € I er generert av I5. Hvis x € Is, fglger pastanden
automatisk.

Bruker induksjon for & se pa x € I,. Antar at x € I; medfgrer at z
er generert av I for i < n. La x € I, ogla z = x + IJ. Siden x er
homogen av grad n vil z € I,/(laJn—2 + I3Jn—3 + ... + I,—1J1). Siden
I,/(IoJp—2 + I3Jp—3 + ... + In_1J1) C I/IJ eksisterer det l; € J,_2 og
ri € I slik at z = >"i_, l;r; + IJ. Dermed vil

Tlg\
MW

Liri + (Indn—o + I3Jp—3 + ...+ In_1J1)
1

=az+ (IoJp—o+Isdy_s+ ...+ 1,_1J1)

<.
I

t
=T — Zlﬂ“@ elbd, o+ I3, 3+...+ 1, 1J1
=1
=>x€lbd, o+ I3, 3+ ...+ 1, 1J1 + Jp_olo.

Fra induksjonshypotesen ser vi at x er generert av Is, og dermed at alle
Koszul-algebraer er kvadratiske algebraer. O
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Vi sa at alle Koszul-algebraer er kvadratiske algebraer. Dermed far vi at
en algebra som ikke er en kvadratisk algebra ikke er en Koszul-algebra. Vi
kan altsa konsentrere oss om kvadratiske algebraer nar vi skal finne Koszul-
algebraer.

3.2 En kvadratisk algebra som ikke er en Koszul-
algebra

Det er lett finne et eksempel pa en kvadratisk algebra som ikke er en Koszul-

algebra, og vi ser na pa et slikt eksempel. Vi ser dermed at ikke alle kvad-
ratiske algebraer er Koszul-algebraer.

Eksempel 2. Vilar A = kQ/I, for kroppen k = Zs, hvor @ er koggeret

cx<:;]_;:)ﬂ

La I = (a? af+3?). Da blir en basis for veialgebraen {e1, a, 3, Ba, a3, aBa}
med virkning fra A gitt ved:

€1

N
BY alys
Bo af
alys
afa

Her ser vi at Ag = 51 og at det projektive dekket er m: Ae; — 5.

Q) (51)¢ R
grad 0: N el R > €1
grad 1: leY 11 B i

|8 a8 8y oyl

grad 2: B afl Bo aff
ayy 8 alys
grad 3: afa afa

Siden Q}\(Sl) bestar av en direktesum, A; [[ By, kan vi se pa A; og B; hver
for seg. Dermed vil en basis for A; veere {a, fa, afa} og en basis for B
veere {3, o}, hvor virkningen er vist over. Her ser vi at m4,: Ae; — Aj er
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det projektive dekket til Aj.

QY (A Aer = Ay
grad 1: €1 3 jz
° s
grad 2: e} o} / \ B B
% % apB a8
grad 3: Ba Ba aff  afa
apB  alyp
grad 4: afa afa

Da er Q} (A1) isomorf med A1, og 2} (A1) vil ha en lineser projektiv opplos-
ning.

Sa ser vi at mp, : Aey — By er det projektive dekket til B; og vi far at
basisen til Kernp, er X4 = a+ 3, X5 = fa, X¢ = aff og X7 = afa. Dette
gir oss modulen Bs, og vi ser at 7mp,: Ae; — By er det projektive dekket.

QR (B) e Aeq v > By
grad 2: / e1 \5 > 4 3 P
grad 3: o B af Bla+ )
% al} s ol
grad 4: Ba—— fa af afa
oy ay B
grad 5: afa afa

Her ser vi at opplgsningen ikke er linezer siden Q} (Bz) er generert i grad 4.
Vi har dermed at A er en kvadratisk algebra, men ikke en Koszul-algebra.

Vi kommer i Kapittel 6 til & se pa flere eksempler pa dette nar vi teller
antall Koszul-algebraer av to klasser av kvadratiske algebraer over endelige
kropper.
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Kapittel 4

Yoneda-algebraer

I dette kapittelet starter vi med & se pa noen generelle resultater om modu-
ler som skal hjelpe oss i beviset for hovedresultatet i kapittelet, nemlig at
Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra er selv en Koszul-algebra. Deretter
definerer vi en Yoneda-algebra, og ser hvordan denne er en gradert algebra.

Vi beviser sa at Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra er en Koszul-
algebra, og vi ser pa hvordan vi kan regne ut det kvadratiske dualet til en
kvadratisk algebra. Om algebraen er en Koszul-algebraen vil det kvadratiske
dualet veere Yoneda-algebraen til Koszul-algebraen. Dette komme vi til &
bruke i Kapittel 6.

4.1 Innledende resultater

For vi starter med a se pa Yoneda-algebraer ser vi pa noen resultater som
skal hjelpe oss i beviset for at Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra selv
er en Koszul-algebra.

Vi starter med noen generelle proposisjoner hvor vi har at X,Y, Z, U og
M er A-moduler og avbildninger mellom dem er A-avbildninger.

Proposisjon 4.1. Vi har folgende diagram hvor X Ly s 7. 0 eren
eksakt folge, og hf =0 for h: Y — U.

X Y A 0

O
;

U

Da eksisterer det en entydig avbildning t: Z — U, slik at tg = h.

Bevis. Viharat Z 2 Y/Im f =Y /Kerg. La z € Z. Siden g er pa eksisterer
det en y, € Y slik at g(y,) = 2. Vilar t: Z — U veere gitt ved t(z) = h(y,)
og onsker a vise at t er veldefinert. Derfor antar vi at ogsa g(y.) = z. Da vil

23
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9(y=) — 9(y.) = g(y- — y.) = 0 som gir at y. — ¢, € Ker g = Im f og dermed
at h(y, —y.) = 0 siden hf = 0. Dermed vil ¢ veere veldefinert.

Vi legger merke til at g(ys, + ¥z) = 9(yz) + 9(yz,) = 21 + 22 som gir
0ss at Y, 42, kan velges som v, + ys,. Da ser vi at t(21 + 22) = hA(Yz,42,) =
Ber + 9oa) = hl) + hly) = t(z1) + 1(22).

Vi ser ogsa at g(yr,) = Az og at g(Ay.) = A\g(y») = Az. Vi kan dermed
tilsvarende velge yy, som Ay.. Da blir M(z) = Ah(y.) = h(Ay,) = h(yr.) =
t(A\z). Vi ser dermed at t er en A-homomorfi.

Sa sjekker vi at t er entydig. Antar at t': Z — U slik at t'g = h. Da blir
h=1tg=tgogviser at t'g —tg = 0 og dermed at (¢ —t)g = 0. Siden g er
pa, ma t’' —t = 0, slik at t = ¢ og dermed er ¢ en entydig A-avbildning. [J

Vi kan sa bruke denne proposisjonen og bevise fglgende resultat. Vi kom-
mer til & bruke resultatet i beviset for Proposisjon 4.10, hvor vi beviser at
om M er en linezer modul vil Exty (M, Ag) = (Ext} (Ao, Ag))? Homp (M, Ag)

for alle 7.

Proposisjon 4.2. Vi har et ideal I C A, og larY vere en A-modul slik at I -

Y =(0). La X oy og la m veere den naturlige projeksjonen X — X/IX. Da
eksisterer det en entydig avbildning h: X/IX — 'Y slik at folgende diagram

kommuterer.
X h Y

X/IX

Bevis. Vi har at X & X T X/IX — 0 er eksakt, og at hi = 0 fordi
hi(IX) = h(IX) = Ih(X) C IY = (0). Vi kan dermed bruke Proposisjon
4.1, og vi far at det eksisterer en entydig h: X/IX — Y slik at hor = h. O

Vi ser sa pa en proposisjon vi kommer til & bruke i beviset for Proposisjon
4.10. Vi kommer ogsa til & bruke den i beviset for hovedteoremet i dette
kapittelet, nemlig at Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra er en Koszul-
algebra.

Proposisjon 4.3. Vi har at et ideal I C A, og lar Y vere en A-modul slik
at I-Y =(0). Da er Homy (X/IX,Y) = Homy (X,Y).

Bevis. V vet at folgen 0 — I.X SXSX /IX — 0 er eksakt. Vi anvender
Homy(—,Y) pa folgen, og far en eksakt folge 0 — Homy (X/IX,Y) —
Homy (X,Y) 5 Homa (IX,Y) — Exth (X/IX,Y) — Exti(X,Y) — ...

Vi gnsker altsa a vise at avbildningen ¢: Homp(X,Y) — Homp (I X,Y)
er nullavbildningen. La h: X — Y og vi ser at t(h) = hi: IX — Y. Vi ser
at hi(IX) = h(IX)=TIh(X) CIY = (0) og dermed vil t(h) = 0 for alle h
og vi far Homy (X/IX,Y) =2 Homy (X, Y). O
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Vi legger merke til at om A er en gradert algebra kan vi velge I = J
og Y = Ay, hvor vi sier at J = A>q. Da vil J C A, og JAg = (0) som i
forutsetningene for Proposisjon 4.2 og Proposisjon 4.3.

Vi ser sa pa noen resultater om pushout og pullback som vil hjelpe oss i
beviset for Proposisjon 4.6, hvor vi beviser at om Ext} (Z, A) -Exti\_l(C, Z) =
Extj\(C, A), og Z € add Ay vil Yoneda-produktet oppfore seg ekstra pent.

I det beviset skal vi regne ut Baersummen av fglger. Da er det en hjelp
a vite nar et diagram er en pushout eller pullback. Vi gnsker nemlig at
spesifikke folger er en pushout eller en pullback i Baersummen.

Lemma 4.4. Vi har folgende kommutative diagram med eksakte rader.

o' 0 A B c 0
oy
o 0 A2 0

Da vil ® veere pushouten av ®' langs f.

Bevis. Vi ser at ¢ vil vaere pushouten av ¢ langs f om folgende diagram
kommuterer, og om det for alle 8 og 8’ som gjor at B’ f = Sa, det eksisterer
en unik ¢ som gjor hele diagrammet kommutativt.

«
Forst ser vi at folgen n: 0 - A —— ) B[4 ——= 7o), B, 0 cksakt. Vi

ser at (f o/ )( ) = f'a—d'f =0 siden diagrammet kommuterer. Dermed
vil Im ( )CKer( o).

Vlvelger(a)eKer( o). Da vil (f ’)((f,):f(b)—i—oz( 'Y =0 og vi
ser at f/(b) = —a/(a’). Viser ogsa at '(f'(b)+d/(a’)) = &'(f'(b)) = 0'(0) = 0.
Dermed er 0 = ¢’ f/(b) = §(b). Vifar at b € Ker 6 = Im v og dermed eksisterer
det en a € A slik at a(a) = b.

Vi ser sa at o' (—f(a)) = —a'(f(a)) = —f'(a(a)) = —f'(b) = o'(d).
Dermed vil o/(—f(a)) — d/(a’) = o/(—f(a) —a') = 0 og siden o' er en
monomorfi ma dermed —f(a) —a’ = 0 og vi far at ' = —f(a). Vi far
dermed at b = a(a) og ' = —f(a), og at Im ( %) D Ker (' /) som gnsket.

Vi ser at () er en monomorfi siden « er en monomorfi. Vi viser sa at
(o) er en epimorfi. Vi velger &’ € B’. Davil §(b') € C. Vi vet at d er pa, og
det eksisterer dermed en b € B slik at 6(b) = §'(b'). Viser at §'(b'— f'(b)) =0
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og dermed at (b — f/(b)) € Ker ¢’ = Im«’. Dermed eksisterer det en o’ € A’
slik at o/(a’) = b — f'(b) og som gnsket vil b’ = o/(a’) + f(b).
Vi kan da sette opp folgende diagram

0 A(—f)BHA,u ) 0

)|
X

A
A

Viser at (88 )(L5) = Ba— f'f =0 og vi kan dermed bruke Proposisjon
4.1, og far at det eksisterer en unik ¢ slik at ¢(f' /) = (8 8'). Dette gir at
B = f't og B = o't som gnsket. O

Vi har tilsvarende lemma for pullback, som har dualt bevis.

Lemma 4.5. Vi har folgende kommutative diagram med eksakte rader.

Q. 0 A B C 0
|
[oR 0 A B’ '’ 0

Da vil ® veere pullbacken av ®' langs f.

Vi er na klare til & se neermere pa Yoneda-algebraer.

4.2 Yoneda-algebra

Vi definerer her en Yoneda-algebra, og ser pa endel resultater som kommer
til & hjelpe oss med a bevise hovedteoremet i dette kapittelet, nemlig at
Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra er selv en Koszul-algebra.

Vi vet at det er en sammenheng mellom Ext-funktorer og utvidelser.
For Ext}(A,C) eksisterer det en bijektiv korrespondanse mellom ekviva-
lensklassene av utvidelser 0 — C' — B — A — 0, som vi kaller e(A, C), og
elementene i Ext} (4, C).

Vi definerer tilsvarende de hgyere e} (A, C') som ekvivalensklasser av n-
utvidelser 0 - C' — X,, — ... — X; — A — 0 under ekvivalensrelasjonen
generert ved relasjonen som identifiserer de to utvidelsene

0 c Xn X1 A 0 og
0 C X! X A 0

hvis det er avbildninger X,, — X/, for alle m € 1,2,...n slik at hvert resul-
terende kvadrat kommuterer eller tilsvarende at det eksisterer avbildninger
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X! — X, for alle m € 1,2,...n slik at hvert kvadrat kommuterer. Vi be-
tegner mengden av alle ekvivalensklassene av n-utvidelser ved e} (C, A), og
ser at e} (C, 4) = e(C, A).

Vi ser litt nsermere pa sammenhengen mellom e™(C, A) og Ext’} (C, A). Vi
husker at elementene i Ext}{ (C, A) = Kerd;,  ;/Im d;, er pa formen a+Im dy,,
hvor a € Kerdy,;. La P, — ... — P — Py — C vare en projektiv
opplgsning av C'. La a vaere en avbildning fra P, — A, hvor a € Kerd;, ;.
Da blir det indusert en avbildning a: QR (C) — A. Vi far altsa fplgende
diagram:

O»QX(C)%Pn_lepn_za‘>PO‘>C‘>0

fa | I [

¢: OHAHEn—1‘>Pn—2‘>"">PO‘>C‘>O

Vi ser at ¢ er et element i e} (C,A). Og vi ser at vi kan fra et element
a+Imd; € Ext}(C, A) ga til et element ¢ i e"(C, A).

Vi kan ogsa velge oss en ¢ € €"(C, A) og finne et element i Ext} (C, A).
Vi lar igjen ... - P,y — P, — ... = P — Py — C vere en projektiv
opplgsning av C'. Ved Comparison Lemma vet vi at det finnes avbildninger
mellom den projektive opplgsningen og ¢. Vi ser vi far fglgende diagram:

Pn+14>Pn4>Pn—14>Pn—24>"'4>P04>090

| ooy | o
¢:  O0—>A—=E,1=E, 3> >=E-—>C-—>0

Vi ser at a € Kerd;, | |, og vi klarte dermed a ga fra et element i ¢"(C, A)
til et element i Ext} (C, A).
Vi definerer

A:C’—>CHC...HC’vedc»—>(c,c,...,c) og
V:CHC...HCHCved (c1,¢0,...,cn) = (c1+ca+ ...+ cp).

Tilsvarende som for e(C, A) kan vi definerer Baersum i e} (C,A) ved at
V4[] = [V(y11Y)A] hvor v og 7" er i el (A, C). Vi far at Baersum er en
abelsk gruppeoperasjon pa mengden av ekvivalensklasser av n-utvidelser.

Vi kan gange sammen ekstensjoner ved hjelp av Yoneda-produktet. Vi
tenker da pa Ext} (B, A) som en folge som starter i A og ender i B. Denne
kan settes sammen med Ext{'(C, B) ved a erstatte

X1 B0 0g 0By, ..

med
..—>X1LYm—>...

hvor f er sammensetningen av f; og fs.
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Vi har at A er en gradert algebra. Vi definerer Yoneda-algebraen til A
som

E(A) = Homy (Ag, Ao) [ [ Extj (Ao, Ag) [ Ext} (Ao, A0) [T - --

og vi lar Baersum veere addisjonen til algebraen, og vi har at multiplikasjonen
er gradert og gitt ved Yoneda-produktet definert over for Extf\ hvor i >
1. For i = 0 far vi et spesialtilfelle, og vi lar f € Homy(Ag, Ag) og v €
Ext} (Ao, Ao). Vi definerer f - v som pushouten til v langs f slik:

v: 0>AN—=~F1— -—=E,—>A—0

b Voo
fvi 0=AN—=E|—-—=E —=>AN—-0

Og tilsvarende v - f som pullbacken til v langs f slik:

v: 09A0—>E14>4>En4>A04>0

[ (L
v-f: 0>Ag—=FE/—---=E!'>A =0

Yoneda-algebraen blir en gradert algebra nar vi betrakter Hom(Ag, Ag) som
elementene av grad 0 og Ext’ (Ag, Ag) som elementene av grad i.

Vi lar € = [[,5o Exti (=, Ag): GrA — Gr E(A) og L£(A) veere den fulle
underkategorien av Gr(A) bestaende av linesere A-moduler.

Vi ser at funktoren & assosierer en gradert A-modul M til en gradert
E(A)-modul Homp (M, Ag) [ Extk (M, A0)]].. ..

For hver morfisme f: M — N, hvor M og N er graderte moduler, vil
funktoren E(f): [[iso Exti (N, Ag) — [0 Exty (M, Ag) veere gitt ved fal-
gende pullbackdiagram: -

0>A>FE1—>—=E_1>F—>M-—=0

[ I Lo

0>Ay>E1—>--->FE1>E—>N-—>0

Vi kommer til & se nszermere pa egenskapene til £ litt senere i kapittelet.

Vi starter med 4 se naermere pa egenskapene til Ext (C, A). Vi har at om
Exth (Z, A)-Ext'y1(C, Z) = Ext}(C, A) og Z € add A vil Yoneda-produktet
oppfore seg ekstra pent, og vi beviser fplgende proposisjon.

Proposisjon 4.6. Huvis Ext}(Z, A) - Ext'1(C, Z) = Ext} (C, A) fori > 1
og Z € add Ag, vil Ext} (Ao, A) - Ext' H(C, Ag) = Ext}y (C, A).

Bevis. Vi ser forst pa hva som skjer i Ext} - Ext}. Vi vet at elementene i
Ext}(Z, A) - Ext}(C, Z) er pa formen 611 + ay2 + ... + 8¢y hvor §; er i
Ext} (Z, A) og v; er i Ext}(C, Z). Dermed ser vi at om & er i Ext3 (C, A) vil
K = 0171+ 02y + ...+ 0. Viser at det er nok & vise at J; - ~y; er et element
i Ext}(Ag, A) - Ext} (C, Ag).
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Vi vet at vi alltid har at Ext}(Ag, A) - Ext}(C, Ag) € Ext%(C, A) og vi
gnsker & vise at inklusjonen ogsa gar andre vei. Siden Z € add Ag vet vi at det
eksisterer Z’ og n slik at Z [[ Z' = Aj. Vi har folgene 0 — A el oz 0
og0— 2 EEN F % C — 0 som ved hjelp av Yoneda-produktet gir oss folgen

61 0=AtE—Tl Fpito-p
fl\Z/2

7N
0 0

som er et element i Ext3 (C, A). Vi kan ogsa ved & addere pa Z’ pa E, Z og
F fa folgende eksakte fglge

go: 0= AXE 7 — F112°%0c >0

P
1 ZHZ, 2

0/ \0

hvor f] = <‘};1 12/) og f4 = <];2 12/). Vi ser at ¢o ogsa er et element

i Ext%(C, A). Vi gnsker & sjekke om ¢; = ¢o. Vi kan sette opp folgende
diagram

f s

1 0 A—L > FE F C 0
(ﬂ?)l i(ﬂf)
t , s
P2 OHAQEHZ’HFHZ’(*OLCHO

og vi ser at diagrammet kommuterer, og dermed vil ¢ = ¢o. Vi far dermed
at

Ext}(C, A) = Exth (Z, A) - Exth (C, Z)
=Exty(Z[[ 2, 4)-Exty(C, Z ][ 2)).
Vi velger oss ¢g = v - pu € Ext3(C, A) hvor v € Ext} (AR, A) og u €

Ext} (C, A). Vi ser pa Ext} (A7, A) og lar n = 3. Ved & ta pullback fra Ag
til A3 via den i-te inklusjonen fra Ao far vi folgende diagram:

(6) i

E[Z

- Al 0

h1 1
Vy: 0 A 92 By s Ag \ 0
Y

g3

V3! 0 A FEs 2 Aog—=0
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Vi ser at v; er element i Ext} (Ag, A).

Vi kan gjgre tilsvarende for Ext} (C, A3). Vi tar pushout fra A3 til Ag via
den i-te projeksjonen og far dermed fplgende diagram:

15 FI1Z (s0)
e

C
\e E// bt J/N 0

K1t 0—= Ay ‘m\L
3
\ (') 62

| ) [N \
p2i 0 o P, C \ 0

B 0 A3

Ut

a3

I}
w30 Ao F3 2 C 0

Vi ser at ju; er elementer i Ext} (C, Ag).

Vi ganger sammen v; med y; og far tre folger v; - u; € Ext3 (C, A). Vi ser
at vi far

Vi Wit 0= A—F;

F,—=C—=0

NS
Ao

Vi ser at fglgende diagram er kommutative med eksakte rader

i p
04>A3H49>E1HE2HE3H4>A34>0

Vl iVHhi
(6) 1
0 A El]Zz' — A3 0

og

i 0
OHAggFlﬂFzHFgLCB’HO

G

f2 FHZ/ (50 C ()

0—> A3

Vi ser at det forste diagrammet har eksakte rader, siden vi vet at 0 —

U

A% B h—’> Ag — 0 er eksakt, og dermed vil summen ogsa veere eksakt.
Viser at V[[hi[lgi = V]I higi = VI[(§) som onsket. Vi ser ogsa at
AV I hi = fi 32 hi = 11 fihi = ITAihi = [T A LT b = 1ag [T B3

Vi ser tilsvarende at det andre diagrammet har eksakte rader og kom-
muterer. Vi kan dermed bruke Lemma 4.4 og 4.5 og far at Baersummen av
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Vi - Wi, som vi kaller vup, er:

0>A3—=Ei[[E2]]Es IR FFB—=03—-0

\A3/

v

0—>A——=E[[Z A B]F—c3 =0

Ty .

vpp:  0—=A——>FE[[Z Fl]Z ——C—0

\/

AS

Da vil vup = ¢9. Vi ser at vi kan ta elementer fra Ext}\(AO,A) og
Ext} (C, Ag) og legge sammen ved hjelp av en endelig Baersum og fa et nytt
element i Ext% (C, A). Dermed er Ext3 (C, A) = Ext}(Ag, A) - Ext} (C, Ag)
som gnsket.

Vi kan gjgre tilsvarende for alle n, og far dermed at for Z € add Ay
vil Ext3 (C, A) = Ext)(Z, A) - Ext}(C, Z) = Ext} (A%, A) - Ext}(C,A%) =
EXt}‘(Ao, A) . Ethlx(C, A(])

Tilsvarende kan vi gjore for Ext}(Z, A) - Ext} 1(C, Z) = Ext}(C, A),
hvor i > 3, og Z € add Ag. Vi vil dermed fa at Ext} (Ao, A)-Ext’ '(C, Ag) =
Ext) (C, A) for i > 2.

Vi ser pa tilfelle i = 1 til slutt. Det vil altsa si Ext} (Z, A) Homy (C, Z) =
Ext} (C, A), hvor Z € add Ag. Vi gnsker & vise at vi kan fa Ext} (C, A) =
EXt}‘(Ao, A) HOHIA<C, Ao)

Vi har alltid at Ext} (C, A) D Ext} (Ao, A) Homy (C, Ag) og gnsker a vise
at det holder ogsa andre veien.

Vi vet at elementene i Ext}(Z, A) - Homs(C, Z) er pa formen 6191 +
8292 + ...+ dsg; hvor &; er i Ext} (Z, A) og g; er i Homy (C, Z). Dermed ser
viat om k er i Ext/l\(C’, A) vil kK = 0191 + 0292 + ... + O¢g¢. Vi ser at det er
nok & vise at &; - g; er et element i Ext} (Ao, A) - Homy (C, Ag).

La h € Homy(C, Z) og la ¢ € Exth(Z, A). Vi vet da at ¢ - h = ¢’ fra
antagelsene vare. Og vi ser at ¢ er et element i Ext} (C, A). Siden Z € add A
eksiterer det Z’ slik at Z[[Z" = Ay. Vi ser vi far fglgende kommutative
diagram:

B

¢: 0=~A—>F 7z 0
I et ol
o =¢-h: 0= A E’ C 0
H ) )
(b”: 09A»Z’HE»Z’HZ»O

(a)

1, 0
('%5)
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Vi benevner () med h og () med h. Vi ser at h € Homy (C,A%), og vi
ser at ¢ € Ext} (A%, A) og vilar E = Z'[] E. Tilsvarende kaller vi (0) = &
Og (1Z/ g) — ﬁ

Vi tar i-te inklusjon og lager pullbacker av ¢” via \; og betegner denne
bi.-
¢”; ()—>A—>E—>AO—>O
H 91/F f/ ’T}\
Vi ser at ¢; € Ext} (Ao, A). Vi lager den i-te projeksjonen av (0 ): C' — Af
og ser at h; : C — Ag er h; = m;h.

v

hi

Vi legger merke til at ¢; € Ext} (Ao, A) og h; € Hom(C, Ag). Om vi kan
summe disse fglgene og se at dette gir oss et element i Ext}(C, A) vil vi
se at BExt}(C,A) C Ext}(Ag, A)Hom(C, Ag) som gnsket. Vi tar Yoneda-
produktet ¢;h; og far

O OéAiiEiﬁAOﬁ‘O
| wt

pihi: 09A7E£7090
Forst beviser vi at folgende diagram er kommutativt:

A" o 1HE;
| e
an A [1E:
4 A1 )
A——F

Viserlett at (J[TR)(I1v) =11y =] fiogviserataV => a=> gifi =
V(I19)(I] fi)- Dermed vil diagrammet veere kommutativt som gnsket.

Vi er da klare til a ta Baersummen av ¢;h; og vi far fglgende diagram:

L1 ¢ihi: 0 an [[E! ——=(Cn—0
CE A

0 A F >0

RV

¢// 0 . A

Baersummen : 0 A 5 F’ ; C—0
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Vi har benevnt V([ [ gi) (][ ki) = t i diagrammet. Vi vet fra det kommutative
diagrammet foran at &V =t([[v) = V([1¢:) (11 h:)(I]7) og dermed vet vi
at det eksisterer en entydig avbildning b: F' — E. Har ogsa latt ¢ =[] h;.

Vi kan finne en avbildning fra F/ — E. Vi ser at ho' = t/Aw’ = t'6'a =
Bba og dermed kan vi fa en avbildning ba: F' — E. Vi vet derfor at det
eksisterer en avbildning fra m: A — A og vi gnsker a vise at m kan velges
til & veere identiteten pa A. Vi ser at am = baw = bdl4 = &l 414 og vi kan
velge m = 14.

Dermed ser vi at Baersummen er pullback av ¢ via h, og vi husker
at ¢/ var pullbacken av ¢’ via h. Dermed ser vi at ¢/ € Ext}(C, A) vil
vaere ekvivalent til Baersummen av ¢;h;, og vi far dermed at Ext} (C, A) C
Ext} (Ao, A) - Homy (C, Ag) som gnsket. O

Vi husker at vi definerte en Koszul-algebra som en gradert algebra hvor
alle de simple modulene hadde en gradert lineser projektiv opplgsning. Det
er dermed nyttig a vite mer om hvordan en linezer modul oppfarer seg.

Vi beviser en proposisjon som vi kommer til & bruke nar vi beviser Pro-
posisjon 4.8, som sier at om M er en lineser A-modul vil ogsa M>y[n] veere
en lineser A-modul. Vi kommer til & bruke Proposisjon 4.8 nar vi beviser at
Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra er en Koszul-algebra.

Proposisjon 4.7. La A, B,C vere graderte A-moduler. Hvis 0 — A —
B — C — 0 er eksakt, og A-modulene A, B,C er generert i grad 0 og
A,Be L(A), saerCe L(A).

Bevis. Fra Proposisjon 2.4 vet vi at det eksisterer endeliggenererte projek-
tive moduler P, @ og R slik at folgende diagram kommuterer, og f,g og h
er graderte projektive dekker.

0 0 0
0 A B —— ' 0
0 P Q R 0
f g h
0 A B C 0
0 0 0

Siden A og B € L(A) er A’ og B’ generert i grad 1. Avbildningen « er
pa, og dermed vil en generatormengde for B’ generere C’. Siden generator-
mengden for B’ er i grad 1, vil C’ bli generert i grad 1 som gnsket. Ser sa
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pa den projektive opplgsningen av C’ for a se om denne er linezer i fgrste
steg. Vi kan skifte 0 — A — B’ — ' — 0 til grad 0, og ser dermed at
vi er i samme situasjon som vi startet i. Dermed vil vi ved induksjon se at

C e L(A). O

Vi er na klare for a bevise fglgende nyttige egenskap ved linesere graderte
moduler.

Proposisjon 4.8. Hvis M € L(A), sa er M>y[n] € L(A) for alle n > 0.

Bevis. La M € L(A). Vi viser forst at M>i[1] € L(A). Vi vet at 0 —
M>y — M — M/M>; — 0 er eksakt. Vet fra Proposisjon 2.4 at M har et
projektivt dekke, Py, og far folgende diagram:

0 0
0 X1 Ky
|
0 Py=——PF)——0
|
00— M>q M My 0
M>1 ——0 0

Slangelemmaet gir oss den korte eksakte folgen 0 — X1 — K1 — M>; — 0.
Siden M og My € L(A) vil Xy og Kj veere generert i grad 1 og siden
K — Ms>; er pa, vil ogsa M>; veere generert i grad 1. Dermed blir 0 —
X1[1] — Ki[l] = M>1[1] — 0 eksakt, og generert i grad 0. Modulene X;[1]
og Ki[1] eri £L(A), og vi far dermed fra Proposisjon 4.7 at M>;[1] er lineeer.

Vi far at M € L(A) medfgrer at M>;[1] € L(A). Vi bruker induksjon
for a vise at M € L(A) medfgrer at M>,[n] € L(A). Vi antar at M € L(A)
medfgrer at M>,_1[n — 1] € L(A) og kaller M>,_1[n — 1] = M'. Da vil
M’ € L(A) medfgre at ML, [1] € L(A) og dermed blir

ML [1] = (M>n_1[n —1])>1[1] = M>u[n] € L(A)
som gnsket. O

Vi har ogsé et resultat som sier oss hvor syzygyene, Q4 (M) = Ker fi_1,
til en projektiv opplgsning av M vil befinne seg.
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Proposisjon 4.9. La A = kQ/I for et ideal I. La M veere en endeliggenerert
gradert A-modul som er generert i grad 0. La

\/\/\/

SN NN

veere en gradert A—projektiv'opplﬂsmng av M og la v vere en lineer opplos-
ning av lengde n. Da vil Q5N (M) C JP; og JOH (M) = J?P, N QL (M)
for alle 0 < i <n.

09M90

Bevis. Vi vet at opplgsningen er linezer. Det vil si at for 0 < ¢ < n vil
P; vaere generert i grad ¢. Siden v er eksakt vil f;(P;) = Q) (M). Dermed
ser vi at QTI(M) er generert i grad j 4+ 1 for 0 < j < n—1. Men P; er
generert i grad j slik at elementene av grad j + 1 ma vaere i JP;. Dermed
vil Q4N (M) C JP;.

Vi ser tilsvarende at JQAT (M) C J2P;. Vi vet at JOLT (M) € Q7 (M)
og far dermed at JQ‘£+1(M) C J’Pn QZ\H(M). Vi gnsker sa a vise den
motsatte inklusjonen.

Lazxi JQPj N Qf\H(M) vaere et homogent element av grad ¢, og vi ser at
i > j+2. Vi gnsker & vise at x er i JO, (M). Hvis x ikke er i JO\ (M) vil
x veere en generator for () +1(Z\J ). Men QTI( ) = fi+1(Pj4+1) er generert

1 grad j + 1, som gir en motsigelse mot at ¢ > j + 2. Vi ser dermed at
JQN (M) = 72PN Q4 (M) for 0 < < n. O

4.3 En generator for £(M)

Vi har en siste egenskap ved linezre graderte moduler som vil veere til hjelp
for a bevise at Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra selv er en Koszul-
algebra. Vi husker at € = [[,5o Ext4(—,A¢): GrA — GrE(A). Vi bevi-
ser at (M) er generert i grad 0 som en E(A)-modul. I tillegg viser vi at
Ext} (Ao, Ag)'E(M)o = E(M); nar M er en linezer A-modul.

Dette vil veere nyttig nar vi ser pa om de simple modulene i Yoneda-
algebraen er linesre. Siden vi antar at A er en Koszul-algebra vet vi at Ag
er linesere A-moduler, og vi kan dermed velge M = Ay.

Teorem 4.10. La M € L(A). Da vil [Ext} (Ag, Ag)]* - Homp (M, Ag) =
Ext) (M, Ao) for alle i.

Bevis. Vi viser det fgrst for tilfelle ¢ > 1, og ser tilslutt pa ¢ = 1. La
M € L(A) og la Q) (M) veere den i’te syzygyen til M. Da far vi en eksakt
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folge 0 — Q4 (M) — Py — Q4 1(M) — 0. Vi anvender Homy (—, Ag) pa
folgen og far at Homy (Q4(M)), Ag) = Ext) (Q1(M), Ag). Dermed far vi
ved dimensjonsskift og Proposisjon 4.3 at

Exth (M, Ag) = Exty (Q4 (M), Ao)
> Homp (Q) (M), Ag) = Homp (Q) (M) /JQ (M), Ag).

Vi vet at 0 — Qi (M) 25 B T Q' (M) — 0 er eksakt. Fra Pro-
posisjon 2.4 og eksakthet vet vi at Kerm; = Impy; € JP;—1. La g veere
et element i Homy (Q4 (M), Ag) og la t vere projeksjonen fra Q4 (M) —
Q4 (M) /JQ% (M). Fra Proposisjon 4.2 vet vi at det eksisterer en avbildning
g: Q4 (M)/JQL (M) — Ag slik at g = gt og diagrammet kommuterer. Vi
kan dermed sette opp folgende diagram W.

Ux

0

Py

Q! (M) =0

Q4 (M) —"——=JP_,

] )

0= Q4 (M)/JU (M) JP,—1/J?Piy

Nl

Ao

Vi beviser fgrst at 7 er en monomorfi. La z € Q) (M)/JQ (M). Siden t
er pa vet vi det eksisterer 2’ slik at ¢(2’) = z. Vi antar at v(z) = 0 og vil
vise at = 0. Vi ser at v(x) = vt(2') = qu(2’) = 0. Det vil si at v(z') er
et element i J?P,_1. Siden v er en grad 0 inklusjon vil dermed =’ € J?P;_;.
Vi ser dermed at 2’ € Q4 (M) N J2P,_1 og vi far fra Proposisjon 4.9 at
2’ € JQY (M). Dermed blir z = 0, og 7 er en monomorfi.

Siden 7 er en monomorfi og JPi,l/JQPZ-,l er en semisimpel Ag-modul
vil ¥ splitte. Dermed vil det eksistere w: JP,_1/J?P;,_; — Q4 (M)/JQ (M)
og vi kan sette opp folgende diagram hvor vi har tatt pushout av JFP;_; via
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gwg.
0 ——> Qi (M) —"— Py — Q{7 (M) —0
v ¢) f
Y
0- JP;_1€ P,_1—=P_1/JP1—=0
/ ’
gi JPl;l/JQPifl
w q
QL (M) /) (M)
g
0 Ao E—P,1/JPi 10

Siden diagrammet er kommutativt og har eksakte rader vil det eksistere en
unik f som far diagrammet til & kommutere. Dermed kan vi forenkle hele
diagrammet, og sette P;_1/JP;_1 = Z, og fa fplgende kommutative diagram:

0= Q4 (M) P ﬁﬁffl(M) =0

V9 ¢g’ vf
0 Ao E A 0

Vi kan da lage pushout av Qj\_l(M ) via f og

0= Q4 (M) = Pz = 0 (M) =0

| |
Z

Ey — Q' 3(M) =0

0

sette dette sammen med den projektive opplgsningen av M.

0> Z > B Pig—>--—=Py>M->0

~N 7

Q2 (M)

O/ \0

Denne folgen vil veere et element i Ext) (M, Z). Vi setter dette sammen
med den nederste linja i det kommutative diagrammet og far en eksakt folge
som vil vaere et element i Exty (M, Ag) gitt ved Yoneda sammensetningen
Ext} (Z, Ao) - Ext} (M, Z).

O»AO%-E EQ»-Pi—3‘>"">P0‘>M9'O

NS
Z
N
0 0
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Vi kan ogsé lage pushout fra Q4 (M) via g og

0= Q4 (M) = Py = Qi (M) >0

9 b’ |

0—>= Ao — B — QM) >0

setter dette sammen med den projektive opplgsningen av M, og far dermed

0—=Ao—=E;

-Pi—2‘>"">P0‘>M‘>O
\ /

2 (M)

0/ \0

Denne eksakte folgen vil vaere et element i Ext’y (M, Ag).

Vi gnsker & vise at disse to elementene i Exty (M, Ag) er like ved & se pa
om de er i samme ekvivalensklasse.

. Py — P P,

_ i1 Pio—=P 3—>---—=P—>M-—=0
o) o)
0/ \ég/ N
g :
Vi v
0 Ag E,q P o—>P 3—>---—>P—M-—=0
Qi1 ()
0/ \O

Vi vil fylle inn diagrammet slik at det kommuterer, og vi far en avbildning
P, — Ag. Vi kan sette pa ¢": P,_1 — Ey og g: Q4 (M) — Ag. Dermed kan
vi ga fra P; — Ag ved P, LN Q}\(M) 2 A

P — P : P4 Ppo—=P 3>---—=P—>M-=0
oM oty
NG N
07 0 | 0
Vi : ! v

0 Ao

v 5
E Ey—P 3—>-—>P—>M-—=0
0/ \0
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Vi kan fylle inn diagrammet slik at det kommuterer med P;_o Ei By,
Qi (M) I, Z, Py LN og Y\ (M) L Ao og ser at P; — Ag er sam-
mensatt av P; 25 Q4 (M) 2, Ao.

Da er begge folgene i Ext’)\ (M, Ag) representert av samme avbildning fra
P; — Ay, og er dermed like. Vi far altsa at Ext) (Z, Ao) - Ext '(M,Z) =
Exty (M, Ap) for i > 1.

Vivetat Z = P,_1/JP;_1 € add Ag og vi bruker Proposisjon 4.6 og ser at
for M € L(A) vil Ext} (Ao, Ao) - Extly 1(M, Ag) = Exty (M, Ao) for alle i > 1
som ved induksjon gir at [Ext} (Ao, Ag)]"™! - Ext} (M, Ag) = Exth (M, Ao).

Vi gnsker sa & vise det for i = 1. Vi vet at Ext} (Ao, A) Homy (M, Ag) C
Ext} (M, Ag), og gnsker & vise inklusjonen andre veien. Vi vet at M er en
linezer A-modul, og har et projektivt dekke, Py. Vi kan da sette opp folgende
diagram:

R
¢: 0—=AN—=FE —=M—=0

Vi ser at ¢ er i Ext} (M, Ag), og gnsker & vise at denne er bygget opp av
> vih; hvor v; € Ext}x(Ao,Ao) og h; € Homp (M, Ag). Vi far tilsvarende
tilfellet ¢ > 1 diagrammet ¥ og vi kan med tilsvarende begrunnelser sette
opp folgende diagram:

o b
9( 0—=JPy—> Py~ Py/JPy—~0

fowa | I

ng’: OHAOHE%P()/JP()%O

Vilar Z = Py/JP, og ser at vi kan fa fglgende diagram hvor ¢” er pullback
av ¢’ langs f, og vi gnsker a vise at de stiplede avbildningene r og s eksisterer.

€: 04>Q}\(M) PO a M —=0
o ‘g o ‘b / ‘f

(;5”: 0— A B d M 0
N i Al f\l

¢ 0 Ao E 7 Z —0

Vi ser at flya = fa = d'b og vi far fra pullbackegenskapene til E” at det
eksisterer en unik s slik at es = b og ds = 17a. Da eksisterer en entydig
avbildning r slik at diagrammet kommuterer og vi ser at r = g.

Vi ser at ¢” er pushouten av e langs g, og vi husker at ¢ var pushouten
av ¢ langs g. Vi ser dermed at ¢ € Ext} (M, Ag). Siden ¢" er pullbacken av
¢’ langs f vil Exth (M, Ag) C Ext}(Z, Ag) - Homp (M, Z).
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Vivet at Z = P;_1/JP;—1 € add Ag og vi bruker Proposisjon 4.6 og ser at
for M € L(A) vil Ext} (Ao, Ag) - Homp (M, Ag) = Ext} (M, Ag) og vi fullfgrer
induksjonen som vi startet pa for tilfelle i > 1 og far at [Ext} (Ao, Ag)]’ -
Homy (M, Ag) = Ext’ (M, Ag) som gnsket. O

Vi har na lagt grunnlaget for a kunne bevise hovedteoremet i dette ka-
pittelet, nemlig at Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra selv er en Koszul-
algebra. Dette er et resultat vi kommer til & bruke i Kapittel 6 nar vi sjekker
hvor stor andel av de to klassene av algebraer som er Koszul-algebraer.

4.4 Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra

I dette kapittelet bruker det vi har bevist i de foregaende kapitlene for &
bevise at Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra selv er en Koszul-algebra.

Teorem 4.11. La A vere en Koszul-algebra. Da er Yoneda-algebraen E(A)
en Koszul-algebra.

Bevis. Fra definisjonen far vi at E(A) er en Koszul-algebra om FE(A)y =
Homp (Ag, Ag) har en linezer gradert projektiv opplgsning. Vi beviser at
E(M) er generert i grad 0 som en E(A)-modul for M € L(A), og viser
sa at £(M) er en lineser modul. Dette gir oss at E(A)g er en lineser modul.

La M € L(A). Avbildningene Homy (M, Ag) er i grad 01 £(M). Siden
vi i Teorem 4.10 fikk at Ext} (M, Ag) = Ext} (Ao, Ag)® - Homp (M, Ag) og
E(M) er en venstre modul over E(A) ser vi at £(M) er generert i grad 0
som gradert E(A)-modul.

La M € L(A) og la J = A>q. Da blir JM = M>; og vi far den kort
eksakte fglgen 7: 0 — M>1 — M — My — 0. Vi anvender funktoren
Homy (—, Ag) pa folgen n og far en lang eksakt folge

: 0 — Homy (Mo, Ag) 2% Homa (M, Ag) — Homp (M1, Ag) —
Extl (Mo, Ag) 25 Extl (M, Ag) — Exth (Ms1, Ag) — ...

La £(My) 2 ¢ (M) veere E(A)-modulavbildningen sammensatt av ¢;.
Vi gnsker a vise at ¢ er pa. Fra Proposisjon 4.3 vet vi at ¢g er en isomorfi,
og dermed pa. Vi velger u € Ext) (M, Ag). Siden vi i Teorem 4.10 fikk at
Ext’ (M, Ag) = Ext} (Ao, Ao) - Homy (M, Ag) eksisterer det r;,v; slik at
w= 22:1 Kj - v; hvor k; € Ext} (Ao, Ag)? og v; € Homp (M, Ag).

Siden ¢q er pa vil det eksistere 1/5 € Homp (My, Ag) slik at gf)o(l/;-) = vj.
Davil =35 kjvy = Y5y k-¢o(v)) = Xy S(kjvh) = Xy dilkv))
og vi ser at &; - V;» € E(My); = Ext)y (Mo, Ag). Dermed blir alle ¢; pa, og ¢
blir en pa E(A)-modulavbildning.
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Siden ¢; er pa, og vi har den lang eksakte fglgen v far vi folgende eksakte
fglger:

0

Homa (Mo, Ao) % Homa (M, Ag) — 0
0— HOIHA(le, Ao) — Extll\(Mo, Ao) ﬂ) EXt/l\(M, Ao) —0
0 — Ext} (M>1, Ag) —= Ext3 (Mo, Ao) o2, Ext3 (M, Ag) =0

0 — Ext3 (M>1, Ag) — Ext3 (Mo, Ao) LY Ext3 (M, Ag) =0

Vi ser dermed at fglgen 0 — £(M>1)[1] — E(Mp) 2, E(M) — 0 er eksakt.
Vi husker at E(A) = [[;50 Exth (Ao, Ag). Vi vet at E(A) er en fri E(A)-
modul. Siden Ay er en semisimpel Ag-modul vet vi at Ag er en sum av
simple moduler. Vi har at e; er den trivielle veien i hjgrnet ¢ og at simple
Ag-moduler er pa formen Age;. Dermed vil Ag = Ager [T Aoe2]]--- [ Aoven

og vi kan skrive

E(A) = [] Ext}y (Ao, Ao)

i>0

= [T Exti(Aoer [T Aoe2 [T TT Aoen: Ao)
i>0

&~ H(H Extf\(Aoel,Ao)) = Hg(AOGZ)-
I=1 i>0 =1

Vi ser dermed at £(Age;) er summander av en fri modul, og dermed er
E(Aoe;) projektive E(A)-moduler. Vi har at My er en semisimpel Ap-modul,
og da er My = (Aoer)™ [J(Aoe2)™* ][] ... [1(Aoen)™. Vi far

n

E(My) = E((Age)™ [[(Roe2)™ [T - - TT(Aoen)™) = T £(Aoe)™

=1

og dermed at £(Mj) er en direktesum av projektive E(A)-moduler. Da blir
E(My) en projektiv E(A)-modul.

Vi vet at 0 — E(M>1)[1] — (M) 2, E(M) — 0 er eksakt. Vi ser at
Ker¢ = E(M>1)[1] C JE(My) = E(Mp)>1, vi vet at ¢ er pa, og at E(My)
er en gradert projektiv modul. Vi ser at ¢ er bygget opp av ¢; og at ¢;
tar elementer i grad ¢ til grad ¢. Dermed blir ¢ en grad 0 avbildning, og

E(My) 2, E(M) er det graderte projektive dekket.
Siden A er en projektiv A-modul vil Ext) (A, Ag) = 0 for i > 1 og vi ser at
E(A) = Homp (A, Ag) [T Exth (A, Ag)][... = Homp (A, Ag). Vi har ogsa fra
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Proposisjon 4.3 at Homp (A, Ag) = Homp(A/JA, Ag) = Homp (A/J, Ao) =
Homy (Ao, Ap). Viser dermed at E(A) = E(Ag)o = Homp (Ao, Ag). Det holder
dermed a vise at £(A) er en linezer F(A)-modul.

Fra Proposisjon 4.8 vet vi at om M er en lineser A-modul vil M>,[n]
veere en lineser A-modul for alle n > 0. Vi vet at A er en lineser A-modul,
og dermed vil A>,[n] veere en lineser A-modul for alle n > 0.

Vi vet at 0 — E(A>1)[1] — E(Ao) 2, E(A) — 0 er en eksakt folge og at

E(Ao) %¢ (A) er det projektive dekket. Vi gnsker a se hvordan den graderte
projektive opplgsningen av £(A) fortsetter og ser dermed pa hva som er det
graderte projektive dekket til Ker ¢ = E(A>1)[1].

Vi ser at (A>1)[1] er en lineser A-modul, og kan da tilsvarende fa at

0 — E(A>2)[1] — E(A1) 2, E((A>1)) — 0 er en eksakt folge. Vi ser dermed

ved induksjon at 0 — E(A>p41)[1] — E(Ay) 2, E((A>pn)) — 0 er en eksakt
folge.

Ved a skifte £(A>2)[1] til £(A>2)[2] og bruke Yoneda-produktet vil vi
fa en lineser projektiv opplgsning av lengde 2. Vi kan skifte £(A>;)[1] til
E(A>;)[i] for alle 1 < i < n og ser at vi far en lineser projektiv opplgsning
av lengde n. Dermed vil £(A) veere en lineser E(A)-modul. O

Vi har na bevist hovedteoremet vart, og vi gnsker a finne en mate a regne
ut Yoneda-algebraen til en gradert algebra A.

4.5 Utregning av Yoneda-algebra

Visa at om A er en Koszul-algebra vil E(A) vaere en Koszul-algebra. Dermed
vil vi gjerne ha en mate a regne ut Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra.
Vi kommer til & bruke dette i Kapittel 6 nar vi for to klasser av kvadratiske
algebraer sjekker hvor stor andel av algebraene som er Koszul-algebraer.

La A = kQ/I vaere en kvadratisk algebra. Vi kan da regne ut den kvad-
ratiske duale algebraen til A. Vi kaller den kvadratiske duale algebraen A'
og den vil veere pa formen kQ/I".

Vi viser en mate fra artikkel [8] for & den kvadratiske duale algebraen til
en algebra.

Vi antar at I er generert av kvadratiske elementer. Vi kan konstruerer I'
fra de kvadratiske generatorene til I. La Iy veere k-vektorrommet generert
av en mengde kvadratiske generatorerer av I og la V5 veere k-vektorrommet
med basis veier av lengde 2 1 Q). Dermed vil Iy C V. La V5 = Homy(V5, k)
og la {p*} betegne den duale basisen til basisen for V5 bestaende av veiene
{p} av lengde 2 i Q. Det vil si at hvis p, ¢ er elementer i V5 vil

« v J 0, hvisp#g,
p (q)_{ 1, hvis p = q.
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Lav eV, Davilv= 2?21 a;p; hvor a; € k og p; er en vei av lengde 2 1 Q.
Vi definerer f,: Vo — k ved f, = > 7", a;p}, og I 'er idealet generert av alle
kvadratiske elementene w slik at f,(w) = 0 for alle v € Is.

Vi ser pa et eksempel pa utregningen av den kvadratiske duale algebraen
til en algebra for a gjore det klarere.

Eksempel 3. Vi ser pa A = kQ/I, for kroppen k = Zy hvor @ er koggeret
ol
(18
og I = (a?).

Viser at Vo = k{a?, af3, Ba, 3%} og daer Vo' = E{(a?)*, (ap)*, (Ba)*, (5%)*}.
La w = a1a? + asaf3 + azBa + a43?. Da blir

faz(w) = ((0%)) () = ((0*)")(a10” + aza + asfa + asf?) = a1

som gir at a; = 0. Vi far tre frie variabler, nemlig as, a3 og ay4. Vi far at I’ =
(ap, Ba, %) og dermed vet vi at kQ/(af3, Ba, 3%) er den duale kvadratiske
algebraen.

Men vi gnsket & finne ut hva Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra var.
Vi har et teorem som gir oss fglgende viktige sammenheng:

Teorem 4.12. La A vere en Koszul-algebra. Da er A' = E(A).

Vi kommer til & se i Kapittel 6 at algebraen i Eksempel 3 er en Koszul-
algebra. Vi vet dermed at den duale kvadratiske algebraen ogsa er en Koszul-
algebra.

Siden E(A) er en Koszul-algebra kan vi ogsa se pa Yoneda-algebraen til
E(A). Vi har fra [8] folgende teorem.

Teorem 4.13. La A = kQ/I vere en Koszul-algebra med I generert av
kvadratiske elementer. Da er E(E(A)) isomorf til A som gradert algebraer.

Siden vi har at Yoneda-algebraen, E(A), til en Koszul-algebra, A, er en
Koszul-algebra, har vi at om Yoneda-algebraen ikke er en Koszul-algebra,
vil algebraen ikke veere en Koszul-algebra.

Vi vet at hvis den kvadratiske dualen til en algebra ikke er en Koszul-
algebra vil heller ikke den opprinnelige algebraen veere en Koszul-algebra.
Vi viser to eksempler pa utregning av det kvadratiske dualet til algebraer
som ikke er Koszul-algebraer.

Eksempel 4. La A = kQ/I, for kroppen k = Zs, hvor @) er koggeret

I/—\
«(C1_)8
og I = (a?, a3+ 3?). Dette er samme algebra som vi sa pa i Eksempel 2, og

vi husker at dette ikke er en Koszul-algebra. Dermed vil heller ikke kQ/I'
vaere en Koszul-algebra.
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Her er Vo = k{a?, af3, Ba, 3%} og da blir Vo = E{(a?)*, (aB)*, (Ba)*, (5%)*}.
La w = a1a® + asaf + azBa + as8%. Da blir

far(w) = ()" (w) = ((@*)")(a10? + aza8 + azfa + asf®) = a1

som gir at a; = 0. Tilsvarende blir f,5,(w) = ((aB)* + (82)*)(w) =
(aB)*+(8%)*))(a102 +azafB+asBa+asB?) = ag+ay. Dermed mé as = —ay,
og a3 er en fri variabel. Vi far dermed at I' = (Ba, a3 — 32) over Zs er lik

I'= (Ba,aB + B?).

Eksempel 5. Vi kommer i Kapittel 6 til & se at for tilsvarende betingelser
som over, men med idealet I = (Ba,a® + o), vil A ikke veere en Koszul-
algebra.

Vi ser da at fga(w) = ((Ba)*)(a10? + a2af + asBa + asB?) = as og
fazrapw) = ((@®)* + (aB)*))(a10? + azaB + azfa+ asf?) = ay + az. Vi ser
at az = 0 og a; = —ay, som gir oss I' = (6%,a% — af), og dermed blir den
kvadratiske dualen ZsQ/(Ba, a? + aff) = Z2Q/ (5%, a? + o).

S& vi far altsd at ZeQ/(5?%, a® + o) ikke er en Koszul-algebra.

Vi har altsa sett at Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra selv er en
Koszul-algebra, og funnet en mate a finne den duale kvadratiske algebraen
til en kvadratisk algebra. Dette kommer vi til & bruke i Kapittel 6. Vi ser sa
pa noen andre resultater om hvilke algebraer som er Koszul-algebraer.



Kapittel 5

Flere resultater om
Koszul-algebraer

I dette kapittelet beviser vi forst at alle monomielle kvadratiske algebraer er
Koszul-algebraer, fgr vi ser at en algebra som har en kvadratisk Grébnerbasis
er en Koszul-algebra. Til slutt ser vi kort pa et resultat fra Backelin som sier
at en algebra A = kQ/(f), hvor f er kvadratisk, er en Koszul-algebra.

Vi kommer til & bruke disse resultatene i Kapittel 6 nar vi for to klasser
av algebraer finner ut hvor stor andel av algebraene som er Koszul-algebraer.

5.1 Monomielle kvadratiske algebraer

Vi vil bevise at alle monomielle kvadratiske algebraer er Koszul-algebraer,
og vi starter med a vise en ekvivalent betingelse av a vaere en Koszul-algebra.
Vi definerer sa hva en monomiell algebra er, og beviser tilslutt at alle mono-
mielle kvadratiske algebraer er Koszul-algebraer. I dette beviset bruke vi den
ekvivalente betingelsen av a veere en Koszul-algebra.

Vi starter med a bevise en ekvivalent definisjon av & vaere en Koszul-
algebra. Vi husker at vi definerte at en algebra A er en Koszul-algebra om
alle simple graderte A-moduler er lineszere A-moduler.

Proposisjon 5.1. La k vere en kropp, Q et endelig kogger, og kQ veialge-
braen. La I vere et ideal inneholdt i idealet J? og la A = kQ/I. Folgende
utsagn er ekvivalente.

1. A er en Koszul-algebra,
2. Yoneda-algebraen, E(A), er 1-generert.

Bevis. Vi ser forst at (1) medforer (2). Vi sa i Teorem 4.10 at for i > 1 vil
[Ext (Ao, Ag)]* - Homp (M, Ag) = Exty (M, Ag) for M € L(A). Vi antar at
A er en Koszul-algebra. Da vil Ag € L(A) siden A er en Koszul-algebra. Vi

45
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ser dermed at [Ext} (Ao, Ag)]’ - Homp (Ag, Ag) = Ext’ (Ag, Ag) som gir oss at
E(A) er 1-generert.

Vi sjekker sa at (2) medfgrer (1). Vi antar at E(A) er l-generert, det
vil si at Exth (Ao, Ag) genererer alle hgyere ekstensjoner av grupper under
Yoneda-produktet. Vi starter med & finne en lineger opplgsning av grad 0. La
A veere en algebra generert i grad 0. Vi vet at Ag er alle de simple graderte

modulene, og at A EN Ag er et minimalt gradert projektivt dekke. Vi ser at
Ker(f) = A>1 og vi vet at A>q er generert i grad 1. Vi har vist i Proposisjon
2.4 at A>1 har et gradert projektivt dekke A ®x, A1. Dette er generert i grad
1. Dermed vil (A ®p, A1)[1] = A — Ag — 0 vaere en lineser opplgsning av
Ap av lengde 0. Vi fortsetter ved induksjon.

Anta at vi har konstruert en lineser opplgsning av lengde n,

2 LNy N LNy SN (N VN

av M, hvor M er en simpel A-modul. Vi trenger a konstruere f,+1: Prt1 —
P, slik at P, 41 er generert i grad n+ 1 og kjernen til f,, 1 er generert i grad
n + 2. Vi sjekker forst at P,y1 er generert i grad n + 1.

Fra induksjonshypotesen er Ker f,, = QXH (M) generert i grad n + 1,
og vi lar P,y1 — QUTH(M) veere det graderte projektive dekket som vi
fra Proposisjon 2.4 vet eksisterer. Vi lar f,41 veere sammensetningen av
dette graderte projektive dekket med inklusjonen fra QXH(M ) — P,. Siden
Ker(f,) = QX“H(M ) er generert i grad n + 1 vil ogsa P, 41 vaere generert i
grad n 4+ 1 som gnsket.

Vi ma si vise at Ker(f11) = Q4 2(M) er generert i grad n + 2. La
Pyio — QX*Q(M ) veere et projektivt dekke. Hvis P, 1o er generert i grad
n+ 2 vil vi fa at QX“(M ) er generert i n + 2 som gnsket. Vi antar at P, 4o
ikke er generert i grad n + 2. Da vil det eksisterer en projektiv summand
Ae[m] hvor e er en primitiv idempotent av Ag og m > n + 3. Vi har altsa
fglgende diagram:

fn+2

— In42 Ppyq —

5n+2 )\n+1

(M)

Det vil si at i P49 vil e ha grad stgrre enn n+2. La & = d,42(e) i QX+2(M).
Da har z grad m og er en generator av QX”(M ). Siden P, 1 er generert i
grad n+1vilx € J2Pn+1 som et element i P, 41.

Vi vet ved dimensjonsskift at ExtT2(M, Ag) = Ext} (Q4T (M), Ag), og
vi husker at Ext} (3T (M), Ag) = Homp(Q}2(M), Ag) nar vi anvender
Hom(—, Ag) pa den eksakte folgen 0 — Q3VT2(M) — P, — QWY (M) —
0. Vi far at Homa(Q)2(M), Ag) = Homp (Q)T2(M)/JQNT(M), Ag) fra
Proposisjon 4.3. Vi viser fgrst at det eksisterer ¢: QT'?(M ) — Ag slik at
g(z) #0.
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Siden x er en generator for QY 2(M) vil z # 0 i QYP3(M) /T (M).
Vi vet at Q3T2(M)/JQT2(M) er en semisimpel Ag-modul, og dermed er
en projektiv Ag-modul. Dermed er Q3t2(M)/(JQT?(M)) en summand av
en fri Ag-modul, og vi har altsa at det eksisterer en Ag-modul M’ slik at
(QFP2(M) /(JUT2(M)) [ M) = A for en t > 1.

Inklusjonen X\: QVP2(M)/(JQYT2(M)) — QFF2(M)/(JQYP2(M) ] M)
gir oss fglgende diagram.

ONF2(M) ) (JQR (M) Al

\Lw
Ao

Vi ser at A(Z) i QV2(M)/(JQT2(M)) [T M’ =2 Al vil veere forskjellig fra 0.
Vi kan sa ta projeksjonen m ned pa en kopi av Ay, og fa et ikkenull element
iAp.

Vi far en avbildning g slik at §(z) # 0 foren g: QY2(M)/(JQYT2(M)) —
Ao. Vi ser at vi kan ga Q3 2(M) LR QU2 (M) /(JQTA(M)) L Ag og vi vel-
ger g = g’ som gir g(x) # 0.

Vi viser at om vi ser pa g som et element i Extx+2(M ,\p), vil g ikke
veere et element i Ext} (Ao, Ag) - Ext} ™ (M, Ag). Dette gir oss en motsigelse
siden vi har antatt at E(A) er 1-generert.

Vi identifiserer Ext} ™! (M, Ag) med Homa(Q3T (M), Ag) og vi vet at
QM) = Ker f,,. Vi vet at elementene i Ext) (Ao, Ag) - Exti (M, Ao)
er pa formen 25:1 0; - v; hvor v; € ExtXH(M, Ap) og 6; € Ext}x(Ag,Ao).
Tilsvarende som tidligere holder det & sjekke et element 6;v;.

Vi velger et element v; € EX’GXH(M ,Ag) og ser at det er gitt ved et
element b; € Homy (Q3 (M), Ag). Vi kan sette opp folgende diagram hvor
alle avbildningene er grad 0 avbildninger:

0= (M)=P,>Py1—>--—>M-—=>0

e H
0—>An+1]—-F —=P—1—>--—M—=>0

Tilsvarende kan vi for et element 6; € Ext} (Ao, Ag) fa en avbildning a; €
Homy (2} (Ao), Ao) slik at vi far folgende diagram hvor alle avbildningene er
grad 0 avbildninger:

\Lai \l/a; H
O—)Ao[l] —)E”—)AO—>O

Sa setter vi diagrammene sammen, og passer pa a skifte gradene til modulene
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slik at avbildningene blir grad 0 avbildninger.

Pn+2\5+2 )\ypn‘*‘l\ /Pnepn—19"‘
QR (M) avlM)
t
0/ b~1 b; E—-=F, 1—- -

\ v

0— Q4 (Ag)[n + 1] 2% Afn + 1] — Ag[n+ 1] —0
o ol H

0——> Aol + 2 —= E"[n + 1] = Ao[n + 1] —0

Vi bruker Comparison Theorem og far avbildningen ¢. Siden avbildningene
An+1 0g Ag er monomorfier, vil det eksistere en unik avbildning b; slik at
diagrammet kommuterer. Vi ser at ail;i(:r) =0 for alle? =1,...,t siden x
er i grad m > n + 2. Da blir b;(x) i grad m > n+21 QL (M)[n+ 1] og vi ser
at azb;(z) vil veere i grad m > n + 3 i Ag[n + 2] og ma dermed vaere 0.

Vi ser at ai5i5n+2 € Ker fp43 siden 6p10fntrs = 0, og vi husker at
Ext}™2(Ag, M) = Ker fi,5/Im 7 ,. Vi har sett at 3°;_, 0; - v; kan repre-
senteres som Zﬁzl ai5i5n+2 +1Im fr 5 og vi gnsker a sjekke om dette er det
samme som gd,42 + Im fr o.

Anta at de to elementene er like. Da vil Zﬁzl ai5i5n+2 —9Onyo € Im f7 5.

Vi ser at

t

(D aibidnia — gni2)(e)

=1 %

a;bibni2(€) — gonia(e)

Il
'M“

= —gdni2(e) = —g(z) # 0

Vi viser na at a(x) = 0 for alle @ € Im f 5. Vi har den graderte pro-

jektive opplgsningen P, 3 M P2 f"—+2> P f"—“> ... og anvender

Homp (—, Ag) pa denne, og far folgende:

I In
Homy (P41, Ao) "= Homp (P2, Ag) "> Homp (P, Ag) —

Vi lar h € Homp (P41, Ag) og ser at fr o(h) = hfpyo. Dermed vil Im f7
vaere pa formen hf,yo hvor h € Homy(P,41,A0). Vi har altsa folgende
diagram:

fn+2
Pnio—~Pai1

v
AO‘/h
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Vi anvender hf, 2 pa e og ser hva som skjer. Vi vet at e har grad m > n+2,
og dermed vil f,1o(e) = x ha grad m i P,,41. Men vi vet at P,y er generert
i n+ 1. Dermed vil h(z) = 0 siden alle elementer av grad stgrre enn n + 1
vil bli sendt pa 0 ved h. Vi ser at vi far en motsigelse, for gd,42(e) er ikke
0. Da er Q}T2(M) generert i grad n + 2 som gnsket, og vi far at om E(A)
er 1-generert vil A veere en Koszul-algebra. O

Vi definerer sa hva en monomiell algebra er, fgr vi beviser at alle mono-
mielle kvadratiske algebraer er Koszul-algebraer.

Definisjon. La k vare en kropp og @) et kogger. Vi sier at et ideal I i kQ
er monomielt om I er generert av veier i k(). En algebra A er monomiell,
hvis A 2 kQ/I, hvor @ er et endelig kogger, og I er et monomielt ideal.

Vi kan né bevise at alle monomielle kvadratiske algebraer er Koszul-
algebraer, og vi starter med a innfere litt notasjon hentet fra artikkel [9].

Vi ser pa monomielle algebraer, og lar () veere et endelig kogger, og lar
p = {p1,...,pn} veere en endelig mengde av veier i ) slik at ingen p; er en
undervei av en annen p;. Vi antar videre at hver p; har lengde minst 2. Vi lar
A=kQ/I, hvor I = (p).LaM = {p veii Q| bildet av p i kQ/I er ikkenull}.
Vi sier at Qg er hjgrnene til koggeret, Q)1 er pilene til koggeret og Q2 er p.

Vi definerer induktivt ;41 for ¢ > 2. Vi kaller en vei p i Q en i-forkjede
hvis p = grs hvor ¢ € Q;—1 og gr € Q;. La s vaere en ikketriviell vei i M, og
la rs inneholde en undervei fra Q2. Da er ;41 mengden av alle i-forkjeder
som har egenskapen at ingen ekte startundervei er en i-forkjede. Vi ser pa
et eksempel for a gjgre det litt mer klart:

Eksempel 6. La A = kQ/p, hvor k = Zs, og Q er koggeret

og p = (aba,ca). Vi ser at hjgrnene er Qo = (1,2), pilene er Q1 = (a,b,c)
og relasjonene er Q2 = (aba, ca).Vi gnsker a finne Q3. Vi har da tre tilfeller
a sjekke, nemlig ¢ = a,q = b og ¢ = c.

Vi ser fgrst pad ¢ = a. Da skal gr € Q3. Vi ser at vi kan velge r = ba. Da
skal rs = bas inneholde en undervei i Q2. Vi ser at den korteste muligheten
er s = ba. Dermed far vi p = grs = ababa.

Siden det ikke er noen element i ()3 som ender i b vil ikke den gi noe
bidrag til Q3. Ser sa pa ¢ = c¢. Da skal qr = ¢r € Q2. Vi ser at vi kan
velge r = a. Da skal rs = as inneholde en undervei i Q2. Vi ser at den
korteste muligheten er s = ba. Dermed far vi p = gqrs = caba. Vi ser sa at
Q3 = (ababa, caba).

Vi finner sa Q4. Da kan vi velge ¢ = aba eller ¢ = ca. Vi ser forst pa
q = aba. Vi vet at qr = abar skal veere i 3, sa r kan veere ba. Da skal
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rs = bas inneholde en undervei i Q3. Vi ser at det korteste valget er s = ba.
Da blir p = grs = abababa.

Vi ser pa q = ca. Vi vet at gr = car skal veere i (J3, sa da ma r veere
ba. Da kan vi velge s = ba, som gir oss p = qrs = cababa. Dermed blir
Q4 = (abababa, cababa).

Vi kan tilsvarende finne @); for ¢ > 5.

Vi legger merke til at hvis relasjonen p er monomiell og kvadratisk vil
elementene i Q; 1 bare vaere et hakk lengre (en pil ekstra) enn elementene
i Q; siden rs skal inneholde en undervei som er i Q2 = (p) og s skal veere
sa liten som mulig. Dermed vil alle Q); veere generert av pilene som utgjor
veiene i Q2. Vi ser ogsa at en vei p er i hgyst en Q);.

Vi har fra artikkel [9] et teorem som skal hjelpe oss i beviset for at
monomielle kvadratiske algebraer er Koszul-algebraer. Vi kan nemlig finne
en multiplikativ basis for Yoneda-algebraen.

Teorem 5.2. La A vere en monomiell endeliggenerert gradert algebra, og
la E(A) vere Yoneda-algebraen til A. Da er mengden {ep}pcQ,i=0,12... €n
multiplikativ k-basis av E(A).

Bevis. Se [9] for bevis. O

Vi er na klare til a bevise hovedresultatet vart i dette kapittelet. Vi lar
My vaere mengden av alle veier av lengde 2 i koggeret til A, og lar Qo veere
mengden av monomielle relasjoner som definerer A.

Teorem 5.3. La I vere et monomuelt ideal generert av veier av lengde 2.
Da vil A = kQ/I vere en Koszul-algebra.

Bevis. La @ vaere koggeret til A. La A C Q) veere mengden av piler i @
som ved sammensetning gir oss relasjonene i Q2. Hvis p er en vei i @ slik
at p € Q; for 1 > 2, sa er p en sammensetning av 7 piler fra A siden alle
relasjonene av Q2 har lengde 2. Vi husker fra Teorem 5.2 at {ep}pe,i=0,1,2...
er en multiplikativ k-basis av F(A) og vi ser at alle veiene i @Q; for i > 2
er generert av Q1. Da vil E(A) veere endelig generert som en k-algebra, og
{ep}pcq, er en mengde av generatorer. Dermed vil E(A) veere en Koszul-
algebra fra Proposisjon 5.1. O

Vi har altsa at alle monomielle kvadratiske algebraer er Koszul-algebraer.
Men det eksisterer Koszul-algebraer som ikke er monomielle algebraer. Vi
ser 1 Kapittel 6 1 Eksempel 8 at for A = kQ/I, hvor k = Zy og Q er koggeret

1Z:>>Qw

vil A veere en Koszul-algebra for I = (ya + v03).
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5.2 Grobnerbasis

Vi gnsker a bevise at en algebra som har en kvadratisk Grobnerbasis er en
Koszul-algebra. Vi starter med & innfgre litt notasjon fgr vi definerer hva en
Grobnerbasis er. Vi ser sa pa en algoritme for & finne en Grobnerbasis, for
vi beviser et teorem som sier nar et ideal I er en Groébnerbasis. Tilslutt ser
vi pa et teorem som sier at en algebra med kvadratisk Grobnerbasis vil veere
en Koszul-algebra.

Vi starter med & se hva en velordning er. Vi har et vektorrom V med en
k-basis B = {b; }ics. Vi sier at < er en velordning pa B hvis < er en ordning
pa B, og alle ikketomme undermengder av B har et minimalt element.

Et av poengene med en velordning er & kunne si hvilket basiselement i en
vektor som er stgrst. Om v = Ziel ;b sier vi at b; opptrer ¢ v om a; # 0.
Vi har fglgende viktige definisjon:

Definisjon. La B = {b;}icr veere en basis for et vektorrom V og < en
velordning pa B. Hvis v = ZZ-G 7 ;b er et ikkenull element i V, sier vi at b;
er tuppen til v hvis b; opptrer i v, og b; > b; for alle b; som opptrer i v.

Vi sier at tuppen til v er Tip(v). Hvis X er en undermengde av V sier vi
at

Tip(X) = {b € B | b = Tip(z) for en ikkenull x € X}.

Vi ser at mengden Tip(X) er avhengig av valget av velordning. Koeffisienten
til tuppen til en vektor v vil vi kalle C Tip(v).

Vi husker at Q = (Qo, Q1) er et kogger. Vi lar B veere mengden av endelig
orienterte veier i @), inkludert hjgrnene som vi betrakter som veier av lengde
0. Som en k-algebra har k@) mengden B som k-basis.

Vi gnsker oss en ordning pa B som passer sammen med den multiplikative
strukturen pa B. Vi kan da bruke fglgende definisjon:

Definisjon. Vi har at < er en tillatelig (admissible) ordning pa B om < er
en velordning, og den oppfyller de fglgende kravene hvor p,q,7,s € B:

1. Hvis p < g, sa er pr < qr, hvis bade pr # 0 og qr # 0.
2. Hvis p < q, sa er sp < sq, hvis bade sp # 0 og sq # 0.
3. Hvisp=gqr,saerp>qogp>r.

Med en tillatelig ordning kan vi si hvilke basiselement som er stgrst.
Nar vi ser pa tillatelige ordninger kommer vi til & bruke den venstrelengde-
leksiografisk ordningen.

Start med & ordne hjgrnene og pilene tilfeldig, og sett hjgrnene mindre
enn pilene. Om p og g er veier av lengde minst 1, setter vi p < ¢ hvis lengden
til g er stgrre enn lengden til p.
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Om lengden til p og q er lik, ser vi pa sammensetningen til p = a, ... a1
og ¢ = al....a} ved hjelp av pilene. Visier at p < ¢ hvis vifor noen 1 <i <r
har at a; = a} for j < i og a; < aj.

For a bevise at alle algebraer som har en kvadratisk Grobnerbasis er
Koszul-algebraer trenger vi a vite hva en Grobnerbasis er. La A vere en
k-algebra med multiplikativ basis B og tillatelig ordning <. La I veere et
ideal i A.

Definisjon. Vi sier at en mengde G C I er en Grobnerbasis for I med
hensyn pa < hvis (Tip(G)) = (Tip(1)).

Det vil si at det tosidige idealet generert av tuppene til G er lik det
tosidige idealet generert av tuppene til I.

Vi ser pa en divisjonsalgoritme for ringene vi ser pa. Vi har en k-algebra
A med en basis B og en tillatelig ordning <. Om vi har en ordnet mengde
av elementer X = {x1,x9,...,2,} av A og et annet element y av A kan vi
"dele’ y med mengden.

Forst finner vi tuppene til x; og y. Vi starter algoritmen med & se pa
i = 1. La u og v veere i B. Om Tip(y) = uTip(x;)v erstatter vi y med
y' =y—[CTip(y)/C Tip(z;)]uz;v. Om Tip(y) # u Tip(z;)v setter viy = v/
Vi setter sa y' = y og gjentar for ¢ = 2,...,n. Vi kommer da til a fa at
Y = U1T1V] + UoTov9 + ... + UpTnpU, + 7, hvor u; og v; kan veere 0. Se
divisjonsalgoritmen i [7] for nsermere beskrivelse. Vi kaller r for resten til y
ved divisjon av X.

Hvis vi har en mengde elementer X og y er delt ut med denne mengden,
benevner vi resten r ved y = x r.

Vi ser sa pa hva det er a veere en overlappingsrelasjon. Overlappingsrela-
sjoner er et viktig begrep i algoritmen vi har for & finne en Grébnerbasis for
et ideal, og nar vi skal sjekke om et ideal I har en kvadratisk Grobnerbasis.

Vi lar A veere en k-algebra med en multiplikativ basis B, og vi har en
tillatelig ordning < for B. Vi har fglgende definisjon:

Definisjon. La f,g € A og anta at det finnes elementer b, c € B slik at
e Tip(f)e = bTip(g)
e Tip(f) deler ikke b og Tip(g) deler ikke ¢

Da er overlappingsrelasjonen av f og g med b, c

o(f,g,b,c) = (1/CTip(f))fc — (1/C Tip(g))bg

Vi ser at Tip(o(f,g,b,c)) < Tip(f)c = bTip(g).
For a fa litt mer folelse med hva en overlappingsrelasjon er ser vi pa et
eksempel.
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Eksempel 7. La A = kQ/I for kroppen k = Zs, hvor @ er koggeret

aClQB

og I = (a?,af + Ba). Vi velger at a < 3 for venstrelengde-leksiografisk
ordning. Vi ser at Tip(a?) = o2 og Tip(af + Ba) = af. Vi ma dermed
regne ut o(a?, o2, o, a) og o(a?, af + Ba, a, B).

Vi ser at o(a?,a? a,a) = (1/1)a?a — (1/1)ac® = a® —a® = 0 og
tilsvarende at o(a?, a8 + Ba, o, 8) = (1/1)a?B — (1/1)a(aB + fa) = a2 —
a?f — afa = —afa = afa.

Vi har na sett pa overlappingsrelasjoner og trenger litt mer notasjon og
definisjoner for vi er klare for a se pa teoremet som gir oss en mate a sjekke
om et ideal I har en kvadratisk Grobnerbasis.

Definisjon. Vi sier at en mengde av elementer X er tuppredusert om vi for
forskjellige elementer z,y € X har at Tip(x) ikke deler Tip(y).

Definisjon. Vi sier at et element Z?:l a;b;, hvor «; € k* og b; € B, er
venstre uniformt hvis for alle ¢ € B enten cb; = 0 for alle i eller ¢b; # 0 for
alle 7, hvor 1 <7 <n.

Vi har tilsvarende definisjon for & veere hgyre uniformt, og vi sier at et
element er uniformt om det er bade venstre og hgyre uniformt.

Fra artikkel [7] far vi en algoritme som gir oss en mate a konstruere en
Grobnerbasis pa.

Start med generatorene for I. Kall disse G. For hvert par av elementer
i G regner man ut overlappingsrelasjonen r. Om overlappingsrelasjonen =¢
r # 0 sier vi at G = G U r. Start sd med a sjekke overlappingsrelasjonen for
hvert par av elementer igjen. Nar alle overlappsrelasjonene lar seg redusere
til 0 har vi en Grobnerbasis for I. Se algoritme 2.4.1 1 [7].

Vi viser fgrst et eksempel pa algoritmen ved a fortsette pa Eksempel 7.
Vi sa at overlappingsrelasjonen o(a?, a2, o, ) = 0 slik at vi ikke trenger &
gjgre noe mer med denne.

Men for o(a?,af + Ba,a, ) = aBa ma vi redusere videre. Vi ser at
Tip(afa) = afa og vi regner ut o(af + fa, afa,l,a) = ((af + fa)a —
1(apa)) = Ba?. Vi kan redusere en gang til og ser at o(Ba?,a?,3,1) =
Ba? — Ba? = 0. Vi ser dermed at o(f, g,b,c) = 0 for alle f og g i I. Da vil
I veere en Grobnerbasis for A.

Vi har et teorem som ved hjelp av overlappingsreduksjoner sier oss om
vi har en Grobnerbasis.

Teorem 5.4. La A vere en k-algebra med multiplikativ basis B og en tillate-
lig ordning <. Anta at G er en mengde av uniforme, tuppreduserte elementer
av A. Anta at for alle overlappingsrelasjoner

0(917 g2, p, q) =g 0
for g1 09 g2 € G. Da er G en Grébnerbasis for (G).
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Bevis. Se [7] for bevis. O

Vi ser litt videre pa Eksempel 7. Vi ser at I er en mengde av uniforme
tuppreduserte elementer av A. Vi fikk ved den venstrelengde-leksiografiske
ordningen o < 3 at alle overlappingsrelasjonene ble redusert til 0. Dermed
kan vi na si at I = (a2, a3 + Ba) vil veere en Grébnerbasis for A.

Vi far fra [7] folgende teorem.

Teorem 5.5. La I vere et kvadratisk ideal i en veialgebra kQ). La < veere
en tillatelig ordning pa veiene slik at I har en kvadratisk Gribnerbasis. Da
er kQ/I en Koszul-algebra.

Bevis. Se [6] for bevis. O

Vi ser dermed at algebraen i Eksempel 7 vil vaere en Koszul-algebra
siden I har en kvadratisk Grobnerbasis. I kapittel 6 kommer vi til & se flere
eksempler pa algebraer som har en kvadratisk Grobnerbasis.

5.3 kQ/(f) er en Koszul-algebra

Vi gnsker a se at alle kvadratiske algebraer pa formen kQ/(f) er Koszul-
algebraer nar vi antar at koggeret @) har ett hjorne. Da vil vi i kapittel 6 fa
feerre algebraer a sjekke nar vi skal se pa andelen av Koszul-algebraer i de
to klassene av kvadratiske algebraer. Vi starter med & innfgre litt notasjon
fra [3], og ser pa et teorem hentet fra samme sted, for vi oversetter det til
det spraket vi bruker i denne oppgaven.

Vi ser pa hva et gitter er, siden beviset for at kQ/(f) er en Koszul-algebra
bruker teorien om gittere. Vi har at et gitter (lattice) L er en mengde med
to bingere operasjoner A og V slik at fglgende relasjoner holder for alle x,y
og z i gitteret L.

rVy=yVrxogrANy=yAcz,
zV(yVz)=(xVy)Vz)ogxA(yAz)=(xAy)Az, og
zV(@Ay)=z=zA(zVy).

Vi sier at et gitter L er distributivi om fglgende ekvivalente betingelser
er oppfylt:

1. Forallex,ye Lerz A (yVz)=(zAy)V(xAz),
2. Forallexz,ye LerzV(yAz)=(xVy A(zVz2),
3. Forallexz,y € Ler (xVy)ANz<zV(yAz).

Vi har et et gitter kan bli assosiert til en algebra A.
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Definisjon. Vi sier at gitteret assosiert til A = kQ/I er
L(A) = [{J17J" | a,~, 3 > 0}] C {(underrom av kQ}; +,N)

Fra hovedteoremet i artikkel [5] har vi at om f er et vilkarlig homogent
element i en algebra A = kQ/I, hvor I = kQ fkQ, vil mengden {kQ*fkQ" |
a, 3 > 0} generere et distributivt gitter av underrom i A.

Vi ser dermed at nar A er en veialgebra pa formen kQ/I, hvor I = f for
en f € kQ, sa er L(A) distributiv.

Vi forklarer forst hvordan Tor*(k, k) er en gradert modul over k = Aj.
Hvis ... - P, — ... = P, — P — k — 0 er en minimal gradert projektiv
opplgsning av k, sa vil Torf\(k:7 k)= P,@ak = P;/JP;. Siden P; er en gradert
A-modul, sa har P;/JP; en indusert gradering der (P;/JF;); = (P;);/(JP;);.
Dette gir Tor(k, k) som et gradert vektorrom over k.

Vi vet fra artikkel [4] at vi har en ekvivalent definisjon av a veere en
Kosul-algebra. Vi sier at en gradert algebra A er en Koszul algebra om
(Tor(k, k)); = 0 hvis i # j.

Hvis A er en kvadratisk endeliggenerert gradert k-algebra med ett hjgrne
far vi fra [3] folgende teorem.

Teorem 5.6. La A vere en kvadratisk endeliggenerert gradert algebra med
ett hjorne. Folgende er ekvivalent:

1. L(A) er distributiv,
2. For alle i,5 > 0 har vi at (Tor(k, k)); # 0 medforer at i = j.

Vi ser dermed at om A er en kvadratisk algebra med ett hjorne og L(A)
er distributiv, er A en Koszul-algebra. Nar vi omformer dette til spraket vi
bruker far vi fglgende teorem:

Teorem 5.7. La A = kQ/(f), hvor f er kvadratisk og Q bestar av ett hjorne.
Da vil A vere en Koszul-algebra.

Vi er na klare for & bruke alle resultatene vi har funnet, og sjekke om
kvadratiske algebraer er Koszul-algebraer eller ikke.
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Kapittel 6

Eksempler

I de foregaende kapitlene har vi funnet ulike kriterier som gir oss at A er
en Koszul-algebra. I dette kapittelet skal vi bruke denne kunnskapen til a se
pa to klasser av kvadratiske algebraer, og se hvilken andel av disse som er
Koszul-algebraer.

Vi husker at alle Koszul-algebraer er kvadratiske fra Kapittel 3.1, og at
alle kvadratiske monomielle algebraer er Koszul-algebraer fra Kapittel 5.1.
I Kapittel 4.4 lerte vi at om A er en Koszul-algebra vil Yoneda-algebraen,
E(A), ogsa veere en Koszul-algebra. Vi sa ogsa at om en algebra ikke var
en Koszul-algebra, ville det kvadratiske dualet heller ikke veere en Koszul-
algebra.

I Kapittel 5.2 leerte vi at om A har en kvadratisk Grobnerbasis, vil A
ogsa veere Koszul-algebra, og vi har sett i Kapittel 5.3 at A = kQ/(f), hvor
f er kvadratisk, vil A veaere en Koszul-algebra.

6.1 Var fgrste klasse av algebraer

Vi starter med et eksempel pa en klasse av algebraer hvor alle algebraene er
Koszul-algebraer. Vi kommer til & bruke resultatene vi har fatt i de foregaen-
de kapitlene for & sjekke om algebraene er Koszul-algebraer, og de algebraene
som ikke passer inn i noen av resultatene kommer vi til a sjekke manuelt.

Eksempel 8. Vilar veere A = kQ/I, for kroppen k = Zy, hvor @) er koggeret

1 % 2 Q v
og vi far at et kvadratisk ideal for A er kombinasjoner av ya, y3 og yvy. Vi
far dermed 23 — 1 = 7 elementer. Vi har ved direkte inspeksjon sett at disse
kan kombineres til 9 unike idealer.
I = (yo) I, = (vB) I3 = (77)
Iy = (ya+9B8) | Is = (ya,vp) Is = (ya, )
Ir=0Bvy) | Is=(,ya+9B) | Iy = (va,v8,97)

o7
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Her ser vi at det er 7 monomielle ideal, slik at algebraene generert av
dem er Koszul-algebraer. Vi sitter dermed igjen med 2 algebraer som ma
sjekkes, A = kQ/I4 og A = kQ/Ig.

Viser at A = kQ/I; = kQ/(ya+~f3) har to projektive graderte moduler

Aeq: . el 8 Aesy: €2
PN W
o B
N A ;
o
| w
Vo 7

%% %

og 2 graderte simple A-moduler, S og Ss.

Under har vi stilt opp begynnelsen pa den projektive opplgsningen P
sammen med syzygyene til Sy og vi ser at So har en linesger opplgsning som
stopper i P;.

]P)Q . Q?\(SQ)(—> P1 A€2 > QA(SQ)(—> Po = A62 > SQ
grad 0: €9 - > €9
7
grad 1: 0 €9 e Y
R I I
grad 2: 0 ¥ WZ .
b I
grad 3: : .

Vi har sa gjort tilsvarende for S7 og ser at den fgrste syzygyen er:

Pl : Q}\(Sl)(—> Po R Sl
rad 0: e
g N
grad 1: « B 3
O A w\ A
grad 2: o e
W \Lv
grad 3: '72a ,72&

v v

grad 4:
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Vi ser sa pa hvordan det gar med Q3 (S1).

Py A C ) — R ~QL(9))
grad 1: ea ] e >«
" N A

grad 2: 0l I Yy ol Yo

| v Vv Vv
grad 3: 72 11 A2 A2 42 o

& Vv VY %%
grad 4: : 1T . : : :

og ser at Q% (S1) = S [[S2. Dermed vil ogsé S; har en lineser opplgsning.
Dermed vil I gi at A er en Koszul-algebra.
Viser at A = kQ/Is = kQ/(~7y,ya + vf3) har to projektive moduler

Aeq: Aes: €2

N i
N

og 2 simple A-moduler, S7 og Ss.
Under har vi stilt opp begynnelsen pa den projektive opplgsningen Py
sammen med syzygyene til So og vi ser at Sy har en lineser opplgsning.

Py: Q3 (92) P1 = Aeg > QL (S2) Py = Aeg > Sy
grad 0: €y o > e
grad 1: €9 e N G fjf
pd 2 e

Vi har sa gjort tilsvarende for S;. Vi ser under at forste syzygy er generert
i rett grad.

Py: Q}\(Sl)(—> Py = Aeq o > 5
rad 0: € oo > €1
& % \6*
grad 1: « B a B

S A A

grad 2: o Yo
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Ser sa pa den projektive opplgsningen til den fgrste syzygyen.

Py Q3 (S1) =P - QL (S1)
grad 0:
grad 1: e I e >a 3
w W 7\4 ;/w
grad 2: Y 11 sy y ~a

og ser at Q3% (S1) = S [[ S2. Dermed vil ogsé S; har en lineser opplgsning.
Dermed vil Ig gi at A er en Koszul-algebra. Vi ser at alle kvadratiske alge-
braer i A = kQ/I, for kroppen k = Zo, hvor @ er koggeret

o
1= v
=
vil vaere Koszul-algebraer.

6.2 Var andre klasse av algebraer

Vi ser sa pa en klasse av algebraer hvor ikke alle algebraene er Koszul-
algebraer. Vi kommer ogsa her til & bruke resultatene vi har fatt tidligere for
a minske antall algebraer som vi ma manuelt sjekke om er Koszul-algebraer.

Eksempel 9. Vilar veere A = kQ/I, for kroppen k = Zy, hvor @) er koggeret
«(C1)8

og vi far at et kvadratisk ideal for A er kombinasjoner av aa, a3, Ba og (.
Vi far dermed 2% — 1 = 15 elementer.

Vi husker at vi benevnte V5, = k{veier av lengde 2} og at I er et un-
dervektorrom av V5 som bestar av elementer av grad 2 i I. Vi kommer til
litt ungyaktig a telle idealer ved ’dimensjoner’, og vi mener da dimg(I3). For
eksempel vil I = (a?) vaere et ideal av dimensjon 1, og I = (a?, 32, a3) veere
et ideal av dimensjon 3.

Da ser vi ved direkte inspeksjon at vi far ett ideal i dimensjon 0, 15
idealer i dimensjon 1, 35 idealer i dimensjon 2, 15 idealer i dimensjon 3 og
ett ideal i grad 4.

Vi har fra Teorem 5.7 at alle algebraer kQ/(f), hvor f er kvadratisk,
vil veere Koszul-algebraer, og vi ser dermed at de 15 idealene i dimensjon
1 vil veere Koszul-algebraer. Siden de 15 idealene i dimensjon 3 er Yoneda-
algebraen til hver sin algebra i dimensjon 1 vil disse ogsa veere Koszul-
algebraer.

I dimensjon 0 har vi folgende eksakte folge: 0 — J — kQ — kQ/J — 0,
hvor vi ser at kQ/J = Ag og at J er generert i grad 1. Siden kQ er en
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heriditeer algebra vil J veere en projektiv modul. Vi ser dermed at A vil ha
en linezer projektiv opplgsning, og dermed veaere en Koszul-algebra. Siden
algebraen i dimensjon 4 er Yoneda-algebraen til algebraen i dimensjon 0 vil
denne ogsa veere en Koszul-algebra.

Vi har 35 unike idealer i dimensjon 2, nemlig:

Lig = (o, af) L7 = (a2, Ba)

Iis = (a2, af) Ly = (o2, a8 + Ba)

Iy = (o, a8+ %) Iy = (« ,ﬂa—i—ﬂQ)

Iy = (02,08 + Ba + 3%) Iz = (a3, Ba)

Ly = (B, 57) Ir; = (af, 0 + Ba)

Is = (af,a* + 37) Ly = (af, Bo + 3%)

I>g = (045704 + Ba+ 3%) Iy = (Ba, ﬂz)

I3 = (Ba, a® + af) I3 = (Ba, a® + (%)

I33 = (Ba, a5+52) 1'33 (Ba, o +af+ 5%

Iz = (62,0 + aff) = (8%, 0% + Ba)

I36 = (52 Olﬁ + Ba) Ig7 = (ﬁ2 Oé + Oéﬂ +,60[)

I3s = (a? + aff,a® + Ba) 139 (a® + ap,a? + 3?)

Ly = (a? + af, Ba—l—ﬂQ) = (o + af,a® + Ba + (%)

Iy = (&® + fa, @® + %) 143 (@® + Ba,af + 57)

Iy = (o —|—6aa +aB+ 3?) = (o + %,a8 + Ba)

Iis = (® + §°,0° + af + fa) 147 = (af + o, aﬂwﬂ)

148 (a6+ﬁaa +af+ %) | Iy = (af + 5 0* + af + fa)
= (Ba+ B% a® + af + pa)

Vi sjekker hvilke av kQ/I; for i = 16, ...,50 som er Koszulalgebraer. Vi
ser fgrst at koggeret (Q er symmetrisk, og vi kan dermed bytte om pa a og
(B i idealene uten om at algebraen de genererer vil bli forskjellig. Vi ser at
det blir endel like algebraer, nemlig 24-17, 25-32, 26-31, 27-30, 28-33, 29-16,
34-21, 35-20, 36-19, 37-22, 42-39, 47-38, 49-44 og 50-41.

Vi har dermed igjen 21 algebraer som ma sjekkes, kQ/I; for i = 16, ...,
23, 30, ..., 33, 38, ..., 41, 43, ..., 46, 48. Vi ser at I; for i=16, 17, 18 og 23 er
monomielle ideal, og dermed vil kQ/I; veere Koszul-algebraer.

Av de gjenstaende har vi regnet ut at I;, for ¢ = 19, 22, 38, 40, 43, 45, 46
og 48, har en kvadratisk Grobnerbasis. I Eksempel 7 regnet vi ut at Ijg har
en kvadratisk Grobnerbasis. Vi viser et eksempel til pa hvordan utregningen
er gjort.

Vi ser pa Isg og bruker den venstrelengde-leksiografiske ordningen og lar
a < B3, og ser at Tip(a?+af) = aff og Tip(a?+ fa) = Ba. Dermed ma vi se
pa overlappingsrelasjonene o(a? + af3,a? + Ba, a, a) = (a? +af)a — ala® +
Ba) = 0 0g o(a®+ e, 0> +af3, B, B) = (a®+a) f—B(o? +af) = a6 —fa.

Vi ser at Tip(a?3 — Ba?) = a?3, og regner sa ut o(a?B + fa?,a? +
ap,a,1) = pa? —a?

Vi ser igjen at Tip(Ba? — o) = Ba?, og vi regner ut o(a? + Ba, fa® +
a3,1,a) = 0. Tilsvarende vil kQ/I; for i = 19, 22, 38, 40, 43, 45, 46 og 48
ha en kvadratisk Grobnerbasis og dermed vaere Koszul-algebraer fra Teorem
5.5.
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Vi har dermed 9 stykker vi ma regne ut manuelt, nemlig £Q/I; for i=20,
21, 30, 31, 32, 33, 39, 41 og 44. I Eksempel 2 regnet vi ut kQ /I, og sa at
denne ikke er en Koszul-algebra. Vi regnet ut i Eksempel 4 at den kvadratiske
dualen til kQ /I er kQ/I32, og dermed vil ogsa kQ /I35 ikke veere en Koszul-
algebra.

Vi ser at for I3y far vi folgende start pa den projektive opplgsningen:

QL (S Aey = 5y
grad 0: y el \6 ,,,,,,,, _—
grad 1: o} I} 1 1

J/Ol/ ¢a \La ¢O{
grad 2: a2 g af o /aﬂ

Vi ser at Q}(S1) har Aej []Aey som projektivt dekke, og vi gnsker & finne
en basis for den andre syzygyen til S;. Vi velger fglgende basis

€y (@76)7x2: (ﬁa 0)>$3: (042,0),564: (Oéﬁ,(]),x52 (07042) 0g Tg: (OZQ,Oéﬁ).

Vi ser dermed at den andre syzygyen til S er:

X1 3 €T 3
o N N\,
Tg Ts5 T3 T4

I

Vi dekker disse med Ae; igjen, og ser at den tredje syzygyen til Sy vil veere
generert i grad 4, og vi far at A = kQ/Is; ikke er en Koszul-algebra.

Ma sjekke Is1, Igg, Is3, I39, 141 0og I44. Vi har sett i Eksempel 5 at den
kvadratiske dualen til kQ /I3 er kQ/I21, slik at det holder a sjekke kQ/Io;.
Vi ser at utregningene pa de 5 siste vil ga helt parallelt til de over, og vi fikk
at alle 5 ikke er Koszul-algebraer.

Dermed ser vi at det er 18 algebraer som ikke er Koszul-algebraer, nemlig
kQ/I; for i = 20, 21, 25, 26, 27, 28, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 39, 41, 42, 44, 49
og 50.

Vi har tilsammen 67 unike kvadratiske idealer, ett i dimensjon 0, 15 i
dimensjon 1, 35 i dimensjon 2, 15 i dimensjon 3 og ett i dimensjon 4. Av
disse har vi funnet ut at det er 18 kvadratiske algebraer ikke er Koszul-
algebraer. Vi far dermed at det er 18/67=26,9% av algebraene som ikke er
Koszul-algebraer, for A = Z2Q/I;.



Kapittel 7

Oppsummering

Vi har studert Koszul-algebraer og sett ulike betingelser for at en algebra
er en Koszul-algebra. Vi beviste at alle Koszul-algebraer er kvadratisk alge-
braer, og s& pa to klasser av kvadratiske algebraer for & se hvor stor andel
av algebraene som er Koszul-algebraer.

Vi har bevist at Yoneda-algebraen til en Koszul-algebra er en Koszul-
algebra. Vi har ogsa funnet resultater som sier at alle monomielle kvadratiske
algebraer er Koszul-algebraer, og at algebraer som har en kvadratisk Grob-
nerbasis er Koszul-algebraer. Vi har ogsa et resultat fra Backelin som sier
at algebraer pa formen kQ/(f) er Koszul-algebraer.

Vi brukte disse forskjellige resultatene pa to klasser av algebraer. Da
fant vi ut at den ene klassen bare besto av Koszul-algebraer. For den andre
klassen av algebraer fant vi algebraer som ikke er Koszul-algebraer. Vi sa at
at ca 25% av algebraene ikke var Koszul-algebraer.
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