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Sammendrag

I denne masteroppgaven tar vi for oss svakt vekselvirkende Bosegasser, og vi skal se at et
slik system har en annen oppforsel enn en ideell gass selv ved temperatur 1" = 0. I tillegg
skal vi finne en effektiv feltteori for et ikke-relativistisk superfluid med spontant brutt
global U(1)-symmetri. Den effektive feltteorien vil vi sammenligne med feltteorien for
svakt vekselvirkende Bosegasser, og vi skal bruke den til & studere korrelasjonsfunksjonen
ved endelig temperatur i én, to og tre romlige dimesjoner. Da skal vi se at Bose-Einstein
kondensasjon ikke vil skje i én dimensjon selv ved T' = 0, og heller ikke i to dimensjoner
nar T > 0. I disse tilfellene vil systemet imidlertid inneholde et kvasikondensat og ha
egenskaper som et superfluid.

Oppgaven er strukturert som fglger: I kapittel 1 gir vi en introduksjon til Bose-Einstein
kondensasjon ved & studere en ideell Bosegass, og vi skal se at gassen endrer oppforsel
nar temperaturen synker under en bestemt kritisk temperatur. I kapittel 2 blir det gitt
en innfgring i grunnleggende teori, som resten av oppgaven bygger pa, og i kapittel 3 og
[] fortsetter vi med & studere svakt vekselvirkende Bosegasser. Her tar vi for oss Bogoli-
ubovs metode og ser hvordan den beskriver en svakt vekselvirkende Bosegass ved T' = 0.
Videre i kapittel 5] ser vi p& spontane symmetribrudd med det mél & gi bedre innsikt i
hva som skjer nar en Bosegass kondenserer. Her blir ogsa Goldstones teorem introdusert.
I det neste kapittelet utvikler vi en effektiv feltteori for et ikke-relativistisk superfluid
med brutt global U(1)-symmetri og sammenligner den med feltteorien for svakt vek-
selvirkende Bosegasser. Til slutt gjor vi et neermere studium av den effektive feltteorien
og bruker den til & studere korrelasjonsfunksjonen ved lange avstander.
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Innledning

Gjennom historien har flere avanserte metoder for & na temperaturer ned mot det ab-
solutte nullpunkt blitt utviklet, og pa veien mot dette méalet har man oppdaget ny og
spennende fysikkﬂ Tidlig pa 1900-tallet klarte Kamerlingh Onnes & na temperaturer un-
der 10 K, og i 1911 oppdaget han at den elektriske resistansen i kvikksglv falt bratt ned
til en verdi tilnaermet lik null ved 4.2 K. Med dette var det forste tilfellet av superledning
blitt observert. I 1938 ble det pavist at “He kunne strgmme uten friksjon ved temper-
aturer under 2.17 K og ved tilstrekkelig lavt trykk. En slik vaeske ble raskt kalt for et
superfluid, og den viskositetsfrie fasen til “He ble ofte omtalt som He-II. P4 70-tallet ble
det oppdaget at ogsa flytende *He har en viskositetsfri fase, og i 1995 ble Bose-Einstein
kondensasjon (BEK) péavist for fgrste gang i tynne gasser. Da klarte forskerteamene ledet
av Cornell og Wieman ved universitetet i Boulder og av Ketterle ved MIT i Massachusetts
& observere BEK i tynne gasser av 8”Rb og 23Na. For dette arbeidet ble de tildelt Nobel-
prisen i fysikk i 2001.

I kvantemekanikken kan alle partikler deles inn i to klasser. Den ene klassen kalles boson-
er og har heltallig spinn, og den andre kalles fermioner og har halvtallig spinn. En av
forskjellene mellom klassene er at fermionene imotsetning til bosonene fglger Pauliprin-
sippet. Dette prinsippet sier at det bare kan veere ett fermion i hver én-partikkeltilstand.
For eksempel er elektroner fermioner, og at elektronene fglger Pauliprinsippet kan illus-
treres ved a studere elektronskallene rundt en atomkjerne. I det innerste skallet finnes

Figur 1: En modell av et natriumatom. Vi ser at det er to elektroner i innerste elektron-
skall, atte i det neste og ett elektron i det ytterste skallet.

!Denne innledningen er basert pa refs. [} 2, 3] [].
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det bare to én-partikkeltilstander. Ett med spinn opp og ett med spinn ned, og pa grunn
av at elektronene fglger Pauliprinsippet, er det bare plass til to elektroner i dette skallet.
Hadde elektronene derimot vaert bosoner, ville det vaert annerledes. For bosoner folger
ikke Pauliprinsippet, og ett boson kan gjerne vare i samme kvantemekaniske tilstand
som andre bosoner. Hvis elektronene hadde veert bosoner, ville det dermed veert plass til
flere enn to elektroner i det innerste skallet.

Tenk at vi har en ideell Bosegasﬂ ved romtemperatur og at vi studerer gassen mens vi
kjoler den ned. Da vil flere og flere partikler ’falle ned i’ grunntilstanden. Det vil si at flere
og flere partikler vil veere i den tilstanden der de har minst energi, og tilslutt ved 7' =0
er energien til gassen minimal og alle partiklene er i grunntilstanden. I kapittel 1 skal vi
studere en ideell Bosegass i naermere detalj, og vi skal se at straks vi har et makroskopisk
antall partikler i grunntilsanden, vil gassen gjennomga en faseovergang. Faseovergangen
skjer ved en kritisk temperatur Tj og for temperaturer der 7' < T}, vil gassen oppfere seg
sveert annerledes enn nar T' > Tj. Denne faseovergangen kalles for Bose-Einstein konden-
sasjon, og det er partiklene i grunntilstanden som utgjer Bose-Einstein kondensatet

Det er ikke bare ideelle Bosegasser som endrer oppforsel ved BEK. Et eksempel er ‘He
som ved BEK blir til et viskositetsfritt superfluid. Ogsa superledning er naert forbundet
med BEK. Nar det gar elektrisk strom gjennom en leder, er det elektroner som beveger
seg gjennom materialet. Elektronene er fermioner med halvtallig spinn og kan derfor ikke
kondensere helt uten videre. Men ved avkjgling vil elektronene gé& sammen to-og-to, og
hvert elektronpar kan dermed sees pa som et boson. Sammenhengen mellom BEK og
superledning, blir med dette at en leder blir superledende nér elektronparene danner et
Bose-Einstein kondensat. En vaeske av fermioner kan ogsa bli til et superfluid ved & danne
par som kan kondensere. Et eksempel pa dette er 3He.

I prinsippet kan vi lage et Bose-Einstein kondensat ved & ta en Bosegass og kjole den ned
helt til et makroskopisk antall partikler befinner seg i grunntilstanden. Men sa enkelt er
det ikke i virkeligheten. Ved avkjgling vil mer kjente faseoverganger fra gass til vaeske
og faststoff forekomme, og fordi et faststoff ikke kan kondensere til et Bose-Einstein
kondensat, ma slike faseoverganger forhindres. En vaeske kan imidlertid danne et konden-
sat. For eksempel blir *He til veeske fgr den blir et superfluid. I 1995 klarte imidlertid
forskerteamene ved universitetet i Boulder og ved MIT-laben i Massachusetts & gjore noe
spesielt. De klarte & kjgle ned en gass helt til de kunne observere BEK uten at gassen ble
til veeske forst. De lot gassen vaere ekstremt tynn slik at partiklene vekselvirket minimalt
med hverandre. Den tynne gassen fanget de i en magnetisk felle, og ved temperaturer
lavere enn ~ 1079 K, observerte de ved hjelp av forskjellig avansert maleutstyr at gassen
inneholdt et Bose-Einstein kondensat. Dette var et stort gjennombrudd, og det var blant
annet fordi tynne gasser er mye mindre kompliserte enn veesker. I tynne gasser er det
svake vekselvirkninger mellom atomene, og de er derfor mye enklere & studere fra en teo-
retisk synsvinkel. Etter 1995 fikk man dermed en unik mulighet til & sammenligne teori

2Med ideell gass mener vi at partiklene ikke vekselvirker med hverandre.
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med praksis, og dette medforte at interessen for BEK gkte betraktelig. Flere forskere ver-
den over begynte med bade teoretiske og eksperimentelle studier av BEK, og forskningen
pa dette feltet har derfor veert sveert fruktbar og spennende.
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Kapittel 1

Ideell Bosegass

Det var i 1925 at Albert Einstein, pad grunnlag av en artikkel av den indiske fysikeren
Satyendra Nath Bose, fant ut at en ideell Bosegass gar over i en annen fase ved en kri-
tisk temperatur Ty. Med dette hadde han oppdaget et nytt fenomen kalt Bose-Einstein
kondensasjon. I dette kapittelet skal vi gjgre et naermere studium av en ideell Bosegass.
Vi skal regne ut noen termodynamiske stgrrelser, og vi skal se at gassen endrer oppforsel
ved T' = T}. 1 tillegg vil vi ogsa studere hva som skjer fra et kvantemekanisk stésted. I
kvantemekanikken blir ethvert system gitt en bglgenatur, og hver partikkel vil vi kunne se
pa som en bglge med en utstrekning av samie stgrrelsesorden som de Broglie bglgeleng-
den Ar. Denne lengden er temperaturavhengig og sker ved minkende temperatur. Nar
temperaturen faller, vil vi etterhvert komme til et punkt der partiklenes bglgefunksjoner
overlapper. Det vil si at A\p ~ d der d er den midlere avstanden mellom partiklene. I
dette kapittelet skal vi se at det er nettopp dette som skjer nér temperaturen naermer
seg Tj. Dette kapittelet tar utgangspunkt i refs. |2} 5l [6].

1.1 Den kritiske temperaturen

Vi lar v;(r) veere bglgefunksjonen til en partikkel med energi €;. Den vil da oppfylle
Schrodingerligningen:

Hepy(r) = e5(r), (1.1)

der H er en Hamiltonoperator med egenverdi ¢;. Vi tenker oss na at vi har et apent system
av mange bosoner, og hvert boson har en bglgefunksjon som tilfredsstiller Schrédingerlignin-
gen over. I dette systemet er det i gjennomsnitt n; partikler med energi ¢;, og n; er gitt
ved Bose-Einsteinfordelingen:

(1.2)
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Her er 8 = kpT og kp er Boltzmanskonstant. I tillegg er u det kjemiske potensialet. Ved
hjelp av denne ligningen finner vi et uttrykk for det totale antallet partikler N i gassen:

1
B ;: exp B(e;i —p) — 1’ 43

og her summeres det over alle partikkeltallene n;. La oss nd anta at den laveste en-
ergien en partikkel kan ha, er ¢y og enhver partikkel som har denne energien sier vi er i
grunntilstanden. Det midlere partikkeltallet i grunntilstanden kan vi dermed skrive som:
1

"7 expBleo—p) 1 (14)
Denne ligningen gir imidlertid at p < ey da partikkeltallet ng ikke kan veere negativt.
Men hvis p — €g, vil ng — 00, og grunntilstanden blir besatt av et makroskopisk antall
partikler. Ved BEK, er det nettopp dette som skjer. Ved BEK, vil ;1 — €p, og at det er
slik, kan vi se ved & studere det midlere antallet eksiterte partikler:

—Z

Hvis vi lar T veere konstant, kan vi merke oss at N er en glatt funksjon av p, og at den
har et maksimum Ny, der pu = ¢p. Dette maksimumet kan skrives som:
- 1

Nunax(T) = ; o P (1.6)

og er en funksjon av temperaturen. I tillegg gker Ny (7") med pkende temperatur, og hvis
vi krever at det totale partikkeltallet N er konstant, blir Nyax(7T") > N ved tilstrekkelig
hgye temperaturer. I slike tilfeller gir normeringsbetingelsen:

N =ng+ N, (1.7)

(1.5)

expfe; —p)—1

at p < €g, og at vi dermed ikke har et makroskopisk antall partikler i grunntilstanden.
Ved sapass hgye temperaturer kan vi anta at energien til hver partikkel er stgrre enn e,
og vi kan derfor sette N = N. I motsatt fall der Nmax(T) < N, kan vi ikke neglisjere ng
i ligning , og det kjemiske potensialet ma ta en verdi der ¢g — p ~ 0.

Bose-Einstein kondensasjon skjer ved en kritisk temperatur 7. Nar gassen avkjgles til
temperaturer 7" < T} har vi et makroskopisk antall partikler i grunntilstanden, og en
passende definisjon for T} blir at T} er den laveste temperaturen som tillater at alle
partiklene har en energi stgrre enn €y. Det vil si temperaturen der:

NmaX(Tk) = N. (18)

Nar T}, er bestemt slik, kan vi konkludere fra diskusjonen over at ¢g — p = 0 og at det er
et makroskopisk antall partikler i grunntilstanden nar T < Tj,.
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1.2 Partikler 1 boks

La oss anta at vi har en ideell gass i et volum V med periodiske randbetingelser. Energien
til en partikkel med en vilkarlig impuls p er da gitt ved:

2

= 1.9
«p) = 2 (19)
der m er massen til partikkelen. Vi merker oss her at denne dispersjonsrelasjonen gir at
grunntilstandsenergien er €¢(0) = 0, og at dette gir at 4 — 0 nar et makroskopisk antall

partikler opptar grunntilstanden.

I det folgende skal vi studere denne gassen i nsermere detalj. Vi skal finne et matem-
atisk uttrykk for den kritiske temperaturen, og i tillegg skal vi se at det finnes et kritisk
volum for BEK. Vi skal ogsa finne varmekapasiteten Cy og trykket P til gassen, og se
at gassen endrer oppfersel nar et makroskopisk antall partikler opptar grunntilstanden.
Men aller forst skal vi finne det storkanoniske potensialet €2.

1.2.1 Det storkanoniske potensialet

Den storkanoniske partisjonsfunksjonen, for en Bosegass der partiklene fglger dispersjon-
srelasjonen €(p), er gitt ved:

> e

2=l 2,
1;[ (W) (1.10)

Her er np antall partikler med impuls p. Vi har ogsa at det storkanoniske potensialet er
gitt ved:

Q=—kpTInZ
= kpT Y In [1 _ e Blep)-m| (1.11)
Det storkanoniske potensialet er imidlertid ogsa gitt ved 2 = E — TS — ulN der S er

entropien til systemet, N er det totale partikkeltallet og E er energien til gassen. Nar vi
kjenner €, kan vi derfor ogsa finne bade S, N og E ved hjelp av fglgende ligninger:

90
S =—%r (1.12)
00
_ 1.1
pq_7%_ % (1.14)
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I tillegg er trykket P i homogene gasser relatert til det storkanoniske potensialet pa
fplgende mate:

Q=PV. (1.15)

Videre i kapittelet vil vi studere systemet i kontinuumsgrensen der V' — oo. I denne
grensen, kan vi se pa impulsen p som en kontinuerlig variabel og summen over alle
impulsene i ligning (|1.11), kan vi erstatte med et integral pa folgende mate:

EP} m%),/dpz/omdpg@). (1.16)

Her har vi integrert ut alle vinklene og g(p) er tettheten av tilstander med impuls p gitt
ved:
14 2

9(p) = W‘lﬂp ‘ (1.17)

Nar vi erstatter summetegnet med et integral, far vi ikke regnet med tilstanden der
p = 0. Dette kan vi se ved at ¢g(0) = 0, og vi ma derfor trekke ut dette leddet for vi tar
kontinuumsgrensen. Det storkanoniske potensialet kan dermed skrives som:

Q=kpTIn[l—z] + kBT/ dp g(p)In {1 _ Zefﬁe(p)}
0

kgTV
=kpTln[l —z] — )\7395/2(2). (1.18)
T
Her har vi innfort fugasiteten z = e®* og Ap er de Broglie bolgelengden gitt ved:
27h?
Ay =) BF (1.19)
m

[ tillegg er funksjonen g /5(2) er definert ved:
(= [
g5/2 = 77 o

oo ZZ
=D 5 (1.20)
=1

dr 2% 1n [1 — ze*xz}

der z? = pp?/2m.

1.2.2 Kritisk temperatur og volum

Vi skal na finne et uttrykk for den kritiske temperaturen Tj. Dette skal vi gjgre ved a
forst finne Npax(T) og deretter bruke ligning . Med dette som mal, tar vi ut-
gangspunkt i ligning (1.13)) og finner et uttrykk for det totale partikkeltallet N i kontin-
uumsgrensen. Vi bruker na kjerneregelen:

0 0

a = /BZ%’

3 (1.21)
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og definerer en ny funksjon g3 (2):

0
93/2(2) = 2595/2(2)

=> 7 (1.22)
i=1
Det totale partikkeltallet IV, som er gitt ved ligning ([1.13]), kan da skrives som:
1 v

Det fgrste leddet er det midlere partikkeltallet i kondensatet ng, og det andre er antallet
partikler i eksiterte energitilstander N. Med dette finner vi fglgende uttrykk for Npax (7):

Nmax(T) = N(Tnu = 0)

%4
T

Hvis vi n& bruker dette uttrykket i ligning (|1.8]), finner vi at

onh? \ /2

og at den kritiske temperaturen til en ideell Bosegass er gitt ved:

omh2 2/3
= ()

mkp \ g3/2(1)
21h? p 2/3
R ACCIE (1:26)

I denne utregningen har vi dratt nytte av at gs/»(1) er det samme som Riemanns zeta-
funksjon ((3/2), og i tillegg er p = N/V partikkeltettheten. Vi ser at den kritiske tem-
peraturen er bestemt av massen m til partiklene, og at sma& masser gir hgyere kritisk
temperatur. Med andre ord vil kvanteeffekter pavirke gassens egenskaper ved hgyere
temperaturer nar partiklene har smé masser.

Vi nevnte innledningsvis at nar vi har BEK, vil partiklenes bglgefunksjon overlappe, og
det skal vi né se ved & bruke ligning (|1.25)). La den midlere avstanden mellom partiklene

veere d = p~1/3. Da gir ligning (1.25) at

3
(F) =)
= 2,612. (1.27)
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og den midlere avstanden mellom partiklene d er mindre enn den termiske bglgelengden
Ar nar T = Tj. Dette gjelder ogsa ved lavere temperaturer. Da vil

ar)?
i > 2,612. (1.28)
og dette betyr igjen at partiklenes bglgefunksjoner overlapper nar vi har BEK.

La v =V/N = 1/p, og la temperaturen veere konstant. Hvis vi nd komprimerer gassen
slik at volumet v minker, vil fglgende bli at bglgefunksjonene til partiklene vil begynne
& overlappe ved et kritisk volum v, og vi vil f& BEK. Det kritiske volumet vy for nar
dette skjer finner vi ogsa ved hjelp av ligning og er gitt ved:

)\3
Vp = b,
¢(3/2)
Mot slutten av kapittelet skal vi gjore et naermere studium av isotermene til gassen, men

inntil videre lar vi volumet v veere konstant og fortsetter med a studere systemet ved
ulike temperaturer.

(1.29)

1.2.3 Bose-Einstein kondensasjon

Nar T < Ty, vil ikke det kjemiske potenisalet u ngdvendigvis vaere lik null. Dette henger
sammen med partikkeltallet ng er begrenset til & veere mindre enn N. Nér vi na skal
studere de termodynamiske egenskapene til systemet, vil vila N — 0o og V — oo slik at
partikkeltettheten p = N/V er konstant. Dette kalles for den termodynamiske grensen,
og i denne grensen vil g = 0 nar T' < Tj.

Antallet partikler som er i eksiterte energitilstander N kan skrives som:

v

N = )\*393/2(2)- (1.30)
T

Ligning (T.25) og (T.30) gir dermed fglgende uttrykk for N ved temperaturer T < T:

N = (2)3/2 N. (1.31)

Antallet partikler i kondensatet kan vi ogsi finne ved & kreve at normeringsbetingelsen
N = ng + N skal veere oppfylt:

, (1.32)

og dette partikkeltallet er plottet i Figur [[.I} Vi ser at ng er makroskopisk, og at alle
partiklene vil vaere i kondensatet ved T' = 0.
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0.6 - i
NQ/N

0 ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

T/T}

Figur 1.1: Andelen kondenserte partikler som funksjon av T'/T}

La oss na finne den spesifikke varmekapasiteten C'y til gassen, og denne finner vi ved &
derivere energien E' med hensyn pa temperaturen:

Cy = <g§)v. (1.33)

Energien til systemet, er gitt ved:

EBT 3 95)2(2), (1.34)
T

og nar T' < Ty, er z = 1 og energien tar fglgende form
3 |4
2 A
Gassens spesifikke varmekapasitet ved temperaturer der T' < T}, finner vi dermed ved &a

derivere ligning ((1.35) med hensyn p& T'. Det gir:

15VEk
Oy = — = gs0(1). (1.36)
1A
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Ved hgyere temperaturer 7' > T}, deriverer vi ligning (1.34)), og hvis vi bruker at

0 0z\ 0
= =)= 1.
oT (8T> 0z (1.37)
finner vi fglgende:
15 Vkp 3 Vv 10z
Cy = ZW%/Q(Z) + §kBT ()\%93/2(20 <z8T> . (1.38)

Dette uttrykket kan vi ogsd skrive penere ved hjelp av ligning (1.30). Ved 7" > T} er
N = N og derivasjon av ligning ([1.30) med hensyn pa T gir:

o:;;ngwx@+gUx@(ig;)y (1.39)

Ligning (|1.38]) og (1.39)) gir n& folgende uttrykk for den spesifikke varmekapasiteten ved
T>Ty:

15 Vkg 3 3 g3/2(2)
—21"B “kpT -N- [ ——
Ty e gt < 2T g1/2(2)
15 Vkg 9 93/2(2)

- T 95/2(2) = TkBN (1.40)

I grensen der z — 1, divergerer g;/5(2) og ligning reduseres til ligning .
Varmekapasiteten er dermed kontinuerlig i T = Tj. I Figur [[.2] har vi plottet Cy som
funksjon av temperaturen, og vi ser at gassen endrer oppfersel ved den kritiske tem-
peraturen. Ved ved T' = T} har grafen en knekk og i dette punktet er den deriverte
dCy /0T = 9*E/OT? diskontinuerlig. Dette er tyder pa at vi har en faseovergang ved
den kritiske temperaturen, og denne faseovergangen folger direkte av statistiske bereg-
ninger.

Det faktum at vi har en faseovergang ved den kritiske temperaturen, kommer ogsé klart
frem nér vi studerer isotermene til gassen. Trykket P finner vi ved hjelp av ligning ({L.15):

kT In[l — z kT
P = g [ ]+ B3 95/2(2)7 (141)
%4 A

og i den termodynamiske grensen forsvinner det fgrste leddet. Det vil si at de kondenserte
partiklene ikke bidrar til trykket, og vi kan skrive:

1
P = kpT 15 052(2). (1.42)
T

I den kondenserte fasen er z = 1, og da vil trykket vaere uavhengig av volumet:

P = kpT—((5/2), (1.43)
)\T
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1.8

14 -
1.2 |-

0.8 |
0.6
0.4 1
02 7

Figur 1.2: Cy/Nkp som funksjon av T'/T},

I tillegg vil trykket forsvinne nar 7" — 0, og i denne grensen ser vi igjen at partiklene i
kondensatet ikke bidrar til trykket i gassen.

Hvis vi bruker uttrykket for det kritiske volumet vy, i ligning (|1.29)), kan vi ogsé finne en
sammenheng mellom P og v som gir en linje i P-v -planet som skiller de to ulike fasene:

53 ¢(5/2)
Puv)/" = zthmW. (1.44)

I Figur 1.3\ har vi skissert ligning ((1.44) i tillegg til to isotermer i P-v -planet. Isotermene
viser trykket P som funksjon av volumet v ved to forskjellige temperaturer 71 og 15, og
vi ser at trykket er konstant i den kondenserte fasen og avtar for gkende v i den normale
fasen.

La oss videre studere P i den klassiske grensen der 7" — oo. I denne grensen, gar fuga-

siteten z mot null og dette ser vi ved studere ligning (|1.23]). Nar 7" — oo kan vi se bort
fra at det finnes partikler i grunntilstanden slik at

. 2
lim >~ = 0. (1.45)
=1
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Th Normal fase

BEK

Ukl Vk2
v

Figur 1.3: En skisse av ligning og to isotermer i P-v -planet. Den prikkete linjen
skiller de to fasene og er gitt ved ligning . De heltrukne linjene viser P som funksjon
av v ved to forskjellige temperaturer 77 og 75. Ved temperatur 7' = 717 har gassen et
kritisk volum wvg; der isotermen skjeerer den prikkete linjen, og tilsvarende er wvio det
kritiske volumet til gassen nar temperaturen er T' = T5.

I den klassiske grensen har vi dermed at fugasiteten gar mot null. La oss na sette ligning
(1.30) inn i ((1.42) slik at

(1.46)

og her har vi antatt at temperaturen er sapass stor at N ~ N. Nar z — 0 blir gs/2(2) =~
g3/2(2) &~ z og ligning ([1.46) reduseres dermed til den velkjente ideellgassligningen
NkgT

P == (1.47)

Vi har né studert en ideell Bosegass ved endelige temperaturer, og vi har sett at den
gar gjennom en faseovergang ved en kritisk temperatur og ved et kritisk volum. Utreg-
ningen av varmekapasiteten og trykket viste klare forskjeller mellom fasene, og denne
endringen skyldes et kvantefenomen der et makroskopisk antall partikler opptar én og
samme energitilstand.



Kapittel 2

Forberedende teori

2.1 Notasjoner

Fra na av bruker vi enheter slik at 4 = kg = ¢ = 1 der c lysfarten. Vi skriver ogsa x*
(= 0,1,2,3) for rom-tid firervektoren der 0’te komponenten angir tiden. Det vil si at
2% =t og at 2/ (j = 1,2,3) angir de romlige koordinatene. De romlige koordinatene
skriver vi ofte som en vektor r = (z!, 22, 2%) slik at a# = (t,r). Ofte sloyfer vi ogsa
indeksene p, og hver gang vi skriver x, mener vi firervektoren = = (¢,r). En vektor i
rommet blir alltid skrevet med fet skrift, mens lengden av vektoren skrives i kursiv. For
eksempel skriver vi:

| = 7. (2.1)

Firervektoren z# kalles for en kontravariant vektor, og ved hjelp av metrikktensoren g,
som i Minkowskirommet er gitt ved:

1 0 0 0
0O -1 0 0
Juv = QW = 0 0 -—1 0 R (2.2)
0 0 0o -1
definerer vi den kovariante vektoren x, slik at
3
T, = Zguyaz” = g’ (2.3)

v=0

Her har vi brukt Einsteins summekonvensjon som gar ut pd at man summerer over
gjentatt gresk indeks. Vi kan na skrive skalarproduktet mellom to firervektorer k og p pa
folgende mate:

k-p=kupt =k'p, = k" — k- p. (2.4)

15
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Hvis vi lar ¢ veere en generell funksjon av z skriver vi den deriverte med hensyn pa a*
som

_ 99
O0u¢ er en kovariant vektor og den kontravariante vektoren 0*¢ er den deriverte med
hensyn pé x,. Videre vil vi ogsa la 0; angi derivasjon med hensyn pa tiden ¢ . Det vil si
at

2.2 Andrekvantisering

Néar man studerer mangepartikkelsystemer, som for eksempel en Bosegass, er det vanlig
& andrekvantisere teorien, og dette gjor man fordi andrekvantisering gir en oversiktlig og
ryddig méte & studere slike systemer pa. I dette avsnittet skal vi gi en kort introduksjon til
andrekvantisering, og vi skal andrekvantisere Hamiltonoperatoren til en ikke-relativistisk
Bosegass med svake vekselvirkninger. Innholdet i dette delkapittelet bygger pa refs. [T,
8, 9].

2.2.1 Tilstandsvektorer

La oss forst studere et system bestaende av bare én partikkel. Dette systemet kan vaere i
forskjellige kvantemekaniske tilstander, og hver tilstand er beskrevet av et sett kvantetall
A. Hvis vi for eksempel studerer et translasjonsinvariant system bestaende av ett elektron,
vil hver tilstand ha en bestemt impuls p og spinnretning o, og i dette tilfellet er A\ gitt
ved:

A= (p,o). (2.7)

I vanlig Diracnotasjon er en én-partikkeltilstand gitt ved en vektor |\) i et linezert vektor-
rom H;. Tilstandsvektoren kalles en ket-vektor og vektorrommet kalles for et Hilbertrom.
Til enhver ket-vektor finnes det en tilsvarende adjungert vektor (A|, kalt bra-vektor, og
sammenhengen mellom bra- og ket-vektorer er gitt ved skalarproduktet:

(A1] - [A2) = (M1|A2). (2.8)

Her har vi latt |[A;) og |A\2) veere to forskjellige vektorer som tilhgrer samme basis. Vi
antar né at tilstandene |A\) utgjor en fullstendig ortonormal basis og utspenner hele
Hilbertrommet H; E Da vil skalarproduktet vaere gitt ved:

(A1|A2) = 0x; g5 (2.9)

T resten av kapittelet lar vi alltid vektorene |\) veere en fullstendig ortonormal basis av H;
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og er lik én hvis A} = A9, og lik null hvis A # As. I tillegg gjelder fullstendighetsrelasjo-
nen:

>IN =1 (2.10)
A

Ved hjelp av denne relasjonen kan vi skrive en vilkarlig vektor |¢)) som en lineserkombi-
nasjon av |\):

) =D (AN, (2.11)
A
og skalarproduktet (A7) er et komplekst tall som gir projeksjonen av |1) ned pé vektoren
|A)-

I det spesielle tilfellet der [¢)) = |r) og beskriver en spinnlgs partikkel i punktet r, er
skalarproduktet (r|\) bglgefunksjonen til en partikkel med kvantetall A:

(£[A) = (Alr)* = ¢ (r). (2.12)

La oss né tenke oss et system der en spinnlgs partikkel er beskrevet av vektoren |r). Denne
vektoren kan vi ved hjelp av fullstendighetsrelasjonen skrive som en lineserkombinasjon
av nye basisvektorer |p), der |p) beskriver en partikkel med impuls p. I dette tilfellet er
skalarproduktet (r|p) gitt ved:

1 ipr
(r[p) = Yp(r) = Vol (2.13)

og tilstandsvektoren |r) kan dermed skrives som:

r) = ¢p()p)
p

- % > e Pp). (2.14)
p

Hvis vi tar et direkte produkt av to én-partikkeltilstander far vi en to-partikkeltilstand:
A1, A2) = [A1)[|A2), (2.15)

og Hilbertrommet av to-partikkeltilstander kaller vi Hs. I denne ligningen angir den forste
ket-vektoren tilstanden til partikkel 1 og den andre angir tilstanden til partikkel 2.

Skalarproduktet mellom bra- og ket-vektorer er gitt ved:

(A1; A2|AT, Ag) = (Aa]A1) (Aa|Ao)
:5)\1,)\/15)\2,A/27 (216)
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og her har vi brukt at én-partikkeltilstandene tilfredsstiller normeringsbetingelsen i lign-
ing (2.9)). Tilstandsvektorene |A1, A2) utgjor ogsd et fullstendig sett og oppfyller fulls-
tendighetsrelasjonen:

DAL A2) (A, Ao = 1. (2.17)
A1,A2
Det er verdt & merke seg at:
[An)|A2) 7 [A2)| A1) (2.18)

fordi vektorene beskriver to forskjellige tilstander. I det ene tilfellet har partikkel 1 kvan-
tetall A\ mens partikkel 2 har kvantetall Ao. I det andre tilfellet er det omvendt. For
to identiske partikler slik som bosoner eller fermioner kan vi ikke vite hvilken partikkel
som har kvantetall A; og hvilken som har Ay, og dette gjgr at tilstandsvektoren i ligning
ikke kan beskrive slike partikler. Nar vi studerer bosoner ma tilstandsvektoren
veere symmetrisk

|>\17)‘2> - |)\27>\1>7 (219)
mens nar vi studerer fermioner, er den antisymmetrisk:
A1, A2) = —[A2, A1). (2.20)

Tilstandsvektoren som beskriver to bosoner er derfor gitt ved:
1
A1 A2) = == [[A)]A2) + [A2)[An] (2.21)

og for to fermioner har vi:
1
V2

Her har vi ogsa innfgrt en faktor 1/4/2 slik at vektorene er normerte.

A1, A2) = —= [[A1)[A2) — [A2)|A1)] - (2.22)

La oss videre anta at en produkttilstand
A1, A2y ooy AN) = [A1)|A2) . | AN, (2.23)

som beskriver et system av N ulike partikler og er en vektor i Hilbertrommet Hy. P&
grunn av at disse vektorene utgjor et fullstendig sett, kan en Bosegass og en Fermi-
gass beskrives som en lineserkombinasjon av slike produkttilstander. Tilstandsvektoren
bestemmes slik at den er symmetrisk ved ombytte av to bosoner og antisymmetrisk ved

2En produkttilstand vil vaere angitt ved avrundete klammer )’ i motsetning til en mangepartikkeltil-
stand av bosoner eller fermioner der vi bruker spisse klammer ’)’. For eksemper er |A1, A2) en produkt-
tilstand og |A1, A2) en tilstand med to bosoner eller fermioner.
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ombytte av to fermioner. Det vil si at hvis to fermioner ¢ og j bytter kvantetall, vil
tilstandsvektorene veere antiparallelle:

AL s Ady s gy AN) = — A, s A Ady AN (2.24)

Nar partiklene er bosoner er tilstandene derimot symmetriske, og det er ingen forskjell
mellom tilstandsvektorene der to partikler har byttet kvantetall:

AL ooy Ay s Ayl AN) = (A A, s Ay AN, (2.25)
Néar vi studerer bosoner er det derfor vanlig & skrive tilstandsvektorene som:
|TL,\1,’I’L)\2,...> = |)‘,17 /27'--7)‘3\7>7 (226)

der ny, er antallet partikler med kvantetall \;, og )\;- er kvantetallet til partikkel j.

2.2.2 Heve- og senkeoperatorer

La |Q) vaere ket-vektoren som beskriver vakuumtilstanden, som er tilstanden der systemet

er tomt for partikler. Vi innfgrer na heve- og senkeoperatorene d‘; og a). Heveoperatoren

&I\ er slik at den skaper en partikkel med kvantetall A\. Nar en slik operator virker pa

vakuumtilstanden, bli det dermed skapt en partikkel i systemet og den nye tilstanden til
systemet blir |A). Det vil si at

it Q) = |A). (2.27)

Tilsvarende fjerner senkeoperatoren ay en partikkel fra systemet med kvantetall A, og
hvis vi lar ay virke pa |A\) far vi vakuumtilstanden:

axl\) = ). (2.28)

Det er imidlertid ikke mulig & fjerne en partikkel fra vakuumtilstanden, og néar en senke-
operator virker pa |Q) far vi:

ax|©) = 0. (2.29)

Vi vil ogsa merke oss at heve- og senkeoperatorer som skaper og fjerner bosoner folger
kommutatorrelasjonene:

anal,] = aal, - alar = oy, (2.30)
v av | = |al.al| =0, (2.31)
mens operatorene som heller skaper og fjerner fermioner fplger antikommutatorrelasjonene:
{aA, ag,} = axal, + al,ax = oy, (2.32)

{anan} ={al.a} =0. (2.33)
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Hvis vi kombinerer en heveoperator d:f\ og en senkeoperator a) far vi en ny operator N
gitt ved:

Ny = dlan. (2.34)

Denne operatoren har egenverdier n)y som er antallet partikler i systemet med kvantetall
A. N kalles derfor for antallsoperatoren. Ved & ta utgangspunkt i at N har denne egen-
skapen, kan det vises at den nye tilstandsvektoren vi far, nar en heve- eller senkeoperator
virker pé en vilkarlig mange partikkeltilstand, er som fglger:

d)\k|n>\1,n>\2, sy M)y > = VN \n)\l,nAZ,..., (TZ)\k - 1), /\), (235)
Gl gy Mgy Mg ) = /T, L [y Mg, s (i, + 1), 220, (2.36)

og er dermed ikke ’riktig normert’.

Heve- og senkeoperatorer som skaper og fjerner partikler i punktet r skriver vi som
Yi(r) og ¥(r), og kalles for feltoperatorer. Disse operatorene skal vi se at vi kan relatere

til heve- og senkeoperatorene &I, og ap som skaper og fjerner partikler med impuls p, og
dette skal vi gjore ved & bruke ligning (2.14). Men forst merker vi oss at |r) og |p) kan
skrives som

[r) =97 (x)|2), (237)
p) = a}|2). (2.38)
Da tar ligning (2.14]) formen:

5 1 —ipra
P (r)|Q) = \/Vzpje Praf|a), (2.39)

og vi finner folgende sammenheng mellom ¢1(r) og &;r,:

~

f(r) = L e PTGl )
bl (r) sz: A (2.40)

Den adjungerte operatoren &(r) kan vi ogsa skrive som en linezerkombinasjon av senke-
operatorene ap pa fglgende mate:

. 1 .
r)=— e’Ptay,, 241
og ved & Fouriertransformere ligningene over, far vi fglgende uttrykk for &I, 0g Qp:
1 o
&Tp = N /dr P Tyl (r), (2.42)
1 NN
= 7= / dr e~ (r). (2.43)

I dette tilfellet er r et kontinuerlig kvantetall, og nar kvantetallene er kontinuerlige,
erstattes alle summetegnene med integral Y, — [d), og alle Kronecer-deltaer med
Diracs deltafunksjon dy y» — (A — X').
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2.2.3 Andrekvantisering av kinetisk energi

La den kvantemekaniske operatoren for kinetisk energi vaere T’ E| Denne operatoren er en
én-partikkeloperator og virker pa én-partikkeltilstander i Hilbertrommet H;. For eksem-
pel kan vi la en partikkel med masse m og impuls p vaere beskrevet av tilstandsvektoren
|p). Da vil T operere pa fglgende méte:

2
Tlp) = o —Ip). (2:44)

der p?/2m er den kinetiske energien til partikkelen. I en generell basis, kan T ogsa skrives
som:

T = IN)YN|TIN) A, (2.45)

SY

og er fullstendig beskrevet av matriseelementene (X |T'|A). I Hilbertrommet Hy, er op-
eratoren for kinetisk energi gitt ved:

N
Ty =Y T(i), (2.46)
=1

og her er T'(i) operatoren som virker pa partikkel i. Anta at vi har en gass av N partikler
med masse m og som er beskrevet av tilstandsvektoren |py, ps...px ). Da vil T'(i) operere
pa folgende mate:

2
. D;
T(i)|p1, P2---PN) = 727;1\p1,p2---p1v>, (2.47)

og p?/2m er den kinetiske energien til partikkel i. Hvis vi ogsa summerer over alle i finner
vi hvordan T virker p4 en mangepartikkeltilstand |p;, ps...Py):

N 9

p.
Tn|p1,Pa2--PN) = D 727;,L|p1,p2~--pzv>~ (2.48)
=1

La oss videre studere hvordan T'(i) virker p& en produkttilstand |Aj, A2...Ax), der A; er
et vilkéarlig sett av kvantetall:

T(8)| s AgeeAn) = A A2 [Xima) € D A NTIA) o [Aisa) i) [ An)
=

= (NITIA AL Ao Xim1, A, Air - Aw). (2.49)
X,

%1 dette avsnittet skal vi finne den andrekvantiserte operatoren for kinetisk energi, og til dette vil vi
folge tilsvarende fremgangsmate som i refs. [7] [10]
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P& grunn av at tilstandsvektorene for bosoner og fermioner kan skrives som en lineaerkom-
binasjon av produkttilstander, kan det vises at likheten

T(i) A1, Az An) = D (TIAD AL AgeeNim1, Ay i1 An), (2.50)
A,

ogsa gjelder for slike tilstander. Vi summerer né over alle 4, og finner at

N
Tn|A, Az An) = D 0D TN AL, Agee Aoty A Aiga A, (2.51)
=1 A;

Tn er en sum av N én-partikkeloperatorer og kan bare brukes p&d mangepartikkeltil-
stander i Hilbertrommet Hpy, og som beskriver systemer av N partikler. Vi skal na se
at vi det finnes en andrekvantisert operator 7' som ikke er begrenset til ett bestemt
Hilbertrom, men som kan brukes til & finne den kinetiske energien i systemer med et
vilkarlig antall partikleﬁ. Denne operatoren er gitt ved:

T = (TN a (2.52)
AN

og vi skal na vise at denne operatoren gir samme resultat som T nar den virker pa en
tilstandsvektor |A1, Aa, ..., An) 1 Hy. Det vil si at

TN |AL, A2, s AN) = TIAL Az, ooy AN). (2.53)

Vi skal bare vise dette for tilfellet der partiklene er bosoner og folger kommutatorre-
lasjonene i ligning (2.30)) og (2.31)). Tilsvarende utledning for fermioner vil imidlertid gi

samme resultat. La oss fgrst ta for oss kommutatoren [T, &;Z} :

[T,&L} X!TM[ aA,a)\}
AN

= Z (N|TIN) ( a>\a/\ —ay, a;,a,\)

AN

=S (TNl (a al —@LaA)

AN
= Z X’T|)\ CL)\,(;)\ A

= Z(X]TMZ-)&TX. (2.54)

*Alle andrekvantiserte operatorer skriver vi med en 'hatt’ slik vi har gjort med heve- og senkeopera-
torene a, og d;.
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Dette gir at

T’A17 )\27 ey AJ\7> = T&;\léigd)\N‘Q>

N
_ Sttt ot ot o
— Z Z(/\§|T])\i>a/\la/\2...a/\i_lakga/\iﬂ...a/\N|Q>
=1 ,\;
N
= NUTIA) A1, A2y ooy Xim1, A At A, (2.55)
=1 ,\;

og ved sammenligning av ligning ([2.51) og (2.55) ser vi at T' gir samme resultat som
Ty nar den virker pa en mangepartikkeltilstand A1, A2, ..., An). Den andrekvantiserte

operatoren T, som er gitt ved ligning (2.52)), kan dermed brukes til & finne den kinetiske
enegien i systemer med et vilkarlig antall partikler.

Det er vanlig & bruke posisjonsrepresentasjonen og uttrykke den andrekvantiserte op-
eratoren med posisjonskvantetallet r. Ligning (2.52)) gir da at T" kan skrives som:

T = /dr’/dr T () (| T|r) o (r). (2.56)

I dette uttrykket er matriseelementet (r'|T'|r) gitt ved:
-1
(x'|T|r) = %v%(r’ —r), (2.57)
og den andrekvantiserte operatoren for kinetisk energi tar med dette fglgende form:

. . S

T = [ dri(r)-—V*)(r). 2.58

[ it v (259)

Videre kan vi utfgre en delvis integrasjon og bruke at feltoperatorene forsvinner pa over-

flaten av volumet V. Da finner vi fglgende uttrykk for den andrekvantiserte operatoren
for kinetisk energi i posisjonsrepresentasjonen:

T = % / dr Vit (r) Vi (r). (2.59)

I en vanlig gass vil partiklene vekselvirke med hverandre, og vekselvirkningene skjer som
spredningsprosesser som involverer to eller flere partikler. I det fglgende lar vi V' vaere
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operatoren for to-partikkelvekselvirkninger. Denne operatoren virker pa tilstandsvektor-
er i Ho og er fullstendig beskrevet av matriseelementene (A1, A\a|V|As, A4). Ved hjelp av
en tilsvarende fremgangsmate som vi brukte over, kan vi vise at den andrekvantiserte
operatoren for to-partikkelvekselvirkninger V er gitt ved:

~ 1 L
V= 3 Z (A1, A2 V| A3, )\4>a]:\1a;2a/\3a/\4’ (2.60)
)‘17)‘2:)‘37)\4

Dette kommer vi ikke til & vise dette her, men interesserte lesere kan finne utledningen i
blant annet refs. 7], [10].

I posisjonsrepresentasjonen er matriseelementet (ry,rs|V|rs,ry) gitt ved:
<I‘1,I‘2’V‘I‘3,I‘4> = (5(1‘1 - I'3)5(I‘2 - I‘4)V2(I‘1 - 1‘2). (261)

Her er Va(ry — ry) den potensielle energien til to partikler i to respektive punkter r; og
ro, 0g i posisjonsrepresentasjonen finner vi med dette fglgende uttrykk for V:

‘A/ = ;/dl‘ dr’ I&T(r)@ZT(I‘/)Vg(r . IJ)’L&(I‘/)@;(I‘), (262)

Operatoren V beskriver spredningsprosesser av to partikler. I virkeligheten har vi imidler-
tid ogsa spredningsprosesser som involverer flere partikler, og tre-partikkelvekselvirkninger
er for eksempel beskrevet ved en andrekvantisert operator pa formen:

~ 1 e
W=c D D0 (e MW s M) 6,84, 03,00, (2.63)

A1,A2,A3 Ag,A5,06

Her er W en tre-partikkeloperator som virker pa tilstandsvektorer i Hilbertrommet Hs

2.2.4 Hamiltonoperatoren til en svakt vekselvirkende Bosegass

Hamiltonoperatoren til en gass med parvise vekselvirkninger kan vi né skrive som:

= [ ey Vi@V + ;[ drd’ Sl 0V - )i, (264

der fgrste ledd er operatoren for kinetisk energi og det andre leddet er operatoren for
to-partikkelvekselvirkninger. Dette er Hamiltonoperatoren til en gass med svake vek-
selvirkninger. Vi skal komme naermere inn pé svake vekselvirkninger senere i kapittel
men frem til da vil ligning bli referert til som Hamiltonoperatoren til en svakt
vekselvirkende Bosegass. Ligning kan ogsad beskrive en svakt vekselvirkende Fer-
migass, men fordi vi i det fglgende bare vil studere bosoner vil ligning bare bli
referert til som Hamiltonoperatoren for en svakt vekselvirkende Bosegass.
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Ved hjelp av operatoridentitetene i ligning (2.40) og (2.41)) kan vi ogsa uttrykke Hamilton-
operatoren med impulskvantetallet p istedenfor posisjonskvantetallet r. Det gir:

2
- P 1 Pl 5
= Z %GLGP + W dr VZ(I.) o rap1+q P2— aplap2
P P1.p2,4
= epibp 2v D V(@)al, qih, qip,ip,, (2.65)
P P1,P2,4
og her er e, = p?/2m og V(q) = [dr Va(r)e 9T er Fouriertransformen av Va(r). Vi

ser at ligningene over, tar hensyn til 1mpulsbevaring. Nar to partikler med impuls p; og
P» spres pa hverandre, er impulsen til partiklene etter spredningen p; + q og ps, — Q.
Generelt kommer dette av at systemet er translasjonsinvariant. Dette skal vi se naermere
pa i avsnitt 2.4.3] for der skal vi studere Noethers teorem som gir en sammenhengen
mellom kontinuerlige symmetrier og bevarte stgrrelser.

2.3 Schrodingerbildet og Heisenbergbildet

I avsnitt[2.2.1om tilstandsvektorer ble det nevnt at en ket-vektor 1) beskriver tilstanden
til systemet. I det folgende vil vi ogsa inkludere tiden ¢ slik at vi ikke utelukker at systemet
kan veere i ulike tilstander til forskjellige tider. Tilstandsvektoren er da gitt ved [i)(t)).
Nér systemet utvikler seg fra & vaere i tilstanden [1(tg)) ved tiden tg, vil systemet ved et
senere tidspunkt ¢ veere i tilstanden [11]:

[ (t)) = e 1) ) (1)), (2.66)

Denne relasjonen fglger direkte fra Schrodingerligningen:

0 N
i) = Hl (1)), (2.67)
hvor H er en tidsuavhengig Hamlitonoperator.

Ligning gir at tidsutviklingen kan faktoriseres ut av |¢(t)) og beskrives ved ek-
sponentialuttrykket e (=) Dette gir videre at vi kan velge & la tilstandsvektorene
vaere tidsuavhengige [¢), og heller inkludere tidsutviklingen i operatoerene Oy (t). Her
er vektorene og operatorene merket med en H fordi denne betraktningsmaten er kalt
for Heisenbergbildet. Den fgrste betraktningsméaten kalles for Schridingerbildet, og i dette
bildet merkes vektorene og operatorene ofte med en S. Realsjonen mellom operatorene
Os 0g Oy er gitt ved:

A~

Oy = efltOgeiHt, (2.68)

og er funnet ved & kreve at forventningsverdiene (1g(t)|Os|vs(t)) og (Wi|Ow(t)|vH)
skal veere like.
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P4 samme mate som at tidsutviklingen til |¢)(Z)) er bestemt ved Schrédingerligningen,
vil operatorene O (t) i Heisenbergbildet tilfredsstille bevegelsesligningen:

i0,05(t) = [OH(t),ﬁ} . (2.69)
For eksempel kan vi la Hamiltonoperatoren veere gitt ved:

H=> epalap. (2.70)
P

Da gir ligning (2.69) at heve- og senkeoperatorene har folgende tidsavhengighet i Heisen-
bergbildet:

<

Dette gir videre at feltoperatorene ¢(r,t) og ¢(r, ) kan skrives som:

1 .
T, t) = — Y aleilewt—pr) 2.73
Yi(r,t) sz: b (2.73)

R 1 .
P(r,t) = 7 > apeiletTPT), (2.74)
P

2.4 Kvantefeltteori

Dette delkapittelet er basert pa refs. [12, [13] 14], og der det er brukt andre kilder er
kildehenvisningene gitt direkte i teksten. I det fglgende vil vi bare studere feltteorier for
bosoner.

2.4.1 Generaliserte koordinater og konjugert impuls

I klassisk mekanikk kan ethvert system beskrives av et sett generaliserte koordinater
q,q2,---, N 0g konjugerte impulser pi1,po, ..., pn. Hver generaliserte koordinat tilsvarer
en frihetsgrad, og en klassisk punktpartikkel i tre dimensjoner har tre frihetsgrader. I
kvantefeltteorien er de generaliserte koordinatene og de konjugerte impulsene erstattet
med felt ¢(x) og m(z) som er funksjoner av z = (¢, r). Ethvert system vi studerer i kvan-
tefeltteorien har derfor et kontinuerlig og uendelig antall frihetsgrader. Dette tilsvarer en
frihetsgrad for hvert felt ¢(x) evaluert i hvert punkt r i rommet.

I klassisk mekanikk er den konjugerte impulsen til ¢; definert ved:

1 . .
Di = ?aL(thvaNv‘ha---7(]N7t)- (275)
qi
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Her er ¢; = dg;/dt. 1 tillegg er L Lagrangefunksjonen, og er vanligvis differansen mellom
kinetisk og potensiell energi. Det vil si at L = T'— V. I kvantefeltteorien er det konjugerte
feltet til ¢(x) definert analogt:

IL(P(x), Orp(x), t)
9 (0p(x))

og forskjellen er at Lagrangesfunksjonen er erstattet med Lagrangetettheten L. m(z)
kalles for den konjugerte impulstettheten til ¢(x).

n(z) = (2.76)

Videre er Hamiltontettheten gitt ved Legendretransformasjonen:

H(¢(2), m(x),t) = 7(2) 0 () — L(B(2), Ord(2), 1). (2.77)
Feltene ¢(r,t) og w(r,t) kan vi ogsa kvantisereﬂ ved & kreve at de oppfyller visse kom-
mutatorrelasjoner ved lik tid. Disse relasjonene kan vi finne ved & ta utgangspunkt i
kommutatorrelasjonene:
[q p]] Z51j7
(6, 45] = [P, ;] =

som vi kjenner fra kvantemekanikken, og generalisere til et system med kontinuerlige og
uendelig antall frihetsgrader. Da far vi resultatetﬂ:

[qz(r, 1), #(r, t)] = io(r — 1),
[6(e1), 6(",1)] = [(x, ), 7(',1)] =0.

La oss igjen studere en svakt vekselvirkende Bosegass for & se om vi kan finne det kon-
jugerte feltet til ¢(r, t). Feltoperatorene 9(r,t) og ¥ (r,t) er heve- og senkeoperatorer og
oppfyller fglgende kommutatorrelasjoner ved lik tid:

[0, 5107,8)] = o(c =),
[0, 50, 0)] = [0, 910, 0] =o.

Ved & sammenligne disse kommutatorrelasjonene med ligning (2.79), finner vi at det
konjugerte feltet til ¢(r,t) er i)' (r,t). Med dette kan vi ogsa finne Lagrangetettheten

til en svakt vekselvirkende Bosegass, og ligning (2.64]) og (2.77) gir at denne kan skrives

Som:

(2.78)

(2.79)

(2.80)

£ =i ()00, 1) — 5V ) Vi, 1
-5 [ @ S @ et - ) e ). (281)

De kvantiserte feltoperatorene skriver vi som ¢(r,t) og #(r,t). Det vil si at vi skriver operatorene
med 'hatt’.
Vi vil ikke vise denne utregningen her, men interesserte lesere henvises til ref. [I3].
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2.4.2 Virkning og Euler-Lagrangeligninger

En gass av punktpartikler er beskrevet av de generaliserte koordinatene qi,qo, ..., qn
og de konjugerte impulsene p1,po, ..., py. Dersom vi danner et koordinatsystem slik at
hver generaliserte koordinat og hver konjugerte impuls har en tilhgrende akse, far vi et
faserom. Tilstanden til systemet ved en gitt tid kan na betraktes som et punkt i dette
rommet, og dersom man ogsa skrur pa tiden, vil systemet fglge en kurve i faserommet.
Denne kurven er bestemt av Hamiltons prinsipp som sier at mellom to tider ¢; og to
fplger systemet en vei i faserommet hvor virkningen:

to to
S= [ arL :/ dt/drc, (2.82)
t1 t1

har et ekstremum. Fra dette prinsippet folger det at de generaliserte koordinatene opp-
fyller bevegelsesligningene:

d oL 0L
———=_, i=1,2.N. 2.83
@y og (2:59)
Disse ligningene kalles for Euler-Lagrangeligningene.

I kvantefeltteorien, gjelder tilsvarende prinsipp for feltene ér(:r;) Mellom to tider ¢; og
to utvikler feltkonfigurasjonene seg slik at virkningen S har et ekstremum, og av dette
fglger Euler-Lagrangeligningene:

aﬂ( oL >: oL , r=1,2,.. N. (2.84)
9(Ouer(x)) Or(x)

2.4.3 Symmetri og Noethers teorem

Det ble oppdaget av Emmy Noether at til enhver kontinuerlig symmetri av Euler-Lagrange-
ligningene, finnes det en bevart stgrrelse. En symmetri av Euler-Lagrangeligningene, be-
tyr at ligningene er invariante under en transformasjon av feltene ¢.

En kontinuerlig transformasjon av feltet (ﬁ(:c) kan pa infinitestimal form skrives som:

b(x) — d(z) + aAd(z), (2.85)

der « er en infinitestimal parameter og A¢ er en endring i feltet. Hvis Lagrangetettheten,
og dermed ogsa Euler-Lagrangeligningene, er symmetrisk under transformasjonen, gir
Noethers teorem at firervektoren:

j*(x) = Ag(x) (2.86)

tilfredsstiller ligningen:

8,5" () = 0. (2.87)
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Hvis vi na integrerer ligning ([2.87)) over hele rommet far vi folgende:
0= / dro, j" (x)
v
= / drdyj°(z) +/ drV - j(x)
\%4 \%4
= 0;Q(x) —l—/ dA - j(x). (2.88)

)%

I det siste leddet har vi brukt Gauss’ divergensteorem og omformet volumintegralet til
et overflateintegral, og overflaten til volumet V har vi skrevet som OV. I tillegg er @
definert ved:

Qz) = /drjo(a:). (2.89)

Vi antar na at at overflateintegralet er lik null. Dette er tilfellet hvis feltene og dermed
ogsd j(x) gar tilstrekkelig raskt mot null nar r gar mot uendelig. Da vil Q(x) tilfredsstille
ligningen:

0Q(x)
ot

=0, (2.90)

og er derfor en bevart storrelse. Den bevarte storrelsen @) definerer vi som ladningen, og
det fplger av ligningene over at j° kan tolkes som ladningstetthet, og j som strgmtetthet.
Eksempler pa kontinuerlige transformasjoner og tilhgrende bevarte stgrrelser er:

e Translasjon i tid:  @(r,t) — o(r,t + At)
Symmetri under translasjoner i tid gir energibevaring.

e Translasjon i rom:  ¢(r,t) — G(r + Ar,t)
Symmetri under translasjoner i rom gir impulsbevaring.

La oss igjen studere en ikke-relativistisk og svakt vekselvirkende Bosegass med La-
grangetetthet:

£ =il (e, 00 (r, 1) — 5V (r,0)Vi(r, 1
— % / dr’ @t (e, )t (!, 6)Va(r — ) (x/, )0 (r, t). (2.91)

Denne Lagrangetettheten er invariant under globale U(1)-transformasjoner:

~

d(r,t) — e P(r,t) Pl (r,t) = T (), (2.92)
og for infinitestimale transformasjoner gir dette:

O(r,t) — P(r, t)(1 —ia), Pi(r,t) = i@, )1 +ia). (2.93)



30 KAPITTEL 2. FORBEREDENDE TEORI

For vi gar lgs med & finne Noetherstrommen j#(r,t), mé vi veere oppmerksom pa at
feltoperatorene 1 (r,t) og ¢f(r,t) har en realdel og en imaginaerdel og kan skrives som
summen av to Hermiteske operatorer 11 (r,t) og ¥a(r,t):

77;(1', t) = 1;1 (I‘, t) + Z‘1;2(1'7 t)v (294)
Pi(r,t) = i (r,t) — iha(r, t). (2.95)
Disse feltene ma behandles som uavhengige, og av dette folger det at ¥ (r,t) og o' (r, t)
ogsé mé behandles som uavhengige felt. Noetherstrgmmen j#(r, t) er da gitt ved summen:
ety = —25 ag+— 25 _agt (2.96)
o (9,) 0 (9,01
Vi kan na finne feltendringene At og A¢T ved & sammenligne ligning (2.85) og (2.93).
Det gir:
A = —ipf(x,t),  APT=i(r, 1), (2.97)
og j*(r,t) kan dermed skrives som:
3 t) = [ e i 0, 5=V )b, ) - SV it | (2.8)
2m 2m
Den bevarte ladningen er i dette tilfellet partikkeltallet som er gitt ved antallsoperatoren:
N = / drit (r,t)i(x, t). (2.99)
Man kan ogséa dobbeltsjekke at partikkeltallet er bevart ved & vise at [ﬁ , N } =0.

2.4.4 Propagatoren

I kvantefeltteorien spiller Feynmanpropagatoren en sentral rolle. Den er fundamental i
moderne perturbasjonsteori, og blir derfor brukt i stor grad til & studere perturberte
systemer. I tilfellet der vi har en svakt vekselvirkende Bosegass er propagatoren gitt ved
[11]:

AT, )i (r, 1))0)

Gt rt) = (0[0) )

(2.100)
og er proporsjonal med sannsynlighetsamplituden for at det finnes en partikkel i punktet
r’ ved tiden t’ gitt at det ble skapt en partikkel i punktet r ved tiden ¢. I denne ligningen er
|0) grunntilstanden til systemet, og vi skal se i kapittel 4| at denne tilstanden er forskjellig
fra vakuumtilstanden |Q). I tillegg er T-produktet T[o(r’,# )t (r, )] det tidsordnede
produktet av feltoperatorene, og er gitt ved:

. {&(r',t'w(r,t) hvis ¢ > ¢,
¢

Bt )T _
Tl(x't)y (r,t)] = Ot e (.t hvis f <t (2.101)
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Her gjelder minustegnet for fermioner og plusstegnet for bosoner. Vi vil, som sagt, bare
konsentrere oss om bosoner og trenger derfor ikke & bry oss om dette minustegnet.

I det fglgende vil vi utlede et uttrykk for propagatoren for en fri ikke-relativistisk par-
tikkeﬂ Det vil si at vi vil se bort ifra vekselvirkningene slik at Hamiltonoperatoren blir:

H° =" epifap, (2.102)
P
der ep = p?/2m. 1 dette tilfellet kan propagatoren skrives som:
GOt rt) = —i(QUT [, )T (r,1)]]02)
= —if(t' — t)(Q (', )T (r,1)[Q), (2.103)

og her har vi merket propagatoren med superskript  for & vise at dette er en propagator
for en ikke-vekselvirkende partikkel. I tillegg er 6(¢' — t) step-funksjonen gitt ved:

ot — 1) = 1 hvis # >t (2.104)
0 hvis t' <t '

Step-funksjonen er introdusert p& grunn av at T-produktet er lik null nir ¢’ < t. Dette
kommer av at ¥ (r/,¢)|Q2) = 0.

Hvis vi n& bruker at feltoperatorene kan Fourierutvikles som i ligning (2.73) og (2.74),
finner vi fglgende uttrykk for GO(r't', rt):

Gt rt) = —*ZZO oIP/ =i eien(t' 0 ()t )
p

Propagatoren kan vi ogsa skrive som et konturintegral:

(t'—t)

GOt rt) Ze’P r—r)/ do 770 (2.106)

2T w —ep +in’

og her integrerer vi over w som er energien til partikkelen. I tillegg har vi innfgrt en
liten parameter n som flytter singulariteten rett under den reelle aksen. Dette gjor at
integralet kan evalueres langs en halvsirkel i det nedre halvplan nar ¢ > t (Se Figur )
Da vil halvsirkelen omslutte singulariteten i w = €p — in og residueteoremet gir at

GOt ) JZ P, (2.107)

"Utregningene i dette avsnittet er basert pa refs. [7} [15].
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Her har vi latt 7 — 0. Nar ¢’ < ¢ integrerer vi langs en halvsirkel i det gvre halvplan hvor
det ikke finnes noen singulariteter og vi finner at

GO(r't' rt) = 0, (2.108)

som er i overenstemmelse med ligning ([2.105)).

L 4 Imw

Figur 2.1: Nar ¢ > t utfgrer vi integralet langs en halvsirkel i det nedre halvplan som
omslutter singulariteten w = e, —in. Nar ¢’ < ¢ integrerer vi i det gvre halvplan hvor det
ikke finnes noen sigulariteter.

Vi vil na studere den Fouriertransformerte propagatoren GO(r/, r;w) som er uttrykt ved
energien w istedenfor tiden (¢ — t). Videre tar vi ogsd kontinuumsgrensen V — oo og
utfgrer vinkelintegrasjonene slik at vi star igjen med

ciple' x| _ o—iple’ x|

1 oo
G'(r',r; :/ d
(', r) A2’ —r| Jo pp w—p%/2m +in

1 oo etplr’ —r|
= 2// dpp—— 5 :
Ar2|r —r| J_o w—p?/2m +in

om /oo eip|r’—r|
= dp p . — . 2.109
I L T [T (2109
Her har vi definert pg som lgsningen av ligningen:
2
w=20 (2.110)

- 2m’
Integralet i ligning (2.109) kan vi utfgre som et konturintegral i det komplekse plan, og
naermere bestemt langs en halvsirkel i det gvre halvplan (Se Figur 2.2]). Halvsirkelen
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omslutter singulariteten p = pg + i1 og residueteoremet gir dermed at

GO(r' ryw) = zmme%lr’—rl. (2.111)

Her har vi latt 7 — 0. Vi kan ogsa merke oss at det finnes to uttrykk for GO(r/,r;w). En
for den positive og én for den negative lgsningen av ligning (2.110)).

F Y
Imp

o +in

—(po +in) Rep

Figur 2.2: Vi utforer et konturintegral langs en halvsirkel i det gvre halvplan. Halvsirkelen
omslutter singulariteten p = pg + .

Vi har na funnet et uttrykk for propagatoren for en fri partikkel med energi w = pg /2m.
Men vi kan ogsa vise at propagatoren tilfredsstiller differensialligningen:

o] @) = ) (2112)

og at GO(r',r;w) derfor er en Greensfunksjon. Dette ser vi enklest hvis bruker fglgende
uttrykk for propagatoren:

1 -
GOUr',ryw) = / dp P (r'T) (2.113)
(27)2 w—ep +in
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Her har vi imidlertid tatt kontinuumsgrensen V — oc. Dette uttrykket for G°(r/, r;w)

gir at
2 2 o,
|:v + w:| GO(I'/,I‘;(,U) _ |:2V + w:| / (dP 1 ezp.(r —r)

2m m 21)3 w—€ep +in
_ / dp W= ip(r'r)

og vi ser at propagatoren er en Greensfunksjon. I denne utledningen har vi latt n — 0.

2.5 Funksjonalintegralformalismen

I matematikken er vi vant med at vi ofte kan regne oss frem til samme resultat pa
forskjellige mater. Slik er det ogséa i kvantefeltteorien. Resultatene man far ved & regne
med andrekvantiserte operatorer, kan man ogsé finne ved hjelp av funskjonalintegraler.
Funksjonalintegralformalismen ble innfort av Feynman i midten av forrige arhundre, og
blir ofte brukt til & studere systemer ved endelig temperatur. I det folgende vil vi gi
en kort introduksjon til funskjonalintegralformalismen, og vi skal vise hvordan funksjon-
alintegraler kan forbinde kvantefeltteorien med statistisk fysikk. Dette delkapittelet tar
utgangspunkt i refs. [14] [16], og vi vil bare studere feltteorier for bosoner.

2.5.1 Egentilstander av feltoperatorer

La oss studere en feltteori med Hermiteske felt é(r,t). 1 denne teorien lar vi |¢) veere
egentilstander til feltene ¢(r,0), som er operatorer i Schrodingerbildet ved tiden ¢ = 0.
Det vil si at |¢) oppfyller folgende ligning:

(r,0)|9) = ¢(x)[9), (2.115)

hvor ¢(r) er den tilhgrende egenverdien. |¢) beskriver et system med feltkonfigurasjon
¢(r). Dette kan sammenlignes med tilstanden |q1, g2, ..., ¢) som i kvantemekanikken er
en tilstand der konfigurasjonen av de generaliserte koordinatene er g1, qo, ..., gn. Alle slike
tilstander utgjor tilsammen et fullstendig sett og tilfredsstiller derfor fullstendighetsre-
lasjonen

N
(H/dql> ‘6117Q277QN><(117Q277(1N‘ =1 (2116)
i=1

Her integrerer vi over alle mulige konfigurasjoner. I kvantefeltteorien har vi et uendelig
og kontinuerlig antall frihetsgrader, og fullstendighetsrelasjonen til |¢) finner vi derfor
ved & ta grensen N — oo i ligning (2.116]). Dette skriver vi som:

/ do(n)| B} o] = 1, (2117)
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og | d¢(r) betyr at vi integrerer over alle mulige feltkonfigurasjoner. For egentilstandene
|p) gjelder ogsé normeringsbetingelsen:

(@aldp) = 0 [@a(r) — u(r)] . (2.118)

Tilsvarende lar vi egentilstandene til 7(r, 0) veere |7). Da tilfredsstiller |r) ligningen:
#(r,0)|m) = 7(x)), (2.119)

hvor 7(r) er egenverdiene. Tilstandene oppfyller ogsé fullstendighetsrelasjonen:

/d;(:) ) (| = 1, (2.120)

og normeringsbetingelsen:
(Ta|mp) = 0 [ma(r) — mp(T)] . (2.121)

Skalarproduktet (¢|7) mellom de forskjellige egentilstandene er:

(p|m) = exp {i/drﬂ(r)qﬁ(r)] . (2.122)

Dette er en generalisering fra kvantemekanikken der vi har et endelig antall frihetsgrader
til kvantefeltteorien der det er et uendelig og kontinuerlig antall frihetsgrader. I kvante-
mekanikken er skalarproduket (¢1, g2, ..., N |p1, D2, .-, DN) gitt ved:

N
(q1,q2, -, an[p1, P2, s PN) = €xp [Z ZpiQi] : (2.123)

i=1

Men i overgangen til kvantefeltteorien, vil Zfi 1 Pigi — [ drm(r)é(r) P og skalarproduk-
tet (¢|m) kan dermed skrives som i ligning (2.122)).

2.5.2 Funksjonalintegraler

La et system veere i tilstanden |pq) ved tiden ¢ = t;. Da er (¢pe *Ht—4)|¢,) sannsyn-
lighetsamplituden for at systemet er i tilstanden |¢,) ved tiden ¢t = t;. La oss né dele
tidsintervallet ¢ — ¢; 1 n like deler At. Det vil si at

_ tr —

At 2.124
1, (2.124)

Da kan vi skrive sannsynlighetsamplituden som:

(dole 1) 6,) =(gyle A% g, (2.125)

8Dette er vist i for eksempel ref. [13].
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Hvis vi na skriver e "2t som et produkt av n faktorer e *#4¢ kan vi bruke fulls-

tendighetsrelasjonen (2.117)) mellom hver faktor:

<¢b|efif{(tf*ti)’¢a> :<¢a‘efiHAt .. efiHAt‘¢a> (n faktorer)
n—1 . .
Z/ (H d¢z’(1‘)> (Bale™ 2| dp_1) (dr—1]e 2 pr_2) x ...
i=1
X (1] T2 gg). (2.126)

Her har vi brukt en notasjon slik at ¢g = ¢q 0g ¢n = ¢p. Vi ser at vi har delt sannsyn-
lighetsamplituden inn i n skritt. (¢1|e72¢|p,) gir amplituden for at systemet befinner seg
i tilstanden |¢) etter tiden At, og (¢po|e’2t|¢;) gir amplituden for at systemet utvikler
seg videre til tilstanden |¢p2) etc. Da vi integrerer over alle de midlertidige tilstandene
|pi), kan dette sees pa som at vi integrerer over alle matene systemet kan utvikle seg fra
starttilstanden |¢,) til sluttilstanden |¢p) 1 lopet av tiden ¢ — ;.

Ngkkelen er n & finne et uttrykk for amplituden (¢i|eiH Atlp,_1) i grensen der n — oo
og At — 0. For & finne dette, bruker vi fullstendighetsrelasjonen i ligning (2.120)), og
rekkeutvikler eksponentialfunksjonen 72t Det gir:

,A dr; e
(pile” A ;1) :/ 7;7(:) (¢i|mi) (mile " HAY ;1)

~ / dg(:) (Gi|mi) (mi| 1 — i At i) (2.127)

Vi antar na at H = [ drH(x, gZ)) er ordnet slik at alle 7 star til venstre for alle ¢. Nar

dette er tilfellet, kan ¢ operere pa |¢;) mot hoyre mens # kan operere pé (m;| mot venstre,
og vi kan skrive

<7TZ'|IA{|¢Z'_1> = /dI‘<7TZ"H(7AT,$)¢i—1> = /dI’H(ﬂ'i,qbi_l) = Hi. (2.128)

Det vil si at vi kan erstatte operatorene i H(#,¢) med feltkonfigurasjonene m;(r) og
¢i—1(r), og dette gir:

(0ile16:1) [ T ) sl 1)1 — i)

dm;(r)

~ / T (g il e, (2.129)

I det siste steget har vi pa nytt dratt nytte av at e *#i®t ~ 1 — {H; At nar At — 0.
Videre er (m;|¢;—1) gitt ved ligning (2.122)), og vi finner med dette folgende uttrykk for
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den infinitestimale sannsynlighetsamplituden (m; |e_iH Al 1)

(il 0 g, _1) = exp [ [ v (onte) - ¢H<r>>] exp [—mt [ i) as@-l(r))}

= exp {mt / dr [m(r)W — H(mi(r), @_1(1«))] } .
(2.130)

I dette uttrykket er alle operatorene blitt erstattet med feltkonfigurasjoner. Hvis vi na
setter ligning (2.130) inn i ligning ([2.126)), finner vi at

(oo™ 0] g,) = Tim /H(d%@)

X exp ZAt/dr [77] P; A‘f] 1 —H(mj, ¢j-1)| p- (2.131)

7j=1

Her minner vi om at ¢g = ¢, 0g ¢, = ¢p. I tillegg har vi droppet & skrive r-avhengigheten
til funksjonene. Det vil si at ¢; = ¢;(r) og m; = mj(r). I grensen der n — oo blir dette:

o(r,tr)=dp(r)
(gple= G| 5 ) / Dr / D
¢’a(r)

xexp{ / it [ aelate, 0note, 1) - H(w(r,w,qs(r,t))]},
‘ (2.132)

og her har vi brukt notasjonen:

lim ¢]+1 (ﬁ]
n—00 At

n te
lim » At = / dt, (2.134)
n—oo = t

lim /Hd@ :/qu, (2.135)
=1

lim / ﬁ ami _ / Dr (2.136)

n—oo paiey 2 B ’ '

D7 og D¢ angir funksjonalintegrasjon og i ligning integreres det over alle 7(r, ).
Integrasjonen over ¢(r,t) er derimot begrenset til alle 'veier’ eller forlgp som starter i
¢a(r) ved t = t; og ender i ¢p(r) ved t = t. Det vil si at det integreres over alle ¢(r,t)
der feltkonfigurasjonen er ¢,(r) ved ¢t = t; og utvikler seg til ¢p(r) ved t = t;. P4 grunn
av at man integrerer over alle mulige 'veier’ som feltutviklingen kan fglge, kalles slike

= Oip(r, 1), (2.133)
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integraler veiintegraler. Vi merker oss na at vi kan gjenkjenne uttrykket i eksponenten i
ligning (2.132)) som virkningen S som er definert ved:

te
S—/ dt/drﬁ. (2.137)
t

2.5.3 Partisjonsfunksjonen og imagineer tid

Den kanoniske partisjonsfunksjonen Z er gitt ved sporet av e_/BH, ogherer 3=1/T.Ten
basis av energiegenfunksjoner |n) finner vi dermed at partisjonsfunksjonen kan uttrykkes
som fglger:

Z="Tre P =3 (nfe ™ n) = Ze BEn (2.138)

n

Sporet kan vi i midlertid ta i enhver basis, og dersom vi tar for oss en feltteori med
Hermitske felt ¢(r,t) og 7(r,t), kan vi for eksempel velge mengden av alle |¢g):

— / dba(ale="|60). (2.139)

I mange tilfeller gir Noethers teorem at systemet har en bevart ladning, som for eksempel
partikkeltallet (N ), og da ma vi bruke den storkanoniske partisjonsfunksjonen. Det er
fordi denne partisjonsfunksjonen inkluderer det kjemiske potensialet u, og da kan vi sgrge
for at <J\7 ) tar like verdier ved forskjellige temperaturer ved & justere p. Dette gjorde vi
ogsa 1 kapittel [T] der vi studerte en ideell gass. Da fant vi ut at det kjemiske potensialet
méatte veere temperaturavhengig slik at © — €y nar temperaturen falt under den kritiske
temperaturen T}.

Den storkanoniske partisjonsfunksjonen er gitt ved sporet av e_ﬁ(g_“m, og i en basis av
vektorene |@,), kan den skrives som:

Z = Tre AH-uN) — / da(dale PE1N)|0,). (2.140)

Integranden i ligning har store likheter med (¢4 |e~"7%|p,) |§| som vi studerte i
forrige avsnitt. Forskjellen er at H er erstattet med H — ,u,N , og it med . Dette gir at vi
kan bruke ligning til & uttrykke partisjonsfunksjonen som et funksjonalintegral.
For & fa dette til, introduserer vi den imagineere tidsvariabelen 7 = it. Hvis vi ogsa skriver

N = /dr/\/(fr, ), (2.141)

9Her har vi satt ¢; = 0. Det vil si at vi definerer systemet til & veere i tilstanden |¢,) ved tiden t = 0.
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finner vi at partisjonsfunksjonen kan skrives som:

/ Dr / de / e

<o /O ir / e fim(e, 70,6 — (e, ). 0(0.7) + N (7). 0 7)) |

= / Dr / Do
periodisk

X exp {— /0 " i / dr [—im(r, )0, 6 + K (r(r, 7), O(r, T))]} . (2.142)

Her er K = H — pN og "Periodisk’ betyr at vi integrerer over alle ¢(r, 7) slik at ¢(r,0) =
¢(r, 3). Dette kommer av at vi tar sporet av e ~B(H-1N) Vi finner (Gale™ BH-uN) |pa) ved
& integrere over alle forlgp som returnerer til starttilstanden |@,), og nar vi tar sporet av
e~ BUH—pN) integrerer vi ogsa over alle starttilstander |¢,). Partisjonsfunksjonen er derfor
integralet over alle forlgp som starter og ender i samme tilstand.

Vi har nd vist at partisjonsfunksjonen for en feltteori med Hermitske felt qg(r,t) og
7(r,t), kan uttrykkes som et funksjonalintegral i imaginaer tid. For en svakt vekselvirk-
ende Bosegass beskrevet ved Hamiltonfunksjonen i ligning , kan det vises at man
far en tilsvarende funksjonalintegralrepresentasjon som i ligning . Dette er vist i

ref. [I7[%}

I overgangen til imaginager tid, ser vi at operatoren K har erstattet Hamiltonfunksjo-
nen, og tilsvarende, far vi en ny Lagrangefunksjon. Lagrangetettheten ved imagineer tid
er gitt ved:

~

Lp = —i#(r,7)0:¢ + K(7(r,7), $(r, 7). (2.143)

og her er £ merket med subskript E for Euklid. Dette kommer av at en feltteori ofte
er beskrevet i Minowskirommet der metrikken er gitt ved ds? = dt?> — dr®. Nar vi lar
t — —i7, roterer tiden 90° i det komplekse plan. Dette kalles en Wick-rotasjon, og resul-
tatet av rotasjonen er at metrikken blir ds? = dr? + dr?. Wick-rotasjonen tilsvarer derfor
en transformasjon til Euklidsk rom.

I en svakt ngsel\[irkendq Bosegass, er partikkeltallet bevart. Partikkeltallet er gitt ved
operatoren N = 11 (r,7)9(r, 7) og Hamiltontettheten K for en ikke-relativistisk og svakt

107 ref. [I7] er det vist hvordan man finner funksjonalintegralrepresentasjonen av partisjonsfunksjonen
for en teori beskrevet av en generell Hamiltonfunksjon pa andrekvantisert form. Til dette ma man bruke
koherente tilstander som tilfredsstiller andre normerings- og fullstendighetsrelasjoner enn |¢) og |r).
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vekselvirkende Bosegass er derfor gitt ved:
K=H- ,UA[}T(I‘, 7)1[}(1'7 7—)
1 - - 1 . - . .
=5 -Vl (e, 7)Vi(r, 7) + 5 / dr’. )t (e, 7)) (!, ) Va(r = ), 7)eb(r, 7)
— ! (0, 7)o (x, 7). (2.144)

Den tilhgrende Lagrangetettheten finner vi ved & bruke ligning (2.143) i tillegg til at z'q/AﬂL
er det konjugerte feltet til ¢. Det gir:

Lr =01 (1, 7)05 (e, ) + 5 -V 0, 7) Vi (e, 7)
by [ A B Ve~ B e ) = il e i), (2145)

Merk at her er K og £ uttrykt med operatorer, mens i funksjonalintegralene er opera-
torene erstattet med komplekse feltkonfigurasjoner. I kapittel [6] skal vi finne en feltteori
som beskriver et Bose-Einstein kondensat ved lave temperaturer. Denne feltteorien kom-
mer ikke til inneholde operatorer og den vil gi en god beskrivelse av kondensatet ved
hjelp av funksjonalintegralformalismen.



Kapittel 3

Effektiv feltteori og svake
vekselvirkninger

3.1 Svake vekselvirkninger

Da forskerteamene ledet av Cornell og Wiemann i Boulder og av Ketterle i Massa-
chusets observerte Bose-Einstein kondensasjon i 1995, studerte de gasser med svake vek-
selvirkningelﬂ. Det som kjennetegner slike gasser, er at de er tynne og at den midlere
avstanden mellom partiklene d er mye stgrre enn spredningslengden a, som er et mal
pa styrken til vekselvirkningene. Den midlere avstanden mellom partiklene kan vi ogsé
skrive som d = p~1/3 der p = N /V er partikkeltettheten, og tynne gasser med svake
vekselvirkninger kan derfor kjennetegnes ved at gassparameteren, som er gitt ved pa®,
oppfyller fglgende ulikhet:

pa’ < 1. (3.1)

Néar vi gjor gassen tynn, minimerer vi vekselvirkningene mellom atomene, og nar gasspa-
rameteren oppfyller ligningen over, kan vi neglisjere spredningsprosesser som involverer
tre og flere partikler. Det er spredningsprosesser med tre partikler som gjor at gassen blir
til fast stoff, og fordi et fast stoff ikke kan bli til et Bose-Einstein kondensat, ma vi hin-
dre en slik faseovergang for & kunne observere BEK. I tynne gasser der gassparameteren
oppfyller ulikheten over, vil hyppigheten for slike prosesser strekke seg over sekunder og
minutter, og vi kan derfor oppnd BEK i en metastabil gassfase der vekselvirkningene
bare skjer mellom to-og-to partikler. En slik metastabil fase ble observert for forste gang
i 1995, og da ble det ogsa klart at denne fasen varte lenge nok til at man kunne gjgre
systematiske malinger av forskjellige fysiske storrelser.

P& grunn av at vi kan neglisjere spredningsprosesser med tre og flere partikler nar vi
studerer en svakt vekselvirkende Bosegass, kan vi beskrive en slik gass ved & ta ut-
gangspunkt i en Lagrangefunksjon som bare tar for seg to-partikkelvekselvirkninger. En

!Dette delkapittelet tar utgangspunkt i refs. [T, 2} B} [T8].

41
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slik Lagrangefunksjon har vi allerede presentert i ligning (2.81)), og vi skal na studere
vekselvirkningspotensialet Vo(r’ — r) i denne Lagrangefunksjonen litt neermere.

I en svakt vekselvirkende Bosegass er det typisk at atomene vekselvirker med svake Van
der Waals krefter. Dette innebaerer at atomene er elektrisk ngytrale, og at vekselvirknin-
gene skjer ved at sma fluktuasjoner i elektronfordelingen til et atom skaper et elektrisk
felt som polariserer et naboatom. Da far vi indusert et elektrisk dipolmoment og det vil
oppsta tiltrekkende krefter mellom partiklene. Slike Van der Waals krefter gir opphav til
en potensiell energi V4(r’ — r) som er proporsjonal med 1/|r' — r|°.

Nar avstanden mellom to atomer blir sapass liten at elektronskallene overlapper, vil
atomene frastgte hverandre som folge av Paulis eksklusjonsprinsipp. Den potensielle en-

ergien Vi (r'—r) fra slike repulsive krefter er funnet til & vaere proporsjonal med 1/|r'—r|'2.

Det totale vekselvirkningspotensialet Va(r’ — r) kan vi skrive som summen av V4(r' —r)

og Vr(r' —r):
Va(r) = du [(‘;)12 - (Zﬂ . (3.2)

Her er v og o er to parametere, og uttrykket er kjent som Lennard-Jones potensialet.
Va(r) har et minimum ved avstanden 7,;, = 21/65 og Va(rmin) = —u. I tillegg har poten-
sialet et nullpunkt ved r = o.

2
al \ |
Va(r) \
0 | \
-1 \ | | |
0.5 1 1.5 2 2.5 3

Q=

Figur 3.1: Lennard-Jones potensialet. Vi ser at potensialet er svakt negativt ved store
avstander og har et minimum ved r = 2V/6¢. I tillegg vil Va(rr) — oo nar r — 0.
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I en svakt vekselvirkende Bosegass, vil partiklene vekselvirke med et potensial som tilsvar-
er Lennard-Jones potensialet. Men uheldigvis, gir et slikt potensial en veldig komplisert
Lagrangefunksjon, og den gjor de fleste beregninger vanskelige. Heldigvis finnes det der-
imot en mate & forenkle problemet pé, og lgsningen kalles for effektiv feltteori.

3.2 Effektive feltteorier

Nar man studerer naturvitenskap, er man interessert i & finne ut av hvordan verden
fungerer. Man gjor eksperimenter for a teste matematiske modeller, og etterhvert kan
man finne mer og mer generelle teorier for hvordan verden henger sammen. For eksempel
formulerte Isaac Newton sine tre lover pa 1600-tallet. Disse lovene viste seg & veere gode
matematiske modeller da de stemte godt overens med eksperimentelle resultater. Men
over tohundre ar senere, da Albert Einstein formulerte relativitetsteorien, fant man ut
at Newtons lover bare kunne brukes til & studere legemer med liten fart v sammenlignet
med lysfarten c¢. Newtons lover er derfor et grensetilfelle av en mer generell teori som
gjelder ved alle hastigheter. Likevel har vi ikke forkastet Newtons lover. Lovene blir fort-
satt brukt til & studere ulike situasjoner, og grunnen er enkel. De er lettere & bruke.

Newtons lover er et godt eksempel pa hva vi kan kalle en effektiv teori [19, 20]. Den
beskriver ikke den fulle sannheten, men sannheten er heller ikke langt unna. Nér v/c < 1
er de relativistiske korreksjonene neglisjerbare, og det er ungdvendig & inkludere dem i
utregningene. Hensikten med en effektiv teori kan oppsummeres i fglgende sitat av An-
tonio Pich:

In order to analyze a particular physical system amid the impressive richness
of the surronding world, it is necessary to isolate the most relevant ingredients
from the rest, so that one can obtain a simple description without having to
understand everything [20), side 5].

I forrige kapittel introduserte vi en feltteori for en svakt vekselvirkende Bosegass, og
denne feltteorien er en effektiv teori. Den er for eksempel ikke-relativistisk, og vi har
dermed antatt at farten til partiklene er mye mindre enn lysfarten. I tillegg ser den bort
ifra spredningsprosesser som involverer flere enn to partikler. Med dette har vi forenklet
problemet. Men forenklingen medfgrte at feltteorien bare gjelder for tynne gasser der
partiklene har liten impuls og veskelvirker svakt.

For tynne gasser ved lave temperaturer kan vi ogsd gjgre ytterligere forenklinger. Da
vil de makroskopiske egenskapene til gassen avhenge av spredningslengden a, og de vil
ikke avhenge av mer spesifikke detaljer om vekselvirkningene. Med dette er ikke formen
pé vekselvirkningspotensialet Va(r — r’) relevant og det kan derfor erstattes med ett lokalt
effektivt potensial Vog(r — r') gitt ved:

Vet(t — ') = gé(r — 1), (3.3)

som gir samme spredningslengde som det virkelige potensialet. Her er g en koblingskon-
stant, og sammenhengen mellom a og g finner vi ved Bornapproksimasjon.
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3.3 Bornapproksimasjonen

Vi skal na finne sammenhengen mellom koblingskonstanten g og spredningslengden a, og
for & finne denne, skal vi studere en prosess der to partikler spres pa hverandreﬂ Denne
situasjonen skal vi ogsa se pa som et én-partikkel problem, der en partikkel med redusert
masse m* = m/2 spres pa et ytre potensial Va(r) plassert i origo. En slik spredningspros-
ess kan beskrives ved hjelp av den tilhgrende tidsuavhengige Schrédingerligningen:

] 0 = Vet 3.4

der w energien til partikkelen. Vi bruker né at propagatoren til en fri partikkel G%(r, r’; w)
er en Greensfunksjon som tilfredsstiller ligning (2.112)) og at hgyre side av Schrodingerlignin-

gen kan skrives som:
xamwwz[;vl+ﬁ[%u»y/wﬁwnﬂwwxm¢w>. (3.5)

Her er 1p(r) en bglgefunksjon som tilfredsstiller ligningen (V2 + mw)io(r) = 0. Det vil
si at o(r) = ePoT der p, er en vektor som oppfyller ligningen:

2

Po
= =, 3.6
w (3.6)

Ved hjelp av Greensfunksjonen kan vi na skrive Scrodingerligningen som en integrallign-
ing:

w®=%®+/wwmﬂmwmww

—%m—/mw POl () (), (3.7)

A|r — 1|

og denne integralligningen skal vi bruke til & studere bglgefunksjonen i grensen der r > 1.
Nar r > 7/, kan vi skrive eksponenten som:

polr — r'| = por — pg - 1/, (3.8)

og her er p{, = por/r. Dette gir videre at bglgefunksjonen bestar av en innkommende
planbglge og en utgaende kulebglge nar r > r':

m ezp()r

Y(r) ~ ePoT —

/dr’e_ipf)'r/‘/g(r’)@b(r/). (3.9)

47 r

Dette uttrykket kalles for den asymptotiske bglgefunksjonen, og ved & bruke at spred-
ningsamplituden f(p{, py) er gitt ved:

__ APgT / eipor
¥(r) = ePo" + f(Po, Po)

“Dette delkapittelet bygger pa refs. [8, [T1].

(3.10)

)
T
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finner vi:
1 Ly /
F(Bh,po) = —5m [ dre P VA o). (3.11)

Dersom vi ogsi bruker at den Fouriertransformerte av GO(r,r’;w), 9 (r) og Va(r) er gitt
ved:

/ d —ip-(r'—r 1

GU(rjr jw) = / (2:)3e ( )mm, (3.12)
vl = [ G2 uw) (3.13)
i) = | <2d:>f*»e“’%<p>, (3.14)

tar ligning (3.7) og (3.11)) folgende form:

1 d
¥(p) = (20)'0p —po) oy [ @@, (319
Fphpo) = ~gom [ 55 Vala)vla — pp) (3.16)

Ved & kombinere ligningene, finner vi ogséa at bglgefunksjonen kan skrives som:

47 f(p, Py)

¥(p) = (2m)°6(p — po) — R (3.17)

Videre multipliserer vi ligning (3.17) med —Va(p{, — p) og integrerer med hensyn pé p,
og vi far integralligningen:

T .., dp Va(p 47
Ef(pmpo)——Va( - Po) +m/ p 2 ) Hz?mf(p Po)- (3.18)

Denne ligningen skal vi bruke til & finne et tilnsermet uttrykk for spredningsamplituden.
Vi begrenser oss forst til & bare betrakte det forste leddet i ligning (3.18]), og finner
fglgende uttrykk for spredningsamplituden:

f(Po, Po) = —*V2( — Po)- (3.19)

Dette uttrykket for f(p{,, pg) kalles for Bornapproksimasjonen, og bedre apporksimasjon-
er finner vi ved iterasjon.

Dersom vi n& lar pg — 0, gir partialbglgemetoden at vi far isotrop spredning og at
spredningsamplituden f(0,0) er en konstant:

£(0,0) = —a, (3.20)
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der a er spredningslengden. Vi gnsker a finne et uttrykk for koblingskonstanten g, og
dette finner vi ved & kreve at det effektive potensialet gir den korrekte spredningslengden
a. Ved hjelp av Bornapproksimasjonen i ligning finner vi dermed at sammenhengen
mellom koblingskonstanten og spredningslengden er gitt ved:

m

CL:EQ,

(3.21)

og hvis vi gér til andre orden i ligning (3.18) finner vi folgende:

o=y [ 2
T |7 (2m)3 p2?
_m e [P
= [g gm/0 27T2]. (3.22)

Her har vi latt n — 0. Uttrykket over inneholder et divergent ledd, og dette henger
sammen med at vi har erstattet vekselvirkningspotensialet med et effektivt potensial.
Den Fouriertransformete av et typisk vekselvirkningspotensial V5(q), gar vanligvis mot
null nér ¢ — oo [21I], og vi far derfor aldri divergente ledd néar vi bruker det virkelige
vekselvirkningspotensialet. Vi kan likevel fjerne slike divergenser ved hjelp av renormalis-
eringsteori og dette blir forklart narmere i neste kapittel.




Kapittel 4

Bogoliubovs metode

Tenk at vi har en tynn, ideell Bosegass ved T' = 0 og at vi studerer gassen mens vi 'skrur
pa’ vekselvirkninger mellom atomene. Hva skjer? 1 dette kapittelet skal vi studere en
svakt vekselvirkende Bosegass, og vi skal se at systemet vil oppfere seg sveert forskjellig
fra tilfellet der partiklene ikke vekselvirker. For eksempel blir en viss andel av partiklene
tvunget ut av kondensatet og inn i tilstander med impuls p # 0, og dette skjer selv ved
T = 0. I tillegg blir systemet beskrevet som et system av kvasipartikler. Disse kvasipar-
tiklene folger et lineaert spekter i lavenergigrensen og kan derfor identifiseres som fononer.

I dette kapittelet skal vi fgrst finne grunntilstandsenergien til en svakt vekselvirkende
Bosegass ved bruk av Bogoliubovs metode. I tillegg skal vi se hvordan gassen kan beskrives
ved hjelp av kvasipartikler, og vi skal studere hvor mange partikler som til enhver tid er
utenfor kondensatet ved 7" = 0. Kapittelet bygger i all hovedsak pa refs. [2, 3], og der vi
har brukt andre kilder er kildehenvisningene gitt direkte i teksten.

4.1 Grunntilstandsenergien

Den effektive feltteorien for en svakt vekselvirkende Bosegass har fglgende Hamilton-
funksjon:

H =3 epihip + 5> D b, qih, qfip,dp, (4.1)
p P1,P2,9

Vi skal na studere denne Hamiltonoperatoren, men fgr vi gjor det, skal vi minne om at
alle partiklene i en ideell Bosegass ved 1" = 0 befinner seg i kondensatet. Det vil si at
ng = N. Hvis vi forst antar at en svakt vekselvirkende Bosegass ikke oppfgrer seg si
forskjellig fra en ideell gass, er det rimelig & tro at samtlige partikler er i kondensatet nar
T = 0 ogsa i dette tilfellet. Med dette kan vi finne grunntilstandsenergien til systemet
ved & neglisjere alle ledd i Hamiltonoperatoren som inneholder dl, og ap der p # 0 og

sette ag = d:r) = V/N. Dette gir folgende uttrykk for grunntilstandsenergien:

_ gN?

FEy = . 4.2
0=23 (42)

47
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Her har vi erstattet operatorene &8 og ap med komplekse tall, og den fgrste som gjorde
dette for & studere en svakt vekselvirkende Bosegass, var Bogoliubov i midten av forrige
arhundre. Grunnen til at vi kan erstatte dg og ap med komplekse tall, henger sammen
med at vi har et makroskopisk antall partikler i grunntilstanden. For nar dette er tilfellet
vil operatorene dg og ao ha tilnseermet lik forventningsverdi:

[(no — 1aolno) ~ |(no + 1lab|no)| ~ v/no. (4.3)

Her er |ng) tilstanden som beskriver ng partikler med impuls p = 0. Antallsoperatoren

d;')dg vil ogsa ha tilnermet den samme forventningsverdien som &0[18, og vi kan derfor se
t

bort ifra kommutatorrelasjonen mellom ag og g, og betrakte operatorene som komplekse
tall gitt ved:

al = ao = /no. (4.4)

Ved hjelp av en metode utviklet av Bogoliubov, skal vi se at det er mulig & gjgre en bedre
approksimasjon for grunntilstandsenergien enn den vi gjorde over. Vi dpner na for at det
er partikler utenfor kondesatet selv ved T' = 0, men antar likevel at de fleste partiklene
er i kondensatet slik at ng ~ N. Nar dette er tilfellet kan vi neglisjere alle ledd som er av
hgyere orden enn kvadratisk i heve- og senkeoperatorer med impuls p # 0, og vi finner
at Hamiltonoperatoren kan uttrykkes som:

= %agagaoao +y 2”7;@1,&10 + % > (4ajahapao + aha! paoao + afafapa p) -
’ . (4.5)
Vi setter na:
do = a = \/no ~ VN (4.6)

i den siste summen i ligning (4.5)). T det forste leddet bruker vi normeringsbetingelsen

N = &8&0 + > p40 d;f_-,dp og skriver:

2
abadaoao = |N =" ahap
p#0
~N?—2N ) afap (4.7)
p#0
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og her er p = N/V. Vi merker oss at denne Hamiltonoperatoren er forskjellig fra den
orginale operatoren og at den ikke kommuterer med antallsoperatoren N. Det vil si at

PN 1 R N A A
[H,N} = %:OZ 29pP ([a};aip,a;ap/} + [apa,p,aL,ap/D
p#0 p

= Z gp (&pdfp - leo&T—p> # 0. (4.9)

p#0

Nar vi bruker denne Hamiltonoperatoren, far vi derfor et resultat der partikkeltallet ikke
er bevart og fluktuerer med tiden.

Det neste vi skal gjgre er & diagonalisere Hamiltonoperatoren ved hjelp av Bogoliubov-

transformasjonen. Transformasjonen gar ut pa & uttrykke heve- og senkeoperatorene d;r)

og dI, som en linezerkombinasjon av to nye heve- og senkeoperatorer Z;I, og Bp:

&L = u;i)l, +0_pb_p, ip = Upbp + vipgtp, (4.10)

og kommutatorrelasjonen [dp, &H =1 gir at up og v_p ma tilfredsstille ligningen:
s h] = [upbp + 07 BT o s, 4+ v_pb
ap, dp Upbp +V_ 0 5, Upbp +V_pb_p
= Jup|? [bp, B} | + upv—p [bp,b-p| + 0% puup [6L 4, Bh] + [o-p? [ 5]
= Jupl® — Jo_pl? = L. (4.11)

Her har vi krevd at de nye operatorene skaper og fjerner kvasipartikler, og at de folger

kommutatorrelasjonene i ligning (2.30) og (2.31). Uttrykket over gir at up og v_p kan
skrives som to hyperbolske funksjoner:

up = cosh (ap) €1, v_p = sinh (ap) e 712, (4.12)

der ¢1 og ¢9 er to vilkarlige faser, og ap er en parameter som vi velger slik at Hamilton-
operatoren diagonaliseres. Det vil si at vi velger o, slik at alle ledd som er multiplisert
med produktet av to operatorer med forskjellig indeks forsvinner.

La oss na se pa de forskjellige operatorproduktene som inngar i Hamiltonoperatoren.
Produktet &J{)dp gir:

d;r,dp = (u;BL + v_pI;_p) (upbp + vipl;T_p)
= [up| by + v_pupb_pbp + ulv? JBEBT 4 Ju_pPh_pbl |, (4.13)
0g apa_p gir:
apl_p = (upbp + vipbip> (upb,p + v*_pb;f,)

=|up|2bpb_p + v_pupl;]L_pI;_p + upv_pi)pl;;r, + ]v_p\Ql;T_pl;L. (4.14)
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I tlllegg er ai, det adJungerte av operatorproduktet over. Hvis vi na setter ligning

og inn i ligning (4.8]) og krever at alle ledd multiplisert med b,pbp og b,prp

forsvinner, ﬁnner vi at up og v_p ma tilfredsstille ligningen:
2
gpP 2 2 p
9 (lup|* + lvp|*) + <2m +9P> upv—p =0, (4.15)
og ligning (4.12)) gir dermed at ap ma velges slik at
2
; 2
coth (2ap) e—ilé1—¢2) — _P/2M T 9P (4.16)
gp

Hgyre side av ligningen er et reelt tall, og hvis vi ogsa lar ayp veere reell, ma fasene ¢1 og
¢o veere slik at

¢1—do =nm, n=0,1,2.. (4.17)

Vi setter n& for enkelhets skyld ¢1 = ¢2 = ¢, og ved hjelp av hyperbolske relasjoner
finner vi at up og v_p tar fglgende form:

s |1 (Dp%/2m + gp

up = e \/2 ( ) +1], (4.18)

—ip |1 (P*/2m +gp

= — Z(b — - < —
v_p = —e \/2 < o 1), (4.19)
og €(p) er definert ved:

p? p?

e(p) = <2m) + 9P (4.20)

I det folgende lar vi ¢ = 0. Dette kommer ikke til & ha noe & si for det endelige resul-
tatet fordi up og v_p alltid opptrer kvadrert (som |up|? og [v_p|?) eller multiplisert med
hverandre (som upv_p) i Hamiltonoperatoren.

Hamiltonoperatoren tar na formen:

i gp v it
+2 [ (( + gp) (up +0%p) + 29ﬂupvp) bhlp
p7#0
P 2
+ (Qm + !JP> vipt g,oupvp} ; (4.21)

og ved hjelp av ligning (4.18)) og (4.19)), reduseres dette til:

H=Fy+ ) e(p)b)bp, (4.22)
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der Ey grunntilstandsenergien gitt ved:

Ey ng+ Z[ p—pz] (4.23)

2m

Av ligning kan vi se at et system av svakt vekselvirkende bosoner kan beskrives som
et system av kvasipartikler med energi €(p), og disse kvasipartiklene skapes og fjernes av
operatorene ZSI, og l;p. Nar systemet er i grunntilstanden, er det fraveer av slike partikler,
og denne tilstanden kan derfor beskrives som en vakuumtilstand |0) gitt ved:

bp|0) = 0. (4.24)

Vi merker oss at tilstanden |0) er forskjellig fra [©2) som beskriver et tomt system uten
atomer. Tilstandsvektorene tilhgrer forskjellige basiser, og generelt kan hver vektor i den
ene basisen uttrykkes som en lineserkombinasjon av vektorer i den andre basisen. For
eksempel kan |0) skrives som en linezerkombinasjon av vektorene |ng, np, , np,...), der np,
er antallet partikler med impuls p;,.

La oss videre studere grunntilstandsenergien Ejy. Hvis vi tar kontinuumsgrensen og er-
statter summetegnet i ligning (4.23]) med et integral finner vi:

gp*V. V[ dp

2
Eo="5"45 | @y [E(p)_gp_ 2];1}
2 00 2
= gp2V + (2‘;)2 /0 dp [e(p) —gp— ;n} p2. (4.25)

Her er integralet over vinklene utfgrt, og vi skal snart se at dette uttrykket er linesert
divergent. Med andre ord har vi funnet et divergent uttrykk for grunntilstandsenergien.
Dette gir ikke mening, og vi kan spgrre oss om dette utrykket gir en bedre approksimasjon
enn ligning som tross alt er endelig. Men vi skal likevel ikke forkaste uttrykket. For
vi skal se at vi kan gjgre bade uttrykket for spredningslengden « i ligning og for
Ey i ligning konvergent ved & renormalisere koblingskonstanten g.

La oss gjore integralene i ligning (3.22) og (4.25) endelige ved innfere en gvre grense
p’ slik at vi bare integrerer over impulser der |p| < p’. Da far vi noen ledd som avhenger

av p/ ndr vi utfgrer integralene, og renormaliseringsprosedyren gar nd ut pa & inkludere
disse leddene i koblingskonstanten. La oss skrive koblingskonstanten som gg. Da betyr
dette at vi kan skrive:

go =g+ Ag, (4.26)

der Ag er den delen av koblingskonstanten som avhenger av p’, og g er uavhengig av p'.
Videre kaller vi Ag for et motledd og g for den fysiske koblingskonstanten. Hvis vi né&
bruker denne koblingskonstanten i uttrykket for a og Ep, skal vi se at vi kan bestemme
motleddet slik at det kansellerer begge divergensene. Generelt er motleddet som kreves
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for & fjerne divergensen i uttrykket for en gitt fysisk stgrrelse det samme som kreves for
a fjerne divergensen i en annen [2I]. Nar vi har bestemt motleddet slik at det fjerner
divergensen i for eksempel uttrykket for spredningslengden a, har vi dermed fjernet alle
divergensene en gang for alle.

Generelt er det ogsa slik at alle divergensene som dukker opp i en renormaliserbar felt-
teori aldri kan observers [14]. Det betyr at vi alltid vil finne endelige spredningslengder
a og grunntilstandsenergier Fy nar vi gjer eksperimenter. I tillegg er det umulig & gjore
eksperimenter der vi méler koblingskonstanten gg. Motleddet Ag vil alltid kansellere, og
vi kan derfor bare male den fysiske koblingskonstanten g.

Renormaliseringsprosedyrer er sveert verdifulle og har gitt flere kjente resultater. Et ek-
sempel fra kvanteelektrodynamikken er beregningen av Lamb-shift i Hydrogenatomet,
som ble gjort av Bethe pa 40-tallet. Ved a bruke andre ordens perturbasjonsteori, og ved
4 dele elektronmassen inn i et motledd og en fysisk masse, fant han en energiforskjell
mellom 2s; /5 0g 2p;/, tilstandene som stemte godt overens med ekseperimentelle resul-

tater [22].

La oss na studere ligning (3.22]):
dra 9 /p/ dp
— =go — gom
m 9079 o (2m)3

2 /
gomp
_ 4.27
oy (427)
og her har vi innfert en gvre grense p’. Hvis vi n setter inn for go = g + Ag, far vi til
fgrste orden i Ag at

=90

4ma g>mp’
— = Ag — ——— 4.28
=gt A T (4.28)
og dette gir fglgende uttrykk for den fysiske koblingskonstanten og motleddet:
4
g="2 (4.29)
m
g*mp
Ag = . 4.30
9="573 (4.30)

La oss videre evaluere integralet i ligning (4.25)) for & se om den renormaliserte koblingskon-
stanten gir oss en endelig grunntilstandsenergi:

Eyp

:gopQVJr V [ g0 PP
2 2m2| 3 10m

3/2 5/2
gor (PN 32! T (PN
m 2m 15 m 2m

32m* /gop\ /2
+ (%) } (4.31)

4m2p/2
3
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. . . ,2 2 3/2 /2 2 5/2 /
Videre rekkeutvikler vi [gop/m + (p /2m) } og [gop/m + (p /2m) } for store p
der p'? > gopm:

~3/2
4m?p? | gop P\’ p°
3 [m + (m) ~ om + " gop +mp (gop) (4.32)
~5/2
32m* | gp P2 PP 2 3 / 2
g (1P - 2 9 4.33
15 [m \om 15 T3P 9op+2mp (90p)” (433

og disse uttrykkene setter vi inn i ligning (4.31)). Det gir:

2 4
Gop~V V. [32m" /gop\5/2 2 7
Ey = + — — 4.34

0 2 (2m)?2 [ 15 ( m ) m(gop)P |, (4.34)

og vi ser at Fy er linezer divergent. Hvis vi né setter inn for gg = g + Ag, far vi til forste
orden i Ag at

2 4 2 /
gp°V. V. [32m* rgp\5/2 2 o (g mp
Ey = 2L -2 —A
07 +(27r)2[ 15 (m) TP\ Ton2 g
_gp*V Vo 32m? (@)5/2
2 (2m)%2 15 '

o (4.35)

Her ser vi, som nevnt over, at det samme motleddet som fjernet divergensen i uttrykket
for spredningslengden, ogsa gir oss en endelig grunntilstandsenergi. Vi ser ogsa at dette
uttrykket for Ey har et ekstra ledd i forhold til den fgrste approksimasjonen vi gjorde
i ligning . Dette leddet er positivt og ligning gir derfor en stgrre grunntil-
standsenergi. Grunnen til at det nye uttrykket for Ey er stgrre enn det gamle, henger
sammen med at antagelsene som ligger til grunn i de to utregningene er noe forskjellige.
I den forste approksimasjonen antok vi at alle partiklene var i kondensatet og hadde
impuls p = 0. Med det neglisjerte vi alle ledd i Hamiltonoperatoren der p # 0, og satte
&g = Gg = V'N. I den nye approksimasjonen var vi derimot &pne for at det kunne veere
partikler i systemet med impuls p # 0, men at dette isafall var en liten andel av partik-
lene og at ng = N. Det ekstra leddet kommer derfor fra partikler utenfor kondensatet.
Disse partiklene har stgrre energi enn partiklene i kondensatet, og hever dermed den
totale energien til hele systemet.

FEy er na gitt ved:

_2map’V L 128
oom 15/

o (pa®)/?| . (4.36)
Her er ligning (4.29) brukt til & uttrykke energien ved hjelp av spredningslengden a i

steden for den fysiske koblingskontanten g. Vi ser at det ektra leddet er en funksjon
av gassparameteren pa® som i tynne gasser er veldig liten, pa® < 1. Antallet partikler
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utenfor kondensatet N vil derfor veere lite, og dette er i samsvar med antagelsen var om
at ng = N. Mot slutten av kapittelet skal vi vise at N ogsa er en funksjon av gasspara-
meteren.

Uttrykket for Fg i ligning ble fgrst funnet av Lee og Yang i 1957 [23], og de
fant ogsa ut at (pa®)'/? fungerer som en utviklingsparameter. Til neste orden kan det
vises at vi far ledd som er proporsjonale med pa® og pa®In(pa®), men fordi gassparame-
teren er liten i tynne gasser, holder det ofte & bare bruke det fgrste uttrykket vi fant for
Ey i ligning , og neglisjere alle ledd som avhenger av gassparameteren.

4.2 Partikler og eksitasjoner

Ligning (4.22)) viser at de eksiterte tilstandene til en svakt vekselvirkende Bosegass kan
beskrives av ikke-vekselvirkende kvasipartikler med energi e(p). Dersom vi studerer laven-
ergigrensen til €(p), finner vi ogsé et svar pa hva kvasipartiklene kan vaere:

2\ 2
. . p gp
] =1 i 52
pli%e(p) pli%\/<2m> + m?

gp

m
= cp. (4.37)

Her er ¢ = /gp/m. I lavenergigrensen finner vi at kvasipartiklene folger et lineaert spek-
ter, og opptrer som fononer med lydfart c. Bogoliubovteorien gir dermed at de langbglgete
eksitasjonene i en svakt vekselvirkende Bosegass er lydbglger.

Hvis vi studerer den motsatte grensen der p > mc, far vi fglgende dispersjonsrelsasjon

for kvasipartiklene:
p? ? 2
li = li — ) +
plm e(p) plm <2m) (cp)

m
2m p

p2

_ P 4.38
5 T 9P (4.38)

og i denne grensen skaper og fjerner operatorene BI, og l;p atomer med impuls p og kinetisk

energi p?/2m. Det andre leddet i dispersjonsrelasjonen, kommer av at disse partiklene
vekselvirker med kondensatet [21].

At BL og IA)p skaper og fjerner atomer kan vi ogsé vise ved & studere ligning (4.10)) i den
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14 T T T T
6(p)§gp —
i c/gp /]
12 (pe)?/2(gp)? + 1

pc
gp

Figur 4.1: Eksitasjonsspekteret ¢(p) sammenlignet med ligning (4.37) og (4.38)). Vi ser
at e(p) er linezer naer origo og har form som en parabel nar p > me.

samme grensen. up og v_p tar da grenseverdiene:

1 (p2)2
lim up = lim \/ (p/mwp + 1> ~1, (4.39)

p—00 p—oo |/ 2 e(p)
1 2/2
lim v_p = lim —/= P/2mt g0 4\ o, (4.40)
p—00 p—00 2 e(p)

og hvis vi bruker dette til & studere ligning (4.10)), far vi folgende:

Jim b}, = al, (4.41)
plLIEO bp = ap. (4.42)

I den motsatte grensen er up og v_p gitt ved:

- [gp
1 =,/— 4.43
o P 2pc’ (443)
: 9p
1 p =y —. 4.44
Jimvp \/ o (4.44)

Det vil si at up — 00 og v_p — —oo nar p — 0 og i denne grensen bekrefter ligning
(4.10) de store fysiske forskjellene mellom fononene og atomene i gassen.
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gp

Figur 4.2: Figuren viser en grafisk fremstilling av up og v_p som funksjon av pc/gp.

Overgangen der kvasipartiklene gar fra a vaere fononer til frie partikler, er ofte beskrevet
ved koherenslengden . Koherenslengden er definert ved:

, (4.45)

og gir at vi kan se pa alle kvasipartiklene med impuls p < 1/¢ som masselgse fononer.

4.3 Partikkelimpuls

Vi skal né finne hvor mange partikler som er eksitert ut av kondensatet ved 7' = 0. Med
dette som mal finner vi fgrst partikkeltallet n, som gir antallet partikler i systemet med
impuls p:

== (4.46)

Her har vi brukt at (0]bpb_p|0) = (O]I;Tpl;ip]@ = <0‘5L5p‘02 = 0. I kontinuumsgrensa finner
vi n& det totale antallet partikler utenfor kondensatet N ved & integrere ligning (|4.46)
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over hele impulsrommet. Det gir:

~ V 9
V= g [

4 p’ 2 2 2 2
im 7;/ ap | emame ) (4.47)
p'—00 (27’[’) 2 \/(p2/2m)2 +p202

og dette integralet har fglgende lgsning:

- ) Viar |1 3/2
N =] A /2 2 2
pggo (2m)3 [6 (p  (2me) )
9 3 2 3 /3
_ Tgc) — (me)®\V/p? + (2me)? + (WZC) - % : (4.48)

Videre rekkeutvikler vi (p” + (2mc)2)3/ ?og /P2 + (2mc)? for p? > (2me)*:

/
(p” + (2mc)2)3/2 ~p + 37p(2mc)2, (4.49)
VP2 + (2me)?2 =y, (4.50)

og hvis vi setter ligning (4.49) og (4.50) inn i ligning (4.48) finner vi folgende uttrykk
for N:

- Vv
N = ﬁ (mc)3
8V
= 3W@cﬁ)l/i (4.51)
Her ser vi at N er proporsjonal med (pa3)'/?

< 1 som er kvadratroten av gasspara-
meteren. Dette bekrefter at det er en liten andel av partiklene som er eksitert ut av
kondensatet.

Ved & studere fluktuasjonene <Aﬁ%), ser vi om det er et skarpt antall partikler som
har impuls p:

= (0a},apalap|0) — n3
~t A n N ~r A N ~ 72
= (0] [u2blbp + 02 Lb_pbl , + upv_pbhdl 4+ upv_pb_pbp | 0) — 12
4 7 7 7 7 2,2 7 7177 4
= (0fv? pb_pbl Jb_pbl | +uZv? Jb_pbpblbl |0) — vt
= ujv?, (4.52)

Vi ser at fluktuasjonene er forskjellig fra null. Det vil si at antall partikler med impuls
p kan variere. Likevel vil fluktuasjonene ga mot null nér p — oo, og det finnes derfor fa



58 KAPITTEL 4. BOGOLIUBOVS METODE
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Figur 4.3: Fluktuasjonene i partikkeltallet <Aﬁ%>

kortbglgete partikler utenfor kondensatet til enhver tid. Nar p — 0 vil <Aﬁ%) — 00, men
pa tross av dette, har vi i Bogoliubovs metode antatt at antallet partikler i kondensatet
er skarpt og lik ng. Grunnen til at vi har fluktuasjoner i partikkeltallet, henger sammen
med at antallsoperatoren ikke kommuterer med Hamiltonoperatoren.



Kapittel 5

Spontant symmetribrudd

Faseoverganger har ofte tilknytning til symmetribrudd, og for svakt vekselvirkende Bose-
gasser er det den globale U(1)-symmetrien som brytes. I dette kapittelet skal vi studere
spontane symmetribrudd i en svakt vekselvirkende Bosegass, og vi skal se at i dette tilfel-
let spiller det kjemiske potensialet en avgjgrende rolle. Men fgrst skal vi illustrere hva som
menes med spontane symmetribrudd ved & ta for oss den éndimensjonale Isingmodellenﬂ

5.1 Isingmodellen og degenererte grunntilstander

Hamiltonfunksjonen til den éndimensjonale Isingmodellen er gitt ved:

N
H=-JY sisi1, (5.1)
=1

og i denne modellen har vi en kjede av N spinn som vekselvirker med sine nsermeste
naboer. Hvert spinn er nummerert ¢ = 1,2,3,..., N, og i tillegg har vi valgt periodiske
randbetingelser slik at sy+1 = s1. Spinnet s; kan ta verdier £1, og s; = 1 betyr at spinn
nummer % er rettet ’oppover’. s; = —1 betyr derimot at spinnet er rettet 'nedover’. I
dette eksempelet lar vi systemet vaere ferromagnetisk. Det vil si at vi lar J > 0 slik at
energien er minimal nar alle spinnene peker i samme retning.

1.2 34 5 67 8 9

Figur 5.1: Et eksempel pa en spinkonfigurasjon til éndimensjonal Isingmodell med 9 spinn

!Dette kapittelet er basert pa refs. [2 B B 13] [14] 24]. Der det er brukt andre kilder er kildehenvis-
ningene gitt direkte i teksten.
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Hamiltonfunksjonen for Isingmodellen er invariant under transformasjonen s; — —s;.
Det vil si at transformasjonen der vi snur alle spinnene gir oss den samme Hamilton-
funksjonen. Hamiltonfunksjonen foretrekker derfor ingen spesiell spinnretning. Hvis vi
né plasserer systemet i et magnetfelt B og lar u veere det magnetiske dipolmomentet til
spinnene, far Hamiltonfunksjonen ett ekstra ledd:

N N
H=-JY sisiy1 —pBY _si. (5.2)
=1 =1

I dette tilfellet vil ikke Hamiltonfunksjonen lenger veere invariant under transformasjonen
s; — —Si, og systemet har mindre energi hvis alle spinnene har samme retning som
magnetfeltet. Nar den midlere spinnretningen er forskjellig fra null, peker flere spinn i den
ene retningen enn den andre, og systemet er magnetisert. Magnetiseringen til systemet
er gitt ved:

N

M = (> si) = uN{s). (5.3)

i=1
Her er det brukt at (s;) = (s) og (s;) er forventningsverdien til spinn nummer 7. I denne
modellen er M =0 nar B — 0, og et gitt spin vil like gjerne peke ’opp’ som ’ned’.
Spinnene foretrekker ikke den ene retningen mer enn den andre og systemet reflekterer
derfor symmetrien til Hamiltonfunksjonen i ligning . Det vil si at hvis vi snur alle
spinnene, vil vi fremdeles ha at M = 0.

Ved temperatur 7= 0 har vi derimot en spesiell situasjon. For i dette tilfellet, kan
vi oppnd en magnetisering M # 0. Dette kan vi oppnd ved & fgrst plassere systemet
i et magnetfelt, deretter avkjgle systemet til T'= 0 og tilslutt la B — 0. Dette kommer
av at det laveste energinivaet til systemet er degenerert, og at det finnes to grunntil-
stander. I den ene tilstanden peker alle spinnene 'opp’ og i den andre peker de med’.
Hvis B > 0 under avkjglingen, velger systemet den grunntilstanden der alle spinnene
peker 'opp’, og motsatt nar B < 0. I dette tilfellet har systemet en foretrukket spinnret-
ning og magnetiseringen er M = +uN avhengig av retningen til magnetfeltet. Hvis vi n&
utforer transformasjonen s; — —s; pa en tilstand der alle spinnene peker ’opp’ (det vil
si at M = uN), vil vi ikke lenger vaere i den samme tilstanden. Da blir systemet trans-
formert til den andre tilstanden der alle spinnene peker 'ned’ og hvor magnetiseringen
er M = —pN. Grunntilstanden deler derfor ikke den samme symmetrien som Hamilton-
funksjonen. Nar systemet velger én av de degenererte grunntilstandene, blir symmetrien
brutt og systemet gjennomgar en faseovergang til den ferromagnetiske fasen. Det er dette
som kalles spontant symmetribrudd. I motsattfall har vi et eksplisitt symmetribrudd nar
B # 0, og i dette tilfellet har vi ingen faseovergang.

5.2 Bglgefunksjon og ordensparameter

Symmetrien i Isingmodellen ble brutt pa grunn av at det laveste energinivaet var degener-
ert, og slik er det ogsa i kvantefeltteori. Der er spontane symmetribrudd alltid assosiert
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med degenererte grunntilstander [25]. I det folgende skal vi se at et Bose-Einstein kon-
densat er i en degenerert tilstand hvor den globale U(1)-symmetrien er brutt.

La oss forst skrive feltoperatoren @Z(r, t) i to:
Wp(r,t) = do(r,t) + 59(r, 1), (5.4)

hvor 4g(z) er feltoperatoren for kondensatet og dip(r,t) for atomene i hoyere energitil-
stander. Feltoperatorene (r,t) og d¢(r,t) kan vi ogsa skrive som:

to(r,t) = o(r,t)ao, (5.5)
P(r,t) = > ¢ilr, ), (5.6)
=1

der a; er en senkeoperator som fjerner en partikkel fra systemet med bglgefunksjon
¢i(r,t). 1 tillegg er ¢o(r,t) bolgefunksjonen til en partikkel i kondensatet, og ¢;(r,t)
er bglgefunksjonen til en paritkkel i én av de eksiterte tilstandene nar ¢ # 0. Det vil si at
© # 0 angir en én-partikkeltilstand med energi hgyere enn grunntilstanden. For eksempel
tilsvarer ¢ # 0 en av tilstandene med impuls p # 0 nér vi studerer en ideell Bosegass
eller en Bosegass med svake vekselvirkninger.

I Bogoliubovapproksimasjonen satte vi ag = &8 = /ng. Dette kunne vi gjore da okku-
pasjonen av grunntilstanden ng > 1 var slik at vi kunne se bort ifra at ap og &g ikke

kommuterer. Bogoliubovapproksimasjonen fgrer na til at operatoren ﬂo(r, t) kan behan-
dles som et klassisk felt 1o(r,t) gitt ved:

Yo(r,t) = ¢o(r,t)y/no, (5.7)
og at feltoperatoren t(r,t) kan skrives som:

O(r,t) = Yo(r, t) + 6U(r, t). (5.8)

Hvis det er fa partikler i de eksiterte tilstandene i forhold til i kondensatet, kan vi
ogsé gjore approksimasjonen 1/3(1-,75) ~ o(r,t) og @Z?T(r,t) ~ g(r,t). Feltoperatoren
kan dermed erstattes med et klassisk felt, og ¢o(r,t) kalles for den makroskopiske bgl-
gefunksjonen til kondensatet. Det & erstatte feltoperatorene med en bglgefunksjon, er
analogt med hvordan vi tar den klassiske grensen i den elektromagnetiske teorien. Der
neglisjerer vi kommutatorrelasjonene slik at vi ikke lenger snakker om eksitasjoner og
annihilagjoner av fotoner. Da blir feltoperatorene til klassiske felt, og disse tilfredsstiller
igjen Maxwells ligninger.

At kondensatet har en tilhgrende bglgefunksjon, er i samsvar med eksperimentelle re-
sultater. For eksempel ble det i 1997 for forste gang vist at to Bose-Einstein kondensater
kunne interferere og danne et interferensmgnster [26]. Et slikt mgnster kan man forklare
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med at kondensatet har en tilhgrende makroskopisk bglgefunksjon. Noe av det spesielle
som skjer i slike eksperimenter, er at det blir vakuum der det er destruktiv interferens.
Vi far altsa enkelte steder hvor det ikke finnes partikler.

Hamiltonfunksjonen til en svakt vekselvirkende Bosegass er invariant under globale U(1)-
transformasjoner, men denne symmetrien deler den ikke kondensatets bglgefunksjon
o (r, t). Belgefunksjonen har en bestemt fase, og det folger at den globale U(1)-symmetrien
er brutt spontant. Dette symmetribruddet skal vi studere naermere i neste delkapittel.
Bolgefunksjonen ¢y (r,t) fungerer som en ordensparameter, og i det folgende vil 9 (r,t)
ogsa bli referert til som ordensparameteren. En ordensparameter er forventningsverdien
til en operator som kan brukes til & skille mellom to ulike faser. I den symmetriske fasen
er ordensparameteren alltid null, men blir forskjellig fra null nar symmetribruddet skjer. I
tillegg har den en bestemt verdi for hver usymmetrisk tilstand. For eksempel er ordenspa-
rameteren magnetiseringen M i den ferromagnetiske Isingmodellen beskrevet tidligere.
Den var null i den symmetriske fasen, og tok verdiene M = +uN nar systemet var i én
av grunntilstandene. Med dette kunne vi finne ut om systemet var i den ferromagnetiske
fasen eller ikke ved & studere ordensparameteren.

5.3 Symmetribrudd og kjemisk potensial

Vi skal na studere symmetribruddet til en svakt vekselvirkende Bosegass litt naermere,
og vi skal finne et uttrykk for ordensparameteren vy(r,t).

La oss fgrst ta for oss energien til kondensatet. Den finner vi ved & erstatte @@(r,t)

med vo(r, t) i ligning (2.64):
1= [ e | oV Vin(e) + S5 () )|. 5.9

Her har vi ogsé erstattet vekselvirkningspotensialet Va(r — r’) med det effektive poten-
sialet go(r —r’). I tillegg har vi satt tiden ¢t = 0 og ¢ (r,0) = ¥(r) og ¥*(r,0) = *(r).
Ordensparameteren er slik at den minimerer Hamiltonfunksjonen gitt at normerings-
betingelsen:

ng = /drwa‘(r)wo(r), (5.10)

er tilfredsstilt. Det vil si at hvis vi endrer feltkonfigurasjonen 1g(r) — ¥o(r) 4+ 0¢p(r) og
g (r) — g (r) + 6¢*(r) slik at normeringsbetingelsen:

mo = [ e 4 0) + 05(6)) [o(x) + Svn(w)]. (5.11)
gjelder, finner vi at

H (o, ¥5) < H (o + 0tbo, ¥ + 047). (5.12)
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Nér vi minimerer en funksjon med hensyn pa en gitt foring, er det vanlig a bruke La-
grangemultiplikatorer. I dette tilfellet vil ordensparameteren ty(r) minimere funksjonen
K = H — uny, og Lagrangemultiplikatoren p er det kjemiske potensialet. Ved & minimere
denne funksjonen, finner vi ordensparameteren uttrykt som funksjon av p, og da kan vi
velge p slik at normeringsbetingelsen oppfylles. I det falgende skal vi se at det kjemiske
potensialet har stor innflytelse pa om det vil skje spontane symmetribrudd eller ikke.

K kan vi skrive som:

K:/dr[T+V], (5.13)

hvor T og V er gitt ved:
T =5 V() Vio(r), (5.14)
4 :gwé(r)wé‘ (r)to(r)tho(r) — g (r) 2o (x). (5.15)

Her representerer 7 den kinetiske energien, og er lik null nar K er minimal. Med andre
ord er ordensparameteren 1y(r) uavhengig av r:

Yo(r) = o = [hole’, (5.16)

og narmere bestemt er ¥y et komplekst tall med en bestemt fase «g. Videre er dette
tallet et minimum til K hvis det ogsa er et minimum til potensialet:

v = Zuiol" = alol (5.17)

Dette kommer av at K og V er proporsjonale stgrrelser nar ordensparameteren er uavhengig
av r:

K = /dr V="V, (5.18)

og proporsjonalitetskonstanten er volumet V. P4 grunn av at fasen ikke inngar i ligning
, er det bare normen [¢)y| som bestemmer hvor potensialet har et minimum. Det er
derfor mulig & finne normen til ordensparameteren ved & derivere potensialet med hensyn
pa [1o|. Minimumet finner vi der:

87]}—0 o) 827V>0
L RN G

Nér p <0, har potensialet et minimum ved |¢)o| = 0, og i dette tilfellet er ikke grunntil-
standen degenerert. Tilstanden er ogsé symmetrisk under globale U (1)-transformasjoner
der 1y — 1Ppe'® og U5 — d)a‘e_ia, og det ser vi ved at transformasjonen returnerer den
samme feltkonfigurasjonen:

(5.19)

hoe’™ = 1 = 0, (5.20)
Yie ™ =y = 0. (5.21)
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Spontant symmetribrudd vil derfor ikke skje nar g < 0. I motsatt fall nar g > 0, har
potensialet et minimum der:

ol = = (5.22)

Q=

Vi velger né et koordinatsystem slik at Re(vg) ligger langs z-retningen, Im(t)) langs
y-retningen og potensialet V langs z-retningen. Da kan g skrives som:

~—

Yo =z + iy, (5.23)

og vi far en overflate som er symmetrisk om z-aksen og har minimum langs en sirkel med

radie 22 + y? = u/g. Se Figur

Tm(2))

Figur 5.2: Et plot av potensialet V. Denne overflaten er ogsd populert kalt for ’den
meksikanske hatten’.

Vi tenker oss né at systemet velger ett av punktene pa sirkelen, for eksempel der g = xg + iyo-

Da finner vi at
o = w0 +iyo = \/ 43 + ye’ ™ = \/ﬁemo, (5.24)
g
Yy =m0 — iyo = /23 + yde 1 = \/ﬂemo. (5.25)
g

Systemet har dermed valgt en bestemt verdi for fasen, og det folger at den globale U(1)-
symmetrien er brutt. Vi kan na gjere folgende konklusjon: Spontant symmetribrudd kan
bare skje dersom det kjemiske potensialet er positivt, for det er forst da vi far degenererte
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grunntilstander.

La oss videre studere normeringsbetingelsen:

mo = [ v lol? = Vil (526)
og la pg = ng/V veere tettheten av partikler i kondensatet. Da finner vi at || er gitt
ved:

[¥0l* = po. (5.27)

Nar det kjemiske potensialet u < 0, folger det at [1p|?> = 0. Da er pg = 0 og vi har
ingen partikler i kondensatet. Det vil si at alle partiklene er i de eksiterte tilstandene, og
at BEK ikke har funnet sted. I det andre tilfellet er p > 0 og 1| er gitt ved ligning
(5.22). Da er |1|?> = po > 0 og det finnes partikler i kondensatet. Det finnes derfor bare
partikler i kondensatet hvis det har skjedd et symmetribrudd. Pa grunn av at verdien
pa det kjemiske potensialet er avgjsrende for om det kan skje symmetribrudd eller ikke,
mé p vaere temperaturavhengig. Ved hgye temperaturer har vi ikke BEK og u < 0. Ved
den kritiske temperaturen T}, skjer symmetribruddet. Da ma det kjemiske potensialet
ga fra a veere negativit til positivt, og p er derfor lik null ved T' = Ty. Nar T < Ty,
er systemet i den kondenserte fasen og p > 0. For en ideell gass fant vi ogsa ut at det
kjemiske potensialet var temperaturavhengig. Da fant vi ut at 4 — 0 nar temperaturen
falt under den kritiske temperaturen.

Det er nd mulig & finne et uttrykk for det kjemiske potensialet ved & sette ligning (5.22])
inn i ligning (5.27):

1t = gpo. (5.28)

Her er det verdt & merke seg at det kjemiske potensialet bare kan uttrykkes som over hvis
vi kan neglisjere partiklene i de eksiterte tilstandene og sette ng =~ N. Dette henger sam-
men med at vi helt i begynnelsen av delkapittelet gjorde approksimasjonen 1/3(1') ~ p(r)
og ¥(r)t ~ g (r) slik at Hamiltonfunksjonen i ligning bare ble uttrykt ved hjelp av
ordensparameteren. Hvis vi skal finne en riktigere verdi for p ma vi inkludere §7(r). I
kapittel [ inkluderte vi dette bidraget, og ved T' = 0 finner vi en bedre approksimasjon
ved & derivere ligning med hensyn p& N. Da far vi:

32 3y1/2
=gp |1+ -2 . 2
p=gp|l+ 3ﬁ(pa ) (5.29)

Igjen ser vi at denne effekten er veldig liten da leddet vi far i tillegg er proporsjonalt med
(pa3)1/ 2 som er kvadratroten av gassparameteren.



66 KAPITTEL 5. SPONTANT SYMMETRIBRUDD

5.4 Superposisjon og domener

Vi har frem til na sagt at kondensatet velger én av de degenererte tilstandene, og vi
har sett bort ifra at systemet kan veere en i superposisjon av flere tilstander. Vi kan for
eksempel la |o;) veere en tilstand med fase «;, og la |SP) veere tilstanden som er en
superposisjon av alle |a;) slik at

|SP) = Z Cilai). (5.30)

Her summeres det over alle tilstandene, og koeffisientene C; tilfredsstiller normerings-
betingelsen:

Z 142 = 1. (5.31)

En slik tilstand har ingen spesiell verdi for fasen, og er derfor invariant under globale
U(1)-transformasjoner. Spontant symmetribrudd kan ikke ha skjedd hvis kondensatet er
beskrevet ved |SP). Men kondensatet velger ingen slik tilstand. Naturen er slik at et
makroskopisk system, som vi kan se med vare egne gyne, ikke er i en superposisjon av
flere tilstander. Et makroskopisk legeme, som for eksempel en bok, kan sta i bokhylla med
enten ryggen ut eller inn, men ikke begge deler samtidig. Vi vil ikke diskutere naermere
hvorfor kondensatet ikke er i en superposisjon av flere tilstander her. Interesserte lesere
henvises til andre kilder som for eksempel ref. [25].

Néar en gass av bosoner kondenserer kan det vaere muligheter for at systemet deles inn
i domener slik som i en ferromagnet. I en ferromagnet er hvert domene magnetisert i
en gitt retning, og hvis hele systemet bestar av mange slike domener, vil ikke magneten
ngdvendigvis vaere magnetisert. Hvis et Bose-Einstein kondensat er delt inn i domener
med ulike faser (se Figur , kan ikke det totale systemet relateres til én spesiell fase.
Men det blir feil a si at dette tilfellet utelukker spontane symmetribrudd, for i hvert

s /'

aq Qg (3

domene vil symmetrien veere brutt.

Oy

Figur 5.3: En illustrasjon av et Bose-Einstein kondensat som er delt inn i fem domener.
Hvert domene har en egen tilhgrende fase «;.

Det kan vaere interessant & undersgke hva som eventuelt kan skape domener, og om de i
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det hele tatt kan finnes. Dette kommer vi ikke til & diskutere her, og i resten av denne
masteroppgaven vil vi anta at hele kondensatet har én bestemt fase.

5.5 Goldstones teorem

Goldstones teorem gir at nar en kontinuerlig symmetri brytes spontant, oppstar det
masselgse eksitasjoner slik at eksitasjonsspekteret ¢(p) — 0 nar p — 0 [25, 27]. Med andre
ord har vi ikke noe energigap. Vi har allerede sett i kapittel @] at dette gjelder for en svakt
vekselvirkende Bosegass. Da fant vi ogsd ut at de langbglgete eksitasjonene tilsvarte
masselpse fononer og fulgte ett linesert spekter:
lim €(p) = ep. (5.32)
p—0
I et generelt superfluid har vi ogsa spontant brutte kontinuerlige symmetrier, og Gold-
stones teorem gir dermed at det ikke er noe energigap i eksitasjonsspekteret til alle slike
Systemer.
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Kapittel 6

Effektiv feltteor1 for
ikke-relativistiske superfluid

Bogoliubovs metode gir at et Bose-Einstein kondensat kan beskrives som et system av
kvasipartikler, og ved tilstrekkelig lave temperaturer, kan vi anta at det bare er masselgse
eksitasjoner i kondensatet (Det vil si fononer). Ved sa lave temperaturer er det naturlig
& bruke en effektiv feltteori som bare konsentrerer seg om den lineazre delen av spekteret.
For nar den fullstendige feltteorien ogsa skal gi en riktig beskrivelse av systemet ved hgye
temperaturer, kan den veaere ungdvendig komplisert & bruke ved lave temperaturer. I det
folgende skal vi utvikle en effektiv feltteori med bare én frihetsgrad, og som gir en lineser
dispersjonsrelasjon. Denne feltteorien vil beskrive et generelt ikke-relativistisk superfluid
med spontant brutt global U(1)-symmetri, og vi skal sammenligne den med feltteorien
til en svakt vekselvirkende Bosegass i lavenergigrensen. Dette er tidligere gjort i ref. [28],
men ogsé Popov og Liu har funnet lignende effektive feltteorier [29] B0

6.1 Goldstonefeltet

Fgr vi kan finne en effektiv feltteori, ma vi identifisere hvilken frihetsgrad som er relatert
til de masselgse eksitasjonene, men fgrst vil vi presisere at vi ikke kommer til & studere
operatorer i dette kapittelet. Vi skal heller studere feltkonfigurasjoner, og tiden lar vi i
tillegg veere imagineer.

La oss ta for oss en ikke-relativistisk Bosegass der den globale U(1)-symmetrien er brutt
spontant, og la ¥ (r,7) og ¢¥*(r,7) veere to feltkonfigurasjoner som er i nzerheten av en
av de degenererte grunntilstandene med konfigurasjonen 1y = ¢5 = \/po. Da kan feltene
Y(r,7) og ¥*(r,7) skrives som:

o, 7) = Vpo + o(r, 7)), (6.1)

P (r,7) = /po + o(r, T)e T, (6.2)

69



T0KAPITTEL 6. EFFEKTIV FELTTEORI FOR IKKE-RELATIVISTISKE SUPERFLUID

Med denne parametriseringen av feltene, er den relevante frihetsgraden, som vi skal bruke
i den effektive feltteorien, fasen ¢(r, 7). Hvis vi igjen tar for oss ’"den meksikanske hatten’
i Figur finner vi at fasen ¢(r,7) gir forskjellen mellom feltkonfigurasjonene langs
med potensialbrgnnen, og i det fglgende vil vi referere til denne frihetsgraden som Gold-
stonefeltet. Den andre frihetsgraden o(r,7), gir forskjellen mellom feltkonfigurasjonene
langs retningen der potensialet V har en positiv andrederivert. o(r,7) beskriver ogsa
fluktuasjoner i partikkeltettheten p(r,7) = pg + o(r,7), og po er den midlere tettheten
av partikler i kondensatet.

De effektive feltteoriene utviklet i refs. [29] [30] beskriver et Bose-Einstein kondensat ved
hjelp av bade fasen ¢ og tetthetsfluktuasjonene o. Men nar temperaturen er tilstrekkelig
lav, er dette overflpdig. Da holder det & bare betrakte fasen slik som i ref. [28].

6.2 Effektiv Lagrangetetthet

En effektiv teori har gjerne et mer begrenset bruksomrade enn den underliggende full-
stendige teorien. For eksempel kan vi finne en ny effektiv feltteori ved a studere laven-
ergigrensen til en svakt vekselvirkende Bosegass beskrevet ved Lagrangetettheten i lign-
ing . Da vil teorien veere begrenset til lave temperaturer, og vi vil ikke kunne
bruke den til & studere like mange av gassens egenskaper som den opprinnelige feltte-
orien. Den effektive feltteorien vi skal utvikle i dette kapittelet, kommer derimot til &
vaere overraskende generell. I motsetning til Lagrangetettheten i ligning , hvor vi
har antatt svake vekselvirkninger, kan vi bruke den effektive feltteorien til & beskrive
ethvert ikke-relativistisk superfluid med brutt global U(1)-symmetri ved lave tempera-
turer. En slik feltteori vil vi utvikle ved & bruke en moderne metode som gar ut pa a
finne den mest generelle Lagrangetettheten som inneholder de relevante frihetsgradene
og som tilfredsstiller symmetriene til teorien. Denne metoden gir at det ikke er ngdvendig
4 anta svake vekselvirkninger, og feltteorien kan derfor brukes til & studere ulike ikke-
relativistiske superfluid.

Tidligere er dette konseptet brukt til a finne effektive feltteorier i blant annet kvantekro-
modynamikken, og ett eksempel er det teoretiske rammeverket 'Chirial Perturbation
Theory’ utviklet av Gasser og Leutwyler i 1985. Her var de relevante frihetsgradene mas-
selgse pioner, og den mest generelle Lagrangetettheten som tilfredsstilte de antatte sym-
metriene, kunne de skrive som en Taylorrekke der utviklingsparameteren var impulsen
til partiklene [19, 20, 25]. T vart tilfelle, vil vi ogsa skrive den effektive Lagrangetettheten
som en potensrekke av impulsen til de masselgse eksitasjonene. Dette gjor at vi bare
trenger & se pé ledd av ledende orden nar temperaturen til kondensatet er tilstrekkelig
lav.

Vi studerer her et ikke-relativistisk Bose-Einstein kondensat og av dette folger det at
den ngdvendige symmetrien er Galileiinvarians. Dette symmetrikravet medfgrer at den
tidsderiverte av feltet 0,¢ og den romlig deriverte V¢ alltid ma opptre parvis og i kom-
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binasjonen 0, ¢+ (V$)?/2m. Dette kan vi ogsa vise ved & ta utgangspunkt i den Galilei-
invariante Lagrangetettheten i ligning (2.145)). Den er gitt ved:
1
Lg :d)* (I‘, T)aT@ZJ(n T) + %VT/J*(I', T)VWIU 7-)

Sl = (e )P (6.3)

Fordi vi bare er interessert i & studere hvordan fasen ¢(r, 7) transformeres under Galileitrans-
formasjoner, gjgr vi substitusjonen:

P(r,7) = \/pioeid’(r”), (6.4)

og negligjerer tetthetsfluktuasjonene. Dette gir at fglgende ligning ma veere Galileiinvari-
ant:

. 1 g
Lg = po |i0r¢ + %(V@Q + 50?) — [4P0- (6.5)

Ved Galileitransformasjoner bytter vi referansesystem slik at

t—t,
r —r+ vt, (6.6)

og slik at impulsen V¢ gker med mv [29]. Her er v den relative hastigheten mellom
referansesystemene. De to siste leddene i ligning er konstante og apenbart Galilei-
invariante, og dette gir videre at kombinasjonen i klammeparentesen i0,¢ + (V¢)2/2m
er ngdt til & veere Galileiinvariant. Fasen transformeres dermed pa folgende méte:

Vo — Vo +mv, (6.7)
i&¢_ma¢—vv¢—%mﬁ. (6.8)

Vi har n& vist at i0,¢ + ﬁ(V@S)Q er invariant for en svakt vekselvirkende Bosegass
med Lagrangetetthet (2.145)), men vi kunne ogsa gjort dette mer generelt ved & ta ut-
gangspunkt i Lagrangetettheten:

L= "0+ %w*w +V, (6.9)

der V er et generelt potensial som er invariant under lokale U(1)-transformasjoner, og
fatt det samme svaret.

I refs. [29,30] er det brukt en Lagrangetetthet som gir at kombinasjonen i9,¢—(V¢)?/2m
er Galileiinvariant. Denne Lagrangetettheten er ekvivalent med Lagrangtettheten vi bruk-
er i ligning (6.9), men det folger at Goldstonefeltet ¢ i denne teorien er slik at ¢/ = —¢.
Her er ¢ er Goldstonefeltet i feltteorien var. Av dette fglger det at Goldstonefeltet i vart
tilfelle alltid ma opptre i kombinasjonen i9,¢ + (V¢)2/2m. Den samme kombinasjonen
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som Liu og Popov brukte, ble ogsa brukt i ref. [28], og vi ma derfor vaere oppmerksomme
pa at de effektive feltteoriene i refs. [28] 29] [30] tar utgangspunkt i at ¢ transformeres pa
en annen mate enn her.

Det er nd mulig & finne den mest generelle Lagrangetettheten som tilfredsstiller sym-
metrikravet om Galileiinvarians, og denne vil vi skrive som en Taylorrekke om

i0:¢ + 5= (V¢)? = 0:

2
Lt = [m ; 271n<v¢>2] RS [z'aﬁb b (Vo)
3
- %c;; [iaTqﬁ + %(W)ﬂ + 0 Lo, (6.10)

Her inneholder § Lqg ledd av hgyere orden og hgyere deriverte av feltet ¢. Dette uttrykket
har ogsa en rekke systemavhengige parametere cy, co,... , Som enten mé bestemmes eksper-
imentelt, eller ved sammenligning med mer fullstendige feltteorier via sakalte 'matching’-
prosedyrer. Ligning beskriver et generelt ikke-relativistisk superfluid med brutt
global U(1)-symmetri i lavenergigrensen, og alle beregninger vi gjor, kan vi i etterkant
relatere til et gitt system ved & sette inn tilhgrende verdier for parameterne ci, ca,... .

Vi vil videre i kapittelet finne hva koeffisientene ¢y, co,... ma vaere nar vi studerer en
svakt vekselvirkende Bosegass. Men vi mé ikke ngdvendigvis finne alle parameterne. For
ved lave temperaturer er V¢ en liten impuls, og da holder det & bare studere de forste
leddene. Hvis vi neglisjerer det forste leddet som er en totalderivert, og alle ledd som er
av tredje orden og hgyere far vi:

Log = Cgé(af¢)2 — clﬁ(VqS)Q, (6.11)

som er Lagrangetettheten til et masselgst Klein-Gordon felt. Dispersjonsrelasjonen til
dette feltet kan vi finne ved & Wick-rotere til reell tid og bruke Euler-Lagrangeligningen:

1
c02¢ 4+ c1—V%p = 0. (6.12)
m
Denne ligningen kan gjenkjennes som bglgeligningen som har den generelle lgsningen:
or,t) = 3 |ape et 4 gpemiler et (6.13)
P

Hvis vi na setter dette uttrykket for ¢ inn i bevegelsesligningen finner vi dispersjonsre-

lasjonen:
=py/—. 6.14
“p P cam ( )

Det masselgse Klein-Gordon feltet har dermed en linezer dispersjonsrelasjon, og den ef-
fektive feltteorien gitt ved Lagrangetettheten i ligning ([6.11]), gir en god beskrivelse av
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kondensatet nar temperaturen er sapass lav at alle eksitasjonene har impuls p < 1/¢.
Her er ¢ koherenslengden, som ved svake vekselvirkninger er gitt ved ligning . Ved
hgyere temperaturer ma vi inkludere ytterligere ledd i rekkeutviklingen for a fa en bedre
beskrivelse av kondensatet.

I ligning neglisjerte vi det fgrste leddet fordi dette var en totalderivert. Dette henger
sammen med at totalderiverte blir til overflateintegral néar vi integrerer L.g og finner
virkningen. Slike ledd vil derfor ikke ha noen innvirkning pa Euler-Lagrangeligningene. I
tillegg vil de heller ikke bidra i uttrykket for partisjonsfunksjonen, og slike ledd er derfor
ofte av liten interesse nar vi studerer kondensatet.

6.3 ’Matching’

I dette avsnittet skal vi finne hva de to forste koeffisientene ¢; og ce ma veere nar vi
studerer en svakt vekselvirkende Bosegass, og i dette tilfellet er den Euklidske virkningen
gitt ved:

B
Setw' )= [ [dr |vows oo vu e - et gawreR]. 615

Nér vi né& skal finne koeffisientene c¢; og co fra dette utgangspunktet, finner vi fgrst
virkningen Sz (¢) uttrykt med Goldstonefeltet ¢ istedenfor )* og 1. Deretter tar vi for
oss Lagrangefunksjonen £(¢), som er gitt ved integralet

B
sﬁ((ﬁ):/O dr /drﬁ(gb), (6.16)

og finner ¢ og ¢y ved & sammenligne ledd for ledd med Lagrangefunksjonen i ligning
(16.10]).

Med dette som mal, innforer vi n& Goldstonefeltet ¢(r,7) gjennom substitusjonen
P(r,7) = \/po + o(r, 7)eTT) (6.17)
slik at ligning (6.15)) tar folgende form:

P , 1 1 (Vo)?
Se(¢,0) _/O dr /dr {z(pg +0)0-¢ + 5870 + o [(po + a)(Vc]ﬁ)? + m
+ 390+ )~ (oo + o). (6.18)

I lavenergigrensen er det sma kvantemekaniske fluktuasjoner i partikkeltettheten og
o < po. Dette gjor at vi kan rekkeutvikle (Vo)2/4(po + o) for o < po, og til forste
orden far vi:

(Vo)? _ (Vo)? [1 "] _ (6.19)

Apo+o) 4 |po P}
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I dette uttrykket vil o/ p% < 1, og vi trenger derfor bare & ta vare pa det forste leddet i
rekkeutviklingen. Virkningen kan dermed skrives som:

(Vo)?
4po

Sc(é,0) :/06 dr /dr {z’a&Tqb + % [(po +0)(Vo)? +

#3900+ 0F = -+ o . (6:20)

og her har vi ogsa sett bort fra alle totalderiverte ledd. Neste skritt pa veien mot & finne
koeffisientene er na & eliminere frihetsgraden o fra virkningen, og dette kan vi oppna ved
& bruke Euler-Lagrangeligningen for ¢ som er gitt ved:

oL oL
0, ——) = 2=, 6.21
a <8(8#0)> do (6:21)
Venstre side av Euler-Lagrangeligningen kan vi skrive som:
oL Vo
0 = , 6.22
(50,7) = i 0:22)
og tilsvarende finner vi at hgyre side av ligningen er:
oL
% =10;¢ + —(Vd)) +g(po+o)—p
~ i0;¢ + 7(V¢) + go. (6.23)
2m

Her har vi brukt resultatet fra forrige kapittel der vi fant ut at det kjemiske potensialet
kunne skrives som p &~ gpg. Euler-Lagrangeligningen kan né uttrykkes som fglger:

v?
Tqb ng(Wﬁ) Iop0°
La oss videre studere det siste leddet i uttrykket over. Dette leddet er et dobbeltderivert
ledd og er en funksjon av impulsen til o-feltet. Ved tilstrekkelig lave temperaturer kan
vi anta at o er langbglget og at impulsen er sapass liten at dette leddet er en neglis-
jerbar korreksjon. Nar dette er tilfellet, finner vi at ¢ kan uttrykkes som funksjon av
Goldstonefeltet pa folgende mate:

(6.24)

=— T¢ - %(v@ (6.25)

og vi skal na bruke dette uttrykket til & eliminere o i ligning ([6.20]) slik at virkningen
blir en funksjonal av Goldstonefeltet alene:
1
\V/ 4

qu):/ﬁdf/dr{l(aw (Wﬁ) omg ¥ ¢)%0.

/ dr /dr{ (v¢) ;; z’@Tqﬁer(qu)Qr}. (6.26)
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Her har vi neglisjert alle totalderiverte ledd i tillegg til konstante ledd. Hvis vi né& sam-
menligner med ligning (6.10)), finner vi at ¢; = —pg og co = 1/g.

Nér temperaturen er sapass lav at alle eksitasjonene har impuls p < 1/ og folger en
linezer dispersjonsrelasjon, kan vi neglisjere alle ledd som er av hgyre orden enn (0,¢)?
og (V)2. Da far vi, som i forrige avsnitt, at ¢ er et masselgst Klein-Gordonfelt med
Lagrangetetthet:

_ i 2, PO 2
Eeff - 29 (67'(;5) + om (V¢) ) (627)

w=€(p) =py/ gmﬂ = cp. (6.28)

Her ser vi at vi far den samme dispersjonsrelasjonen som i ligning (4.37)), og den effektive
feltteorien gir en god beskrivelse av kondensatet nar alle eksitasjonene kan sees pa som
masselgse fononer med lydfart ¢ = \/gpo/m.

og dispersjonsrelasjon:

I ref. [28] ble ¢1 og ¢z funnet ved & bare sammenligne leddene c2(9,¢)?/2 og c1(V¢)?/2m
med den underliggende teorien. Her ser vi i tillegg at de neste leddene i rekkeutviklingen

ic2(V$)20,¢/m og c2(V)*/4m? ogsa gir ca = 1/g.
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Kapittel 7

Korrelasjonsfunksjonen

I forrige kapittel utviklet vi en Klein-Gordon feltteori for fasen til et ikke-relativistisk
superfluid med spontant brutt global U(1)-symmetri. I dette kapittelet skal vi studere
denne feltteorien neermere, og vi skal se at denne feltteorien ogsé kan brukes til & studere
systemer i lavere dimensjoner. I det fglgende skal vi se hvordan den effektive feltteorien
beskriver én-, to- og tredimensjonale Bosesystemer over lange avstander, og neermere
bestemt vil vi studere korrelasjonsfunksjonen:

plr,r') = (1 (2)d(x")), (7.1)

som i grensen |r —r’| — oo ikke kan forsvinne men heller gar mot en konstant nar vi har
BEK [2]. Vi kommer til & finne korrelasjonsfunksjonen i grensen der |r — r/| — oo forst
ved temperatur T' = 0, for deretter a se hva som skjer nar vi gker til endelige temper-
aturer. Med dette skal vi se at teorien kan forutsi om vi har BEK, og til hvilken grad
temperaturen og de romlige dimensjonene er vesentlige for at BEK skal finne sted.

’

For vi skal studere korrelasjonsfunksjonen, mé vi forst finne propagatoren som tilhgr-
er feltteorien. Med dette som mal, Wick-roterer vi til reell tid og kvantiserer feltene.
7.1 Kvantisering

I forrige kapittel fant vi ut at dispersjonsrelasjonen wp var linezer ved & Wick-rotere til
reell tid og studere Euler-Lagrangeligningen. Vi gnsker na & gjgre et nzermere studium
av den effektive feltteorien for fasen i reell tid og Wick-roterer derfor den Euklidske
virkningen:

Sp = / drdr [C2;(8T¢)2 — clzin(wﬁ)?} . (7.2)

Ved Wick-rotasjon vil Sgp — —iS der S er virkningen i Minkowskirommet, og S kan
derfor skrives som:

S = / drdt [CQ;((M)? +012in(v¢>)2] . (7.3)

7
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Dette gir videre at vi far fglgende uttrykk for Lagrangetettheten Leg:
€2 2, G 2
= —=(9 — : 7.4
Lor = 2(00)° + 5. -(V9) (74)
Ut ifra dette uttrykket kan vi finne det konjugerte feltet til ¢(r,¢) ved hjelp av ligning
(2.76)). Det gir:
8'Cef‘f
m(r,t) = ——8
"0 = 5 @ior, 1)
= c20,4(r, 1). (7.5)

I forrige kapittel skrev vi ¢(r, t) som en superposisjon av planbglger, og dette kan vi ogsa
gjore for 7(r,t) ved & bruke ligningen over. Da far vi:

m(r,t) = Z —iCowp {apei(p'rprt) — a;efi(p'rprt)} . (7.6)
P

Tilsvarende kan Fourierkoeffisientene ap og ay, uttrykkes som funksjon av ¢ og

ap = 20211/% / dre={PT=0) (i (r t) + cowp(r, 1)) (7.7)
1 )

* = l(p~r7w t) s

%= 9V / dre"P et (—im(r, 1) + cawp(r, 1)) (7.8)

Nar vi kvantiserer feltene, krever vi at feltene tilfredsstiller kommutatorrelasjonene i
ligning (2.79) ved lik tid. Dette medforer ogsé at utviklingskoeffisientene ap og aj, blir
operatorer med kommutatorrelasjoner:

. 1 . N N
vy = s [ e (ieae 7 6] — syl 7)) P v’
1 —in. I
- W / dr dr’ [pr/‘s(r — ') + cowpd(r — r/)] e PP
1
= 2 Vo dert 7.9
2c,Viwp PP (7.9)
0g

[&p,ap/} = [GLGH =0. (7.10)

Hvis vi nd skalerer Fourierkoeffisientene slik at

1 1/2
ap — < > ap, (7.11)

2coVwp

i 1 v
: ; 12
% (262pr> “p (7.12)
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gir kommutatorrelasjonene at ap og d}; blir til heve- og senkeoperatorer som skaper og
fjerner kvasipartAikler med impuls p og energi wp. Dette gir ogsa folgende uttrykk for
feltoperatorene ¢ og 7:

. 1 1/2 A ,

— 5 ot(pr—wpt) ~T o—i(p-r—wpt) 1
o(r,t) ; <262va> [ape + age } , (7.13)
1/2 . .
ety =3 —i (C;“‘;F‘) / [ape“l"f—%t) - a},e—z(P'f—wPﬂ] . (7.14)

La oss na finne antallsrepresentasjonen av Hamiltonoperatoren. Hamiltonoperatoren er
gitt ved:

Heop = /dr {fratg?) . Leﬁ}

~ [ {21 o (ws)?}, (7.15)

og her har vi brukt ligning ([7.4) og (7.5)). Hvis vi ogsé& bruker ligning ((7.13)) og (7.14),

finner vi antallsrepresentasjonen:
A = il + >
eff —= zp: Wp | Gplp + 5

—C1 A 1
= E — +=1. 1
. V mey! (apap 2> (7.16)

Her ser vi at uttrykket for energien til kondensatet inneholder en divergent sum % Zp Wp-
Men selv om summen er divergent, kan vi likevel neglisjere den her. Det henger sammen
med at vi bare kan observere energiforskjeller nar vi gjgr eksperimenter, og hvis vi for
eksempel maéler alle energier relativt til grunntilstandsenergien unngar vi & ta denne
divergente summen i betraktning. I kapittel [4] fant vi ved hjelp av en renormalisering-
sprosedyre at grunntilstandsenergien Ej til kondensatet var gitt ved ligning . Denne
energien er malt relativt til vakuumtilstanden |Q2), som beskriver et system uten atomer.
I den effektive feltteorien vi studerer i dette kapittelet, kan vi ogsa uttrykke alle energi-
er relativt til denne tilstanden, men da mé vi inkludere Ey. Antallsrepresentasjonen av
Hamiltonfunksjonen blir dermed:

A~ —C R "
He=FEo+ Y /m—;pai,ap. (7.17)
P

7.2 Propagatoren i Minkowskirommet

For vi studerer Feynmanpropagatoren, som er gitt ved:

G(x,y) = —i{0|Tp(x)p(y)|0), (7.18)
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vil vi se bort ifra tidsordningen og se nzermere pa (0]¢(z)¢(y)|0). Denne storrelsen vil vi
i det fplgende kalle for D(z — y). Her er |0) grunntilstanden, og x og y er firer-vektorer
i Minkowskirommet. Det vil si at = for eksempel er gitt ved z = (¢,r). Vi har ogsa at
D(x — y) er en funksjon av differansen x — y. At dette er tilfellet vil vi vise under, men
generelt vil propagatoren vaere en funksjon av differansen x — y dersom systemet er ho-
mogent og isotropt og nér |0) er en stasjoneer lgsning av Hamiltonoperatoren [31].

Hver feltoperator gZ; er en sum av heve og senke operatorer, og det er bare leddene som
inneholder kombinasjonen <0]dp&£]0> = Jp,q, som overlever i uttrykket for D(z — y).
Dette gir at vi star igjen med:

Dz —y) =Y st P
p

2coVwp

dp 1 (e
= e~ (@=y), 7.19
/(2%)3 2cowp (7.19)

Her har vi tatt kontinuumsgrensen V — oo og p = (p°, p) er en vektor i Minkowskirom-
met der p° = wp,. Vi ser av ligning (7.19) at D(x — y) bare avhenger av x — y, og dette
gir videre at Feynmanpropagatoren ogsa er en funksjon av denne differansen:

Gz —y) = —i0(a® — y°)(0ld()()]0) — i0(y° — 2°)(0|d(y)(=)|0),
= —if(z" —y°)D(x — y) —i0(y° — 2°)D(y — x). (7.20)

Her er 0(t) step-funksjonen. Feynmanpropagatoren kan vi ogsa skrive som et konturinte-
gral i det komplekse pP-planet:

d dp® 1 1 ip-(o—
G(x—y)z/(;)g /;:T@(po)Q—(wp—ig)Qe p(ay). (7.21)

Her har vi inkludert en liten parameter ¢ som flytter singularitetene rett over og rett
under den reelle aksen. Konturintegralet utfgrer vi langs en halvsirkel med radius R og
som vi plasserer i det nedre halvplan hvis 2° > y°. Hvis 2" < y" plasserer vi halvsirkelen
i det gvre halvplan. Se Figur [7.1] I tillegg lar vi R — oo slik at vi ikke far noe bidrag fra
integralet langs halvsirkelen.

Nar 2% > ¢, vil konturen omslutte singulariteten i p® = w, — ic og vi far lgsningen:

dp 1 i —ip-(z—y)
) = 1 ip(2-y), 22
Gl —y) / (27)3 ¢3 2wp — 2ic (7.22)

Hvis vi né lar e — 0 og sammenligner med ((7.19)), finner vi at
G(z —y) = —iD(x —y). (7.23)
Tilsvarende finner vi fglgende uttrykk for propagatoren nar 20 < 3

Gz —y) =—iD(y — x). (7.24)
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4 Imp” 4 Imp”

—wp + i€

0 +wp — i€ Rep

Figur 7.1: Nar 20 > ° utforer vi integralet langs en halvsirkel i det nedre halvplan som
omslutter singulariteten p® = wp —i€. Nar 20 < 40 integrerer vi i det gvre halvplan hvor
integranden har en singularitet i p° = —wp + ic.

Integralrepresentasjonen av Feynmanpropagatoren i ligning ([7.21)), er derfor ekvivalent

med ligning ((7.20)).

Ligning (7.21)) gir ogsé at G(x — y) er en Fouriertransformasjon av funksjonen:

1 1
Glo) == PV (o i (7.25)
og hvis vi setter € = 0, kan vi skrive G(p) som:
Gp) = — (7.26)
c2(p°)? + 5 p?
Her har vi brukt at w? = —c1p?/cam.
Vi kan ogsa merke oss at propagatoren tilfredsstiller ligningen:
(c20? + %VQ)G(JU —y) =6W(z —y), (7.27)

og at propagatoren derfor er en Greensfunksjon.

7.3 Termisk midling av tilstander

Alle resultatene vi fant i forrige avsnitt er begrenset til & bare gjelde ved T" = 0. Da er
systemet i tilstanden |0) og Feynmanpropagatoren er gitt ved ligning ([7.18]). Hvis vi gker
temperaturen vil vi fa termiske fluktuasjoner og vi vil ikke lenger kunne si at systemet
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er i én gitt kvantemekanisk tilstand. Alle tilstandene, som systemet kan vaere i, er likevel
statistisk fordelt og kan beskrives ved hjelp av den statistiske operatoren p [31]:

b= pmlm)(m]. (7.28)

Her er p,, sannsynligheten for & finne systemet i tilstanden |m), og summen av alle p,,
tilfredsstiller ligningen:

> pm=1 (7.29)

I det kanoniske ensemblet er den statistiske operatoren p gitt ved:
p= e*ﬁ(ﬁ*F)j
=> e PETIm)(m]. (7.30)
m

Her er F' Helmholtz fri energi og |m) er en egentilstand til Hamiltonoperatoren med
egenverdi Fp,.

Nar temperaturen er stgrre enn null, vil alle observabler ta statistiske middelverdier, og
disse middelverdiene kan vi finne ved hjelp av p. Mer konkret kan vi finne middelverdien
(O) til enhver kvantemekanisk operator O ved & ta sporet av pO:

(©) = pu(m|Olm) = Tr(50). (7.31)

og Feynmanpropagatoren finner vi for eksempel ved & ta sporet av ﬁng(x)gZA)(y)
Gz —y) = T (FTO)d()) (7.32)

7.4 Den termiske Greensfunksjonen

Ved endelige temperaturer, utfgrer vi vanligvis en Wick-rotasjon til imagineer tid, og i
dette tilfellet er den termiske Greensfunksjonen gitt ved [32]:

G(x,y) = —(Trd(x)d(y))
= —Tr (§T-4(2)0()) - (7.33)

Her er z og y Euklidske firer-vektorer, og kan for eksempel skrives som = = (r,7) og
y = (', 7"). L tillegg angir T det tidsordnede produktet som er analogt med T-produktet
i reell tid. Vi antar na at systemet er homogent og isotropt slik at vi bare trenger &
studere r —r’. I tillegg kan det vises at tidsavhengigheten alltid er slik at det bare er dif-
feransen 7 — 7/ som inngar [31], og at den termiske Greensfunksjonen dermed kan skrives
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som funksjon av z — .

Variabelen 7 — 7/ tar verdier mellom —f og (3, og vi skal se at G(z — y) er slik at
Gor—rv',7—7)=FGx -1, 77 +13). (7.34)

Her gjelder det gverste fortegnet for fermioner og det nederste for bosoner. For & vise
dette, vil vi bruke at tidsutviklingen til feltoperatorene er gitt ved:

q&(r,T) = eTﬁgZ;(r)e_Tﬁ, (7.35)

hvor H er Hamiltonoperatoren. Hvis vi forst lar 7 — 7/ < 0 og setter ligning (7.35) inn i
ligning ((7.33)), finner vi:

g(r _ I‘/, r_ T/) — _ Ty [efﬁ(HfF)e‘r’f[é@,/)eff’f{erﬁé(r)efﬂfl}
= Ty [e—(f—f’%ﬁ H(r)eT—TH qﬁ(r)} : (7.36)

Her har vi brukt at sporet er invariant under sykliske permutasjoner. I tillegg beskriver
feltoperatorene qAS bosoner slik at vi ikke far noe fortegnsbytte som fglge av T-produktet.
Vi skal nd sammenligne dette uttrykket med Greensfunksjonen ved tiden 7 — 7/ + 3 > 0,
og hvis vi gjor en tilsvarende utregning som over, finner vi at G(r — v/, 7 — 7’ 4+ ) kan
skrives som:

Gr—r,7r—7 +8) =T [e(T_T/)H d(r)e~ (T HOH qz(r')] . (7.37)

Vi bruker né& enda en gang at sporet er invariant under sykliske permutasjoner. Da stéar
vi igjen med fglgende uttrykk:

g(r . I,/’7_ 4+ ﬁ) _ _eﬁFTr [e_(T_T/—i_ﬁ)ﬁ(ZA)(r/)e(T_T/)ﬁqg(r)}
=G(r— v, T — 7, (7.38)

og vi ser at den termiske Greensfunksjonen for bosoner er periodisk med periode 5. Vi
kan ogsa gjore tilsvarende utregning for fermioner, og i dette tilfellet vil T-produktet gi
et fortegnsbytte der 7 — 7/ < 0. Greensfunksjonen for fermioner er dermed antiperiodisk
med periode 3.

7.5 Matsubarafrekvenser

Enhver funksjon f(7) som er definert i intervallet —3 < 7 < (3 kan skrives som en Fourier-
rekke pa formen [33]:
1 [e.e]

f(T):B > e f(iwy), (7.39)

n=—oo
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der utviklingskoeffisientene f(iw,) er gitt ved:

B
fliwy) = ;/—B dr f(r)e™ /8, (7.40)

Vi lar nd f(7) veere periodisk, pd samme méte som Greensfunksjonen G(z — y) er for
bosoner. Det vil si at f(7) = f(7 + ) nar —f8 < 7 < 0. Nar dette er tillfellet, kan vi
gjore visse forenklinger i ligningene overﬂ La oss forst dele integralet i ligning ([7.40)) i to
slik at

2

Flion) = = { /0 % dr fryeinTI8 4 / OB dr f(T)em”/ﬂ . (7.41)

I det siste integralet gjor vi substitusjonen 7" = 7 + 3. Det gir:

A s
lin) = ) [/ dr f(r)e /8 +/ dr’ f(T')e""””””'/ﬁ]
0

2 0
1 . B .
=5 (1+e7™) / dr f(r)e" /B, (7.42)
0

Vi ser na at alle utviklingskoeffisientene f(wy,) er lik null nar n er et oddetall. Dette gir

at vi kan forenkle ligning (7.39)) og (7.40)) til fglgende:

f(T):; S e fiwn), (7.43)

n=—oo

B .
f(iwy) :/0 dr f(r)e*“n7, (7.44)

hvor w, = 2mn/( og kalles for den n’te Matsubarafrekvensen. En tilsvarende utregning
for fermioner, gir at denne frekvensen mé vaere gitt ved w,, = (2n+ 1)/ for da er f(7)
antiperiodisk slik at

f(r)==f(r+p3), nar —pB<7<0. (7.45)

7.6 Den termiske Greensfunksjonen i impulsrommet
I det fglgende vil vi Fouriertransformere den termiske Greensfunksjonen og uttrykke den
som funksjon av Matsubarafrekvensene w,, og impulsen p, og vi skal se at vi far ngyaktig

det samme uttrykket som i ligning (7.26)) bare at p° er erstattet med iw;,.

I imagineaer tid, kan vi finne (;Ab(x) uttrykt ved hjelp av heve- og senkeoperatorer ved

'Disse forenklingene vil vi vise pa tilsvarende méte som i ref. [34].
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a bruke samme fremgangsmaéte som vi gjorde i reell tid, og resultatet er:

1/2 ) )
1 N W T At —iprtwpT
I(I‘) § :( - > |: P T—wp e~ rtwp }

1 1/2 ; ]
B zp: (2(:2pr> Jape s - al e 6P (7.46)

Ved hjelp av denne ligningen, kan vi skrive den termiske Greensfunksjonen som:

1 ~o —wp (T—7' AT A wp (=7 ip-(r—1’
Gx—y)=—0(r—1) Z eV [(apape p(r=) 4 (aipa,p>e e )} P (r=r’)
p P

og her har vi brukt at (apd_p) og (ahal,) er lik null. Dette kommer av at hvert ledd
forsvinner nar vi tar sporet Tr(papa_p) og Tr(,f)&}; Q! p)- Videre er (di,&p> det midlere
antallet eksitasjoner med impuls p. Denne mlddelverdlen skriver vi som np og er gitt

ved:

- Ty [e—ﬁﬁaT ap} : (7.48)

der Z er den kanoniske partisjonsfunksjonen. Sporet tar vi ved & bruke en basis av
mangepartikkeltilstander |[Np, , Np,...) der Np, er antallet eksitasjoner med impuls p;,
og disse tilstandsvektorene tllfredsstﬂler egenverdiligningen:

AT ap ‘NplaN > | pl) > (749)

Her er p; er en vilkarlig impuls. Hvis vi bruker at Hamiltonoperatoren kan skrives som

o N . L . :
H=> ;Wp,Gpp der summen gar over alle mulige impulser, finner vi at den kanoniske
partisjonsfunksjonen kan skrives som:

Z="Tr [e—ﬁﬁ ]
o0 o0
Z e Pwp1Ney Z e PwpaNey
Np, =0 Npy=0

_ H Bij , (7.50)
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og 1 dette uttrykket har vi én faktor for hver impuls p;. Vi finner né folgende uttrykk
for det midlere antallet eksitasjoner np, med impuls p;:

1 [0.9] o
Np, = — E Ny e Pwrile; H E e Pwr; Ne;
P; VA pP;
Np;=0

j#i Np;=0
1 & B N 1
= D Npe Pem pznﬁ, (7.51)
NPi: ]7&11 € !

og hvis vi ogsé bruker ligning ([7.50)), reduseres dette til folgende:

oo
Mp; = <1 B e_ﬂwm) Z Np e~ Fwrilie:
7 K
Np, =0

1
= o T (7.52)
Dette er ikke noe annet enn Bose-Einsteinfordelingen, og forventingsverdiene <deP> og
(&p&b, som inngar i uttrykket for den termiske Greensfunksjonen, kan vi na skrive som:

(d;r)dp> = Np; (7.53)
(apal) = np +1, (7.54)

der np er gitt ved ligning (7.52)).

Videre gjor vi for enkelhetsskyld et variabelbytte slik at r — r’ erstattes med r og 7 — 7/
med 7. Med dette kan vi skrive G(x) istedenfor G(x — y). I det fglgende skal vi ogsa
studere G(p, 7) som er den Fouriertransformerte av ligning (7.47), og denne funksjonen
kan vi skrive som:

G(p,7) =—0(7)

2cowp [(np + 1)e™ P + npet®T]

2ery [(np + 1)e“P™ + npe “?7] . (7.55)

Dette uttrykket kan vi ogsa forenkle ytterligere til:

G(p,7) = — [e=rI™l 1 2n, cosh(wpT)]. (7.56)

2cowp

Ved hjelp av ligning ((7.44) finner vi den termiske Greensfunksjonen uttrykt med Mat-
subarafrekvensene istedenfor den imaginaere tiden 7. Det gir:

B .
Q(p,iwn)—/ dr e“""G(p, 1)

0
1

2cowp

(np + 1)(e%wn=wp) — 1) p,(eBlwntwr) 1)

+ -
Wy — Wp Wy, + Wp

(7.57)
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Hvis vi nd bruker at

elnlf =1, (7.58)
np(e®® —1) =1, (7.59)
(np +1)(e™Pr —1) = —1, (7.60)
finner vi folgende uttrykk for G(p, iwy):
, 1 1 1
G(p,iwon) = _202wp iy, — wp  iwp + wp
_ 1 —2wp
2cowp (iwn)? — w3
1

_ _ (7.61)

c )
—ng% + Epo

og vi ser at vi har fatt ngyaktig det samme uttrykket som vi fikk for Feynmanpropaga-
toren i ligning (7.26)), bare p® er erstattet med iw,.

Den termiske Greensfunksjonen i posisjonsrommet kan vi na skrive som:

1 > 1 .
G@ =35> 2. mrape (7.62)
Ve b n——eo C2Wn T P
1 -1 .
=7 Z E[e_‘*’f’h| + 2np cosh(wpT)eP™, (7.63)
b P

og her har vi brukt at summen over Matsubarafrekvensene er gitt ved ligning ([7.56]).

7.7 Korrelasjonsfunksjonen og store avstander

I det folgende vil vi studere korrelasjonsfunksjonen p(r,r’), som i homogene systemer
bare avhenger av avstanden |r — r’|. Det vil si at vi kan skrive den som:

pr —r') = (T (x)d(r)). (7.64)

Det som gjor det interessant & studere korrelasjonsfunksjonen, er at denne funksjonen
kan fortelle oss om systemet er i den kondenserte fasen eller ikke. Dette henger sammen
med at kriteriet for BEK, kan formuleres slik at dersom korrelasjonsfunksjonen gar mot
en endelig konstant ved lange avstander, det vil si at:

lim pr—r)= lim (&f(r)d(r))) = konstant, (7.65)

|[r—r/|—00 |r—r/| =00

er systemet i den kondenserte fasen [2].
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Den fysiske betydningen av korrelasjonsfunksjonen kan lett forklares for den éndimen-
sjonale Isingmodellen, som ble beskrevet i kapittel p| For denne modellen er korrelasjons-
funksjonen definert ved [5]:

Lij = ((si = {s:))(s5 = (5)))
= (si55) — (s0)(55), (7.66)
og hvis vi bruker at (s;) = 0 for alle k£ i fraveer av ytre magnetfelt, reduseres dette
uttrykket til:

Fz’j = <S7;Sj>. (767)

I denne modellen beskriver korrelasjonsfunksjonen hvordan spinn nummer ¢ avhenger av
retningen til spinn nummer j. Det vil si at den forteller oss i hvilken grad ulike deler
av systemet kommuniserer med hverandre. Nar T' = 0 og alle spinnene peker i samme
retning, er I';; = 1 og retningen pé& spinn nummer i er entydig bestemt av retningen
til de andre spinnene i systemet. Ved T' > 0 vil de termiske fluktuasjonene medfgre at
spinnene blir mindre avhengige av hverandre, og det kan vises at korrelasjonsfunksjonen
avtar eksponentielt [5]:

Ty, = e limdle/t, (7.68)

Her har vi latt a veere avstanden mellom to nabospinn slik at |i— j|a er avstanden mellom
spinn ¢ og j. I tillegg er [ korrelasjonslengden. Denne lengden beskriver avstanden der
spinnene er korrelert. Med andre ord vil retningen til spinn ¢ veere avhengig av spinn j
dersom |j—i| < l/a. Hvis |j—i| > [/a vilT;; = 0 og spinnene kan sees pa som uavhengige.
Korrelasjonslengden er slik at den gker nar vi senker temperaturen, og nar T' — 0, vil
I — 00, og systemet vil veere korrelert over en avstand som er like stor som stgrrelsen péa
systemet.

En Bosegass med spontant brutt global U(1)-symmetri, inneholder et Bose-Einstein kon-
densat. Dette kondensatet har en makroskopisk bglgefunksjon som igjen har en tilhgrende
fase. Det spesielle er at denne fasen er konstant gjennom hele systemet. Fasen i et punkt
r er derfor avhengig av hva fasen er i et annet punkt r’, og av dette kan vi konkludere
med at det er stor grad av kommunikasjon mellom ulike deler av kondensatet. Nar vi har
BEK, folger det derfor at korrelasjonsfunksjonen p(r — r’) er forskjellig fra null selv om
Ir — r'| — oo. Vi skal na se at korrelasjonsfunksjonen grenser mot pg, som er tettheten
av partikler i kondensatet, nar |r — r'| — oco. La oss som tidligere skrive feltoperatoren
som:

h(r) = o (r) + 69 (r), (7.69)

der p(r) er bolgefunksjonen til kondensatet og di(r) er en feltoperator som beskriver
partiklene utenfor kondensatet. Dette gir folgende uttrykk for korrelasjonsfunkjsonen:

plr =) = ((¥(x) + 30 (x)) (vox') + 30()) )
= U5 (r)¢o(r') + (597 (0)a0(x")). (7.70)
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Figur 7.2: Korrelasjonsfunksjonen for Ising modellen ved endelig temperatur. I denne
figuren har vi satt a/l = 1.

Her har vi brukt at kryssleddene 1o (r) (69 (r')) og 4 (r)(33b(r')) forsvinner da df(r) og
(51&(1‘) er linezre i heve- og senkeoperatorer. Partiklene utenfor kondensatet, vil pa grunn

av termiske og kvantemekaniske fluktuasjoner ikke ha noen definert fase og (§¢)(r)dt(r')) — 0
nar |r —r’| — oo. I tillegg vet vi fra kapittel 5| at ¢(r) = /po. Det gir:

lim  p(r —1') = Y50 = po, (7.71)

|[r—r’| =00

og vi ser at grenseverdien til korrelasjonsfunksjonen er pg. Hvis vi ogsd bruker at zﬁ

og ¢! kan Fourierutvikles som i ligning (2.40) og ([2.41), finner vi folgende uttrykk for
korrelasjonsfunksjonen:

1 At oA ip-(r—r’
ple =) = 3 S () e
1
= > e, (7.72)
1

Her er np antall partikler med impuls p, og vi ser at partikkeltallet n, er en Fourier-
transformasjon av korrelasjonsfunksjonen.

Selv om korrelasjonsfunksjonen i enkelte tilfeller gar mot null nar |r — r'| — oo, mé
ikke systemet ngdvendigvis & veere i den normale fasenﬂ Det er nemlig slik at et system

2Med normal fase mener vi at systemet er i den symmetriske fasen der den globale U(1)-symmetrien
ikke er brutt
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kan veere et superfluid, selv om vi ikke har BEK [30]. For et superfluid kjennetegnes
ikke ved at det inneholder et Bose-Einstein kondensat, men ved at korrelasjonsfunksjo-
nen avtar algebraisk. Det vil si proporsjonalt med 1/|r — r/|7 der v > 0. Systemer der
p(r — ') avtar algebraisk, er ofte sagt & til & inneholde et 'kvasikondensat’. Men hva
som menes med kvasikondensat, skal vi ikke komme narmere inn pa her enn a nevne at
det er en mellomting mellom BEK og normal fase. Nar v = 0, er systemet imidlertid i
den kondenserte fasen med brutt global U(1)-symmetri. Dersom korrelasjonsfunksjonen
avtar eksponentielt, er systemet i normal fase.

7.8 Korrelasjonsfunksjonen i én, to og tre dimensjoner
I den effektive feltteorien parametriserte vi feltkonfigurasjonene som folger:
Y(r) = /po + o(r)e?®). (7.73)

Nar vi her skal studere korrelasjonsfunksjonen, er vi bare interessert i & studere grensen
der |r — r/| — oo, og ved slike avstander kan tetthetsfluktuasjonene o(r) neglisjeres [2].
Korrelasjonsfunksjonen kan derfor skrives som:

p(r—1') ~ <me—i¢(r)mei¢(r’)>
= p0<e—i[¢3(r)—<13(r')]>. (7.74)

Her har vi ogsé brukt at [¢(r), ¢(r')] = 0 slik at vi kan addere eksponentene. Hvis vi
videre rekkeutvikler eksponentialfunksjonen rundt ¢(r) — ¢(r’) = 0, finner vi at

(e~ )= ()] Z
=

(60 - 1) (7.75)

En feltoperator g%(r) er en linezerkombinasjon av heve- og senkeoperatorer, og alle ledd
hvor j er et oddetall vil derfor veere lik null. Det vil si at vi kan skrive:

(eitoe=aly 5~ O g Sy, (7.76)
7=0

Dette uttrykket kan vi ogsa forenkle ytterligere ved hjelp av Wicks teorem. La oss ta for
oss middelverdien:

([3(x) = )]7) = Tr {plo(x) - d'))¥ }
=Ty {efﬁH [o(r) — qg(r')]%} . (7.77)
For slike termiske gjennomsnitt gir Wicks teorem at vi kan skrive:

([0(r) = (")) = (2) = )IN[b(x) — S(x)?), (7.78)
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der dobbelt fakultet er gitt ved:

j—1

- =JJ@-1-2n), j>1 (7.79)
n=0

Ved hjelp av Wicks teorem finner vi dermed fglgende uttrykk for korrelasjonsfunksjonen:

r—r 2 (—i)% ; f j
A=) 14y e - Db - Sy
j=1
= > 0 g0y - deeey
j=0
— o3 (o) =) (7.80)

Vi gnsker & bruke den effektive feltteorien for fasen til & studere korrelasjonsfunksjonen
ved lange avstander, og for a kunne gjore dette, mé vi finne et uttrykk for eksponenten
([o(r) — ¢(0)]?) Pl Det finner vi ved & fgrst skrive eksponenten som

([3(r) — (0)]%) = (¢2(x)) + ($%(0)) — (4(r)H(0)) — ((0)o(r)), (7.81)

og deretter sette inn for den termiske Greensfunksjonen i ligning (7.63) ved lik tid. Da
far vi fplgende:

([300) = O == 3" ——[1 + 2np][1 — cos(p - 1)]. (7.82)

Vv Cow
p 2“P

Dette uttrykket for eksponenten inneholder imidlertid ultrafiolette divergenser. Men fordi
den effektive feltteorien bare gjelder for sma impulser der eksitasjonsspekteret er lineaert,
mé vi innfore en gvre grense 1/¢ slik at vi bare summerer over alle p der |p| < 1/£. 1
tillfellet der vi har en svakt vekselvirkende Bosegass, er det mulig & fjerne den ultrafiolette
divergensen ved hjelp av renormaliseringsprosedyrer, og dette er gjort i refs. [35] [36]. Her
vil vi derimot bare begrense summen med en gvre grense fordi vi ikke har identifisert ¢y
0g 3.

7.8.1 En dimensjon

Selv om vi lever i et tredimensjonalt univers, finnes det situasjoner der mangepartikkel-
systemer oppferer seg som om de befinner seg i én eller to romlige dimensjoner. For
eksempel kan man plassere en gass i et ytre potensial slik at atomene bare kan bevege
seg i én eller to retninger. Vi vil na studere den effektive teorien for fasen i bade én,
to og tre romlige dimensjoner, og vi skal se at teorien kan forutsi om vi har BEK eller
ikke. Tidligere er det gjort flere studier av korrelasjonsfunksjonen hvor det er tatt ut-
gangspunkt i andre feltteorier som ligner var feltteori for fasen. For eksempel har de i refs.

3Her har vi satt v’ = 0 slik at korrelasjonsfunksjonen kan skrives som p(r).
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[2,130] studert korrelasjonsfunksjonen ved & ta utgangspunkt i en feltteori som inkluderer
béade fasen ¢ og tetthetsfluktuasjonene o. Vi vil imidlertid vise at var feltteori gir de
samme resultatene selv om den bare tar for seg fasen ¢ [l

T én dimensjon og ved T =0, er np =0 og eksponenten ([p(r) — ¢(0)]?) kan skrives
som:

([B() — $O)]2) =

Her har vi tatt kontinuumsgrensen V' — oo og c er lydfarten gitt ved:

—
=4/ —. .84
c Hch (7.84)

For store r har dette integralet lgsningen:

(1) — $O)P) =—— 1 () (7.85)

/& 1
= —1 — . .
o /0 dp~ {1 — cos(pr) (7.83)

mCoc ¢
og korrelasjonsfunksjonen far dermed fglgende funksjonelle form:
1 Y
p(r) o« <> . (7.86)
r
Her er v gitt ved:
1
= ) 7.87
" 2meac ( )

Vi ser at korrelasjonsfunksjonen avtar algebraisk, og vi har derfor ikke Bose-Einstein
kondensasjon i én dimensjon selv om temperaturen er lik null. Likevel inneholder systemet
et kvasikondensat.

Ved endelig temperatur 1" > 0, kan vi skrive eksponenten som:

N . r 1/¢
(1) — $O)) =— 1n<)+ 2 ) coston)

TCoc £ 2meoc peber — 1

1 4 (Y5 1sin®(pr/2
() 4 / S r/2) (7.88)

meac & meac Jo p efer —1

og her har vi brukt at np, = 1/ (e/BCp — 1). La oss na fokusere pa integralet i det siste
leddet i dette uttrykket. Dette integralet er konvergent, og hvis vi lar den gvre grensen
1/§ — oo finner vi at:

4 /Oood Lsin(pr/2) _ 1 (ﬁcsinh(w/ﬂc)>7 (7.89)

TCoc p efer —1 TCoc r

T det folgende vil vi regne ut korrelasjonsfunksjonen pé tilsvarende mate som i ref. [37]. T denne
referansen blir korrelasjonsfunksjonen til en feltteori som ligner var felteori for fasen studert, og vi far
derfor sveert like utregninger som i denne referansen. I tillegg er alle de fglgende integralene funnet i ref.
[38] eller utfert ved hjelp av dataprogrammet Maple 12.0, som er produsert av Waterloo Maple Inc.
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Figur 7.3: Ved T' = 0, avtar korrelasjonsfunksjonen algebraisk og har derfor samme form
som kurven over. I dette plottet har vi satt v =1

og ([p(r) — #(0)]?) tar dermed folgende form:
([3(r) — HO)2) =——— In () TN (ﬂ“i”h“”"/ ﬁc)) o (0)

TCace £ TCoce r

I grensen der  — 0o, kan vi neglisjere det logaritmiske leddet, og vi finner at ([¢(r) — ¢(0)]2)
er proporsjonal med r:

- T

([6(r) — 3(0)]) — (7.91)

— T
coc?
Med dette far vi en korrelasjonsfunksjon som avtar eksponentielt ved lange avstander:

T

p(r) o e 22" (7.92)

og systemet er dermed i den normale fasen. Med andre ord har vi ikke en gang et kvasikon-
densat i det éndimensjonale rommet ved endelig temperatur. Dette resultatet er i samsvar
med Hohenberg-Mermin-Wagner teoremet som gir at BEK ikke er er mulig i én og to
dimensjoner ved endelige temperaturer pd grunn av termiske fluktuasjoner [39]. Dette
teoremet kan ogsa utvides til & gjelde for éndimensjonale systemer ved T = 0, og sier at
det ogsa i dette tilfellet er umulig & ha BEK pé grunn av kvantemekaniske fluktuasjoner.

Ligning gir at korrelasjonslengden [ er gitt ved | = 2coc?/T, og at feltkonfig-
urasjonen i punktet r har en fase som er korrelert med fasen i punktet ' nar |r —r'| < [.
For stgrre avstander har vi ingen korrelasjon. Nar T" — 0 vil det logaritmiske leddet i
ligning dominere og korrelasjonsfunksjonen vil avta algebraisk.
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Figur 7.4: Ved endelige temperaturer, er korrelasjonsfunksjonen for et éndimensjonalt
system proporsjonal med kurven over. I denne figuren er [ korrelasjonslengden gitt ved
I = 2c2c?)T.

7.8.2 To dimensjoner

I to dimensjoner er eksponenten gitt ved:

(160) = 60)) = [ 52521+ 2ng][1 = cos(p ) (7.99)

og her har vi, som i forrige avsnitt, tatt kontinuumsgrensen V' — co. Vi gar né over til
polarkoordinater og midler over vinkelen mellom p og r. Det gir:

. . 1/¢ T
(60) = bO0)) =gz [ o [ a0+ 2my)[1 = cos(r cos(9)

1

C 27mesc

1/¢
/0 dp[1 + 2np|[1 — Jo(pr)], (7.94)

og Jo(pr) er en Besselfunksjon av forste slag. Ved temperatur 7' = 0 er det ingen kvasi-
partikler i systemet slik at n, = 0, og vi kan skrive:

! 1/éd 1—J
277020/0 p[ B o(pr)]

1 1 1
" 2meac <§ a 7") ' (7.95)

I denne utregningen antok vi at r var stor slik at integralet over Jy(pr) konvergerte sdpass
raskt at vi kunne la 1/¢ — oo i det andre leddet. Ligning (7.95) gir na at ([¢(r) — ¢(0)]?)

([6(r) — $(0)]%)
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Figur 7.5: Ved T' = 0 er korrelasjonsfunksjonen for et todimensjonalt system proporsjonal
med kurven over.

gar mot en konstant nar r — oo, og feltteorien gir dermed at en todimensjonal ikke-
relativistisk Bosegass er i den kondenserte fasen nar 7' = 0.

Nar r — oo vil korrelasjonsfunksjonen ga mot konstanten:

lim p(r) = pge™ /4me2ct, (7.96)

T—00

Tidligere fant vi at korrelasjonsfunksjonen grenser mot kondensatets partikkeltetthet pg
nar r — oo. Her ser vi derimot at korrelasjonsfunkjsonen gar mot en verdi som er mindre
enn pg, og grunnen til at det er slik, henger sammen med at ikke alle partiklene befinner
seg i kondensatet selv om T' = 0 [2]. Dette s& vi eksempel pé i kapittel i tre dimensjon-
er. Da fant vi ogsa at det var fa partikler utenfor kondensatet fordi dette partikkeltallet

var proporsjonalt med gassparameteren. I slike tilfeller er eksponenten derfor liten og
—1/4mcacE ~ 1
e ~ 1.

Néar vi na skal studere korrelasjonsfunksjonen for T' > 0, ser vi bort ifra det konstante
leddet proporsjonalt med 1/¢ i ligning ((7.95)). Hvis vi ogsa rekkeutvikler np, finner vi at
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eksponenten kan skrives som:

. . 1/¢
([B() = HO)]2) = — - — /0 dpnp[1 — Jo(pr)

2meger  meac

o0

1 1 1/¢
— + / dp> e 0P — Jo(pr)]
0

2meger  meace

n=1

1 1 1 nfe
=— E 1= 7.97
2meger * meac?B i n ( n2(Bc)? + 7“2> : (7.97)

og her har vi latt 1/§ — co. Summen over n en konvergent sum, og det er nd mulig &
finne hvordan eksponenten oppfgrer seg for store r ved & behandle n som en kontinuerlig
variabel og integrere det siste leddet. I grensen der r — oo finner vi at

([3(r) — HO)?) = ——— [K o ()} , (7.98)

meac? 3 Be

og her er K en konstant. Dette gir ogsa videre at korrelasjonsfunksjonen avtar algebraisk:

p(r) o« <1)T/2mc, (7.99)

r

og vi kan konkludere med at vi bare har BEK nar 7' = 0 i to dimensjoner. Med ett vi gk-
er temperaturen, vil fasefluktuasjonene gdelegge Bose-Einstein kondenastet. Resultatet
over gir likevel at systemet vil inneholde et kvasikondensat og veere ett viskositetsfritt
superfluid.

I to dimensjoner har vi ogsd en faseovergang mellom den viskositetsfrie og den nor-
male fasen ved en kritisk temperatur Tprp > 0 [2, 40]. Denne faseovergangen kalles for
Berezinskii- Kosterlitz- Thouless-overgangen og er forbundet med eksitasjoner av kvan-
tiserte virvelstrommer. Ved temperaturer T' < Tpgp er virvelstrommene bundet i par
med motsatt strgmretning. Men hvis vi gker temperaturen slik at T' > TpgT, splittes
parene og dette resulterer i at systemet ikke lenger blir viskositetsfritt og at det gér over
i normal fase. Nar parene splittes, gdelegges ogsa kvasikondensatet som er tilstede nar
temperaturen er lavere enn Tpxr.

7.8.3 Tre dimensjoner

I tre romlige dimensjoner, er eksponenten gitt ved:

([p(r) — $(0))%) =Cic / éif’):,,;[wgnp][ucos(p.r)], (7.100)

og hvis vi gar over til kulekoordinater og utfgrer integrasjonene over alle vinklene, finner
vi at den kan skrives som:

2 ; 1/ sin(pr
(60) - HOP) =g [ dpplt+ 2mgllt - =0 oy
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I grensen der r — oo vil

lim sin(pr)
r—oo  pr

=0, (7.102)

og eksponenten vil gd mot en konstant. Bose-Einstein kondensasjon er derfor mulig i tre
dimensjoner selv om 7" > 0.

Vi har na brukt den effektive feltteorien for fasen til & studere korrelasjonsfunksjonen
ved lange avstander. Med dette fant vi ut at bade temperaturen og antallet dimensjon-
er har stor innflytelse p4 om vi kan ha BEK. Resultatene vi fikk er ogsa i samsvar med
Hohenberg-Mermin-Wagner teoremet og andre utregninger gjort av for eksempel Popov i
ref. [30]. Vi kan likevel merke oss at det i 2001 ble pavist BEK i bade én og to dimensjoner
[41]. Dette ble funnet ved & studere Bosegasser som var fanget i feller. Disse Bosegassene
hadde en endelig stgrrelse, og slike systemer kan inneholde et Bose-Einstein kondensat
nar systemet er korrelert over avstander som er lengre enn gassens fysiske utstrekning.
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Kapittel 8

Oppsummering

I denne oppgaven har vi sett pd Bose-Einstein kondensasjon i svakt vekselvirkende
Bosegasser og i mer generelle ikke-relativistiske superfluid, og til dette brukte vi effektive
feltteorier. En svakt vekselvirkende Bosegass beskrev vi ved hjelp Bogoliubovs metode,
og vi fant ut at systemet kunne beskrives ved hjelp av kvasipartikler som i lavenergi-
grensen hadde en linezer dispersjonsrelasjon. Vi sa ogsa at det til enhver tid matte vaere
partikler som var eksitert ut av kondensatet, og at dette var en liten andel av partiklene.
At eksitasjonsspekteret ikke hadde noe energigap i lavenergigrensen, var en fglge av at
den globale U(1)-symmetrien var brutt spontant.

I den ikke-relativistiske grensen, kunne vi beskrive en Bosegass med spontant brutt glob-
al U(1)-symmetri ved hjelp av en effektiv feltteori for fasen ¢(r,¢). Det eneste vi antok
da vi fant denne feltteorien, var Galileiinvarians, og dette medferte at teorien ble syste-
muavhengig og meget generell. Likevel kunne vi relatere den til et gitt system gjennom
a bestemme parameterne cy,cs..., og generelt matte parameterne bestemmes eksperi-
mentelt. For en svakt vekselvirkende Bosegass fant vi imidlertid at ¢; og co var relatert
til massen m, partikkeltettheten p og spredningslengden a.

I det siste kapittelet kvantiserte vi feltteorien, og studerte korrelasjonsfunksjonen p(r’ —r)
i grensen der |1’ —r| — co. Oppforselen til korrelasjonsfunksjonen ved store avstander, er
neert knyttet til Bose-Einstein kondensasjon, og vi sa at vi hadde BEK i tre dimensjoner
ved alle temperaturer og ved T = 0 i to dimensjoner. Det faktum at vi ikke har BEK
i lavere dimensjoner ved 7" > 0 og i én dimensjon ved 7" = 0 er ogsa i samsvar med
Hohenberg-Mermin-Wagner teoremet. I tillegg avtok korrelasjonsfunksjonen algebraisk
i to dimensjoner ved endelig temperatur og i én-dimensjon ved T" = 0. I slike tilfeller
inneholder systemet derfor et kvasikondensat og har egenskaper som et superfluid.
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Epilog

Arbeidet med denne oppgaven har veert sveert lererikt og spennende. Den har gitt meg
god innsikt hvordan vi kan bruke effektive feltteorier til & studere kompliserte kvante-
mekaniske systemer, og hvordan dette kan forenkle beregningene betraktelig. Det har
veert interessant a gjore et dypere studium av Bose-Einstein kondensasjon, og serlig
spennende var det & studere en effektiv feltteori som beskriver ikke-relativistiske super-
fluider ved lave temperaturer.

Jeg vil avslutningsvis rette en takk til Jens O. Andersen for spesielt god veiledning.
Han har gitt gode og konstruktive tilbakemeldinger og har hjulpet meg til & yte mitt
beste. Jeg vil ogsa rette en spesiell takk til venner og familie som har veert stgttende
gjennom hele prosessen.
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