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MASTEROPPGAVE 2013
Konstruksjonsteknikk

for
Simen Hellgren Holtberget
DYNAMISK RESPONS AV SLANKE GANGEBRUER

Dynamic response of slender pedestrian bridges

Okende urbanisering har fort til at det bygges stadig slankere gangbruer. Utsatt for
fluktuerende last i form av vind, jordskjelv eller gangtrafikk har disse broene blitt gjenstand
for dynamiske problemstillinger som har hvert mye undersgkt de siste arene. Den store
mediedekningen har blant annet igangsatt ny forskning innen omradet for menneskeinduserte
svingninger, ferst for gangbruer men ogsd i stor grad for alle offentlige anlegg hvor det
samles store grupper av mennesker. Denne typen svingninger er bruksmessig uakseptable og
vil pé lengre sikt kunne fere til skader og i verste fall ssammenbrudd pa grunn av utmatting.
Det samme gjelder for vindinduserte virvelavlgsningssvingninger. I den grad disse
svingningene er resonante har det vert foreslatt & redusere virkningen ved hjelp av en eller
flere massedempere. Hensikten med denne oppgaven er & gi studenten innsikt i de dynamiske
vurderingene som kreves for dimensjonering av slanke gangbroer, ikke bare med hensyn til
konstruksjonens sikkerhet mot sammenbrudd, men ogsd med hensyn til brukskomfort.
Oppgaven skal dessuten munne ut i en undersegkelse i hvilken grad massedempere kan bidra.
Det ber etableres en grundig forstaelse av de spesielle krav som gjelder for denne typen
konstruksjoner og hvilke regelverk som kan benyttes for & vurdere konstruksjonsresponsen
(for eksempel anbefalingene i henhold til NS og ISO). Arbeidet foreslds lagt opp etter
folgende plan:

1. Studenten skal sette seg inn i hvilke dynamiske laster og som er relevante for slanke
gangbruer (vind, jordskjelv, gangtrafikk), og hvilke kriterier som gjelder for
dimensjoneringen mot dynamiske lastvirkning,

2. Det skal deretter foretas en teoretisk utredning om hvordan en eller flere
massedempere pd en generell méte kan inkluderes i en modalanalyse av den
dynamiske lastvirkningen og hvordan denne pd en optimal mate kan forbedre
systemets dynamiske egenkaper.

3. Isamarbeid med veileder og Sivilingenier Kristian Berntsen i Vegdirektoratet skal det
velges et bestemt system (for eksempel Hafslundsey) for en praktisk beregning som
viser hvordan massedempere kan brukes til 4 lgse et aktuelt dynamikkproblem.

Studenten kan selv velge hvilke problemstillinger han ensker 4 legge vekt pa. Oppgaven skal
gjennomfoeres i samarbeid med Sivilingenier Kristian Berntsen i Vegdirektoratet.
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Sammendrag

Dynamiske egenskaper for slanke gangbruer er et tema som blir stadig mer ak-
tuelt i byggebransjen. Den gkende urbaniseringen, og satsingen pa milje gjor
at det bygges stadig flere alternativer for fotgjengere. Denne typen bruer er
utsatt for en rekke forskjellige lasttyper som kan resultere i dynamiske sving-
ninger, med vindinduserte virvelavlgsninger som et eksempel. Virvelavlgsninger
er seerlig aktuelt for denne typen slanke konstruksjoner da de kritiske vindhas-
tighetene ofte er lavere enn for andre typer konstruksjoner. Det er derfor viktig
& optimalisere konstruksjonens dynamiske egenskaper. Massedempere har vist
seg som et verktgy som effektivt kan redusere svingningene til et system, og det
er derfor valgt & se pa hvordan de kan brukes til & redusere responsen for slanke
gangbruer.

Denne oppgaven gar gjennom teorien som er ngdvendig for & identifisere de
dynamiske egenskapene til en slank hengebru. Den tar ogsa for seg vindindu-
serte virvelavlgsninger og hvordan massedempere kan brukes som et verktgy for
forbedre de dynamiske egenskapene til et system.

Det gjores sa en praktisk beregning pa den nye gangbroen mellom Opsund
og Hafslundsgy i Sarpsborg kommune, Norge. Beregningene er delt inn i tre
hoveddeler: egenverdianalyse, virvelavlgsnningslast og innfgring av massedem-
pere. Egenverdianalysen identifiserer systemets 4 fgrste svingeformer i z-retning
og torsjon, og finner de tilhgrende egenfrekvensene. Det undersgkes sa virknin-
gen av virvelavlgsningslast, over et vindfelt 0 < V' < 20 [m/s]. Beregningene
blir gjort ved punktene med stgrst eksitasjon fra svingeformene for & se pa den
dynamiske responsen. Sa innfgres det massedempere som tilpasses egenfrekven-
sene til systemet, og gjgres en ny virvelavlgsningsresponsberegning for a se pa
virkningen av massedemperene.

Responsen som fglge av virvelavlgsningene viste seg & vaere liten for Hafslundsgy
bru, og i stgrrelsesorden mm. Responsen viser at det ikke er noe behov for masse-
demper for & dempe ut virkningene. Effekten av massedemperene var allikevel
tydelig. Det ble gjort tidsserieanalyser over T' = 600 s som viste at massedem-
perene ga en reduksjon i responsen pa oppmot 73 %. Resultatene viser at for
slanke gangbruer kan massedempere veere en meget effektivt metode & dempe
ut resonante svingninger pa.






Abstract

The dynamic characteristics of slender pedestrian bridges is a topic of growing
interest in the construction industry. The increasing urbanization, and the com-
mitment to the environment makes us build more options for pedestrians. This
type of bridges are suceptible to a number of different loads which may result in
dynamic fluctuations, with wind induced vortex shedding as an example. Vor-
tex shedding is especially relevant for such slender structures since the critical
wind velocity often are lower than for other types of structures. Therefore it’s
important to optimalize the structure’s dynamic properties. Tuned mass dam-
pers have proven to be a tool that can effectively reduce the fluctuations of a
system, and it is therefore chosen to look at how they can be used to reduce the
response of slender pedestrian bridges.

This thesis goes through the theory needed to identify the dynamic behavior of
a slender suspension bridge. It also adresses the theory needed to apply vortex
shedding induced response, and how to implement tuned mass dampers to im-
prove the dynamic behavior of the system.

The thesis then looks at a case study of the new pedestrian bridge between
Opsund and Hafslundgy in Sarpsborg, Norway. The calculations are divided
into three main parts, eigenvalue calculations, vortex shedding and implemen-
tation of tuned mass dampers. The eigenvalue analysis identifies the systems
4 first eigenmodes in z-direction and torsion, and their corresponding eigenfre-
quencies. It then examine the effekts of wind induced vortex shedding loads,
over a wind field 0 < V' < 20 [m/s], at the points of the largest exitations for
the eigenmodes to look at the dynamic response. It is then introduced TMD’s
that are adapted to the eigenvalues of the system, and a new vortex shedding
calculation is performed to look at the effects of the TMD’s.

The response due to the vortex shedding effects prove to be of a small quantity
for the Hafslundsgy bridge. The response shows that there is no need to im-
pliment TMD’s to reduce these effects. However the effects of the TMD’s is
evident. Time series analyses over T' = 600 s where performed for the response
and the reduced response showed that the TMD’s gave a reduction close to 73
% for some of the effects. The results of the calculations including the TMD’s



shows that TMD’s can be a very effective way to reduce resonant oscillations of
slender pedestrian bridges.



Forord

Denne oppgaven er et resultat av det siste semesteret i mitt mastergradstudie
ved Norges teknisk-naturvitenskapelige universitet(NTNU), i Trondheim, Norge.
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Kapittel 1

Innledning

Det blir stadig mer aktuelt a se pa den dynamiske oppforselen til slanke gang-
bruer. Gjennom de siste drene har gkende urbanisering og satsingen pa miljg
gjort at det stadig bygges flere alternativer for fotgjengere. Grunnet slankheten
til bruene er de dynamiske egenskapene svaert avgjgrende for dimensjoneringen.
Bruene er utsatt for gangtrafikk, jordskjelv og vind, som alle kan gi svingninger
i systemet.

I denne masteroppgaven sees det pa vindinduserte virvelavlgsninger, og hvilken
effekt disse gir slanke gangbruer. Det rettes fokus pa hengebruer, da det til slutt
skal gjgres en beregning pa den nye gangbrua mellom Opsund og Hafslundsgy,
i Sarpsborg kommune. Hengebruer er tradisjonelt en av de konstruksjonstypene
hvor kritisk effekt av virvelavlgsninger er mest aktuelt. Det er flere eksempler
pa hengebruer som har kollapset pga. virvelavlgsninger i lgpet av historien, med
Tacoma Narrows Bridge sgr for Seattle i USA som det kanskje mest kjente
tilfellet. P& Tacoma Narrows ga virvelavlgsningseffekten sa stor vridning og
eksitasjon vertikalt at brua kollapset[6].

Hensikten med denne oppgaven er & se pa hvordan massedempere kan inkluderes
i et system, og hvordan de kan forbedre de dynamiske egenskapene. Oppgaven er
bygget opp slik at det fgrst gdes grundig gjennom teorien for egenverdianalyse,
virvelavlgsninger og innfgring av massedempere. Videre gjgres det en praktisk
beregning pa Hafslundsgy, pa bakgrunn av denne teorien, for a se pa hvilken
effekt vindinduserte virvelavlgsninger gir pa konstruksjonen. Det innfgres sa
massedempere for & dempe ut effekten av virvelavlgsningene. Til slutt gjgres det
en vurdering av hvorvidt det er ngdvendig med massedempere for Hafslundsgy,
og hvor effektivt det er med TMD for hengebruer.






Kapittel 2

Teori

2.1 Teorien om grunne kabler

Y I Y2

Figur 2.1: Grunn kabel[12]

Figur 2.2: Statisk likevekt for element ds[12]




KAPITTEL 2. TEORI

Ser forst pa en grunn kabel i gravitasjonsfeltet. Malet er & bestemme dens statis-
ke geometri, altsa kabelens vertikale posisjon z. ved en gitt horisontal posisjon .
Alle kreftene er da tidsuavhengige. For et element ds ved denne posisjonen, som
er utsatt for gravitasjonskraft ¢ x ds(se figur 2.2), vil kraftlikevektsbetingelsene
veere[12]:

dH =0

= 2.1.1
dV, +qds = 0} ( )
Momentlikevekten om midtpunktet er gitt ved:

i dz.
2

dz.
2

V(4 al) (V4 dV) Y~ Az - V=0 (212)

Fra kraftlikevekten (lign.(2.1.1)) sees at H er konstant over hele kabelen, og
lign. (2.1.1) og (2.1.2) gir:

_ _ dz,
V.=H 2.1.3
T (2.1.3)
Videre gir dette:
_d?z, ds
H—— — = 2.1.4
dz? + Vi 0 ( )

definerer si o = —H /q , og pytagoras gir ds/dx = \/1 — (%)2. Dette fgrer til:
"o ]‘ 12
z, = —y/1— 2 (2.1.5)

5 S o — dZe _
Introduserer s z, = ¢ = tanvy

d 1 dy 1 /—5 11
= " = — t g _— = — 1 t 2 = — 216
Ze dx( any) cos?vydr « +tany o cosy ( )

Noe som igjen forer til at:

d
L A PN 217
a  cos?y 1 —sin®~y

for a lgse dette integreres hver side for seg. Venstre siden gir:

_r e (2.1.8)
Q

(0%




2.1. TEORIEN OM GRUNNE KABLER

hvor C7 er en ukjent integrasjonskonstant. Integralet av hgyresiden kan lgses
ved a substituere inn 7 = sin~y:

cos y 1
/ mdv = / T2 dr = arctanh(7) (2.1.9)

Har dermed at £ 4 C; = arctanh(7), som gir:

7 = tanh (2 + C’1> (2.1.10)

Videre sees det at siden:
1
cosh? (§ + C4 )

- 4(2 1.11
= cosy = osh( ) )

cos?y=1—sin?y=1—72 =1 — tanh? (E‘Fcl) =
o

og siden:

. =tany = T —tanh <£+C’1> cosh <£+Cl)
cosy  cosy o o

faes det at:

Ze = /Sinh (g + Cl) dx = « cosh (2 + Cl) + Co

H q
=——cosh|—-—=2+C1 | +C 2.1.13
. < i 1> 2 ( )
Siden cosh er symmetrisk, er kabelens geometri gitt ved:
H q
Zz2e=——cosh| =x—-C1 ) +C 2.1.14
q (H 1) ’ ( )

Hvor Cy og C er integrasjonskonstanter, som bestemmes fra grensebetingelsene.
I tilfellet hvor z.(z = 0) = 0 og z.(z = L) = 0 kan disse konstantene bestemmes

ved:
r=0 = I cosh(—Cy) 4 Cy =0

_a 2.1.15
r=L = —ﬂcosh< Cl)+02:0 ( )




KAPITTEL 2. TEORI
Noe som tilfredstilles nar Cy = % og Cy = % cosh (%) Dermed er kabelens
geometri gitt ved:
7 _
z. = —— cosh <qx — qL) + Ecosh (qL>
q 2H q 2H
L L
(q_> — cosh <‘1x - q_ﬂ (2.1.16)
2 H 2H
(2.1.17)

(2.1.18)

Videre sees det at:
2!, = —sinh ( -
som er lik null pa midten av kabelen. Kabelens hgydeforskjell er da gitt ved:

€0 = zo(x = L)2) = I: [cosh (;}3) _ 1}

For a finne en approksimativ lgsning pé z. brukes sa rekkeutviklingen cosh(n) =
r)

1+ g—? + % +---. For sma verdier av n vil det veere tilstrekkelig a inkludere kun
qlP (
C2H L L
(2.1.19)

de to fgrste uttrykkene. Dette gir:
H 1 /qL\> 1 /qx qL ) 2
{ 2 (QH ) l 2 (H 2H
som er en parabolsk funksjon. Det er verdt & merke seg at den korresponderende
hgydeforskjellen til kabelen er gitt ved:
L2
o I (2.1.20)
8
zl(x=0)= %
¢ (2.1.21)
_ L) _ %

og at:
, qL( T
Zor—(1—-2—

° 2H L

Videre gnskes det & se pa kreftene til systemet:
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N(x=0) N(x=L)
Yo I TVJX:D) \_Iz()(:L) \ I T
P AR EY
H(x=0) l qul H(x=L)
z(
| .
| |
Figur 2.3: Likevekten til kabelen[12]
Normalkraften

Normalkraften som virker i kabelen er gitt ved Pytagoras:

0 2
NI+ V2= 1+(‘§):H 1+<d"0)

dx
i _ L
= H |1+ sinh? <qx - qL> = Hecosh (qx - q> (2.1.22)
H 2 H 2H

(2.1.23)

Kabelens lengde

Har fra rekkeutvikling at sinh(n) = n + %? + "5; + ---. Far dermed:

=0 = 1= 1) = [ (2] 2= s (22)

qL 1 /qL\?| ¢qL 1 (qL\?
i P e 1+ — () |2.1.24
(2H> T3 <2H> 21 lam) | )

H

Q

2
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Likevekt i z-retning gir:

V.ix=0)+V,(x=L)=¢qL

1 (qL 2 _ B

hvor [ er kabelens lengde. Dette gir at:

1 (qL 2
=L |1+ — | —= 2.1.2
* o <2H) (2.1.26)

Kabelens forlengelse

Ved & anta at kabelens lengde er lik over hele spennet, kan kabelens folengelse
grunnet gravitasjon skrives som:

_ — 2
ai- [ats— [ Sa Nd_/HW%@ LAY
_LGS_ LES_ LEAS_L EA dfﬂ

H dz. 2 H 9 (qr qL
= — 1 = — h*( = — — 2.1.2
EA/L +(d:c> dx EA/LCOS (H 2H>dw( 7)

< o gz L . . .
setter sa 8 = qﬁ - 573’ og setter inn i uttrykket:
2 [aL/2H H2? Tsinh? qL/2H
Al = cosh(B8)dp = {Sm b + 5]
HL [H L
. [qumh <‘JH> + 1] (2.1.28)
som ved hjelp av rekkeutvikling kan skrives som:
HL [ H [qL 1 [qL\® HL 1 [qL\?
Al — < — | =+ = | = lp=— (1+—= | = 2.1.2
2EA{qL H+3!(H> N A | t\a (2:1.29)

eller alternativt, beskrevet ved kabelens hgydeforskjell:

HL 16 /ec\2
A~ {1 + 5 (f) } (2.1.30)
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Den dynamiske likevektens differensialligning

Det kan na utvikles likevektsbetingelser for det infinitesimale elementet ds av
kabelen, utsatt for en dynamisk bevegelse. I utgangspunktet er problemet hgyst
ikkelinezert, men ved & dele inn i infinitesimale elementer og se pa sméa forskyv-
ninger, vil en linezer tilnserming veere en god lgsning. Det antas at aksialkraften
kan beskrives ved en tidsuavhengig variabel N (x), fra egenvekten, og en tids-
avhengig variabel N(z,t), fra kabelens dynamiske bevegelse. Det kan dermed
sies at det samme gjelder for kabelens horisontale komponent H og vertikale
komponent V,:

Na=N@ e > {JZEERURN e

Mens komponenten V,, som virker ut av planet, er fordrsaket av den dynamiske
bevegelsen alene:

V,,  =V,(x,1) (2.1.32)

tot

Antar sa at kabelen er grunn, og bruker den approksimative kurven til kabelen

fra tidligere:
- qL? x T\ 4 T T
wmfrr (1) =g (1-F) (2.1.33)
I tillegg til at det antas at kabelen er grunn, antas det som tidligere, at kabelens
bevegelse i x-retning r, er neglisjerbar. Dette er en lite kostbar forenkling da
det sees pa hengebruer, og har fordelen at likevektsbetraktningen i x-retning:

%(H +H)=0 (2.1.34)

viser at H og H(t) er uavhengige av . De korresponderende likevektene i y- og
z-retning er da gitt som:

Womniomo A

d(V, + V) 4+ megds — meitods = 0

hvor m, er kabelens masse per lengdeenhet(antatt konstant). Tilsvarende er mo-
mentlikevektene om aksene som gar gjennom elementets midtpunkt, og parallelt
med y- og z-aksen gitt ved:

(H+ H)d(ze +1.) — (V. + V.)da = 0}

(H + H)dr, — V,dz =0 (2.1.36)
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Noe som fgrer til at: -
V, = (H+ H)%

(2.1.37)
/ I d(ze+r:
V. + V. = (H + H)%etrs)
og dermed:
(U + H)%) = me,
(2.1.38)
% ((H + H)id(zf;;%)) + Mmeg = mci,
Siden H og H er uavhengige av z, kan dette skrives som:
I d2ry T ..
(H+ H)53 % = mefy
(2.1.39)

— 2 . o
(H + H) 2 (20 4+ 12) % + meg = me,
som viser at den statiske situasjonen(H, r, og . lik null) kan beskrives som:

meg

Hel+meg=0 = Hel=-meg = Hzl=-—2H (2140)
Ved a anta at de dynamiske forskyvningene er sma:
Hr) < Hr) og Hr! < Hr/ (2.1.41)

og at grunnheten til kabelen fgrer til at ds = dz, blir lign(2.1.39):

" Me 22
ry — iy =0

n_mep _ (meg) (H
=i = (%) (7)

Dermed er differensialligningen til en ulastet og udempet bevegelse av en grunn
kabel funnet. Det gnskes na a finne uttrykket for H(¢), for a se hvordan strekkraf-
ten i kabelen utvikler seg ved en liten vertikal dynamisk bevegelse r,(z,t). Det
er ikke behov for 4 se nsermere pa ry(x,t), da bevegelsen vil veere en slags
“hoppetau”- bevegelse, og den ikke vil fgre til noe strekk i kabelen. Kabelens
forlengelse As(t) finnes s ved & kombinere ds? = dx? + dz2(Pytagoras) og:

(2.1.42)

(ds* + Ads)? = da? + (dze + dr,)? (2.1.43)

10
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Videre forer dette til at

Ads \/de

+ (dze +dr,)? — ds B dﬁ 2 N dz. N dr, 2 1
ds ds o ds ds ds
dz. dr, dr, 2 dz. dr, dr, 2
<t () s L et (22)] ) - sana

_dzedr, n 1 dr, 2 _ dzcdr,
" ds ds 2 -

Is Is ds pga. dt, < dz.
% = % og € = % =Z%= % forer til at 898 = E"i‘gi og dermed:
H ds dz.dr,
P 2.1.45
FEAdx ds ds ( )
som kan skrives som
H (d dz. dr,
1 (S) de d; =24 (2.1.46)
har fra tidligere at r,(x = 0) = r,(x = L) =0, og at
gk (1-28) 4% (1-25) = X
(2.1.47)
zé’ =%
hvor e, ~ m.gL?/8H og X =

= —x. Ved & sé integrere hgyresiden av uttrykket
over spennet til kabelen faes det at:

L L
1o 7. 1L " meg 8ec
/ zyr,de = [z,r.], —/ 2o T, dr = — / rydr = —
L 0 H Jo

L
L2/ r.dr (2.1.48)
Tilsvarende integrasjon av venstresiden gir:
3/2
[ (Y m 2 () o L i () "
LV EA\dz) T EA ) \dz) T EA, da v
= —X X (2.14
< g | [rrser| =i [, e () |ox e
H [, = Lz g . > | _HL 2
2 1
EA[ 3 (LZ) }L/Q EA[ +8(%) } EA[ +8(L)}

11
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Setter sa hgyre- og venstresiden opp mot hverandre, og far:

HL ec\2]  8e. [T EA8e
22 h s(i ~ 2 [ g H(t) = =22 1
EA[+ L)} LQ/OT r = (t) L LQ/LT(OC )dx

(2.1.50)
hvor I, = L [1 +8 (%)2} Definerer sa:
8e.\* EA L
M=) —=—Z 2.1.51
(%) Fr a131
og gjenbruker at e. ~ m.gL?/8H. Lign.(2.1.42) blir da:
Ty — (me/H)i, =0
(2.1.52)

P! — (me/H)F, = N2(1/L3) [, r.de

Har dermed differensialligningene til en ulastet og udempet dynamisk bevegelse,
i y- og z-retning, for en grunn kabel. Ser av dette at det ikke er noen kobling
mellom 7, og ., og de kan derfor beregnes hver for seg. Den generelle Igsningen
til de andreordens differensialligningene blir da:

ry(z,t) = Re [qi)y (x)ei“’t]
| (2.1.53)
r.(z,t) = Re [¢.(x)e™!]

hvor ¢, og ¢, er modeformene til de to bevegelsene. Det skal né sees videre pa
disse bevegelsene.

Horisontal bevegelse

Ser fgrst pa den horisontale bevegelsen ut av planet. Har at r,(z,t) # 0 og
r.(z,t) = 0. Setter inn lgsningen ry(z,t) = Re [¢,(z)e™!] i differensialligningen

ry — (me/H)i, = 0. Dette gir:

¢y = w?(me/H)py =0 (2.1.54)

Dette uttrykket kan tilfredstilles for alle verdier av x dersom gb;J’ har tilsvaren-
de form som ¢,, og grensebetingelsene ¢,(z = 0) = ¢y(x = L) = 0. Dette
gir at ¢y, = ay, sin(nmz/L) , n = 1,2,3,.... Noe som gir fglgende ligning for

bevegelsen:
nmH 2 g (me)
_(T) +w <H>_0 (2.1.55)

12
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Dermed kan det dannes et uttrykk for egenfrekvensene:

nm\2 H H
(.Uyn = \/(L> E = nﬂ'\/mcL2 (2.156)

De to forste egenmodene blir da:

oy,
~ A

L/4 L/4 L/4 L/4

Figur 2.4: De to forste modene for horisontal bevegelse[12]

Anti-symmetrisk vertikal bevegelse

Ser sa pa vertikal bevegelse. Forst antas det anti-symmetrisk bevegelse. Har at
ry(x,t) =0 og r,(x,t) = 0.

L /2 L /2

Figur 2.5: Anti-symmetrisk bevegelse[12]

13
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Dette forer til at integralet [ ;, T=dz er lik null, og gir at:
! — (m.H)i, =0 (2.1.57)
Setter sa inn for r.(z,t) = Re [¢.(x)e™?], og far:

¢ +w?(me/H)¢. =0 (2.1.58)

Den anti-symmetriske lgsningen blir da ¢, = a,, sin(2nmz/L) , n=1,2,3,....,

og det faes at:
2
2nm o [ Mg
— [ — — | =0 2.1.59
( L > ? (H) (2159

Uttrykket for egenfrekvensene blir dermed:

H
meL?

w,, =2nm (2.1.60)

Som gir de to farste egenmodene som:

L/4 L/4 L/4 L/4

Figur 2.6: De to forste modene for anti-symmetrisk bevegelse[12]

Symmetrisk vertikal bevegelse

Onsker na a se pa symmetrisk vertikal bevegelse. Har fortsatt at r,(z,t) = 0
og r.(xz,t) # 0, men antar nd symmetrisk bevegelse. Dette betyr at integralet
J;, =dz ikke er lik null, og gir at:

! — (me/H)i, = \? (;) /erdx (2.1.61)

14
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Setter sé inn for r.(z,t) = Re [¢.(x)e™"]:
/! 7 ].
¢z +("12(rrn(:/]——[)¢z = AQ <L?’) /L(ybzdx
1/ 1
= ¢+ %, =\ (LS) /L¢de (2.1.62)

hvor 32 = w?(m./H). Lgsningen som tilfredstiller grensebetingelsene blir da:

¢, = a. {1 - Cos[ﬁ(x_é)]} (2.1.63)

COS (’BTL)
_ cos [B(x — 3)]
/Lrbzdx_az/L {1— ms(ff;)}dx (2.1.64)

Setter sa inn for X =« — L/2, og far:
L/2 18X
/¢zdx=az/ I—M dz
L —L/2 cos (BTL)

L/2
- o (BL

Dette gir:

sin [ X]
S cos (%) -

Setter s inn i differensialligningen:

X —

:az

peoslfe—L/2)] | {1  cos [z — L/2)] }
s (&) cos (2£)

A2 2 L
Dette gir:

2 3
w(H- ()34 e

15
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Siden 8% = w?m,/H, vil alle B = B, representere en egenfrekvens:

wn = Bt mﬁ (2.1.68)

Korresponderende egenmode er da gitt ved:

o | coslBua - L2)
Peu = 0 cos (352)

hvor a,, er tilfeldig, og kan veere beleilig & sette som en enhetsstgrrelse. Lgsningen
pa egenmodene avhenger i stor grad av stivhetsparameteren A. Ved & endre A
vil egenmodene endre form, og det er derfor viktig & merke seg stivhetens be-
tydning. Dersom A — 0o, noe som betyr at kabelen ikke kan forlenges, faes det

BLY.
folgende uttrykk for tan (7)

(2.1.69)

BL BL
t ) = 2= 2.1.70
an ( )2 (2.1.70)
Dette gir den approksimative lgsningen:
Fgrste mode : ﬂl% ~1,43r = wy ~ 8,98 #
Andre mode : BQTL ~ 2,46 = w1545 %

Hgyere mode, n > 3 : ﬁgL ~n+i)T = w,x(2n+ ), /%
(2.1.71)
Dersom % — 0, som betyr at kabelen er en stram snor, sd vil A — 0 og uttrykket
blir:

L
tan <ﬁ2> — —00 (2.1.72)
Lgsningen blir da:
BuL [ 1 - i
- =|n—3)7 = w,=02n—-1)7 L2 (2.1.73)

16
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2.2 Hengebruer som virker over ett spenn

Etter &4 ha gatt gjennom kabelteorien, skal det na sees pa hengebruer som virker
over ett spenn. Ved a se pa hengebruer som to eller flere kabler og en bjelke,
kan kabelteorien trekkes inn i analysen av hengebruer.

Nar det sees pa hengebruer har man tre hovedkomponenter, brubanen(bjelken),
kablene og stagene som kobler kablene til brubanen. Massen deles derfor opp i
forskjellige komponenter. Lasten m, representerer bjelkens masse ved bevegelse
i y-retning, mens m, representerer den fordelte lasten ved bevegelse i z-retning.

V. P B ¥
! L, L/Z L/2 L, I
bC
r(l r(l
% I':y [—)I rcy

h, I g AT i
: T I
h,f £ .A_>ry) D
N~ N L
| ]
B
1

Figur 2.7: Hengebru som virker over ett spenn med tverrsnitt[12]
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r.<
—
—
<

-« —r m,, (EA), —>
H z, H
e(
ZT
A
& \my,ml,me,E,G, LI Y ) T X
VBT Tvb
| Y L L
1 T 7

Figur 2.8: Idealisert system[12]

¢ m.g ¢ m.g
| |

Figur 2.9: Kraften i stagene per lengdeenhet[12]

Siden stivhetsegenskapene til systemet i stor grad avhenger av aksialkraften i
kablene, er det ngdvendig & starte med & se pa den statiske situasjonen. Det
antas at brua under konstruksjonsfasen bygges fra midten og utover, slik at
lasten overfgres via kablene til tarnene. Dette er den mest vanlige maten &
bygge hengebruer pa, og den har fordelen at skjeerkraften mellom bjelken og
tarnene er neglisjerbar, altsa at V;(x = 0) = V3(x = L) = 0. Det er to ting som
er verdt & merke seg ved den tidsuavhengige likevekten for det gées videre til &
se pa dynamikken. Den fgrste er at, som vist i figur 2.9, den jevnt fordelte lasten
i stagene er gitt som ¢gs; & m,g/2. Den andre er at den vertikale tidsuavhengige
likevekten til kablene krever at[12]:

= 1
dv = (mcds + 2mzda:> g (2.2.1)

18
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Dermed kan den tidsuavhengige horisontale kabelkomponenten H finnes ved &
ta momentlikevekt av halve kabellengden med hensyn til toppunktet:

_ L/2 m L/2 m dS
H-e, = ( 2de + meds) g - o = 2 bme ) ad
e /0 5 T +m s)gm g/o (2+mdx>xx
- /L/2 mz+m 1+ dz )’ - xdx
— 9 0 2 ¢ dz
L/2 1
zg/ [mz +me <1+zf)} zdr (2.2.2)
0 2 2

Introduserer sd z. ~ 4e. T (1 — %), og far:

Fe. _m. /O”Qxdﬁmc/;” 18 () (1-27) o

mzL2 mcL2 4 €c 2
= 1+-(— 2.2.
6 78 { T3 (L) ] (223)

_ m,gL? 2m, 4 rec\?
H = 1 1+-(— 2.2.4
16e, { + m, { + 3 (L) ( )

Dynamisk bevegelse i horisontal y-retning

Noe som gir:

Kan na begynne & se pa de dynamiske egenskapene til brua. Ser forst pa sideveis
bevegelse i y-retning. Likevektsbetingelsene for et infinitesimalt element dx av
bjelken er da gitt ved:

4

d*r Ty — Tec
myity + cyty + E1L, dmf + 2¢s 2 ; Y=g, (2.2.5)
(&

mens den korresponderende likevekten i hver av kablene er gitt ved:

" . = d?rgy, Ty — Tey

Mely + Ceyty — H T3 s hc Y = gy (2.2.6)
hvor g, og q.y er de dynamiske lastene bjelken og hver av kablene, 7, og ¢y
er forskyvningene, ¢, og ¢, er dempingskoeffisientene, g, = m.g/2 er kraften i

stagene(pr. lengde) og he er stagenes lengde. Siden z. ~ 4e. % (1 — 2%):

2
he = hon + €0 — 76 = hm + €6 (1 - 2%) (2.2.7)

19
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hvor h,, er avstanden mellom kabelen og bjelken pa midten. Videre sees det pa
tilfellet hvor systemet ikke er pakjent av last eller demping(c, = coy = gy =
gey = 0), og det antas en harmonisk sinus-Fourierrekke som lgsningen.

ry(z,t) = dy(z)e™” py(x) = Zfzv 1 Gy, sin (*F%)
_ hvor (2.2.8)
Tcy (ZC, t) = QSCy(z)elm ¢cy (I) = Zﬁ[ 1 acyﬂ sin (T)
Setter sa dette inn i likevektsuttrykket(lign.(2.2.5)):
(by - ¢cy

my (iw)*¢y + EL¢)" + 2qs

g2

Bruker sa Galerkins tilngerming ved a multiplisere med (%) sin (T)’ p =
1,2,3, ..., og integrerer over lengden:

he

4 _
EI, (nl) ay, + m=g(ay, acy")Q — myw?ay, | sin (n—ﬁ) =0(2.2.9)
L B + € (1 — 22) L

N
> [(@pn + Yon)ay, — Yontey, — Wity a,,] =0, p=1,2,3,. N

n=1
(2.2.10)
hvor:

o= B (") 2 [ (22 s (7
0

— (2.2.11)

_ma2 [t ()R,
e T T (- 1)

hvis p jevn og nodd = 7, =0
= (hvispodd og n jevn = ,, =0 (2.2.12)

ellers = Ypn#0

20
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my, for p=n

- - 2 (L pTXN . (NTX
My, = My, :myz/ sm( 7 )sm( i3 )dxz
0 0 for p#n
(2.2.13)
Kan ogsa gjore tilsvarende med kabelens likevekt(lign.(2.2.6)):
2, (i) ey — 2H L, — ngw (2.2.14)
C

ho + €6 (1 72%)

N _ 2 _
= Z { [QH (nfﬂ-) acyn o ng(ayn acyn)2 _ 2mcw2acyn Sin (%) — O
n=1
multipliserer igjen med (%) sin <p7£1> p=1,2,3,..., og integrerer over lengden:

N
Z ~Vpnly, + (Bpn + ’V:Dn)acun Wchnacyn] =0, p=123,.,N

n=1
(2.2.15)
hvor:
=2 ()3 [ (5 s (P55 )
pn = ) ), in ( —— )sin ( — x
2?[(%)2 for p=n
= (2.2.16)
0 for p#n
2m, for p=n
2 [k ¢
Me,, mcp:2mcz/ sin( x) (nzx)dm:
0 0 for p#n
(2.2.17)
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Det er ogsa mulig a skrive beregningene pa matriseform, ved & bytte ut p =

1,2,3,..., N og rekkeutviklingen med:

[a11 + 711 —711 Yip —Yip TN —Y1N
711 B11 + 71 —Yip Yip —MN V1IN
Tp1 —Tp1 Qpp + Vpp —Vpp TN —TpN
—Tp1 Tp1 —Vpp ﬁpp + Ypp —TpN YpN
YN1 —7IN1 YNp —7YNp QNN +YNN —YNN
L —N1 IN1 —YNp YNp —YNN BNN + VNN
772y, 1 [ ay, ]
mcl acyl
0 :
_wg ﬁ%yp 3 a,yp -0
mcp acyp
0 :
My R Ayy
L Mey | Qeyn |
(2.2.18)
Dermed er forskyvningsamplitudevektoren definert:
T
ay = [ay, a,, ayy] (2.2.19)
hvor a,,, = [ayp acyp]T, stivhetsmatrisen:
911 Flp FlN
: | U
K,=|Ty Q- Tpn (2.2.20)
S :
T'ni -+ TI'np QNN
hvor ©,, = “p + Vpp Trp } 0g Lpn = Ypn { L } Massematrisen:
~Tpp Bpp + Ypp -1 1
M, = diag [1h,, "y, Ty, | (2.2.21)
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hvor m,,, = [my” ﬂﬂ? ] . Dermed kan likevekten skrives som:
Cp

(K, —w’M,)a, =0 (2.2.22)

Dynamisk bevegelse i planet i vertikal z-retning

Det er na sett pa forskyvningene inn og ut av planet. Det gnskes na a se pa
vertikal forskyvning. Siden fleksibiliteten til stagene neglisjeres, vil de to kab-
lene og bjelken bevege seg likt. Det er derfor ikke ngdvendig a skille mellom
bevegelsen til bjelken og kablene. Ved & definere Hy,; = H + H(t), blir da like-
vektsbetingelsene for et infinitesimalt bruelement dx, med hensyn pa kreftene i
z-retning, gitt ved:

—2H01 + 2(Htot + dHtot) =0 = dHi+=0 (2223)

Har allerede at dH = 0, og dermed vil ogsa dH (t) = 0. Den korresponderende
likevektsbetingelsen med hensyn pa krefter i z-retning bli da:

(2meds +m,dz)i, + (2meds +m dz)g + c.7, — 2dVip — AV, = q.,,,dx (2.2.24)

hvor q.,., = q. + 2q.. er dynamisk last per lengdeenhet for brudekket og de to
kablene, -, er vertikal forskyvning, ¢, er dempingskoeffisienten, Vo, = V + V(t)
er den totale vertikale kraftkomponenten i hver av kablene, og V, er den verti-
kale skjaerkraften i bjelken.

Dermed blir differensialligningen for den vertikale bevegelsen:

d d
(chd; + mz> Pt e, — 2V, — V! + <2mcdi + mz> g=q,., (2.2.25)
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2(V+dV),,,

qz‘mdx /\/_/\y +dy

2(H+dH)

tot

Figur 2.10: Det infinitesimale elementet dxz[12]

Ved a se pa det infinitesimale elementet, faes:

V;fot V + V d , ,
== =t - ) =
How A+ H PRV = gt =2+
= V+V=H+H+(H+H)r. (2.2.26)
Som gir: ) .
V=H
_ (2.2.27)
V(t)=HZ + (H+ H)r,
Introduserer sa: J
Ve = My = —(=ElL,r]) = —El,r] (2.2.28)

dx
og den tidsuavhengige likevektsbetingelsen fra lign. (2.2.1). Ser sa pa tilfellet
uten last og demping, og far differensialligningen for den vertikale bevegelsen
pa formen:

d _
(2mcds + mz) i, — 2 [H2" + (H + H)r!] + ELr"" =0 (2.2.29)
XL
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Innefor teorien om grunne kabler er en vanlig tilnserming at H(t) < H, og at

211/2 . . :
di = [1 + ( 2) ] ~ 1. Videre fées fra lign.(2.1.33) at:

T T 8e.
zZ=e.+ hm — Zc R e+ hm — 4€Cz (1 — z) = Z” ~ L; (2230)
Fra teorien om grunne kabler er z. og r, definert positivt nedadrettet, ettersom
det fokuseres pa kabelens vibrasjon alene. Ettersom det her fokuseres pa hele
brua er det mer hensynsmessig a definere z. og r, positivt oppadrettet. Teorien
om grunne kabler gir da:

(EA). %
l, L2

H(t) = /OL(—rz)dx hvor lezL-[Hs(eLCﬂ (2.2.31)

og hvor (EA). er produktet av elastisitetsmodulen og tverrsnittsarealet til kab-
lene. Differensialligningen til den vertikale bevegelesen blir da:

128¢2 (EA),
L,

L
(2me +my)it, + / r.dx —2Hr! + EL,r)" =0 (2.2.32)
0

Som tidligere taes det for gitt at brubanen er fritt opplagt pa tarnene, og bruker
en harmonisk Fourierrekke som lgsning:

N
ro(z,0) = g.(@)e  hvor  g.(x) = a,sin (?) (2.2.33)
n=1

Dermed blir differensialligningen for den vertikale bevegelsen:

S (R (52 a2 () 0o ()
{5

n=

nmc)

4 .
+EI, (%) a, sin (T — u)2(2mC +m;)a,, sin (?) } et = (12.2.34)

Galerkins tilnserming ved & multiplisere med (%) sm( ) p=123,.. og
integrasjon over lengden gir da:

N
> [ + Apn) @z, + pipmaz, — iz 0., ] =0, p=1,2,3,..,N (22.35)
n=1
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hvor

()

EL (%=)" for p=n

2L .
j‘n’m) do — G for ] = 173,5,
0 for j=2,4,6,..

128¢2 (EA). 2 [F  /prx L pr
Pon =70 L /0 sin (77 da /0 sin (777 ) e

(3266)2 (EAe)pL for pogn=1,35,..

=
=)
\.(/Z
e}
o]
®
&
-+
=—
S =
=,
=
—
X

0 for pellern=24,6,...
og, hvor:
2 L
m,, = (2m. + mZ)Z/o sin (?) sin (?) dx
(2m.+m,) for p=n

0 for p#n

(2.2.36)

(2.2.37)

(2.2.38)

(2.2.39)
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Pa matriseform blir dette:

K11 + A1 H11 Hin HAN
0 :
Kpp + App + | Hn1 Hnn HnN
0 .
KNN + ANN HN1 HNn UNN
Mz, Az
0 :
—w? My, a,, | =0
0 .
My Azyn
(2.2.40)
Dermed er forskyvningsamplitudevektoren definert:
a. = [a., a, aZN]T (2.2.41)
Stivhetsmatrisen:
K11 + A1l
0
K. = Kpp + App
0
KNN + ANN
M1 Hin HinN
HN1 HNn UNN
og massematrsien:
M, = (2m.+m,)I (2.2.43)
hvor I er identitetsmatrisen. Likevekten kan dermed skrives pa formen:
(K, —w’M.)a, =0 (2.2.44)
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Dynamisk bevegelse i ren torsjon

Til slutt skal det sees pa dynamisk bevegelse i ren torsjon. Siden som nevnt
tidligere, fleksibiliteten til stagene neglisjeres, vil kablene opptre harmonisk(se
figur 2.11).

Figur 2.11: Tverrsnitt ved torsjon[12]

b(
(rg +drg)5
s

/ v+ dy
// | " >

’
e / (H+dH),
7
b, (V+dv)lm
fo2
Htot

Y
6 M, +dM,

<< —_—> —>

Y

m
—>> —>> >
M., 1y > rg+drg x
‘ dx
T

Figur 2.12: Infinitesimalt element i torsjon[12]

Ser fra figuren at r., = im%, hvor b, er distansen mellom kablene. Som tidli-
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2.2. HENGEBRUER SOM VIRKER OVER ETT SPENN

gere er Hyoy = H + H(t) og Vior = V+ V(t), og siden det ikke er noen krefter
som virker i z- og z-retning i bjelken:

dHipt =0 = dH=0 og dH=0 (2.2.45)

I statisk tilstand er likevekten:

ng+ ds z
Meg— =
2 gdx 2

dV — qsdr —megds =0 = V' = (2.2.46)

Videre ved & huske at V = hz'+(H+H)r! og at H(t) = [(EA } Bee fo x,

le

kan det sees fra figur 2.11 at ved y = —%C er kabelen strukket vertikalt r, =
— (%) re, noe som betyr at:

be - = be
V<y+2,t) ~H + Hr, = |H\z’fH5ré (2.2.47)

Torsjonsmomentlikevekten blir da:

be\ [ be
To + dViot (y = 2) (2 — Tehr)
b. b.
_d%ot (y = _2> (2 + Tahr> =0

(2.2.48)

b\
qodx + dM, — codxrg — |jTl9d$ + 2me. (2> ds

hvor my er massetreghetsmomentet til brudekket, cy er tverrsnittsdempings-
koeffisienten, og h, er avstanden fra skjeersenteret til festepunktet til kablene.
Antar ds ~ 1, og far felgende differensialligning for bevegelse i ren torsjon:

bc 2 . . / bC ! bC
mg + 2m. 5 ) | To+coro - Viot y=5 = Viot y=-5

be be
+ [V{ot (y = 2) + Vi, (y = —ZH hpre — M., = g (2.2.49)

‘/tlot(y:%):V/+V/(y:%):mcg+ng |H‘Z”+g%7'g

hvor

Vi (y=—1%) = V' +V'(y=~Y%) = meg + 752 +|H|z" — A%y
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Dermed kan differensialligningen skrives som:

b? _ 12
(mg + mCQC) P9 + cotg + |H |be2" — Héré’ + (2me +m)ghyre — M. = qg

(2.2.50)
2
hvor my,,, = (mg + mc%), og |H| = (b;‘?e)“ Bee be fOL rodz. Vi introduserer sa
2" = 5% og M, = GI,rj, og far:
b\’ (EA), [F _ b2
me,,, 7o + coTo + 32 <€L2 ) ( L ) /0 rode — H?crg
+(2me +m;)ghyre — GLiry + EL,1y" = qg (2.2.51)

Videre sees det pa en udempet og ulastet situasjon, altsa at g9 = ¢y = 0. Antar
at bjelken har gaffelopplagere og er fritt opplagt pa tarnene. Ved & da bruke
harmonisk Fourierrekke som lgsning:

N
ro(xz,t) = gg(x)e'™? hvor dg(x) = Z agp, sin (%) (2.2.52)
n=1

faes:

al L
5 [ (1) B [ (15

n=1
flbz nwT\2 . /nwx . /nTx
-1-7 (f) sin (T) + (2m¢ + m;)gh, sin (T) (2.2.53)

+ {Gft + (%)2 Efw} (n%)g sin (?) } agnei“’t =0

Bruker Galerkins metode, og integrerer over hele lendgen:

N

[(Qp” + Upn + Vpn) Go,, + XpnQo, — wQThgm" ag ] =0 , p=1,23,...,N

n
n=1

(2.2.54)
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hvor

= [an s (F) o1 ()L [ 0 ()0 ()

(nmL)? {Glt + (nwL)? Elw} for p=n

_ (2.2.55)
0 for p#n
B [ () ()
T Ty I3 L/ s L o
Hb> nm 2
T ()" for p=n
_ (2.2.56)
0 for p#n
9 L prE nmx
Vpn = (2m. +m )ghr*/ sin (—) sin (7) dx
P c z L J, L L
(2me +m.)gh, for p=n
_ (2.2.57)
0 for p#n
2L ;
Lo ir T for j=135,..
Mens pga at [y sin (Y77) do = {]0 for j—2,4,6, ..
b\ (EA). 2 [ g
e (50 B2 (175 [ (75
e 0 0
e 2 c
(%) (ELI?G) pin for pogn=135,..
_ (2.2.58)

o

for peller n=24,6,...

31



KAPITTEL 2. TEORI

Pa matriseform blir dette:

Qi+ 911 + v

0
Qpp + Ipp + Vpp
0
Qv +9nvN +UnN
Xll . e Xln ... XlN
+ Xnl e Xnn e XnN
XN1 ' XNn "' XNN
metotl ag,
0
—w? me,,., ag, | =0
0 :
T agy
(2.2.59)
Dermed er torsjonsamplitudevektoren definert:
ap=l[ag, --- ag, - agy)” (2.2.60)
Massematrisen:
b
My =my,,I hvor me,,, = Mg+ Me— (2.2.61)

2
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Stivhetsmatrisen:

Qu + 911 +vn

0
Ky = Qpp + Ipp + Vpp
0
Qnnv +9nN +UnN
Xll PN Xln e XlN
XN1 ' XNn " XNN
(2.2.62)
Far dermed likevektsuttrykket:
(K¢ —w?’Mj)ag =0 (2.2.63)
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2.3 Virvelavlgsninger

En gangbru vil veere utsatt for flere laster, og det ma sees pa den totale virk-
ningen av lastene nar en bru skal dimensjoneres. I denne oppgaven er det valgt
a legge fokus pa virvelavlgsningslast, og hvordan slanke brukonstruksjoner re-
sponderer til denne typen last.

Virvelavlgsninger oppstar nar vindstrgmmen koliderer med broa, og den tvinges
over eller under. Denne forandringen i vindfeltet gjor at vinden gar ut i virv-
ler som ruller over brutverrsnittet, som resulterer i vertikale forkyvninger. Hver
gang bru forskyves i en retning vil virvlene skifte side i forhold til brudekket,
og resulterer i svingninger i konstruksjonen. Virvelavlgsningene inntreffer ved
bestemte vindhastigheter, og er forbundet med lave vindhastigheter|[5].

Det gnskes & se pa tilfellet hvor virvelavlgsningsresponsen gar mot resonans.

Forst sees det pa virvelavlgsningsfrekvensen fg, som finnes fra egenskapene til
tverrsnittet til brua.

— I
B

Figur 2.13: Tilfeldig tverrsnitt av bru[11]

fo=St- % (2.3.1)

hvor St er Strouhal tallet. Resonans forekommer nar f, = f;, hvor f; er egen-
frekvensen til systemet. Dermed er kritisk vindhastigehet gitt som:

D

(2.3.2)
For & se videre pa vivelavlgsningslasten startes det med & se pa frekvensrespon-
smatrisen. Frekvensresponsfunksjonen H ,(w) vil for virvelavlgsninger veere re-
latert til strukturens hastighet, og vil derfor avhenge av den modale responsen.
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Far dermed[11]:

-1

N 17\? 1

H,(w) = {I - (w - diag [}) + 2iw - diag [w} (& — fae)} (2.3.3)

hvor & = diag[&;], og &,. er gitt ved:

€ = w; C’aeij B pB? fLﬂw (‘Pz’TCaeSOj) dx
2w A [ (ele,) de

B2 fy by Hidr kB[, 61,0, A3de
A, S (83 + 02 +02,) do

hvor Hy og A% er gitt som:

2 2
. [ o * _ _ (%8
Hf = K,_ [1 (azD) ] og As=K,, [1 (ae> ] (2.3.5)

og ™m; er gitt som:

(2.3.4)

SR CArT (2.3.6)

Dersom Hj og A5 blir sett pa som modale konstanter og uavhengige av posi-
sjonen i spennet, blir £,, en diagonal matrise pga de ortogonale egenskapene til
modeformene:

£ae = diag [gaei] (237)

hvor innholdet i matrisen er gitt som:
§ pBQ Hf fme qblzzdl‘ + BQAS fme ¢i9d$
i 4my; fL< : +¢122+¢129) dx

Ty

(2.3.8)

Dette betyr at aH n (w) er en Npod * Npmoa diagonal matrise. I tilfeller hvor det
sees pa virvelavlgsninger, er det vanligvis ikke avgjgrende & se pa vindlastens
effekt langs brubanen. Lastvektoren kan derfor forenklet skrives som:

qz.t) =0 q¢. g (2.3.9)
og tilsvarende blir da den Fouriertransformerte:

ag(z,0)=[0 ag. agl" (2.3.10)
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Videre blir lastspekteret til tverrsnittet:

Syq(Az,w) = lim L (azal)

T—oo 1
0 0 0 0 0 0
= Tlggo - 0 aq ag.  Ag g | = |0 Sgq. Sg.q (2.3.11)
0 ag,aq. ag,aq, 0 Sgq.  Sasae

Uttrykket blir vesentlig lettere & lgse dersom det kan sees bort fra sammenhen-
gen mellom ¢, og qg. Far da:

0 0 0
Syq(Az,w) = [0 S q. 0 (2.3.12)
0 0 S%%
hvor krysspektrene S, 4, 08 Sg,q, €r gitt ved:

Sq.q. = Sq. (w>éoqz (Ax)

(2.3.13)
Sﬂwqe = Sqe (W)CO% (Al‘)
hvor: )
1w
5 — Ws
qu(w) 1 V2 2 (Bég,) e ( b )
(zpV?) g
== (2.3.14)
S, ()| Vs s
a0 (32&49) ( bes)
be
og:
A 2 A -
Co,,, (Ax) = cos <3 )\mi)> e (5m) (2.3.15)
hvor m = z eller 0, ws = 2nfs, 64, = l;@;g 5 er den udimensjonale effek-

tivverdien til lgftet eller torsjonsmomentkoeflisienten, b,, er en dimensjonslgs
lastspekterbreddeparameter, A, er en udimensjonal koherenslengde og Az er
elementlengden. Det modale lastspekteret blir dermed:

ffLem Pi (xl)sqq(Ax W)‘Pj(x2)d$1dl"2

4= (<308 (330
Se. [ [1.. ¥ (@1)d;.Coq.dwrdas + S, [ [, i xl)éf’aecoqsdiﬂld@
(w7 M;) (wF M)
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Videre vil en fornuftig antagelse veere at lengdeskalaen til integralet av virvlene
AD er liten sammenlignet med det strgmningsinduserte omradet Legy, til struk-
turen. Siden ¢, og gy er forarsaket av de samme virvlene, vil koherensegenskape-

ne deres antagelig veere identiske. Dette betyr at (med I Cog,, (Az)d(Az) ~ )\D) :

2AD [Sy. [y, 6. (@)65. (2)dz + Sy [, b ()65, (2)da]
SQng(w)% 207, 207,
(o‘)z Ml) (w] MJ)
(2.3.17)
Og igjen pga. de ortogonale egenskapene til modeformene:
Sg = diag [SQJ (2.3.18)

hvor

g ( ) 2AD [qu (w) chzL‘p 122 dx + SQQ (w) chzp 129 dx]
A ) w = ~
@ (w2an)’

(2.3.19)

Videre sees det sa pa spektralresponsmatrisen. Med forenklingene som er gjort
er bade H, og SQ er diagonale. Dette betyr at:

Niod
Spr(Tr,w) = ®p(2r) - diag [Sy, ()] - ‘I’Z(xr) = . ¢i($r)¢?(xr)sni (w)
Nmoa (;55(5&) ¢y($7")¢z (z) ¢y(zr)¢0($T)
=> o2 () ¢z (zr)po(ar) | Sp,(w) (2.3.20)
i=1 | Sym. 2 () :
hvor .
Sy = 1H, @) 54, () (2.3.21)

og Hy,,(w) er gitt som:

7

2
IA{m (w) = |jl — (:jz) + 21 (51 - gaei) wi

K2

] 7 (2.3.22)

0g Eqe; er gitt som tidligere. Den koresponderende kovariansresponsmatrisen
Cov,(z,), til den dynamiske responsen ved en koordinat z, langs spennet, er
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gitt som:
00 fyry Couvy,r.  Covpr,
Cov,.(z,) = / Sy (Tr, w)dw = o, ~ Covp,
0 Sym. 02
Nimod ¢73(xr) Oy(zr)dz(2r)  Oy(zr)d0(2r) )
= Z o2 () ¢=(xr)po () O
i=1 | Sym. 3 () ;

hvor ‘77271- = fooo Sp,dw, er variansbidraget til en tilfeldig mode i.

(2.3.23)

Vanligvis er dynamisk respons pga virvelavlgsninger resonant og entydig. Det
er derfor stort sett tilstrekkelig & kun se pa den resonante delen av frekvensdo-

menet, og forkaste de gvrige delene. Far dermed:

7= [ suda= [T i@ g, (@)

N o ) ) N WwiSQi(Wi)
= [T P g, () = T

hvor
2AD (S, @) [y, 6% dw+ S0, () [, 0%,da]
e 2it)”

Sg.(w) =

(2.3.24)

og ws = 27 fs. For & gjore disse beregningene i praksis ma man bruke iterasjoner.
Dette fordi Hf og A% er funksjoner som avhenger av o,_,_ 0g 0y,r,. Iterasjonene
vil bli utfert pa forskjellen mellom &; og &ge,, som vil vaere en liten stgrrelse.

Enkel mode, enkel komponent - responsberegninger

Denne typen beregninger er aktuelt i tilfeller hvor det er forskyvninger i z-
retning(r,) og ved torsjon(rg). Det gjelder altsa modeformer hvor det i hovedsak
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er bidrag fra z- og #-komponenter:
pila) = [0 ¢. O
(2.3.26)
pia)~[0 0 o]
Dette fgrer til at spektralresponsmatrisen S,..(z,,w) blir diagonal, og innehol-

der kun responsvariansene til eksitasjonen i hver mode langs diagonalen. Far
dermed:

Sr, (@) = 7 (2,) | Hy, ()7, (w) z
hvor n = (2.3.27)
Ugn = fOOO STn (OJ)dOJ 0

hvor
. 2 -1
i, (@) = {1 — () +20 (6 - ) 5]
(2.3.28)
San (@) [, #n(@)de
(w2 1,)"

S A

o, (W) =2AD

og hvor de aerodynamiske dempinsegenskapene blir:

. 2d; T 2d
z szHl fLE:c;n ¢Z v — PB—QK |:1 - ( Oz )2 fL—EJ’P ¢z ’

— é ez
gaez B zszz T Ame fL ¢§dw T A, @z fL ¢’Ed$

2 2
* d 2 d
Caeo = Cacgy _ pBA; fLemp ede _ B g [1 - (‘79) :| fL“” =
aeg ag

T 2wgM, — 4img fL ¢2de Ao ap fL ¢2dw
(2.3.29)
Som tidligere sees det p& den resonante delen av frekvensdomenet:
ol = / S, dw =~ ¢2 (z,) / |Hy, (w)[PdwSg (wn)
0 0 '

TwpSA (Wn <
= o = gbi(mr)w hvor n = (2.3.30)

" 4 (gn - gaen) 0

Som nevnt tidligere er det rimelig & anta at lengdeskalen AD for g, og qg er
tilneermet like. Bruker sa:

z
M, = mn/ $2dx hvor n = (2.3.31)
L 0
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og S’Qn og S, som tidligere, og far dermed:

or. _ 10:(@)] pBD oy,

\ 1/2
D 22474 . S [b(ﬁ—ﬁ)]

gz(VRz7V) (2332)

or _ lo(e)| p(BD)? &y, [ A ]V
D 27277/ g St2 (b (S9 — aey)

1/2
(D Jor ¢gdz)
A0V, V) (2.3.33)
hvor
v o\ 3/2 —§<1_:?n )2 z Dw
9n(Vr,, V) = (Vm> e hvor n = p VR = 27rSnt
(2.3.34)
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2.4 Massedempere

Slanke konstruksjoner er saerlig utsatt for dynamiske svingninger. En mulig mate
& redusere svingninger pa er ved a innfgre massedempere. Massedemping er en
enkel men sveert effektiv méte a forhindre store svingninger i et system ved svi-
ninger som neermer seg egenfrekvens. Prinsippet er enkelt, har et gitt system, og
bestemmer egenverdiene for systemet. S& festes en liten masse til systemet med
en demper og en fjaer, og det sgrges for at den lille massen har samme egenfre-
kvens som systemet. Nar egenfrekvensen inntreffer vil da ogsa egenfrekvensen
til den lille massen inntreffe, men den lille massen vil svinge i motfase til resten
av systemet, grunnet demperen og fjeeren. Dermed reduseres responsen til sys-
temet ved egenfrekvens.

For a forklare hvordan massedempere fungerer gaes det her gjennom et eksempel

[2]:

p— 1ty

Figur 2.14: SDOF-TMD system [2]

Bruker fglgende notasjon:

k
W= c=28wm w?l — cqg = 28qwqgmg (2.4.1)
m mgq
Videre defineres masseforholdet:
_ mgq
= — 2.4.2
=" (242)

Dusker s& & se pa bevegelsesligningen for primeermasse og TMD(Tuned Mass
Damper):
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Primaermasse:
(1+ )it + 26wi + wu = L — rmiig (2.4.3)
m

TMD:
g + 26qwatiy + wiug = —il (2.4.4)

Meningen med TMD er & redusere responsen til systemet. For & gjore dette ma
massedemperen tilpasses slik at den gir stgrst mulig effekt. Justeringsmulighete-
ne man har til radighet er & endre massen my, fjeerstivheten k4 eller dempingen
cq til massedemperen. Et godt utgangspunkt er a se pa tilfellet:

Wg = w (2.4.5)
Ved & se pa stivhet fgrer dette til:
k k
mgq m

Videre sees det pa en periodisk forskyvning, p :
p = psinQt (2.4.7)
Med denne forskyvningen faes da fglgende respons for de to massene:
u = Gsin (Qt + 61) (2.4.8)
ug = Gg sin (Qt + 01 + d2) (2.4.9)

hvor 4 og 14 er forskyvningsamplitudene, og d; og do er faseforskyvningene. Det
kritiske lastscenario inntreffer nar {2 = w. Lgsningen blir da:

P 1
o= 2.4.10
R\l 1+ (3% + 5)? ( )
flg = ——1 (2.4.11)
T o
2 1
tan 51 = — |:/rfL + 25:| tan 52 = —g (2412)
d

I tilfellet uten TMD vil responsen veere gitt ved:

Q= g <21§> 51 = (—g) (2.4.13)
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Onsker na & se hvilket bidrag TMD gir. Setter opp lgsningen pa generell form:

-2 a1s

_m 2 1)°
e = 2\/1 + (m + 2&1) (2.4.15)

Ser dermed hvilket relativt bidrag massedemperen gir. Ved & gke masseforholdet
m = 74 gker dempingseffekten, men ettersom dette innebaerer & gke massen til
massedemperen, er det begrensninger pa hvor stor den kan veere. Samtidig gker
dempingseffekten ved & redusere dempingskoeffisienten til massedemperen, &;.
Men ved & gjore dette vil den relative forskyvningen gke for massedemperen, og
det er her ogsé begrenset hvor mye som kan tillates rent praktisk.

For a forklare nzermere hvordan en massedemper virker begynnes det med &
se pa et enkelt system:

K, c,
| Kyry T TH i
M,—T
I — . M, i,
R,()
—| g,

« %lj_l ry(t)
2/_¢_| “ Kz(rz-r1)l l C,(F, - F,)
£l

M,

r,(t) | M,i,

Figur 2.15: SDOF-system med massedemper|[13]

Setter opp likevektsuttrykk for de to massene[13]:
My + Ci7y — Co(ry — 1) + K11 — Ka(rg —r1) — R1 =0 (2.4.16)

Myiy + Co(1g — 1) + Ka(rg —71) =0 (2.4.17)
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Som kan skrives pa matriseform:

M, 0 71 i Ci+Cy —Cs) |7 i K i+ Ky —Ks| |r _ Ry
0 M2 7'"'2 702 CQ 7;2 7K2 K2 T2 B 0

(2.4.18)
Eller alternativt:
M iy + Coro + Korg = Ry (2419)
hvor: To = [7’1 TQ]T RO = [Rl O]T
. My 0 _ Ci4+Cy —Cy . Ki+ Ky, —K,
N
Videre introduseres for enkelhets skyld r; = r og Ar = rq — 11, slik at:
ri| |1 Of]|r
M - [1 J { Ar] (2.4.20)
1 0 T
hvor ro=%Yr | v = L 1} , r= [Ar]
Kan dermed skrive ligning (2.4.19) som:
UM O+ OTC 7y + OT Ky Or, = TR, (2.4.21)
=  Mi#+Ci+Kr=R (2.4.22)
_ a7 | My + My M, - _[cioo
hvor M=9"'M,¥ = M, M, , C=v" Cy¥= 0 Oy
o7 _ &K 0 _ T _ |
K=9v KO'II[O e , R=9¥" RyW = 0
For & se narmere pa egenskapene til systemet settes C = 0 , R = 0 og
r = We™t hvor i = Wl T/JQ}T. Dette gir:
Mi+ Kr=0 (2.4.23)
og '
P = —wpe™t (2.4.24)
Multipliserer s med K !, og far:
(I -w*K M) =0 (2.4.25)
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hvor: /
“1as |1/ Ky 0 M, + My, M,
K M= [ 0 1/ Ky M, M, (2.4.26)
Dermed er egenverdiproblemet gitt ved:
1 _ 2 M +Ms _ . 2Msy
Y “ B [ﬂ = (2.4.27)
Ved & lgse egenverdiproblemet med hensyn péa w? fies da:
2
Mi+My, | M Mi+M, | M My M
e+ g5/ (M 4 1) - 4 (308)
w? = (2.4.28)
+THE)
Ki1Ks

For en TMD vil massen til massedemperen veaere vesentlig mindre enn massen
til konstruksjonen. En kan derfor anta My << M;, noe som gir:

2
My | My My My _ oy (MiMo
K1+K2i\/(K1+K2> 4(K1K2)
2 My Mo
K1 K>

M M: M M:
_wrir(RR) | w-vEML .

= w'= 2(M1M2) = B i

K1 K>

w? &~

(2.4.29)

Har na funnet uttrykkene for egenfrekvensene til systemet. @Onsker videre & se pa
frekvensresponsfunksjonen H (w) til systemet, for & se pa effekten massedempe-
ren gir. Ser forst pa de Fouriertransformerte av responsen 7(t), og lastresponsen

R(t):
r(t) = Z a,(w)e™! (2.4.31)

R(t) =) ag(w)e™ (2.4.32)

hvor a,(w) = [ar aAT]T og ap(w) = [ag, O]T er Fourieramplitudene til de
to responsene.
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For at uttrykkene for responsene skal stemme for summen over w, ma de ogséa
stemme for hver enkel w. Setter sa inn i lign(2.4.22). Ved 4 lgse for a,(w), faes
da:

1
a,(w) = 5 K 'agr(w) (2.4.33)
j (%) +26, i
hvor H (w) = ———2——— er frekvensresponsfunksjonen.

- () 2 i

w

Onsker videre & finne et generelt uttrykk for frekvensresponsfunksjonen til et
system med TMD. Ser derfor fgrst pa:

A ' = MK +iwCK™ +1 (2.4.34)
Dette gir, ved a se pa masseforholdet p = %:
PR P | w0\ w w0\
[Ii’ﬂl Ifl%} | (s) prasi o on(s)
H, Hy - (w%) 1-— (w%) + 2650
(2.4.35)

) N1 Al .
Videre med Dy = H,; og Dy = H,, fies dermed frekvensresponsfunksjonen
som:

f(w) = 1 o, w(z)

- 2 2 w 2
piby—p(2) (2) [(2)

Onsker na a lage generelle uttrykk for innholdet i matrisen H (w). Definerer:

(2.4.36)

O =w/w
S /w2} (2.4.37)
Videre defineres:
ar = 2(§ + als)
bl = 2{2&
as =1+ p+a? + 4a1&
by =o? (2.4.38)
az = 2afagy + (14 p)é2] dy = p -
c1 =26
ay = a2 €y = oz2
ca=14+p
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Far dermed folgende uttrykk for innholdet i matrisen H (w):

AN 14-by (i) +ba (i)
Hyi (@) = 1+a1(icf.))-i—agZiw)2+ai(icb)3+a4(i@)4
AN —da (i)?
Hyp (@) = 1+a1(i&))—i—az(iw)z?—&-ag(i®)3+a4(iw)4
(2.4.39)
2 AN —ea (i0)?
Hy (@) = TFo1 (%) Tas (102 a3 (0 T a1 ()7
A AN 14-c1 (i0)F-c2 (10)?
Has (@) = 1+a1(m)+a2Em)2+ai,(m)3+a4(m)4
Kan na se pa spektraltettheten til responsen:
1 * *
S (w) = Ser Srar |y —aral = lim — | 9 WA
Sarr Sarar T—oo T T—oo T |Qp,Qr GAGAF

T (ﬁ(w) [aRl (O(J))/KlD* (ﬁ(w) [aRl(O)/mD(QMLO)

2 A N
@[ @ @)
K? s (A FT . (o SN b

DA @in@)  |ia@)

hvor Sg, (w) = Th_r}r;o Z=a};, (w)ag, (w) er spektraltettheten til lasten som virker

pa systemet. Videre sees det pa en last over et stort spekter, og en respons som
nezermer seg resonans. Dette fgrer til at responsvariansen, o2 og UZT., er gitt ved:

-2 _/’sm Smi)Aw @)

ﬂwlSRl (wl) a20a3 — a104 + albg + (Ig(b% — 2b%)

dw

= 2.4.41
2K? ajasasz — atag — a? ( )
o S oo
TAr = / Sarar(w)dw = RII((;J) / (@)] dw
0 i Jo

w1 aldg — 2a3ds
= S 2.4.42
2K2 m (Wi )alagag —a?ay — a? ( )
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TMD for et kontinuerlig linjeformet system

z
T K, c, K, g Ky c,
:::::—::::::::—::::::::_:::::—)
| ox "
| X;

XN

Figur 2.16: Bjelke/sgyle med massedemper M; i posisjon z;[13]

For et reelt system vil det veere gnskelig & innstalere dempere som demper ut
flere enn en mode. Ser pa en bjelke/sgyle med demperene M;, j = 1,2,3, ..., N;,
ved korresponderende posisjoner z;(se fig. 2.16). Bjelken i seg selv er utsatt
for en last ¢,(z,t), mens det er tatt for gitt at det ikke er noen last direkte
pa massedemperene. Det antas ogsa at massene til demperene er sma i forhold
massen til systemet. Bevegelsen til systemet kan beskrives modalt ved r,(x,t) =
®(x)-n(t), hvor ® beskriver modeformene utifra egenverdianalysen av systemet.
Ved en tilfeldig posisjon x og tid ¢ er da systemet i bevegelse r, (z,t). Samtidig
som dette skjer vil en massedemper M; ved posisjon x; ha bevegelsen r;(t).
Ved dette tidspunktet sees det sa pa de virtuelle forskyvningene i systemet.
Bjelken vil ha en virtuell forskyvning ér,(z), mens massedemperen vil ha en
virtuell forskyvning dr;,. Den totale energien til systemet vil veere uforandret
ved denne virtuelle forskyvningen, og dermed faes et energilikevektsuttrykk for
systemet, hvor ytre arbeid settes opp mot indre arbeid:

/L [q:(x,t) — m(2)i: (2, 1) — c.(2)P: (2, )] or. (2)da
+ZF (t)or.(z;) Z[M‘fz()ﬂLF‘()]‘srjz

J

// oz, z,1)0€, (, 2, t)dAdx (2.4.43)

hvor q,, m, og c, er henholdsvis fordelt last, masse og viskgs demping, mens o,
er normalspenningen forbundet med r,, d¢; er normaltgyningen forbundet med
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or,, og:

Fj(t) = G5 [#5. (t) — 72z, 1)) + K [rj. () — r=(x;,1)]
= Oty (8) + Kjr (t) = [Ci7=(w),t) + Kjra(x;,1)] (2.4.44)
hvor igjen K; og C; er henholdsvis stivheten og dempingsegenskapen til masse-

demper nr j. Har at[13]:

M, (z,t —EI,r" (x,t
Op = yl(f )y = y}yz(x )z:—ET'Z’(aj,t)~z

(2.4.45)
de, = =1l (z) - 2

z

og dermed:
//am(x,z,t)éeac(z,z,t)d/ldx:// [—Er](z,t)- 2] - [-6r)(z) - 2] dAdx
LJA LJA
:/Er;'(x,t)&"z(:c)/ szAdos:/Elyr'z'(m,t)(sr'z’(x)dx (2.4.46)
L A L

setter sa inn i energilikevekten:

L

+ /L EI,r (x,t)or) (z)dx — Z F;(t)or.(z;)

J

/Lmz(x)fz(x,t)érz(x)dx—i—/cz(x)fz(x,t)érz(;v)dx

+Z[Mﬂ‘jz (t) + Fy(t)] ory, = /L ¢=(,t)0r, (z)dzx (2.4.47)

Videre sees det fgrst, for enkelhets skyld, pa et tilfelle hvor det er en enkelt
mode ¢, (x) og en enkelt massedemper(M;, C1, K1) ved posisjon x1 pa spennet
til bjelken. Far da:

’I“Z(IL‘, t) = (bz(x)nz (t)

(2.4.48)
ri(t) =1-m(t)
og som tidligere ved & se pa virtuell forskyvning:
or,(x) = ¢, (x)om.
(2.4.49)

(57"1 = 1-(5?’]1
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Ser sa igjen pa energilikevekten:
/mz(x)%(w)nz(t)¢>z($)577zdx
L

" / 2 ()= (@) (6) (2)Sadls + / EI¢! (2)n. ()6 ()5 da

—{Crin () + Kim () — [C16:(21)02(t) + K192 (21)n: ()]} ¢=(21)0m2
+{Myijy + Crin(t) + K1 (t) — [Crdz(21)702(t) + K192 (21)n:(8)]} dm

_ /L 0. (2, )b, ()7, da(2.4.50)

som pa matriseform kan skrives som:

énz [Mzoﬁzo (t) + ézoﬁzg (t) + Kzonzo (t)] = 5"5‘~R20 (t) (2451)
hvor " r
Ny = ml” on, =[6n. om]
= A T M, 0
R, = [k 0 51, - { ! Ml]
R C. + ¢%(x1)C1  —¢:(21)Ch
C, =
—¢z($1)01 Cy
) K.+ ¢2(x1)K1  —¢:(x1) K]
K, =
—¢.(71) Ky Ky ]
og ~
M, o2(x) - m.(x) ]
K. :NwTQLMZ 7/L ¢ (x) - EL,(x) du
R. ¢ () ~qz(m,t)_

Multiplikasjon med én? kan utelates. Far da:
M i, (1) + Cogi, (1) + Koo, (1) = R, (1) (2.4.52)
Definerer sa den relative demperbevegelsen:

Ari(t) =1-Am () =ro(x,t) —ri1(t) = d.(x)n(t) — 1-m1(t) (2.4.53)
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Ser sa pa forskyvningene:

e s 1 ] e A

o 3 [an) (2454
og far at:
N, (1) = o (z) -, (1) (2.4.55)
hvor
n.(t) =[n. Am]
0g

%:Vf)ﬂqmﬁﬁﬂ:bﬂnﬂ (2450
da:

Energilikevekten med relative modale koordinater blir

M, (t) + C2p, (1) + K., (t) = R.(1) (2.4.57)
hvor - )
\ \ Mz + (b (xl)Ml ¢Z(I)M1:|
M,=9"pn, ¥, = z 2.4.58
T = MO z). (2.4.58)
~ _ w!l _ CWz 0 - _ ol i o Kz 0
C.=v'C, v, = { 0 Cl] K.=9'K, v, = [ 0 KJ (2.4.59)
og
R.=V'R., = [R. 0" (2.4.60)

For & videre se pa responsen i frekvensdomenet gjgres det samme som vist
tidligere for SDOF-systemet. Ved a bytte ut egenskapene til SDOF-systemet
med de modale egenskapene til det kontinuerlige systemet faes da:

. 1 . 1 [ a*a atan, S S,
Sp(w) = lim —aral = lim — | 77 00| = | e neAn
T—oo w1’ T—oo 7wl Aapln  ApapQAR SAvmz SAnAn

S (mw) [aéz(o;))/fczb* (ﬁ(w) {agz(?/fng

T—oo 1

~ |2 7 (A~ F >
_ SRZ(M) sz(w) sz(w)legw) (2.4.61)

A A

2 AN S ~ N
K2 A (@) H..(0)  |Hi.(@)
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hvor Sp_ (w) er spektraltettheten til den modale lasten til hovedsystemet, og:
A Ay 1+b1 (i) +b2 (10)?
H,.(0) = 1+al(iw)+a2Em)2+&23(iw)3+a4(m)4
(2.4.62)

Hy (@) = —da(i0)”
1z THa1 (1) +az (10)2+as (100)3 +aa (10)

O =w/w,
a=w,/wy hvor wy=/Ki/M (2.4.63)
fi = My /M,
a; = 2(52 + 6451)
b = 2¢.a
ag = 1+ i+ &% +4a&.& 3
by = a2
az = 2a[ag; + (1 + 1)&] 2 =[1 (2.4.64)
¢ =26,
Gy = @2 éy = a2
co=14+1[

hvor &, er bjelkens dempingsrate og &; er massedemperens dempingsrate. Ved
& anta at bjelken er pékjent en jevnt fordelt stokastisk last ¢ (z,t), med kryss-
spektraletthet S, (w, Az), hvor Az = |z, — 3| er absoluttverdien til avstanden

mellom to tilfeldige punkter x, og x, faes da:

Sg. (W) = Th_{réo ﬁa}z(u}) a%z(w)
= Th_{nocﬁ [/ ¢z (x)ag, (w x)dw} . [/L ¢.(z)ag, (w,x)dz

= [ [ -@o@n) Jim =i, 2 g Go.0)
= [ [ 6@ 0ute) - Sy M), (2:469)

Den fysiske responsen kan sa finnes ved a se pa at:
¢.(z) O

B = wo [ hity] mer wo= P47 ]

(2.4.66)
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Dette gir:
r.(x, t Srzrz STzAh
ST; (‘T7w) - Tlgnoo ﬁ <|:AT1 :| |: :| ) [SArlrz SAT‘lAT1:|

-y (0[S0 () oo

Saw) | 0| SEL@ R

K2 e (o) A1 (@) 1. (@)

Som tidligere, hvis det sees pa lasten over et stort spekter, vil det faes en respons
som naermer seg resonans. Responsvariansen blir da:

> Sp.(w2) 14 .
ol (zr) :/ Srzrz(w)dw%(bz(:cr)%/ H,.(®)|dw
0 Kz 0
S5 Godiy — G104 + 4102 + as (b2 — 202
= () 5 R (02) Gay — nla + 0l + G (OF 2 2) g g
2Kz2 ajazaz — ayaq — ag
o] S~
U2AT':/ Sarar(w)dw = L (;JZ / ‘Hu )| dw
0 Kj
2 d2 — 2asd:
= T G () T 20t (2.4.69)

—05p ) ——— —— —
2K§ z aiaoa3 — a%a4 —aj

Systemer med flere massedempere som demper ut flere moder

Ovenfor sees det pa systemer med bare en TMD. Det gnskes na a se pa et
system med flere moder, og massedempere i posisjon z;, j = 1,2, ..., N. Har da
N; antall dempere, som defineres ved:

M = diag [M;]
Cy = diag [C}] Fi=1,2,... N, (2.4.70)
K4 = diag [K}]

Hensikten med disse massedemperene er & dempe ut svingninger i V; eller feerre
moder. Det tas fortsatt for gitt at massene til demperene er sma i forhold til de
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modale massene. I modalkoordinater kan da systemets forskyvninger beskrives
som:

Niod
ra(@t) = Y o (@) 02, (8) = B (2)n: (1) (2.4.71)
n=1
hvor
2.0 =60 - b o bu]
. (2.4.72)
n. (t) = |:T]21 Nz, e ’rlszod:|

I orginalkoordinater kan forskyvningene til massedemperene beskrives ved:
T
ra(t)=[m - ;o N (2.4.73)
Siden forskyvningen til en massedemper vil beskrive en modeform (r; = 1-n;),
vil 74 i orginalkoordinater veere ekvivalent med 1, i modalkoordinater:
T
rat) =mngt)=[m - n; - ] (2.4.74)
Dermed kan koordinatene beskrives som:

r= [’”Z("T’t)] og = {"Z(t)] (2.4.75)

ra(t) n4(t)

For disse frihetsgradene sees det sa pa et sett tidsuavhengige virtuelle forskyv-
ninger:

or = [‘SST(;)] (2.4.76)
hvor ér = [(57‘1 cee 0Ty e 67"NJ T. Setter sa dette inn i energilikevekten:

/mzfz(x,t)érz(x)d:ch/czfz(z,t)5rz(x)dx+/EIyr’Z/(:c,t)cSr/Z'(:r)
L L

L
N;
= T [Ci () + Krj(t) — Cya(wy,t) — Kjra (a0, t)] o (a5)
j=1
N;
+ Z [Mjfj(t) + Cj’f‘j(t) + Kj?"j(t) - Cj’l"z(.’li‘j,t) - Kj?‘z(l'j,t)} (STJ‘
j=1

= /L q.(z,t)or, (x)da(2.4.77)
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Ser s& pa ortogonalitetsegenskapene til modeformene:

()P () Pm (2)
/L e (z)pn(2)pm(z) | dz =0 (2.4.78)
Bl (z)d(x) ¢y, (z)
og introduserer suksessivt:
1) 0r, = ¢, 072, og org = [(5r1 cee 0Ty 57“1\/].] T
n) 0ry = ¢, 072, og org = [(57‘1 RN SRR 57“]\;],] T

Nmoa) 01z =y 67y og  drg=[6ry -0 orn,| T
(2.4.79)
Bytter sa ut r;(x,t) med ®.(z) - n,(t), og r;(t) med n;(t). Far da Npoq + N;

antall ligninger, hvor ligningen som assosieres med 6r,(x) = ¢, (z)dr,,, ogdrqy =

mod

[6r1 -+ 6r) - 5rNj]T er gitt som:

orz, {Mzn Tz (t) + éZn Nz (t) + f(zn nzn )+ Z Cj (bzn x] nzn t)

+Z (ﬁzy J"] nzn ZC]¢Z” .1?] len Z (bzn x] Nz, (t)}

N;
+ oy {Myii; () + Cyi(8) + Kjnj (t) — Cjbe, (w50, () — Kb, (25)n-, (1)}
j=1
=or,, R. (t) (2.4.80)

Z\:izn mz¢§n
hvor | C,, :/ c.¢? |dx og R.,(t /d)z” )q.(x,t)dx  (2.4.81)
K..| ' |ELZ
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Definerer s& pa matriseform:
MZ = diag [Mzn]

~ - - - - - T
C.=diag[C..] § og Rz(t):[RZIWRZ”---RZNMJ (2.4.82)

. (z1) Gz (1) 0 @ (m1) o day(21)
@d = @Z(aj‘]) = d)zl (:L’j) e ¢Zn (.’L']) e ¢2Nm,od (x]) (24.83)
(I’Z(xNj) ¢Zl($Nj) ¢Zn(xN7) QSZNWLod (mNj)
og )
K,= ¢§Kd¢d}
- 2.4.84
C,=® C,, ( )
Kan dermed skrive lign(2.4.80) som:
5TT{[J\7IZ 0 } {n] N [C'eréd —<I>dTCd] [n}
0 Myl |74 —Cy®y Cq M4
K.+K; —®/K4| [n.]\| _; r[R.
{ _K,®, K, mal [~ or 0 (2.4.85)
eller alternativt uten 6r7. Videre kan det sees at de totale frihetsgradene blir:
r2(z,t) ®.(z) n (t)} [q’z(w) 0} {77 (t)]
_ z - z 2.4.86
=" o 1| m, (2.4.86)
eller pa relativ form:
ro(z,t)| ro(z,t) [ @.(z) 0] [n,(¢)
[ ra(t) } = [rz(zj,t) targ T @y 1| | A, (2:4.87)
alternativt:
_ (=@ t)) _ [ @) - n.(t)] _ [®:(x) O
Trel = |:ATd(t):| - l: And(t) - 0 I nrel(t) (2488)
hvor .
nrel<t) = [nz And] (2489)

56



2.4. MASSEDEMPERE

og hvor I er en N; - N; identitetsmatrise. Mens O har en stgrrelse som avhenger
av dens plassering i matrisen. Dersom den er plassert pa forste rad vil den veere
en 1-N; vektor, mens p& andre rad vil den veere en 1 Ny,0q vektor. Ved &
kombinere global og relativ form faes da:

[@zo(w) ﬂ {ngzt)] _ Fi(f) ﬂ { A’?ﬂ%)] (2.4.90)
N [n;(dt)} _ [ ‘I{d ﬂ uni?t)] (2.4.91)

Dermed er transformasjonsmatrisen ¥ definert:
o {(I)Id 2] (2.4.92)

og sammenhengen kan skrives pa formen:

n(t) = ¥n, (1 (2.4.93)

Likevektsuttrykket for de relative modale frihetsgradene kan dermed skrives
som:

My, (t) + C1,p oy (t) + K,y () = R(t) (2.4.94)

hvor
=" {J‘g J\?rd} v = [MZ J;\zl%?dq’d q’%ﬁ’d] (2.4.95)
C=w" [éz +C‘§Sd@d 'ﬁgfd} v - {CO C(J)d] (2.4.96)
K=" [K : *K‘I;gf a®d 'ﬁg{fd{ d} U= [Ig Igd:| (2.4.97)
R woT [ff)z} _ Ez] (2.4.98)

En generell lgsning pd den modale likevekten kan finnes ved & se pa frekvens-
domenet. Deler forst M opp i:

~ \, \, I T \/ I
_ [MZ 0} {MZD<I>d+<I’de MZD} (2.4.99)

0 M, M ,®, 0
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hvor D = M;1<I>§Md. Multipliserer sa med K

~ 71 ~ A A
1o | K o |[M. o Iy,, O D&, D
S e N (S R R ol

(2.4.100)
og far likevektsuttrykket:
INWLod ONrnode nz
ON; Nonoa Iy, Any
o7 O] [er D0 D] 11
ONj Niod ng ¢d INJ And
wi!t On N € On N 77 K_lR
+2 # mod z mod Yy Z | = z Tz 2.4.101
[ONJ A ON; Nonoa €q Any 0 ( )

hvor {wz = diag [w-, | og {62 = diag [wz”}, og indeksene til 0 og I beskriver

wq = diag [wj] &, = diag [w;]
stgrrelsen deres. Ser videre pa den Fouriertransformerte:

]Sl o [55]-x [ ) o

On;1 On;1

Ved & sette inn dette i likevektsuttrykket fées:

[ Q. (W))} = H(w) [Kz_laﬁtz (w)l (2.4.102)

ann, (W On,1
hvor:
Hw) = {INm,od — @2 (INmod + D‘E’d) + 22&)252} ~&*D
~&5®y {In, — &%+ 2i04€,)}
(2.4.103)

og hvor w, = diag [w/w.,] og wq = diag [w/w;]. Som vist tidligere er det i en
gitt posisjon x,, hvor det gnskes & finne den strukturelle forskyvningsrespon-
sen 7, (x,,t) og den korresponderende relative forskyvningsresponsen til alle N;
massedempere Ar,(t), gitt at:

(] = (S5 wor e =[] ey
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2.4. MASSEDEMPERE

En Fouriertransformasjon gir da at:

o o] g, (3 [P

aA,‘ (w)

Dermed faes det at:

=t g (e [Z ]} {oten [ D))

T—o0 T

= lim LT {\Ilr(xr)f[(w) [Kzlaéz(w)]} {‘I’T(xr)ﬁ(w) [Kzla"z

Dette gir:

hvor

Uy

. 1 - _\T
R(W) — Kz SRZ(CO) <Kz ) ONTYLOde]

ONj Nrod ON}

og
Splw) = lim Jraj, )-af (@)

(2.4.105)
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Kapittel 3

Hafslundsgy bru

I dette kapittelet gnskes det & undersgke hvilken effekt massedempere vil gi pa
de dynamiske egenskapene til Hafslundsgy gangbru. For & undersgke effekten
gjores det forst en egenverdianalyse, sa pakjennes det en virvelavlgsningslast.
Videre innfgres det massedempere pa brua, og det gjgres en ny analyse med
virvelavlgsninger. Dermed kan det sees hvilke utslag i responsen massedempe-
ren gir ved virvelavlgsninger. Hvert delkapittel tar for seg fremgangsmate og
resultater.

— S — — — — — — L e —— 4

Figur 3.1: Hafslundsgy gangbru, med Hafslundsgy pa hgyre side, og Opsund pa
venstre[8]

Hafslundsgy gangbru er en slank hengebru som bygges over Glomma mellom
Opsund og Hafslundsgy i Sarpsborg, Ostfold. Brua har et spenn pa 125 m,
og en tverrsnittsbredde som varierer fra 3,945 m ved landkarene, til 4,742 ved
midten av spennet. Brua er bygget i betong B45, med fire baerekabler av typen
27¢0.6”, og fire forspenningskabler av typen 31¢0.6”. Kablene er lagt inn i to
dragere, hvor hver har 2 baerekabler og 2 forspenningskabler.
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DEKKEBREDDE
50 VAR i

1 VAR, 1

FORTANNING
DETALJ A

450 + 103;

L=400mm. ST@PES | ETAPPE 2
(KONTINUITETSFUGE | HVER ENDE)

1 1o 1 50—+

FORTANNING
DETALS A 100

Figur 3.2: Orginaltverrsnittet til Hafslundsgy (mal i mm) [7]

I beregningene nedenfor er det benyttet et forenklet tverrsnitt av brua. Det er
valgt & forenkle ved & si at brua har en bredde pa 4,74 m over hele spennet. I
tillegg er alle vinklene gjort rettvinklet, og hgyden D er satt til 0,42 m.

4740
Beerekabler 2720.6" 135 Forspenningskabler 31¢0.6“x‘65
g g -y g ® =
— N Q ool N
670 700 1000 182,5 250
425

Figur 3.3: Forenklet tverrsnitt av Hafslundsgy gangbru(maéal i mm)

Materialparametrene og de dynamiske egenskapene til brua er hentet fra dr.
techn. Olav Olsen[9]:

Parameter

‘ Stal ‘Betong

E-modul E [M Pa] 200 000 | 36 000
Skjeermodul G [M Pa) 75000 | 14 675
Tyngdetetthet p [kN/m3] | 7 850 2 500

Tabell 3.1: Materialparametre for Hafslundsgy[9]

Tverrsnittskonstantene er sa regnet ut i Cross X[1], og folgende verdier er be-

nyttet:
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Konst. ET, I, m, GI; 1 E
[kNm?] [mm?] | [kg/m] | [kNm?] [mm’] [N/m?]
Verdi || 5,82-10° | 1,62-10'° 3178 | 4,22-10° | 2,88-10'° | 3,60- 10

Tabell 3.2: Konstanter beregnet fra CrossX

Orginalt har landkarene til Hafslundsgy en hgydeforskjell pa 0,43 m, men for
enkelhetsskyld er det antatt at hgyden til landkarene er lik for de videre be-
regningene som er gjort. Slakken e, til brua er satt til 2,8 m for korttidslast,
og 2,35 m for langtidslast i henhold til dr. techn. Olav Olsen[8]. Videre er den
fordelte massen til kablene og betongen for det forenklede tverrsnittet:

Betong, my, | Forspenningskabler, m., | Beaerekabler, m,,
[kg/m] [kg/m] [kg/m]
2632 88,75 47,75

Tabell 3.3: Fordelt masse for Hafslundsgy

Brua bygges med 3 m lange plasstgpte betongelementer, som flyttes ut pa kab-
lene til den gnskede posisjonen. Disse betongelementene gjgr sammen med for-
spenningskabler at brua i ferdigstilt fase far en aksialkraft som virker over hele
spennet. For & utnytte bruas design er dermed betongen satt i trykk, og kablene
i strekk, slik at brua er best mulig rustet for pakjenninger. Kreftene som virker
i brua er[4]:

H Betongdekke \ Forspenningskabler \ Beaerekabler

Etter oppspenning —17812 26178 15014

Etter lang tid —-9694 24724 13954

Tabell 3.4: Aksialkraft [kN]
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Disse aksialkreftene gir en total aksialkraft i brua som:

Hy = —17812 + 26178 + 15014 = 23380 [kN] Etter oppspenning

Hy = —9894 + 24724 + 13954 = 28784  [kN] Etter lang tid

Ettersom betongen star i trykk, vil den bidra til aksialstivheten til brua. Ak-
sialstivheten til komponenten i brua er:

Betong Forspenningskabler | Baerekabler
EA, (EA)., (FA),,
3,79 - 1010 2,26 - 10° 1,215 - 10°

Tabell 3.5: Aksialstivheten for tverrsnittskomponentene [N]

Dermed kan den total aksialstivhet, EA;., for tverrsnittet til brua beregnes:
EAipt = EAy +4(FEA),, +4(FA),, =5,1804-10 [N]
Dempingsraten til brua gitt som £ = 0,01 [8].

I de videre beregningene sees det pa tilfellet etter oppspenning. Brua er i en
mer kritisk fase fgr den har fatt 7satt” seg, og det er derfor interessant & se
hvordan responsen er i dette tilfellet. Dersom responsen pga. virvelavlgsningene
blir for stor for korttidstilfellet vil brua na kritisk fase fgr langtidsvirkningene
har inntruffet.

3.1 Egenverdianalyse

For det kan begynnes a se pa plassering og egenskaper for massedemperene,
ma det som nevnt over gjgres en egenverdianalyse. Teorien i kap. 2.1 og 2.2 tar
for seg slanke hengebruer med strekkabler. Hafslundsgy gar inn under denne
kategorien, og teorien kan derfor brukes direkte. Ettersom det sees pa virvel-
avlgsninger i denne oppgaven er det gjort egenverdiberegninger for eksitasjoner
i z-retning og torsjon.
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3.1.1 Egenverdier for eksitasjon i z-retning

Har fra lign.(2.2.44):
(Kz - WQMz)az =0

For Hafslundsgy gnskes det & se pa de 4 forste egenmodene(N = 4). @Dunsker
fgrst & finne stivhetsmatrisen K, og massematrisen M ,. For & gjore dette ma
lign.(2.2.36), (2.2.37), (2.2.38) og (2.2.39), skrives om til formen:

Ely(”—L’T)4 for p=n QH(%)Q for p=n
Rpn = /\pn—

0 for p#n 0 for p#n

64e.\2 (BA) e, 1 6de.\2 (EA)e, 1 _
(%) Llﬁﬁ*‘(ﬁ) I~ pn for pogn=1,35,..
Hpn =

0 for pellern=24,6,...

(4me, +4dme, +my) for p=n
M., =

0 for p#n

Lign.(2.2.42) og (2.2.43) gir da for korttidslast:

05126 0 00716 0

| o 128 o 0 . ,

K:=1lo0m6 o 280 o |*107 N/m]
0 0 0 53108

M, = diagm.] hvor m, =3178 [kg/m]

Ser s pa egenverdiproblemet det(K, — w?M ) = 0, og lgser for & finne egen-
frekvensene. Definerer:
2 HiL? g (32 2 (ec)2 L(BA)uL? W,
‘TwE T L -

@,
T (x/L)/EL [m-

Og egenverdiproblemet kan dermed skrives som:
d d\?
(14+c+d-a?) (81+9c+9—@§> - (3) 1 =0
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far sa egenfrekvensene som:

w2274 =T

=2
Wz 7T\/(4mCl + 4me, +mp)L

z =4
Wz 7T\/(élmc1 +4me, +mp)L

4m2EI, + 2H L2

1672E1, + 2HL>

- =6,1923

- = 10,1813

[rad/s]

[rad/s]

m2E1,

(4dme, +4dme, +myp

5d 4d\?* [d\?
41 = 40 + 4e — — =
VA +56+9:F\/(0+ c 9) +<3>

7,4413
= [rad/s]
12,9382

Lgser si egenverdiproblemet (K, — w?M ,)a, = 0, og finner modene som har-
moniske fourierrekker.

De 4 forste vertikale egensvingeformene

0 T T T T
w =6.1923
—0.5r R i
-1 | . L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 T T T —
. 0 _(OZ :7.4413_
\ 2
71 1 1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 T T ——
B \ —o, = 101813
-1 I I I I
10 0.2 0.4 0.6 0.8 1
. 0/ / —w, =12.9382)
_1 1 1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L

Figur 3.4: De fire fgrste svingemodene i z-retning
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3.1.2 Egenverdier for eksitasjon i torsjon

For egenverdiene for torsjon kan beregnes ma massetreghetsmomentet mg for
tverrsnittet finnes. For & beregne my deles tverrsnittet inn i tre deler, en plate,
de to dragerene og kablene.

2370

[ e

2700

Figur 3.5: Referansefigur for massetreghet

Finner fgrst massetregheten til platen:
me, = / r?ppdA =2-1,185% - 2500 - (0,16 - 2,37) = 2662,411 [kgm?/m)]
A

Dragerene:
me, = 2-1,35%-2500- (0,26 -0,7) = 1658,475 [kgm?/m)]
Kablenes fortrengte betong:
me, = 2-(1,35% 2500 (0,06 - -2+ 0,045 - 0,135 - 2))) = 316,837 [kgm?/m]
Dermed blir den totale massetregheten for betongen:
mg = mg, +mg, — mg, = 4004 [kgm? /m)]

Kan na se pa egenverdiproblemet fra lign.(2.2.63):

(Ko —wijMy)ag=0

Det gnskes ogsd her & se pa de 4 forste egenmodene. Skriver om lign.(2.2.55),
(2.2.56), (2.2.57), og (2.2.58), slik at de gjelder for Hafslundsgy:

(nwL)*GI, for p=n
Qpn =
0 for p#n
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Hb2 (nr)2
; > (T) for p=mn
pn =
0 for p#mn
Vpn =0
e 2 (BA).
(16ﬂ2bc) (E;le) an for pogn=13,5,..
Xpn =
0 for peller n=24,6,...

Legg her merke til at E'1,, = 0 i uttrykket for €, ettersom det ikke er noen fare
for vridning i dette tverrsnittet, og at v,, = 0 ettersom kablene ligger tilnzer-
met pa linje med skjeersenteret til tverrsnittet. Dermed kan stivhetsmatrisen og
massematrisen finnes:

0,0651 0  0,0000 0
| 0o 0,205 0 0 12
Ko=100000 o0 o581 o |0 [N
0 0 01,0420

b2
My =myg,, I hvor my,, =my+2(me, —|—mcg)5C =4,9991-10° [kgm?/m)]

Kan dermed finne wyp, og wp, ved & se pa:
(922 + 1922 - wgmetot) =0 0g (944 + Vaa — w‘gmet"t) =0

Ved & lgse for wy faes da:

Q U
W, = 4/ % =6,5791 [rad/s]
[Q 9
wo, = % = 13,1583 [rad/s]
tot

Har na funnet egenfrekvensene for de antisymmetriske modene. @nsker si &
finne de symmetriske. Har at:

(Qu1 + Y11 + x11 — wima,,,) - (33 + Is3 + X33 — Wyme,,,) — X13 =0

Definerer:

7r>2Hbg 10 (16ecbc)2 (EA)so

2 "9\ #L L,
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7\ 2 N2 b2 8 [16eche )\’ (EA)ior
k=8(7) GL+3(7) H2+9( L ) T,

b _ 2 ((16eche > (BEA)jor
P73\ nL Ll.

Far da de symmetriske egenfrekvensene som:

ky — /K2 + k2
MV 79343 [rad/s)

2my,,,

[k + /K2 + k2
wy, = %:10,7190 [rad/s)]
metot

Lgser sa egenverdiproblemet (K — ng 9)ag = 0, og finner modene som har-
moniske Fourierrekker.

w€1 =

De 4 forste torsjonsegensvingeformene

2 s T w, —79343]
993 1
0 Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 T T T
2L 0w, =6.5791
> 0 o, |
/
_1 L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
% i 0/ \ — W, =10.719,
993 3
_1 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 | ‘ ‘
z Wy — 131583
CD? O 4 7l
S
71 L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figur 3.6: De 4 forste svingemodene for torsjon
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3.1.3 Oppsummering - egenverdier

Egenverdiberegningene gir fire egensvingeformer for eksitasjon i bade z-retning
og torsjonsvridning, hvor begge har to symmetriske og to antisymmetriske svinge-
former. Ser at for torsjon blir svingeformen med lavest egenfrekvens ¢g,, som
er antisymmetrisk. En forklaring pa dette kan veere at oppspenningskraften i
kablene gjgr at brua lettere kan svinge antisymmetrisk enn symmetrisk. Nar
brua vris inn i en torsjonssvingeform blir en av kabelgruppene utsatt for mer
trykk enn strekk, og en annen motsatt, dersom svingeformen er symmetrisk.
Mens dersom svingeformen er antisymmetrisk, vil hver kabelgruppe bli utsatt
for like mye strekk som trykk.
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3.2 Virvelavlgsningslast

Ettersom det na er beregnet egenverdier for brua kan det begynnes & se pa virvel-
avlgsningslasten. Begynner med & definere kritiske vindhastigheter. Lign.(2.3.2)

gir:
D

Vi = fi - —
R =fi g
For regne ut den kritiske vindhastigheten ma Strouhaltallet St defineres. Fra
Norsk standard er Strouhal tallet for rektanguleere tverrsnitt gitt som[10].
St
0,15+
0.10-]

0,05

6 7 8 9 10 gp

Figur 3.7: Strouhaltallet for rektangulaert tverrsnitt[10]

Med et bredde/hgydeforhold pa d/b = 11,286 vil St = 0, 09 for Hafslundsgy. De
kritiske vindhastighetene for egenfrekvensene blir da:

Tabell 3.6: Kritiske vindhastigheter [m/s]

Ma na bestemme tverrsnittsegenskapene som trengs for & beregne virvelav-
lgsningseffekten. Etter mgte med veileder 06.05.2013 ble fglgende verdier fore-
slatt[14]:
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po |60 | b | b | as | A | Ka., | Ka
kg/m® | 1V LD [ LT[ OT P00 (] | ()

0

1,25 1 ]015]01(04] 3| 02 | 0,02

Tabell 3.7: Verdier fra veiledningstime[14]

Kan dermed begynne & se pa lastens virkning pa brua. Antar at hele bruspennet

er eksponert for vindstrgmmen, Ly, = L.

3.2.1 Virvelavlgsningslast med respons i z-retning

Har fra egenverdianalysen verdiene for w,, og siden massen er jevnt fordelt over
hele spennet, vil den modale fordelte massen m, = m,. @nsker sa & finne den

aerodynamiske dempingsparameteren K, .

Ko =26 Ko - (VZ)GJ(VQS

Kan néa se pa virvelavlgsningsresponsen. Har fra lign.(2.3.34):

1 YRn :
e () :
9n(Vr,, V)= — e hvor n =
Vr )

n

Videre defineres:

codm e s @l [ A o,
* puB?2K,, & P27 952,771\ J; #?(x)dx b.Ka.] St?

Virvelavlgsningsresponsen er dermed gitt som:

A A 2

. 1- £, 16\ ., 5.
r, — P = r, =
O, 5 + ( 5 > + 5 O,

Far dermed fglgende dynamisk respons:

9=

Az
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-3 Responsen i z—retning ved 0.125L
14X 10
__V, =4.5991 [m/s]

1.2 R i
—_ VR =5.5268 [m/s]
E - z
= N 1t 2 1
o _V, =7.5619 [m/s]
2 L E H
g 08 V. =9.6095 [m/s]
5] %
2 06f J
£
s 04r 1
a

0.2 1

00 5 10 15 20
Middelvindhastighet, V [m/s]
Figur 3.8: Dynamiske respons i z-retning ved 0,125 L [m]
L4 107 Responsen i z—retning ved 0.25L
__V, =4.5991 [m/s]

1.2F L i
—_ VR =5.5268 [m/s]
E — %
= . 1t 2 i
o" _V, =7.5619 [m/s]
g 08 V. =9.6095 [mss]|
2 K
&~ 0.6r |
E
g 04r 1
a

0.2 1

0
0 20

5 10 1
Middelvindhastighet, V [m/s]

Figur 3.9: Dynamisk respons i z-retning ved 0,25 L [m]
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-3 Responsen i z—retning ved 0.5L

14X 10

‘ __V, =4591 [m/s]

1.2t Y i
_ V, =5.5268 [m/s]
g -5
— . 1F 2 1
o __V, =7.5619 [m/s]
2 L B 1
2 0.8 V. =9.6095 [m/s]
5] z
2 06f 1
g
<
g 04r 1
a

0.2r 1

% 5 10 15 20

Middelvindhastighet, V [m/s]

Figur 3.10: Dynamisk respons i z-retning ved 0,5 L [m)]

3.2.2 Virvelavlgsninger med respons i torsjon

Har na sett pa responsen for eksitasjon i z-retning. @nsker sa a se pa torsjons-
responsen. Beregner tverrsnittsegenskapene for torsjonsvridning[14]:

b

o 0q. 5 b

A °l] qz 2 ~ ~ c

[0 = = — o3 =0, —
© = 1pv2B? 1, V2B.B w = %5

a, D 2D
ag = —Qy

b2 b

Den aerodynamiske dempingsparameteren blir:

-8
v\ 6 _(L)
Ka9 :276.Ka90 . (VR ) e VRy
0

90(VR,, V) er gitt som for z-retning, og tilsvarende blir ogsa:

po_ Ame & By = ¢o(2) pD? A Og e
0 pUB4 Kas & 0 25/27T7/4 me fL (bg(x)dsc bgK[ag] St2 ag
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og den dynamiske responsen er gitt som:

R N2
. 1—E& 1— & A o
Gry = 5 + ( 7 +62 = o= a:

Dermed blir den dynamiske responsen i torsjon:

-3 Responsen i torsjon ved 0.125L
HX 10
__ Vi =5.893[m/s]
0
g _VR =4.8865 [m/s]
g L5F o, I
T Vp =7.9612 [m/s]
b T e,
= V. =9.773 [m/s]
% 1t —_ Re i
8 4
&
E
g . |
g 05
a
00 5 10 15 20

Middelvindhastighet, V [m/s]

Figur 3.11: Dynamisk respons i torsjon ved 0,125 L [m/m]
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T

Dynamisk respons, 0 [m/m]

T

Dynamisk respons, 0 [m/m]

-3

Responsen i torsjon ved 0.25L

X210 ‘ ‘ ‘
__V, =5893 [mis]
[¢]
_V, =4.8865 [ms]
1.5 o f
_V, =7.9612 [m/s]
[¢]
i Yy =97 |
0.5 ]
% 15 20
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Figur 3.12: Dynamisk respons i torsjon ved 0,25 L [m/m]

Responsen i torsjon ved 0.5L

pX10° : :
__V, =5.893 [ms]
0
__V, =48865 [ms]
1.5/ 6, |
_V, =7.9612 [ms]
0
V. =9.773 [m/s
1+  — R94 [ ] 4
0.5+ =
0 L L L
0 15 20

10
Middelvindhastighet, V [m/s]

Figur 3.13: Dynamisk respons i torsjon ved 0,5 L [m/m]
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3.2. VIRVELAVLOSNINGSLAST

3.2.3 Oppsummering - virvelavlgsninger

Det sees fra resultatene at virvelavlgsningene gir sma forskyvninger bade i z-
retning og i torsjon. Standardavvikene o, er i stgrrelsesorden mm og rad, og
torsjon gir den sterste forskyvningen for standardavviket med o, = 1,7-103 rad,
som utgjgr en vertikal forskyvning i ytterkant av tverrsnittet pa 2,74 m-1,7-103
rad = 4,658 mm. Ser ogsa at de kritiske vindhastighetene er lave i forhold
til referansevindhastigheten for Sarpsborg, V,..; = 24 m/s [10], som er typisk
for virvelavlgsninger, da det er den vindeffekten som er mest aktuell ved lave
vindhastigheter tradisjonelt.
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KAPITTEL 3. HAFSLUNDSQ®Y BRU

3.3 Innfering av massedempere

Det er na beregnet egenverdier og virvelavlgsningsrespons. Jnsker na a innfgre
massedempere langs brua, for sa & se pa responsen med TMD. Fgr det kan sees
p& massedempere, er det ngdvendig & se nsermere pa virvelavlgsningsresponsen.
Ser forst pa lastresponsen. Har fra lign.(2.3.14):

S @) (L) gk
ﬁws 1—w \ 2
S ) (200’ ()

Det modale lastresponsspekteret er gitt i lign.(2.4.65). Ettersom koherensleng-
den AD for virvlene er liten sammenlignet med lengden til brua L, kan uttrykket
skrives om til[13]:

L z
Sp (w) = 2ADS,, (w)/ ¢2 dz hvor n= (3.3.1)
0 0

Dermed kan responspekteret til virvelavlgsningslasten i frekvensdomenet bereg-
nes fra lign.(2.3.27), ved & skrive om til originalkoordinater:

Pn(r) 2 s 2
Sra() = (220) 1B () S, ) (332)
Kan na begynne & se pa massedempere. Ut ifra modeformene, og beregnet re-
spons bestemmes det & tilpasse demperene slik at de har stgrst effekt pa mode
1 og 2. Det besluttes derfor & innfore 3 TMD med fglgende egenskaper:

‘ Massedemper A ‘ Massedemper B ‘ Massedemper C

Masseforholdstall, u 0,0025 0,006 0,0025

Plassering 0,3L 0,5L 0,7L
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3.3. INNFORING AV MASSEDEMPERE

—A —B —C
r r !

(\37500 23000 25000 375001—‘

Figur 3.14: Massedemperenes plassering pa hafslundsgy(méal i mm)

Den valgte plasseringen og egenskapene til massedemperene brukes videre for &
dempe ut bade eksitasjon i z-retning og torsjon. Demperene tilpasses sa mode-
formene ved Den Hartog[13]:

Wn 3
og &g = K

o ST+ P (3.3.3)

Wq =

Det foretas sa malinger i 1/8, 1/4 og 1/2 punktene pa brua, ettersom dette
er punktene med stgrst eksitasjon for de fire svingeformene, for & se hvordan
responsen reduseres.

3.3.1 Massedempere som demper mot bevegelse i z-retning

pUVQB
2

Har at o4, = 6, , som gir:

Den Hartog gir:

WA = wo = 122 =7,4227 [rads] €a = Ec = \/srsys = 0,0305

0g
wp = 1505 = 6,1553  [rad/s] €5 = \/ sy = 0,0470
og masse- og stivhetsmatrisen blir:
M, , 0 0 993, 3 0 0
M., = 0 M., 0 = 0 2383,5 0 [kg]
0 0 M., 0 0 993, 3
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K., 0 0 WMy, 0 0
K.,=|0 K, 0/|=]0 WMy, 0
0 0 K, 0 0 WMy,
54727 0 0
= 0 9, 0306 0 |-10* [N/m]
0 0 54727

Etablerer sa modeformene for massedemperene:

G20 (Ta) Gz (xa) ¢2a(wa)  dzi(2a)
(I’Zd = ¢21 (xB) ¢22(x3) ¢23(x3) ¢Z4(x3)
¢Z1 (mc) d)zz (l‘c) qj)zS (Qic) ¢24 (ch)

Finner si ¥, (z,) fra lign.(2.4.104), H(w) fra lign.(2.4.103) og S’R(w) fra lign.
(2.4.108), og far spektraltettheten til responsen fra lign.(2.4.107):

S, (wr.w) = U, (2,) - H ()8 () H () 9T ()
Srz S’I'ZT‘A ST'ZT'B ST'zT'C
— STA ST'A TB STATC

S’I”B S’I"B’I“c

Sym. Sre

de reduserte responsspektrene blir da:
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3.3. INNFORING AV MASSEDEMPERE

Responsspekteret Sr (w) med TMD ved 0.125L

> ;
7XIO
S
-=w I
6 |
S
sp---TT, |
T A |
3 3 s % .
n" - »
d4 [F
2r = 8
1’ "’ ‘l 7
b\ ’/ “‘
0 = - -
4 6 8 12 14

Figur 3.15: Responsspekter og redusert responsspekter ved 0,125L

Responsspekteret Sr (w) med TMD ved 0.25L

].2x10
S
-=- I
1 3
S
--- T
\T 0.8 “
2 S,
% 06’ Zd3
On S
2" 04t o
0.2F 8
O 6 8 12 14

Figur 3.16: Responsspekter og redusert responsspekter ved 0,25L
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Responsspekteret S (w) med TMD ved 0.5L
-5 2

1.5
___Sr
S
- - I
= 1f
‘g S
3 %
= . S
@05¢ T
0 i~ L
4 6 12 14

w [rad/s]

Figur 3.17: Responsspekter og redusert responsspekter ved 0,5L

Videre sees det pa den reduserte dynamiske responsen. Har fra lign.(2.3.27):

ofz:/ S (W)dw = o, = / Sy (w)dw
0 0

Lgser og finner dynamisk respons o, for vindfeltet:
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3.3. INNFORING AV MASSEDEMPERE

-3 Dynamisk respons i z—retning med TMD ved 0.125L

._.
~

T
z
—_
— o
T T

I
o0
T

5
=)
T

Dynamisk respons, 0 [m]
=
=

0.2

5 015 20
Middelvindhastighet, V [m/s]

Figur 3.18: Dynamiske respouns i z-retning med TMD ved 0,125 L [m]

-3 Dynamisk respons i z—retning med TMD ved 0.25L

1.4X10 ‘ ‘ ‘
o
-——- T
1.2’ Zdl
g o
e ===
o “,
£ o0s .5
a, z
_;14) 06’ ---0[‘
2 :
S 041 H
=
(@)
0.2r 1
0 _
0 15 20

5 10
Middelvindhastighet, V [m/s]

Figur 3.19: Dynamiske respons i z-retning med TMD ved 0,25 L [m]
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-3 Dynamisk respons i z—retning med TMD ved 0.5L

14210 ‘ ‘ w
- - _or

— 12’ Zdl
£ .l o
o 1
g 08fF __.5,
(o8 z
< 0.6f o
§ 0.4F
>
)]

0.2F 1

00 15 20

5 10
Middelvindhastighet, V [m/s]
Figur 3.20: Dynamiske respons i z-retning med TMD ved 0,5 L [m]

Det gjgres sa en simulering i tidsdomenet for & vise hvordan responsen dempes
ut over tid. Har fra[l11]:

N N
r.(z,t) = Re (Z Qyy - e(i“’“tw’“)> = Re (Z Gy, - cOs(wrt — ?/fk)> (3.34)
k=1

k=1

hvor 1y er en tilfeldig fasevinkel for hver av de harmoniske komponentene, og
Gz, = /2 Sr(wg) - Awy. Viser her responsen over en tid 7' = 600 s, for de mest
utsatte punktene for de forskjellige kritiske vindhastighetene:
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3.3. INNFORING AV MASSEDEMPERE

Responsen i z—retning ved 0.5L, med vindhastighet Vi =4.5991 [m/s]

x10° i

Respons, rz(x,t) [m]

0 100 200 300 400 500 600

Respons, T (x,t) [m]
d
(=]
? ‘

0 100 200 300 400 500 600
Tid, t [s]

Figur 3.21: Respons r.(t) og dempet respons r.,(t) for Vg_ ved 0,5 L

Responsen i z—retning ved 0.25L, med vindhastighet VR =15.5268 [m/s]

z
2

0.01

—-0.01

Respons, rZ(X,t) [m]
2

0 100 200 300 400 500 600

x 10

Respons, T (x,t) [m]
d
2

0 100 200 300 400 500 600
Tid, t [s]

Figur 3.22: Respons 7 (t) og dempet respons 7., (t) for Vg, ved 0,25 L
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Responsen i z—retning ved 0.5L, med vindhastighet Vi =7.5619 [m/s]

z
3

0.01

Respons, rZ(x,t) [m]
(=]

_0'010 100 200 300 400 500 600

x 10

Respons, T (x,t) [m]
2

0 100 200 300 400 500 600
Tid, t [s]

Figur 3.23: Respons r.(t) og dempet respons r,(t) for Vg, ved 0,5 L

Responsen i z—retning ved 0.125L, med vindhastighet VR =9.6095 [m/s]

z
4

x10~

5

z

Respons, r_(x,t) [m]

0 100 200 300 400 500 600
x 10

0 100 200 300 400 500 600
Tid, t [s]

Respons, r (x,t) [m]
(=]

Figur 3.24: Respons 7,(t) og dempet respons r,(t) for Vg, ved 0,125 L
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3.3. INNFORING AV MASSEDEMPERE

Ser at massedemperene gir en reduksjon i maksimal respons for de forskjellige
svingeformene som:

Tzl = 47 2 [mm]
Vr., ved 0,5L med = 1-
Tagy = 2,1 [mm]

’I"zdl

=50

SN

r.,, =5,3 [mm] ,
Vi, ved 0,25L med = 1- 2% =5094%

Tzay = 2,6 [mm] =
T, = 6,0 [mm)] ,
Vg, ved 0,5L med = 1--%2-20%
T2y, =48  [mm] "z
r., =4,0 [mm] -
Vi,, ved 0,125L med = 1-24-175%
T2g, =353 [mm] T2

3.3.2 Massedempere som demper mot bevegelse i torsjon

2 2
_~» psV'B S
Har at 04, = 64, %~5—, som gir:

Sgp(w) = \/Eiibe 7<17b;“%>2

Den Hartog gir:

wa=we = 122 = 6,5627  [rad/s] €a =6 = /sttty = 0,0305

og
_ we  _
wp = 17,15 = 71,8870 [rad/s] &g = m =0,0470

og masse- og stivhetsmatrisen blir:

My, 0 0 1251,4 0 0
Mgd = 0 MgdB 0 = 0 3003 0 [kg}
0 0 My, 0 0 1251,4
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Koy, O 0 wy Mo, , 0 0
K@d = 0 KgdB 0 = 0 nggdB 0
0 0 Ko, 0 0 wj M,
5, 3899 0 0
= 0 18, 6800 0 |-10* [N/m]
0 0 5, 3899

Etablerer s modeformene for massedemperene:

bo,(a)  Po,(Ta) Pos(Ta) Do (T4)
Dy, = |90, (xB) d0,(vB) ¢os(xB) ¢, (TB)
b0, (xzc)  ¢o,(rC) dos(zc)  Po,(z0)

og finner spektraltettheten til responsen som for z-retning:

S, (0. w) = U, (2,) H ()8 () H () 9T ()
S’r'g ST'e TA S’I'e’I'B ST'S rc
_ TA S’I"AT‘B STATC
o S’I’B S’l"B’I"c
Sym. Sre

de reduserte responsspektrene i torsjon blir da:

Responsspekteret Sr (w) med TMD ved 0.125L

s .
2.5X10 ‘
S
--- I
ed
20 g
--- I
Bd
E 1.5F ___Sred
3 s
m;_o 1— - I‘ed
i
0.5+ o il
' lll ||
0 P A o\ \ ‘
4 6 8 10 12 14 16 18

w [rad/s]

Figur 3.25: Responsspekter og redusert responsspekter ved 0,125L
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3.3. INNFORING AV MASSEDEMPERE

Responsspekteret Sr (w) med TMD ved 0.25L

s .
4x10
S
--- I
ed
3+ S,

[¢]
= %
= S
B
e, S

i= - - T
wn ed
1, -
O ‘l~‘ - . L L L
4 6 8 10 12 14 16 18

w [rad/s]

Figur 3.26: Responsspekter og redusert responsspekter ved 0,251

Responsspekteret S, (W) med TMD ved 0.5L

s 0
35)(10
S
-2
3r 5
S
_ 2.5+ : e red,
@ )
N\g, ok ___Sr
— ed
3 L 2
<. 1.5 N
© ---Tr
1, dA,
0.5r 8
0 ; - ; ; ‘
4 6 8 10 12 14 16 18

w [rad/s]

Figur 3.27: Responsspekter og redusert responsspekter ved 0,5L
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Som for z-retning, kan den reduserte dynamiske responsen skrives som:

0392/ So,(wW)dw = oy = / S (w)dw
0 0

Lgser og finner dynamisk respons o, for vindfeltet:

-3 Dynamisk respons i torsjon med TMD ved 0.125L

2xlO ‘
o
-=w T
[¢]
— 4
g
e 150 220
i Bd
o o
v --- T
(=] 9d
& 1
0,
= T e,
g 0.5r 8
A
O ~ ~
0 5 10 15 20

Middelvindhastighet, V [m/s]

Figur 3.28: Dynamiske respons i torsjon med TMD ved 0,125 L [m/m]
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-3 Dynamisk respons i torsjon med TMD ved 0.25L

2xlO ‘ ‘ ‘
o
-——- T
[¢]
£l !
E 150 S
— [¢]
bs..q’ 4,
5 o,
4 -
% 1F ea},
g o
= --- T
. — d4
g I ]
= 05
>
Aa
0
0 20

Figur 3.29: Dynamiske respons i torsjon med TMD ved 0,25 L [m/m]

-3 Dynamisk respons i torsjon med TMD ved 0.5L

2xlO ‘ ‘ ‘
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172} 3
= o]
4 --- 1
.g d4
= 05’ 7
>
Aa
0 ‘
0 5 10 15 20

Middelvindhastighet, V [m/s]

Figur 3.30: Dynamiske respons i torsjon med TMD ved 0,5 L [m/m]
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Det gjores sa en simulering i tidsdomenet pa samme mate som for z-retning:

N N
ro(x,t) = Re <Z ag, - e(iwkt_¢k)> = Re (Z ag, - cos(wit — ¢k>> (3.3.5)
k=1

k=1

hvor 1 er en tilfeldig fasevinkel for hver av de harmoniske komponentene, og
2 - Sp(wg) - Awy. Viser ogsd her responsen over en tid T' = 600 s, og for
de mest utsatte punktene for de forskjellige kritiske vindhastighetene:

Responsen i torsjon ved 0.5L, med vindhastighet VR =5.893 [m/s]

El °,
£ o001
E I ‘ | I i
@ O A i
Z
15)
Qq 70.01 L L L L L
Qq:) 0 100 200 300 400 500 600
g 5X 10°
)
;-FD-U of i ‘ ! \
&
=
8- 75 L L L L L
7] 0 100 200 300 400 500 600
o~

Tid, t [s]

Figur 3.31: Respons 74 (t) og dempet respons rg,(t) for Vg, ved 0,5 L
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Responsen i torsjon ved 0.25L, med vindhastighet VR =4.8865 [m/s]

g "

E, 0.01

=z

% 0

)

15}

% 70.01 L L L L L
&) 0 100 200 300 400 500 600
g 5X]0_3

2

hcnn 0

)

S

Q—( _5 L L L L L

aq:) 0 100 200 300 400 500 600

Tid, t [s]

Figur 3.32: Respons r¢(t) og dempet respons 7y, (t) for Vg,, ved 0,25 L

Responsen i torsjon ved 0.5L, med vindhastighet VR =7.9612 [m/s]

) °
£ 001
) \
;-‘CD 0 i I i i I Wi | |
% 70.01 L L L L L
K 0 100 200 300 400 500 600
g 5X 10°
g |
=° Off Il i
-
é -5 I 1 1 1 1
&"3 0 100 200 300 400 500 600

Tid, t [s]

Figur 3.33: Respons r4(t) og dempet respons rq,(t) for Vg, ved 0,5 L
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Responsen i torsjon ved 0.125L, med vindhastighet Vi =9.773 [m/s]

E %
E 0.01 \
:“
=0 ~
i
=]
2 —0.01 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
2 0 100 200 300 400 500 600
) 3
ERE x 10
5
o ol ’
£
Q
o 75 Il Il Il Il Il
3 0 100 200 300 400 500 600
2 Tid, t [s]

Figur 3.34: Respons r4(t) og dempet respons rg,(t) for Vg, ved 0,125 L

Ser at massedemperene gir en reduksjon i maksimal respons for de forskjellige
svingeformene som:

rg, = 0,0077 [rad] -
Vi,, ved 0,51 med = 1-—L=7213%
ro,, =0,0021 [rad] "6,

r9, = 0,0097 [rad] ro
Vr,, ved 0,25L med = 1--—"2=60,82%

ro,, =0,0038 [rad] 762
ro, = 0,0071 [rad]

Vi,, ved 0,5L med o 1- % g9 039
r9,, = 0,0044 [rad] iz
ro, = 0,0068 [rad]
Vi, ved 0,125L med = 1- M _3599%
ro,, =0,0044 [rad] T4
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3.3. INNFORING AV MASSEDEMPERE

3.3.3 Oppsummering - Massedempere

Ut ifra resultatene ovenfor sees det at massedemperene gir en tydelig reduksjon
i responsen. Den stgrste reduksjonen er for Vz,, hvor responsen dempes ut med
over 70 % péa det meste. Selv om forskyvningene som fglge av virvelavlgsninger
er sma for Hafslundsgy, viser resultatene at massedempere gir en meget positiv
effekt for denne typen konstruksjoner. Den stgrste responsen som er kalkulert i
tidsserieanalysen blir rg, = 9,7 - 10® rad, som tilsvarer en forskyvning vertikalt
i ytterkant av tverrsnittet pa 22,989 mm. Den dempede responsen derimot gir
en forskyvning pa bare 9 mm. Det legges ogsa merke til at masse og stivhet for
massedemperene er i en stgrrelsesorden som er innenfor rimelighetens grenser,
da det gjelder praktisk gjennomfgrbarhet.
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Kapittel 4

Oppsummering og konklusjon

Beregningene gjort i denne oppgaven tyder pa at det ikke er ngdvendig med
massedempere pa Hafslundgy bru. I likhet med Svend Ole Hansen ApS[3], faes
det at virvelavlgsningslast ikke gir store responsutslag pa kontruksjonen. Alli-
kevel viser beregningene som er gjort at massedempere er sveert effektivt for
slanke gangbruer, og at responsen kan reduseres betraktelig.

Egenverdianalysen som er gjort er utfgrt med noen forenklinger. Det forenk-
lede tverrsnittet gjgr at stivhets- og masse-egenskapene til systemet avviker noe
fra det orginale tverrsnittet med varierende bredde. Det varierende tverrsnittet
vil ha lavere stivhet og masse enn det forenklede for hele bruas lengde. I tillegg
blir systemet sett pa som en hengebru med kablene inne i tverrsnittet. Det er
ikke tatt hensyn til innspenningsegenskapene til brua mot landkarene, annet
en forspennings-/aksialkrefter. Innspenningene er blitt antatt tilsvarende som
innfestingen for en hengebru, med utvendige kabler, mot tarnene. Denne for-
enklingen vil gjgre brua noe mindre stiv ved innfestingene, og vil dermed gi et
bidrag som virker motsatt av forenklinglingen av tverrsnittet, i forhold til den
totale stivheten.

Beregningene som er gjort for virvelavlgsningene er ogsa gjort med noen for-
enklinger. Strouhal tallet som er brukt gjelder for rektangulsert tverrsnitt, men
er en god tilneerming for det forenklede tverrsnittet. Responsen er beregnet for
z-retning og torsjon hver for seg, og det er ikke sett pa den kombinerte effekten.

Det er i denne oppgaven innfgrt tre massedempere bade for eksitasjon i z-retning
og torsjon. I likhet med beregningene for virvelavlgsningslasten er det kun sett
pa effektene i hver retning for seg. Det er altséa ikke sett pa effekten demperene
mot torsjon har ved eksitasjon i z-retning, og motsatt. Det er ogsa benyttet
samme masseforholdstall p for demperene for de to analysene. Demperene ble
tilpasset mode 1 og 2 for begge. Det ble ogsa gjort en beregning for dempere
som var innstilt for mode 2 og 3, men resultatene for denne beregningen ga
darligere demping for systemet totalt enn for det fgrst nevnte tilfellet, og ble
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derfor ekskludert. Resultatene viser at demperene gir stgrst effekt mot torsjon,
med i overkant av 70 % reduksjon av responsen pa det meste, men at effekten
ogsd er betydelig for eksitasjon i z-retning(50 %).

Alt i alt viser resultatene i denne oppgaven at innfgring av TMD’er er en
sveert effektiv mate a redusere responsen til slanke gangbruer pa. Selv om virvel-
avlgsningsresponsen er liten for Hafslundsgy vil massedempere kunne veere et
godt alternativ for & dempe ut andre laster som fgrer til resonante svingninger.
Det vil derfor veere interessant videre a se pa responsen som fglge av andre typer
vindlaster, jordskjelv og gangtrafikk for Hafslundsgy, og se om det her vil veere
behov for & dempe ut svingningene.
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Vedlegg A

Tidsserier for respons og re-
dusert respons

A.1 Respons i z-retning

Responsen i z—retning ved 0.125L, med vindhastighet VR =4.5991 [m/s]

-3 z,
2X 10 T T T T T

AP Mty
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Respons, rZ(x,t) [m]
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Respons, r (x,t) [m]
d
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Tid, t [s]

Figur A.1: Respons 7,(t) og dempet respons r,(t) for Vg, ved 0,125 L
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Responsen i z—retning ved 0.25L, med vindhastighet Vi =4.5991 [m/s]
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Tid, t [s]

Figur A.2: Respons 7,(t) og dempet respons r,(t) for Vg, ved 0,25 L

Responsen i z—retning ved 0.5L, med vindhastighet VR =4.5991 [m/s]
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Figur A.3: Respons 7. (t) og dempet respons 7., (t) for Vg_ ved 0,5 L
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Tidsserier for respons og redusert respons

Responsen i z—retning ved 0.125L, med vindhastighet V, =5.5268 [m/s]

,3 Z2
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Figur A.4: Respons 7 (t) og dempet respons r,(t) for Vg_, ved 0,125 L

Responsen i z—retning ved 0.25L, med vindhastighet VR =15.5268 [m/s]
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Figur A.5: Respons 7. (t) og dempet respons 7., (t) for V_, ved 0,25 L
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Responsen i z—retning ved 0.5L, med vindhastighet Vi =5.5268 [m/s]
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Figur A.6: Respons r,(t) og dempet respons r,,(t) for Vg,
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Figur A.7: Respons 7 (t) og dempet respons r,(t) for Vg, ved 0,125 L
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Tidsserier for respons og redusert respons

Responsen i z—retning ved 0.25L, med vindhastighet Vi =7.5619 [m/s]
,3 Z3
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Figur A.8: Respons 7 (t) og dempet respons 7, (t) for Vg ved 0,25 L

Responsen i z—retning ved 0.5L, med vindhastighet VR =7.5619 [m/s]
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Figur A.9: Respons 7 (t) og dempet respons 7, (t) for Vg ved 0,5 L
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Responsen i z—retning ved 0.125L, med vindhastighet Vi =9.6095 [m/s]

73 24
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Figur A.10: Respons r.(t) og dempet respons r.,(t) for Vg_, ved 0,125 L

Responsen i z—retning ved 0.25L, med vindhastighet VR =9.6095 [m/s]
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Figur A.11: Respons 7 (t) og dempet respons 7, (t) for Vg, ved 0,25 L
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Tidsserier for respons og redusert respons

Responsen i z—retning ved 0.5L, med vindhastighet Vi =9.6095 [m/s]
-18 %
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Tid, t [s]

Respons, r (x,t) [m]
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Figur A.12: Respons 7 (t) og dempet respons 7, (t) for Vg ved 0,5 L

H Punkt pa brua H VRZ1 ‘ VRZ2 ‘ VRZ3 ‘ VRZ4
0,125L 1,4 2,7 3,7 4,0
T, 0,25L 3,0 5,3 3,3 0
0,5L 4,2 0 6,0 0
0,125L 0,78 1,6 3,0 3,3
T2, 0,25L 1,5 2,6 2,7 0
0,5L 2,1 0 4,8 0

Tabell A.1: Maksimalverdi for respons og redusert respons over tidsserien [mm]
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A.2 Respons i torsjon

Responsen i torsjon ved 0.125L, med vindhastighet VR =5.893 [m/s]
- 0
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Figur A.13: Respons r4(t) og dempet respons rq,(t) for Vg, ved 0,125 L
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Figur A.14: Respons r¢(t) og dempet respons 7y, (t) for Vg, ved 0,25 L
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Tidsserier for respons og redusert respons

Responsen i torsjon ved 0.5L, med vindhastighet VR =5.893 [m/s]
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Figur A.15: Respons r4(t) og dempet respons rg,(t) for Vg, ved 0,5 L

Responsen i torsjon ved 0.125L, med vindhastighet VR =4.8865 [m/s]
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Figur A.16: Respons r4(t) og dempet respons rg,(t) for Vg, ved 0,125 L

A9



Vedlegg A

Responsen i torsjon ved 0.25L, med vindhastighet Vi =4.8865 [m/s]
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Figur A.17: Respons 74(t) og dempet respons rg,(t) for Vg, ved 0,25 L

Responsen i torsjon ved 0.5L, med vindhastighet VR =4.8865 [m/s]
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Figur A.18: Respons 7y(t) og dempet respons 7y, (t) for Vg, ved 0,5 L
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Tidsserier for respons og redusert respons

Responsen i torsjon ved 0.125L, med vindhastighet VR =7.9612 [m/s]
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Figur A.19: Respons r¢(t) og dempet respons rg,(t) for Vg, ved 0,125 L
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Figur A.20: Respons r¢(t) og dempet respons rg,(t) for Vg, ved 0,25 L
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Responsen i torsjon ved 0.5L, med vindhastighet VR =7.9612 [m/s]
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Figur A.21: Respons r4(t) og dempet respons rq,(t) for Vg, ved 0,5 L

Responsen i torsjon ved 0.125L, med vindhastighet VR =9.773 [m/s]
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Figur A.22: Respons 7¢(t) og dempet respons 7y, (t) for Vg, ved 0,125 L
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Tidsserier for respons og redusert respons

Responsen i torsjon ved 0.25L, med vindhastighet VR =9.773 [m/s]
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Figur A.23: Respons 79 (t) og dempet respons 7y, (t) for Vg, ved 0,25 L

Responsen i torsjon ved 0.5L, med vindhastighet VR =9.773 [m/s]
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Figur A.24: Respons r¢(t) og dempet respons r,(t) for Vg, ved 0,5 L
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H Punkt pa brua H VR, ‘ VR, ‘ ViR, ‘ ViR,
0,125L 0,0033 0,0051 0,0071 0, 0068
Tg 0,25L 0, 0060 0,0097 0, 0046 0
0,5L 0,0077 0 0,0071 0
0,125L 0,0011 0,0022 0,0043 0,0044
o, 0,25L 0,0019 0,0038 0,0027 0
0,5L 0,0021 0 0,0044 0

Tabell A.2: Maksimalverdi for respons og redusert respons over tidsserien [rad)
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Vedlegg B
Masterskript - MATLAB

%% Analyse av bru

% Simen H. Holtberget

% Masteroppgave var 2013

% 09.04.2013

%% Henter inn skript

% Onsker her & hente inn de ngdvendige beregningene i andre skript, slik at
% jeg far et bedre system i beregningene enn om jeg hadde hatt alt i et
% enkelt skript.

Dt

%% Henter ut egenverdier for z-retning

% Her m& det legges inn egenskaper for systemet

hafs_testl

%% Henter ut egenverdier for torsjon

hafs_test2

%% Henter ut responsen for virvelavlgsninger i z-retning

% Her m& det legges inn egenskaper for virvelavlgsningslast, samt hvor
% pa bruspennet responsen skal beregnes

Virvell

%% Henter ut responsen for virvelavlgsninger i torsjon
Virvel2

%% Henter ut beregningene for massedempere i z-retning
massedemperl

%% Henter ut beregningene for massedempere i torsjon

massedemper2

B.1






Vedlegg C

Egenverdiberegninger i z-retning

- MATLAB

%% Hafslundsgy - Bestemmelse av stivhet og massematrise for bevegelse i z-retning

% 08.05.2013

% Simen Hellgren Holtberget
% simenhel@stud.ntnu.no

hh

clear all
close all

hh

set (0, ’DefaultAxesFontName’,’Times New Roman’)

set (0, ’defaultaxesfontsize’,20)
set (0, ’defaulttextfontsize’,20)

hh

h_m= 0;

g = 9.81;

L = 125;

rho = 2831;

B =4.74;

D = 0.42;

m_b = 2632;

m_c_1 = 88.75;
m_c_2 = 47.75;
xi_z = 0.01;
xi_theta = 0.01;
St = 0.09;

% e_c = 2.57;

e_c = 2.8;

% e_c = 2.35;

b_c = 2.7;
j_1=4;

j_2 = 4;

EI_y = 5.8161e8;
GI_t = 4.2231e5;
EA_c_1 = 2.26E9;
EA_c_2 = 1.215E9;
EA_b = 3.79044e10;
EA = EA_b + (4xEA_c_1) + (4*EA_c_2);
l_e = Lx(1 + 8*(e_c/L)"2);
N = 4;

m_theta = 4004;
EI_w = 0;

Hgydeforskjell mellom brubanen og kablene pd midten
[m/s"2] Tyngdeakselerasjon

[m] Lengden av brua

[kg/m~3] Tyngdetettheten til brua med betong og kabel
[m]

[m]

[kg/m] Vekt av betong pr. meter

[kg/m] Vekt av hver forspenningskabel pr. meter
[kg/m] Vekt av hver barekabel pr. meter

[1 Dempingsraten i z-retning

[1 Dempingsraten i torsjon

Strouhal tallet

% [m] Middelverdien av slakken til kablene

[m] Slakken til kablene ved korttidslast

% [m] Slakken til kablene ved langtidslast

[m] Avstanden mellom kabelgruppene

Antall forspenningskabler

Antall barekabler

[Nm~2] Bgyestivheten beregnet fra Cross X

[Nm~2] Torsjonsstivheten beregnet fra Cross X

[N] Aksialstivheten til hver av forspenningskablene
[N] Aksialstivheten til hver av bzrekablene

[N] Aksialstivheten til betongen

[N] Aksialstivheten til hele tverrsnittet

[m] Lengden av kabelen

Antall egenverdier

[kg*m~2/m] Massetreghetsmoment

[Nm~4] Ingen vridning for dette tverrsnittet
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h_r = 0; % [m] kablene ligger pa linje med skjzrsenteret

x = 0:0.5:L;
hatt_x = x/L;

%% Horisontal kraft bar_H fra Vegvesenets tall [N]

bar_H_1 = (- 17812 + 15014 + 26178)*1000; % Etter oppspenning
bar_H_2 = (- 9694 + 13954 + 24724)*1000; % Etter lang tid
bar_H = bar_H_1; % Velger hvilket tilfelle vi skal se pa

%% Beregner stivhetsmatrisen og massematrisen
kappa_pn = Q@(p) EI_y*(pxpi/L) 4; % Gjelder for p = n. 0 ellers
lambda_pn = @(p) (2%bar_H*(p*pi/L)"2); % Gjelder for p = n. 0 ellers
mu_pn = @(p,n) ((64)*((e_c)/(pi*L))"2 * (EA/(Lx1_e))*(1/(p*n)))...

+ ((64)*((e_c)/(pixL)) "2 x (EA/(L*1_e))*(1/(p*n)));

% For p ogn =1,3,5,... -> 0 dersom p eler n = 2,4,6,...
kappa_lambda = zeros(N,N);
for i = 1:N
kappa_lambda(i,i) = kappa_pn(i)+lambda_pn(i);

end

mu = zeros(N,N);

% Sgrger for at kun elementene med oddetall i mu far verdi

for i = 1:N
for k = 1:N
if mod(i,2) ==

if mod(k,2) == 1
mu(i,k) = mu_pn(i,k);

else
mu(i,k) = 0;
end
else
mu(i,k) = 0;
end
end

end

% Far dermed stivhetsmatrisen

K_z = kappa_lambda + mu;

% og Massematrisen

M_z = (((j_1*m_c_1)+(j_2*m_c_2))+m_b)*eye(N,N);
%% Skal s& finne egenmodene

% definerer
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Egenverdiberegninger i z-retning - MATLAB

[e]
[}

(2/(pi~2))*(((bar_H)*L"2)/(EI_y));

Q
n

(32/(pi~38))°2 * (e_c/L) 2 * (L/1_e) * (((EA)*L"2)/(EI_y));

=

Finner dermed egenfrekvensene(E.S kap. 3.5 s.155)

omega_z_1 = 2xpi*sqrt (((4*(pi~2)*EI_y)+(2*(bar_H)*(L"2)))...
/CCC(G_1xm_c_1)+(j_2*m_c_2)) + m_b)*(L"4)));

omega_z_3 = 4*pi*sqrt (((16%(pi~2)*EI_y)+(2*(bar_H)*(L"2)))...
/CCC(G_1*m_c_1)+(j_2*m_c_2)) + m_b)*(L"4)));

omega_z_2 = pi*sqrt((((pi~2)*EI_y)/(((j_1*m_c_1)+(j_2*m_c_2)+m_b)*(L"4)))...
*(41+(5%c)+((5%d) /9) . ..
- sqrt ((40 +(4%c)-((4%d)/9))"2 + (d/3)°2)));

omega_z_4 = pi*sqrt((((pi"2)*EI_y)/(((j_1*m_c_1)+(j_2*m_c_2)+m_b)*(L"4)))...
*(41+(5%c)+((5%d) /9) . ..
+ sqrt((40 +(4%c)-((4%d)/9))"2 + (d/3)°2)));

omega_z = [omega_z_1;omega_z_2;omega_z_3;omega_z_4];
omega_z = sort(omega_z);
matr = [1+c+d 0 d/3 0;...

0 16+(4*c) 0 0;...

d/3 0 81+(9xc)+(d/9) 0;...

0 0 0 256+(16*c)];

hatt_omega_z = omega_z/((pi/L)"2 ...
* sqrt(EI_y/((j_1*m_c_1)+(j_2*m_c_2) + m_b)));

dummy_z = matr-diag(hatt_omega_z."2);
% M& s& finne egenmodene
a_z = eig(dummy_z);
phi_z_1 = zeros(1l,length(x));
for i = 1:1:length(x)
phi_z_1(i) = a_z(1)*sin((pi*x(i)/L));
end
phi_z_1 = phi_z_1/max(abs(phi_z_1));
phi_z_2 = zeros(1,length(x));
for i = 1:1:length(x)
phi_z_2(i) = a_z(2)*sin((2*pi*x(i)/L));
end
phi_z_2 = phi_z_2/max(abs(phi_z_2));

phi_z_3 = zeros(1l,length(x));

for i = 1:1:length(x)
phi_z_3(i) = a_z(3)*sin((3*pi*x(i)/L));
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end
phi_z_3 = phi_z_3/max(abs(phi_z_3));
phi_z_4 = zeros(1,length(x));

for i = 1:1:length(x)
phi_z_4(i) = a_z(4)*sin((4*pi*x(i)/L));
end

phi_z_4 = phi_z_4/max(abs(phi_z_4));
Phi_z = [phi_z_1;phi_z_2;phi_z_3;phi_z_4];

figure

subplot(4,1,1)
plot(hatt_x,phi_z_1,’LineWidth’,2)

title(’De 4 fgrste vertikale egensvingeformene’)
ylabel(’\phi_{z_1}(x)’)

legend([’\omega_{z_1} = ’ num2str(omega_z(1))])
subplot(4,1,2)
plot(hatt_x,phi_z_2,’LineWidth’,2)
ylabel(’\phi_{z_2}(x)’)

legend([’\omega_{z_2} = ’ num2str(omega_z(2))])
subplot (4,1,3)
plot(hatt_x,phi_z_3,’LineWidth’,2)

ylabel (’\phi_{z_3}(x)’)

legend([’\omega_{z_3} = ’ num2str(omega_z(3))])
subplot(4,1,4)
plot(hatt_x,phi_z_4,’LineWidth’,2)
xlabel(’x/L’)

ylabel(’\phi_{z_4}(x)’)

legend([’\omega_{z_4} = ’ num2str(omega_z(4))])
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Vedlegg D
Egenverdiberegninger i tor-
sjon - MATLAB

%h Hafslundsgy - Bestemmelse av stivhet og massematrise for bevegelse
%% i ren torsjon

% 08.05.2013

% Simen Hellgren Holtberget

% simenhel@stud.ntnu.no

%% M& finne m_theta_tot

m_theta_tot = m_theta + ((2%x(m_c_1+m_c_2)*b_c"2)/2);

%% Beregner stivhetsmatrisen og massematrisen

Omega_pn = @(n) ((n*pi*L)"2)*(GI_t + (((n*pi*L) 2)*EI_w));
% For p = n, 0 ellers

varphi_pn = @(n) (bar_H*(b_c"2)/2)*(n*pi/L)"2;
% For p = n, 0 ellers

eta_pn = @(n) ((j_1*m_c_1)+(j_2*m_c_2)+m_b)*g*h_r;
% For p = n, 0 ellers

kji_pn = @(p,n) ((16%e_c*b_c)/(pi*L))"2 * ((EA)/(L*1_e))*(1/(p*n));
% For p ogn = 1,3,5,... -> 0 dersom p eler n = 2,4,6,...

Omega_varphi_eta = zeros(N,N);
for i = 1:N

Omega_varphi_eta(i,i) = Omega_pn(i) + varphi_pn(i) + eta_pn(i);
end

kji = zeros(N,N);

% Sgrger for at kun elementene med oddetall i kji far verdi

for i = 1:N
for k = 1:N
if mod(i,2) ==

if mod(k,2) == 1
kji(i,k) = kji_pn(i,k);

else
kji(i,k) = 0;
end
else
kji(i,k) = 0;
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end
end
end
% Stivhetsmatrisen
K_theta = Omega_varphi_eta + kji;
% Massematrisen
M_theta = m_theta_totxeye(N,N);
%% Skal s& finne egenverdiene(eksempel 3.5 E.S)
omega_theta_2 = sqrt((((2*pi)/L)"2)*((GI_t + ((((2*pi)/L)"2)*EI_w)...
+ (bar_H*((b_c~2)/2)))/m_theta_tot)...
+ ((((j_1*m_c_1) + (j_2*m_c_2) + m_b)*gxh_r)/m_theta_tot));
omega_theta_4 = sqrt((((4*pi)/L)"2)*((GI_t + ((((4xpi)/L)"2)*EI_w)...

+ (bar_H*((b_c"2)/2)))/m_theta_tot)...
+ ((((G_1*m_c_1) + (j_2*m_c_2) + m_b)*g*h_r)/m_theta_tot));

IW’
-

= (10%((pi/L)"2)*GI_t) + (82x((pi/L)"4)*EI_w)...
+ (10%((pi/L) "2)*bar_H*(b_c"2)/2)...
+ (((j_1*m_c_1) + (j_2*m_c_2) + m_b)*g*h_r)...
+ ((10/9)*(((16%e_cxb_c)/(pi*L)) "2)*((EA)/(L*1_e)));
k_2 = (8%((pi/L)"2)*GI_t) + (80*((pi/L)"4)*EI_w)...
+ (8x((pi/L)"2)*bar_H*(b_c"2)/2)...
- ((8/9)*(((16*e_c*b_c)/(pi*L)) "2)*((EA)/(Lx1_e)));
k_3 = (2/3)*(((16%e_c*b_c)/(pixL)) "2)*((EA)/(L¥1_e));
omega_theta_1 = sqrt((k_1 - sqrt(k_2"2 + k_372))/(2*m_theta_tot));
omega_theta_3 = sqrt((k_1 + sqrt(k_2"2 + k_3"2))/(2*m_theta_tot));
omega_theta = [omega_theta_1;omega_theta_2;omega_theta_3;omega_theta_4];
dummy_theta = K_theta-(diag(omega_theta. 2)*M_theta);
% M& s& finne egenmodene
a_theta = eig(dummy_theta);
phi_theta_1 = zeros(1,length(x));
for i = 1:1:length(x)
phi_theta_1(i) = a_theta(1)*sin((pi*x(i)/L));
end
phi_theta_1 = phi_theta_1/max(abs(phi_theta_1));
phi_theta_2 = zeros(1,length(x));
for i = 1:1:length(x)

phi_theta_2(i) = a_theta(2)*sin((2*pi*x(i)/L));
end
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phi_theta_2 = phi_theta_2/max(abs(phi_theta_2));
phi_theta_3 = zeros(1,length(x));

for i = 1:1:length(x)
phi_theta_3(i) = a_theta(3)*sin((3*pi*x(i)/L));
end

phi_theta_3 = phi_theta_3/max(abs(phi_theta_3));
phi_theta_4 = zeros(l,length(x));

for i = 1:1:length(x)
phi_theta_4(i) = a_theta(4)*sin((4*pi*x(i)/L));
end

phi_theta_4 = phi_theta_4/max(abs(phi_theta_4));
Phi_theta = [phi_theta_1;phi_theta_2;phi_theta_3;phi_theta_4];

figure

subplot (4,1,1)

plot(hatt_x,phi_theta_1, ’LineWidth’,2)

title(’De 4 fgrste torsjonsegensvingeformene’)

ylabel (’\phi_{\theta_1}(x)’)

legend([’\omega_{\theta_1} = ’ num2str(omega_theta(1))])
subplot(4,1,2)

plot(hatt_x,phi_theta_2,’LineWidth’,2)
ylabel(’\phi_{\theta_2}(x)’)

legend([’\omega_{\theta_2} = ’ num2str(omega_theta(2))])
subplot (4,1,3)

plot(hatt_x,phi_theta_3, ’LineWidth’,2)
ylabel(’\phi_{\theta_3}(x)’)

legend ([’ \omega_{\theta_3} = ’ num2str(omega_theta(3))])
subplot(4,1,4)

plot(hatt_x,phi_theta_4, ’LineWidth’,2)

xlabel(’x/L’)

ylabel(’\phi_{\theta_4}(x)’)

legend ([’ \omega_{\theta_4} = ’ num2str(omega_theta(4))])
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Vedlegg E
Virvelavlgsnings- respons i z-
retning - MATLAB

%h Hafslundsgy - Virvelavlgsninger
% 12.05.2013

% Simen Hellgren Holtberget

% simenhel@stud.ntnu.no

hh

%% Definerer koherenslengdeskalaen
lambda = 3;

%% Finner kritiske vindhastigheter
f_z = omega_z/(2*pi);

VR z = £_z*(D/St); % Kritisk vindhastighet for
% vertikale svingninger [m/s]

f_theta = omega_theta/(2*pi);

V_R_theta = f_theta*(D/St); % Kritisk vindhastighet for
% torsjonssvingninger [m/s]

%% Ser fgrst pa z-retning
% Definerer konstantene

hatt_sigma_q_z = 1;
b_z = 0.15;

a_z = 0.4;

m_z = 3178;
lambda_z = 3;
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%% Bestemmer hvor pd spennet vi skal se pa responsen
koord = 1/2; % Koord multipliseres med lengden av brua L
% Bestemmer modal masse

tilde_m_z = zeros(N,N);
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for j = 1:1:N
for i = 1:1:length(x)
tilde_m_z(j,j) = tilde_m_z(j,j) + m_b*abs(Phi_z(j,i));
end

end

K_a_z = @(V_R,V) 2.6*K_a_z_0*((V/V_R)." (-6))*exp(-((V/V_R)."(-8)));
g_z = @(V_R,V) ((V/V_R)."(3/2))*exp(-(1/2)*(((1-(V_R/V))/b_2))."2);
kvadintphil = zeros(4,1);

for j = 1:1:N
for i = 1:1:length(x)
kvadintphil(j) = kvadintphil(j) + abs(Phi_z(j,i))"2;
end
end

hatt_xi_z = @(V_R,V) ((4*m_z)/(rho_v¥B"2))*(xi_z/K_a_z(V_R,V));
%% Bestemmer hvor vi skal se pa responsen

hatt_beta_z = @(n,V_R,V) (abs(Phi_z(n,ceil(length(x)*koord)))...
/((2°(5/2))*(pi~(7/4)))) *sqrt (((rho_v*D"3)/(m_z*kvadintphil(n)))...
*(lambda_z/(b_z*K_a_z(V_R,V))))*(hatt_sigma_q_z/(St"2))*(g_z(V_R,V)/a_z);

f_hatt_sigma_r_z = @(n,V_R,V) sqrt(((1-hatt_xi_z(V_R,V))/2)...
+ sqrt((((1-hatt_xi_z(V_R,V))/2)"2) + hatt_beta_z(n,V_R,V)"2));

%% Vi kan nd beregne hatt_sigma_r_z

dv = 0.1;
V = 0:dV:20;

hatt_sigma_r_z = zeros(4,length(V));

for i = 1:1:length(V)
for n = 1:1:N
hatt_sigma_r_z(n,i) = f_hatt_sigma_r_z(n,V_R_z(n),V(i));
end
end

sigma_r_z = a_z*Dxhatt_sigma_r_z;

figure
plot(V,sigma_r_z(1,:),V,sigma_r_z(2,:),...
V,sigma_r_z(3,:),V,sigma_r_z(4,:),’LineWidth’,2)
title([’Responsen i z-retning ved ’ num2str(koord) ’L’])
xlabel(’Middelvindhastighet, V [m/s]’)
ylabel(’Dynamisk respons, \sigma_{r_z} [m]’)
legend([’V_{R_{z_1}} = ’ num2str(V_R_z(1)) ’ [m/s]’]
[V_{R_{z_2}} = ’ num2str(V_R_z(2)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{z_3}} = ’ num2str(V_R_z(3)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{z_4}} = ’ num2str(V_R_z(4)) ’ [m/s]’])
grid on
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Vedlegg F
Virvelavlgsnings- respons i tor-
sjon - MATLAB

%h Hafslundsgy - Virvelavlgsninger
% 12.05.2013

% Simen Hellgren Holtberget

% simenhel@stud.ntnu.no

h
%% Finner kritiske vindhastigheter
f_z = omega_z/(2%pi);

V_R_z = f_z*(D/St); % Kritisk vindhastighet for
% vertikale svingninger [m/s]

f_theta = omega_theta/(2*pi);

V_R_theta = f_theta*(D/St); % Kritisk vindhastighet for
% torsjonssvingninger [m/s]

%% Ser nd pa pa torsjon
% Definerer konstantene

hatt_sigma_q_theta = hatt_sigma_q_z*(b_c/(2%B));
b_theta = 0.1;

a_theta = a_z*((2*D)/b_c);

m_theta = 4004;

lambda_theta = 3;

rho_v 1.25;

B = 4.74;

D = 0.42;

L_exp L;

K_a_theta_0 = 0.02;

s~

% Bestemmer modal masse

tilde_m_z = zeros(N,N);

for j = 1:1:N
for i = 1:1:length(x)
tilde_m_z(j,j) = tilde_m_z(j,j) + m_b*abs(Phi_z(j,i));
end

end

K_a_theta = @(V_R,V) 2.6*K_a_theta_0x((V/V_R)." (-6))*exp(-((V/V_R)."(-8)));
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g_theta = @(V_R,V) ((V/V_R)."(3/2))*exp(-(1/2)*(((1-(V_R/V))/b_theta))."2);
kvadintphi2 = zeros(4,1);

for j = 1:1:N
for i = 1:1:length(x)
kvadintphi2(j) = kvadintphi2(j) + Phi_theta(j,i)"2;
end
end

hatt_xi_theta = @(V_R,V) ((4*m_theta)/(rho_v*B"4))...
*(xi_theta/K_a_theta(V_R,V));

hatt_beta_theta = @(n,V_R,V) (abs(Phi_theta(n,ceil(length(x)*koord))).
/(27 (5/2))*(pi~(7/4)))) *sqrt (((rho_v*D"5)/(m theta*kvadlntphlZ(n)))
*(lambda_theta/(b_theta*K_a_theta(V_R,V)))).
*(hatt_sigma_q_theta/(St"2))*(g_theta(V_R,V)/a_theta);

f_hatt_sigma_r_theta = @(n,V_R,V) sqrt(((1-hatt_xi_theta(V_R,V))/2)...
+ sqrt ((((1-hatt_xi_theta(V_R,V))/2)"2) + hatt_beta_theta(n,V_R,V)"2));

%% Vi kan na beregne hatt_sigma_r_theta

=0.1;
V = 0:dV:20;

hatt_sigma_r_theta = zeros(4,length(V));

for i = 1:1:length(V)
for n = 1:1:N
hatt_sigma_r_theta(n,i) = f_hatt_sigma_r_theta(n,V_R_theta(n),V(i));
end
end

sigma_r_theta = a_thetaxhatt_sigma_r_theta;

figure

plot(V,sigma_r_theta(l,:),V,sigma_r_theta(2,:)...
,V,sigma_r_theta(3,:),V,sigma_r_theta(4,:),’LineWidth’,2)

title([’Responsen i torsjon ved ’ num2str(koord) ’L’])

xlabel (’Middelvindhastighet, V [m/s]’)

ylabel(’Dynamisk respons, \sigma_{r_\theta} [m/m]’)

legend ([’V_{R_{\theta_1}} = ’ num2str(V_R_theta(1)) ’ [m/s]’],
[’V_{R_{\theta_2}} = ’ num2str(V_R_theta(2)) ’ [m/s]’],
[’V_{R_{\theta_3}} = ’ num2str(V_R_theta(3)) ’ [m/s]’],
[’V_{R_{\theta_4}} = ’ num2str(V_R_theta(4)) ’ [m/s]’])

grid on
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Virvelavlgsnings- respons i z-
retning med TMD - MAT-
LAB

YA Hafslundsgy - Massedempere

% 23.05.2013

% Simen Hellgren Holtberget

% simenhel@stud.ntnu.no

%% Definerer fgrst lastens forventningsverdi

sigma_q_z = @(V) hatt_sigma_q_z*(rho_v*V"2%B/2);
%% Finner spektraltettheten for lasten

S_q_z = @(omega,omega_s,V) ((sigma_q_z(V)"2)/(sqrt(pi)*omega_s*b_z))...
*exp (- ((1-(omega/omega_s))/b_z)"2);

%% Ser sd pa den modale lastresponsen

f_S_tilde_R_z = @(omega,omega_s,V) 2xlambda*D*S_q_z(omega,omega_s,V)...
*kvadintphil(1);

omega = 4:0.001:18;
S_tilde_R_z = zeros(4,length(omega));

for n = 1:N
for i = 1:1:length(omega)
S_tilde_R_z(n,i) = f_S_tilde_R_z(omega(i),omega_z(n),V_R_z(n));
end
end

figure

plot(omega,S_tilde_R_z,’LineWidth’,2)

grid on

title(’Lastresponsspekteret S_{R_z}(\omega)’)
xlabel(’\omega [rad/s]’)
ylabel(’S_{R_z}(\omega) [N"2s]’)

legend([’\omega_{z_1} = ’ num2str(omega_z(1))],...
[’\omega_{z_2} = ’ num2str(omega_z(2))],...
[’\omega_{z_3} = ’ num2str(omega_z(3))],...
[’\omega_{z_4} = ’> num2str(omega_z(4))])

% Ser p& den aerodynamiske dempingen
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xi_ae_z = @(n,V_R,V) ((rho_v*B~2)/(4*m_b))*K_a_z(V_R,V)...
*(1-(((a_z*D*f_hatt_sigma_r_z(n,V_R,V))"2)/(a_z*D))"2);

% Finner frekvensresponsfunksjonen
hatt_H_z = @(omega,omega_s,n,V_R,V) (1-(omega/omega_s)”2 ...
+ 2*sqrt(-1)*(xi_z - xi_ae_z(n,V_R,V))...
*(omega/omega_s)) " (-1);
% Den modale stivheten
tilde_K_z = @(n) omega_z(n) "2*m_bxkvadintphil(n);
%% Spektraltettheten til responsen
f_S_r_z = @(omega,omega_s,n,V_R,V) ((Phi_z(n,ceil(length(x)*koord))...
/tilde_K_z(n))"2)*...
(abs(hatt_H_z(omega,omega_s,n,V_R,V))"2)...
*f_S_tilde_R_z(omega,omega_s,V);
domega = 0.001;
omega = 5:domega:14;

S_r_z = zeros(4,length(omega));

for n = 1:
for i
S_

=

1:1:length(omega)

r_z(n,i) = f_S_r_z(omega(i),omega_z(n),n,V_R_z(n),V_R_z(n));
end

end

figure

plot(omega,S_r_z,’LineWidth’,2)

grid on

title([’Responsspekteret S_{r_z}(\omega) ved ’ num2str(koord) ’L’])
xlabel(’\omega [rad/s]’)

ylabel(°S_{r_z}(\omega) [m"2/s]’)

legend([’V_{R_{z_1}} = ’ num2str(V_R_z(1)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{z_2}} = ’ num2str(V_R_z(2)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{z_3}} = ’ num2str(V_R_z(3)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{z_4}} = ’ num2str(V_R_z(4)) ’ [m/s]1’]1)

%% Pnsker nd & innfgre massedempere
tilde_M_z = m_z*kvadintphil;

% bestemmer massen til demperene
mu = 0:0.0001:0.01;

M_z_d = @(n,mu) muxtilde_M_z(n);

% Plasserer massedemperene

N_j = 3; % Antall dempere
x_A = 0.3%L;
x_B = 0.5%L;
x_C = 0.7%L;
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mu_A = 0.0025;
mu_C = mu_A;
mu_B = 0.006;
% Finner egenfrekvensene til massedemperene
f_omega_z_A = zeros(N,1);
for n = 1:N
f_omega_z_A(n) = omega_z(n)/(1+mu_A);

end

omega_z_C = f_omega_z_A(2);
omega_z_A = f_omega_z_A(2);

f_omega_z_B = zeros(N,1);
for n = 1:N
f_omega_z_B(n) = omega_z(n)/(1+mu_B);
end
omega_z_B = f_omega_z_B(1);
% Finner dempingskoeffisientene til massedemperene

xi_d = @(mu) sqrt((3*mu)/(8*(1+mu)"3));

xi_z_ A = xi_d(mu_A);
xi_z_B = xi_d(mu_B);

xi_z_C = xi_z_A;
% Definerer massen til demperene
f M z_ d_ A = zeros(N,1);

f_M_z_d_B = zeros(N,1);

for n = 1:N
f Mz d A(n) = M_z_d(n,mu_A);
f_M_z_d_B(n) = M_z_d(n,mu_B);
end
M.z d B =f_MzdB(1);
M_z_d C=f_ Mz d_A(2);
M_z_d_ A =f_ Mz dA);

% Finner stivheten til demperene
f K z_d_A = zeros(N,1);

f_K_z_d_B = zeros(N,1);

d_A(n) = (f_omega_z_A(n) 2)*f_M_z_d_A(n);
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f_ K_z_d_B(n) = (f_omega_z_B(n)"2)*f_M_z_d_B(n);

end

K_z_d_B = f_K_z_d_B(1);
K.z d_C=f_ K z_d A(2);
K_z_d_A = £_K_z_d_A(2);

% Ma etablere modeformene til massedemperene
Phi_z_d = @(n) [Phi_z(n,ceil(length(x)*x_A/L));
Phi_z(n,ceil(length(x)*x_B/L));
Phi_z(n,ceil(length(x)*x_C/L))]1;
tilde_M_z = diag(tilde_M_z);

f_hatt_S_tilde_R_z = @(n,omega) ((omega_z(n) 2*tilde_M_z(n,n))"(-2))...
*f_S_tilde_R_z(omega,omega_z(n),V_R_z(n));

dummy _N_N_j = zeros(1,N_j);
dummy _N_j_N = zeros(N_j,1);
dummy_N_j = zeros(N_j,N_j);

hatt_S_tilde_R_z = @(n,omega) [f_hatt_S_tilde_R_z(n,omega) dummy N_N_j;
dummy_N_j_N dummy_N_j];

dummy_1_N_j = zeros(1,N_j);
dummy_I_N_j = eye(N_j);
Psi_z = [Phi_z(1,ceil(length(x)*koord)), Phi_z(2,ceil(length(x)*koord)),...

Phi_z(3,ceil(length(x)*koord)), Phi_z(4,ceil(length(x)*koord))];

Psi_z = @(n) [Psi_z(n) dummy_1_N_j;
dummy_N_j_N dummy_I_N_jI;

%% Finner sad frekvensresponsmatrisen
dummy_I_N = eye(N);

invomega_z = @(n) 1/omega_z(n);

hatt_omega_z = @(n,omega) omega*invomega_z(n);

invomega_z_d [1/omega_z_A 0 0;

0 1/omega_z_B 0;
0 0 1/omega_z_B];

hatt_omega_z_d = @(omega) omega*invomega_z_d;

Xi_d = [xi_z_A xi_z_B xi_z_C];
= diag(Xi_d);

»d

[

a
I

Xi_z = @(n,V_R,V) xi_z-xi_ae_z(n,V_R,V);

= [M_z_d_A M_z_d_B M_z_d_Cl;
diag(f_M_z_d);

f_ Mz d
M_z_d =

hatt_D = @(n,Phi_d) Phi_d’*M_z_d/tilde_M_z(n,n);
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% Frekvensresponsmatrisen blir da

hatt_E = @(n,V_R,V,omega) [1-((hatt_omega_z(n,omega) 2)*...
(1+(hatt_D(n,Phi_z_d(n))#*Phi_z_d(n))))+...
(2xsqrt (-1)*hatt_omega_z(n,omega) .*. ..
Xi_z(n,V_R,V)), -(hatt_omega_z(n,omega). 2)*...
hatt_D(n,Phi_z_d(n));
-(hatt_omega_z_d(omega) . 2)*...
Phi_z_d(n), (dummy_I_N_j-(hatt_omega_z_d(omega). 2)+...
(2*sqrt (-1) . xhatt_omega_z_d(omega)*Xi_d))1;

hatt_H = @(n,V_R,V,omega) inv(hatt_E(n,V_R,V,omega));

f S r_zd=@(n,V_R,V,omega) Psi_z(n)*(conj(hatt_H(n,V_R,V,omega)))*...
hatt_S_tilde_R_z(n,omega)*hatt_H(n,V_R,V,omega).’*Psi_z(n).’;

S_r_z_d = zeros(N,length(omega));

for n = 1:N
for i = 1:1:length(omega)
dummy_S_r_z_d = £f_S_r_z_d(n,V_R_z(n),V_R_z(n),omega(i));
S_r_z_d(n,i) = dummy_S_r_z_d(1,1);
end
end

figure

plot(omega,S_r_z_d,’--’,omega,S_r_z,’LineWidth’,2)

grid on

title([’Responsspekteret S_{r_z}(\omega) med TMD ved ’ num2str(koord) ’L’])
xlabel(’\omega [rad/s]’)

ylabel(°S_{r_z}(\omega) [m~2/s]’)

legend (’S_{r_{z_{d_1}}}’,’S_{r_{z_{d_2}}}’,’S_{r_{z_{d_3}}}’,’S_{r_{z_{d_4}}}")

kvad_sigma_r_d_z = zeros(N,length(V));

for n = 1:N
for i = 1:1:length(V)
dummy_sigma_r_d_z = £f_S_r_z_d(n,V_R_z(n),V(i),2*%pi*V(i)*St/D)*dV;
kvad_sigma_r_d_z(n,i) = dummy_sigma_r_d_z(1,1);
end
n
end

sigma_r_d_z = sqrt(kvad_sigma_r_d_z);

figure

plot(V,sigma_r_d_z,’--’,V,sigma_r_z,’LineWidth’,2)

title([’Dynamisk respons i z-retning med TMD ved ’ num2str(koord) ’L’])

xlabel(’Middelvindhastighet, V [m/s]’)

ylabel(’Dynamisk respons, \sigma_{r_z} [m]’)

legend(’\sigma_{r_{z_{d_1}}}’,’\sigma_{r_{z_{d_2}}}’,...
’\sigma_{r_{z_{d_3}}}’,’\sigma_{r_{z_{d_4}}}’)

grid on

% Pnsker nd & gjgre en simulering i tidsdomenet

T = 600;
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k_p = sqrt(2); % Narrow-banded

c_k_z = @(n,k) sqrt(2*S_r_z(n,k)*domega) ;
c_k_z_d = @(n,k) sqrt(2*S_r_z_d(n,k)*domega) ;

t = 0:1:600;

r_z = zeros(N,length(t));
r_z_d = zeros(N,length(t));

phaseangle = zeros(1,length(omega));

for i = 1:1:length(omega)
phaseangle(1,i) = rand*2*pi;

end
for n = 1:N
for i = 1:1:length(t)
for k = 1:1:length(omega)
r
r
end
end
end
figure

subplot(2,1,1)
plot(t,r_z(1,:))

title([’Responsen i z-retning ved ’ num2str(koord) 'L,
med vindhastighet V_{R_{z_1}}= ’ num2str(V_R_z(1)) ’

ylabel(’Respons, r_z(x,t) [m]’)
grid on

subplot(2,1,2)

plot(t,r_z_d(1,:))

xlabel(°Tid, t [s]’)
ylabel(’Respons, r_{z_d}(x,t) [m]’)
grid on

figure
subplot(2,1,1)
plot(t,r_z(2,:))

title([’Responsen i z-retning ved ’ num2str(koord) °’L,
med vindhastighet V_{R_{z_2}}= ’ num2str(V_R_z(2)) ’

ylabel(’Respons, r_z(x,t) [m]’)
grid on

subplot(2,1,2)

plot(t,r_z_d(2,:))

xlabel(’Tid, t [s]’)
ylabel(’Respons, r_{z_d}(x,t) [m]’)
grid on

figure
subplot(2,1,1)
plot(t,r_z(3,:))

title([’Responsen i z-retning ved ’ num2str(koord) L,
med vindhastighet V_{R_{z_3}}= ’ num2str(V_R_z(3)) ’

ylabel(’Respons, r_z(x,t) [m]’)
grid on

_z(n,i) = r_z(n,i) + c_k_z(n,k)*cos(omega(k)*t(i) + phaseangle(1l,k));
_z_d(n,i) = r_z_d(n,i) + c_k_z_d(n,k)*cos(omega(k)*t(i) + phaseangle(1,k))
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subplot(2,1,2)

plot(t,r_z_d(3,:))

xlabel (’°Tid, t [s]’)

ylabel (’Respons, r_{z_d}(x,t) [m]’)
grid on

figure

subplot(2,1,1)

plot(t,r_z(4,:))

title([’Responsen i z-retning ved ’ num2str(koord) ’L,...
med vindhastighet V_{R_{z_4}}= ’ num2str(V_R_z(4)) ’ [m/s]’])
ylabel(’Respons, r_z(x,t) [m]’)

grid on

subplot(2,1,2)

plot(t,r_z_d(4,:))

xlabel(’Tid, t [s]’)

ylabel (’Respons, r_{z_d}(x,t) [m]’)

grid on
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%h Hafslundsgy - Massedempere

% 23.05.2013

% Simen Hellgren Holtberget

% simenhel@stud.ntnu.no

%% Definerer fgrst lastens forventningsverdi

sigma_q_theta = @(V) hatt_sigma_q_theta*(rho_v*V"2*(B"2)/2);
%% Finner spektraltettheten for lasten

S_q_theta = @(omega,omega_s,V) ((sigma_q_theta(V)"2)/(sqrt(pi)*omega_s*b_theta))...
*exp (- ((1-(omega/omega_s))/b_theta) "2);

%% Ser sd pa den modale lastresponsen

f_S_tilde_R_theta = @(omega,omega_s,V) 2*lambda*D*S_q_theta(omega,omega_s,V)...
*kvadintphi2(1);

omega = 4:0.001:17;
S_tilde_R_theta = zeros(4,length(omega));

for n = 1:N
for i = 1:1:length(omega)
S_tilde_R_theta(n,i) = f_S_tilde_R_theta(omega(i),omega_theta(n),V_R_theta(n));
end
end

figure

plot(omega,S_tilde_R_theta,’LineWidth’,2)

grid on

title(’Lastresponsspekteret S_{R_\thetal}(\omega)’)
xlabel(’\omega [rad/s]’)
ylabel(’S_{R_\theta}(\omega) [N"2s]’)

legend([’\omega_{\theta_1} = ’ num2str(omega_theta(1))],...
[’\omega_{\theta_2} = ’ num2str(omega_theta(2))],...
[’\omega_{\theta_3} = ’ num2str(omega_theta(3))],...
[’\omega_{\theta_4} = ’ num2str(omega_theta(4))])

% Ser pa den aerodynamiske dempingen

xi_ae_theta = @(n,V_R,V) ((rho_v*B~4)/(4*m_b))#*K_a_theta(V_R,V)...
*(1-(((a_theta*f_hatt_sigma_r_theta(n,V_R,V))"2)/(a_theta))"2);
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% Finner frekvensresponsfunksjonen

hatt_H_theta = @(omega,omega_s,n,V_R,V) (1-(omega/omega_s) 2 ...
+ 2+sqrt(-1)*(xi_theta - xi_ae_theta(n,V_R,V))...
*(omega/omega_s)) " (-1);

% Den modale stivheten
tilde_K_theta = @(n) omega_theta(n) 2*m_b*kvadintphi2(n);
%% Spektraltettheten til responsen

f_S_r_theta = @(omega,omega_s,n,V_R,V) ((Phi_theta(n,ceil(length(x)*koord))...
/tilde_K_theta(n)) "2)*...
(abs(hatt_H_theta(omega,omega_s,n,V_R,V))"2)...
*f_S_tilde_R_theta(omega,omega_s,V);

S_r_theta = zeros(4,length(omega));

for n = 1:N
for i = 1:1:length(omega)
S_r_theta(n,i) = f_S_r_theta(omega(i),omega_theta(n),n,V_R_theta(n),V_R_theta(n));
end
end

figure

plot(omega,S_r_theta,’LineWidth’,2)

grid on

title([’Responsspekteret S_{r_\theta}(\omega) ved ’ num2str(koord) ’L’])
xlabel(’\omega [rad/s]’)

ylabel(’S_{r_\theta}(\omega) [m"2/s]’)

legend ([’V_{R_{\theta_1}} = ’ num2str(V_R_theta(1)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{\theta_2}} = ’ num2str(V_R_theta(2)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{\theta_3}} = ’ num2str(V_R_theta(3)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{\theta_4}} = ’ num2str(V_R_theta(4)) ’ [m/s]’])

%% Pnsker nd & innfgre massedempere
tilde_M_theta = m_theta*kvadintphi2;
% bestemmer massen til demperene

mu = 0:0.0001:0.01;

M_d = @(n,mu) muxtilde_M_theta(n);

% Plasserer massedemperene

N_j = 3; % Antall dempere
x_A 0.3x%L;

x_B 0.5%L;

x_C 0.7*L;

mu_A = 0.0025;

mu_C = mu_A;
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mu_B = 0.006;
% Finner egenfrekvensene til massedemperene
f_omega_theta_A = zeros(N,1);
for n = 1:N
f_omega_theta_A(n) = omega_theta(n)/(1+mu_A);

end

omega_theta_C = f_omega_theta_A(2);
omega_theta_A = f_omega_theta_A(2);

f_omega_theta B = zeros(N,1);
for n = 1:N
f_omega_theta_B(n) = omega_theta(n)/(1+mu_B);
end
omega_theta_B = f_omega_theta_B(l);
% Finner dempingskoeffisientene til massedemperene

xi_d = @(mu) sqrt((3*mu)/(8*(1+mu)"3));

xi_A = xi_d(mu_A);
xi_B = xi_d(mu_B);

xi_C = xi_A;
% Definerer massen til demperene
f_M_d_A = zeros(N,1);

f_M_d_B = zeros(N,1);

for n = 1:N
f M d A(n) = M_d(n,mu_A);
f_M_d_B(n) = M_d(n,mu_B);
end
M_d_B = f_M_d_B(1);
M_d_C = £_M_d_A(2);
M_d_A = £ M_d_A(2);

% Finner stivheten til demperene

f_K_d_A = zeros(N,1);

f_K_d_B = zeros(N,1);

for n = 1:N
f_K_d_A(n) = (f_omega_theta_A(n) 2)*f_M_d_A(n);
f_K_d_B(n) = (f_omega_theta_B(n) 2)*f_M_d_B(n);
end
K_d_B = f_K_d_B(1);
K_d_C f_K_d_A(2);
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K_d_A = £_K_d_A(2);

% Ma etablere modeformene til massedemperene

Phi_d = @(n) [Phi_theta(n,ceil(length(x)*x_A/L));
Phi_theta(n,ceil (length(x)*x_B/L));
Phi_theta(n,ceil (length(x)*x_C/L))];

tilde_M_theta = diag(tilde_M_theta);

f_hatt_S_tilde_R_theta = @(n,omega) ((omega_theta(n) 2*tilde_M_theta(n,n)) (-2))*...
f_S_tilde_R_theta(omega,omega_theta(n),V_R_theta(n));

dummy _N_N_j = zeros(1,N_j);
dummy _N_j_N = zeros(N_j,1);
dummy_N_j = zeros(N_j,N_j);

hatt_S_tilde_R_theta = @(n,omega) [f_hatt_S_tilde_R_theta(n,omega) dummy_N_N_j;
dummy_N_j_N dummy_N_jI;
dummy_1_N_j = zeros(1,N_j);
dummy_I_N_j = eye(N_j);
Psi_theta = [Phi_theta(1,ceil(length(x)*koord)), Phi_theta(2,ceil(length(x)*koord)),...
Phi_theta(3,ceil(length(x)*koord)), Phi_theta(4,ceil(length(x)*koord))];

Psi_theta = @(n) [Psi_theta(n) dummy_1_N_j;
dummy_N_j_N dummy_I_N_j];

%% Finner sa frekvensresponsmatrisen
dummy_I_N = eye(N);
invomega_theta = @(n) 1/omega_theta(n);
hatt_omega_theta = @(n,omega) omega*invomega_theta(n);
invomega_theta_d = [1/omega_theta_A 0 0;

0 1/omega_theta_B 0;

0 0 1/omega_theta_B];

hatt_omega_theta_d = @(omega) omega*invomega_theta_d;

Xi_d
Xi_d

[xi_A xi_B xi_C];
diag(Xi_d);

Xi_theta = @(n,V_R,V) xi_theta-xi_ae_theta(n,V_R,V);

e

f_M_d = [M_ _
M_d = diag(f_M_d);
hatt_D = @(n,Phi_d) Phi_d’*M_d/tilde_M_theta(n,n);

% Frekvensresponsmatrisen blir da

hatt_E = @(n,V_R,V,omega) [1-((hatt_omega_theta(n,omega) 2)*...

(1+(hatt_D(n,Phi_d(n))*Phi_d(n))))+...
(2*sqrt (-1) *hatt_omega_theta(n,omega) .*. ..
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Xi_theta(n,V_R,V)), -(hatt_omega_theta(n,omega). 2)*...
hatt_D(n,Phi_d(n));

-(hatt_omega_theta_d(omega) . 2)*. ..

Phi_d(n), (dummy_I_N_j-(hatt_omega_theta_d(omega)."2)+...
(2*sqrt (-1) . xhatt_omega_theta_d(omega)*Xi_d))];

hatt_H = @(n,V_R,V,omega) inv(hatt_E(n,V_R,V,omega));

f_S_r_theta_d = @(n,V_R,V,omega) Psi_theta(n)*(conj(hatt_H(n,V_R,V,omega)))*...
hatt_S_tilde_R_theta(n,omega)*hatt_H(n,V_R,V,omega).’*Psi_theta(n).’;

S_r_theta_d = zeros(N,length(omega));

for n = 1:N
for i = 1:1:length(omega)
dummy_S_r_theta_d = f_S_r_theta_d(n,V_R_theta(n),V_R_theta(n),omega(i));
S_r_theta_d(n,i) = dummy_S_r_theta_d(1,1);

end
end

figure

plot(omega,S_r_theta_d,’--’,omega,S_r_theta,’LineWidth’,2)

grid on

title([’Responsspekteret S_{r_\theta}(\omega) med TMD ved ’ num2str(koord) ’L’])

xlabel(’\omega [rad/s]’)

ylabel(’S_{r_\theta}(\omega) [m~2/s]’)

legend (’S_{r_{\theta_{d_1}}}’,’S_{r_{\theta_{d_2}}}’,...
’S_{r_{\theta_{d_3}}}’,’S_{r_{\theta_{d_4}}}’)

kvad_sigma_r_d_theta = zeros(N,length(V));

for n = 1:N
for i = 1:1:length(V)
dummy_sigma_r_d_theta = f_S_r_theta_d(n,V_R_theta(n),V(i),2%pi*V(i)*St/D)*dV;
kvad_sigma_r_d_theta(n,i) = dummy_sigma_r_d_theta(1,1);
end
n
end

sigma_r_d_theta = sqrt(kvad_sigma_r_d_theta);

figure

plot(V,sigma_r_d_theta,’--’,V,sigma_r_theta,’LineWidth’,2)

title([’Dynamisk respons i torsjon med TMD ved ’ num2str(koord) ’L’])

xlabel(’Middelvindhastighet, V [m/s]’)

ylabel(’Dynamisk respons, \sigma_{r_\theta} [m/m]’)

legend(’\sigma_{r_{\theta_{d_1}}}’,’\sigma_{r_{\theta_{d_2}}}’,...
’\sigma_{r_{\theta_{d_3}}}’,’\sigma_{r_{\theta_{d_4}}}’)

grid on

% @nsker na & gjgre en simulering i tidsdomenet
T = 600;
k_p = sqrt(2); % Narrow-banded

c_k_theta = @(n,k) sqrt(2*S_r_theta(n,k)*domega) ;
c_k_theta_d = @(n,k) sqrt(2*S_r_theta_d(n,k)*domega) ;
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t = 0:1:600;

r_theta = zeros(N,length(t));
r_theta_d = zeros(N,length(t));

phaseangle = zeros(1,length(omega));

for i = 1:1:length(omega)
phaseangle(1,i) = rand*2*pi;

end
for n = 1:N
for i = 1:1:length(t)
for k = 1:1:length(omega)
r_theta(n,i) = r_theta(n,i) + c_k_theta(n,k)*cos(omega(k)*t(i)+phaseangle(1,k));
r_theta_d(n,i) = r_theta_d(n,i) +...
c_k_theta_d(n,k)*cos(omega(k)*t(i) + phaseangle(1,k));
end
end
end
figure

subplot(2,1,1)

plot(t,r_theta(l,:))

title([’Responsen i torsjon ved ’ num2str(koord) °’L,...
med vindhastighet V_{R_{\theta_1}}= ’ num2str(V_R_theta(1)) ’ [m/s]’]1)
ylabel(’Respons, r_\theta(x,t) [m/m]’)

grid on

subplot(2,1,2)

plot(t,r_theta_d(1,:))

xlabel(’Tid, t [s]’)

ylabel(’Respons, r_{\theta_d}(x,t) [m/m]’)

grid on

figure

subplot(2,1,1)

plot(t,r_theta(2,:))

title([’Responsen i torsjon ved ’ num2str(koord) ’L,...
med vindhastighet V_{R_{\theta_2}}= ’ num2str(V_R_theta(2)) ’> [m/s]’]1)
ylabel(’Respons, r_\theta(x,t) [m/m]’)

grid on

subplot(2,1,2)

plot(t,r_theta_d(2,:))

xlabel(’Tid, t [s]’)

ylabel(’Respons, r_{\theta_d}(x,t) [m/m]’)

grid on

figure

subplot(2,1,1)

plot(t,r_theta(3,:))

title([’Responsen i torsjon ved ’ num2str(koord) °’L,...

med vindhastighet V_{R_{\theta_3}}= ’ num2str(V_R_theta(3)) ’ [m/s]’])
ylabel (’Respons, r_\theta(x,t) [m/m]’)

grid on

subplot(2,1,2)

plot(t,r_theta_d(3,:))

xlabel(’Tid, t [s]’)
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ylabel(’Respons, r_{\theta_d}(x,t) [m/m]’)
grid on

figure

subplot(2,1,1)

plot(t,r_theta(4,:))

title([’Responsen i torsjon ved ’ num2str(koord) ’L,.
med vindhastighet V_{R_{\theta_4}}= ’ num2str(V_R theta(4)) > [m/s1°1)
ylabel (’Respons, r_\theta(x,t) [m/m]’)

grid on

subplot(2,1,2)

plot(t,r_theta_d(4,:))

xlabel (’Tid, t [s]’)

ylabel(’Respons, r_{\theta_d}(x,t) [m/m]’)

grid on
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